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., ...az evezlket
bolond repiilés szarnyaiva tettiik,
s vitorlaink mind balfelé vetidtek...”

Dante: Isteni szinjaték.
Pokol, huszonhatodik ének
Babits Mihaly forditasa

Addm fiamnak, aki a ,, bolond repiilés ’-hez — a komplex szamok
végtelenjében torténd cirkalasaimhoz — szoftverszarnyakat épitett.






Eloszo (Az ,,Egy olnyi végtelen” befejezd sorai)

., Ezutan laték uj eget és uj foldet; mert az elsé . ...Uj ég, 1ij csillag ragyogott felettiink,

ég és az elsd fold elmult vala; és a tenger ha jott az éj: a mi egiink lebujva

tobbé nem vala.” a tenger ala, mar egészen eltiint.”
Jel. 21.1

Dante: Isteni szinjaték.
Pokol, huszonhatodik ének
Babits Mihaly forditasa

A Dante-idézet folytatdsa (Janos apostol jovendolésének parafrazisaként) uj ég és uj csillagok
feljottét is rebesgeti. Vajon, ha Dante Odiisszeuszatol eltéréen nem hagyjuk magunkat sodortatni
a hullamokkal, hanem az ,, Egy dlnyi végtelen” bevezetd soraiban emlitett két iranytiitdl vezér-
elve egészen masfelé is elkezdiink kalandozni: kikertilhetjiik-e a (valljuk be, azért nagyon izgal-
mas) poklot, és megtalalhatjuk-e az 0j eget és az 0j csillagokat (a masvilagot...)?

Vagy — ha mi mar megfaradtan mégiscsak hazatériink Ithakaba — (a joeszli) Télemakhosz
nekivag-e majdan az érvénylé hullamoknak, sot, esetleg Szkiilla égbe nyulo sziklainak is?

Kecskés Lajos: Egy olnyi végtelen. Nemzeti Tankonyvkiado, 2002.






1. Eg és fold kozott

., Kozepiitt szallj!” — adja tandcsat,

., Icarus, erre vigyazz, nehogy aztan, hogyha alant
szallsz,

viz nehezitse a tollaidat, s tiiz marja, ha tul font:
szallj csak a kettd kozt!...

Ovidius: Daedalus és Icarus.
Devecseri Gabor forditasa

crer

orvényld hullamai — ,,mennybdl aldszallt” varosai, csillagai, netan-talan(?) csillaglakéi — felé!
Orizziik meg mindkét hajdani irdnytiinket (a racionalitast és az intuiciot), de — okulva Szkiilla
tobzddé étvagyanak keserli tapasztalatabol €s Daidalus bolcs intelmébdl — hasznaljunk majd fé-
ket a merész utazashoz!

Ezt megel6zden azonban késziiljiink fel az utra, idézziik fel a varazslatos vizeken, szérnyek
lakta szigetek kozott cirkald Odiisszeusznak az ,, Egy 6lnyi végtelen”’-ben leirt latomasait: eleve-
nitsiik fel a matematika klasszikus Mandelbrot-algoritmusa [Zn = (Zn-1)¥X? + C] altal megjele-
nithetd, kaprazatos formagazdagsagu geometriai alakzatokra vonatkozo ismereteket! Amennyi-
ben a Mandelbrot-halmazt megjelenitd kép, a ,,Mandelbrot-tenger” 6blokkel-fjordokkal csipké-
zett partvidékérdl kiszemelt ,,C”-értékeket (komplex szamokat) helyettesitiink be a fenti kép-
letbe, akkor a Za-értékek altal definialt pontok halmaza ciklikusan kavargd oérvények és ,,bubo-
réklények” latvanyos, nyiizsgd sokasagat rajzolja ki a komplex szamsikon. Példaul az egyik leg-
latvanyosabb ,,buboréklényt” az EXP = 2 kitevo és a C =—0,12 + 0,6495071 komplex szam de-
finialja (circal.hu weboldal, ,, Presets” meniipont, Figure 1.1).
9.11e-1i

-4.57e-1i
-9.46e-1

1.1. abra
A ,circal.hu” weboldal segitségével megjelenitett Mandelbrot-halmaz és az ,X” szimbolummal megjeldlt
pontjabdl szarmazé cirkal
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Tovabbi buborékokra és orvényekre bukkanhatunk, ha a Re(C) és Im(C) értékeket az
., Egy dlnyi végtelen ”-ben megfogalmazottaknak megfeleléen a Mandelbrot-halmaz peremvidé-
kérol valasztjuk. (A ,circal.hu” weboldal ,,MA” programvaltozata a fent emlitett klasszikus
Mandelbrot-képletet haszndlva megjeleniti az 6sszetartozd Re(Zn) ... Im(Zn) értékparok altal
reprezentalt pontokat.)

Azt is megtapasztalhatjuk, hogy ,.belehajozva” a tenger mélyébe (vagyis a ,,C’-értéket a
halmaz belsejébol valasztva) nem torténik érdekfeszitd esemény, a pontsorozat villimgyorsan
Osszestirtisodik egy, az origdtol nem tulsdgosan tavolra esd pont kornyékére (,.elsiillyediink”
Khariibdisz 6rvényeiben). Masrészrol viszont, a part szlik kornyezetét kifelé elhagyva (vagyis
elég nagy ,,C”-értékeket valasztva), a pontsorozat kifut a szinte felmérhetetleniil taguld végte-
lenbe (Szkiilla ,,felszippantja” Odiisszeusz szerencsétlen tarsait). Ekkor a Zy-értékek |Zy| abszo-
lat értékei (a komplex sikon az origébol a Z komplex szdmra mutatd vektorok) mar egészen kicsi
n-¢értékek esetén is megkozelitik, majd meghaladjak a szamitogép kapacitasa altal definialt ,,gépi
végtelen”-t. (Sajat szamitogépemen ez az érték = 1037.)

Mindez természetesen egyaltalan nem meglepd, hiszen ismeretes, hogy a hatvanyozas mii-
velete az egységnél nagyobb kitevék esetén gyors, ,,féktelen” novekedést eredményez. Erdekes
¢s ,,sz€p” alakzatok megjelenithetdségét az MA-képlet meglehetdsen sziik tartomanyra — a ,,ten-
gerpart” keskeny savjara — korlatozza.

A természetben, a kézzelfoghatd anyagi-fizikai vilagban gyakran talalkozhatunk hasonld
singatag” stabilitdssal. Igy példaul az emlésallatok és az emberek csak 36 ... 37 °C-os testhd-
mérséklet kornyékén lehetnek életképesek, vériink kémhatdsa csak néhany szdzadnyival térhet
el a pH = 7,40 értéktol, testfolyadékaink 6sszetevdinek koncentracidértékei is csak sziik hatarok
kozott mozoghatnak. Megrémiiliink, ha az artérias vérnyomasunk ,,kilog” a normalisnak tekint-
hetd 100 ... 160 higanymilliméter tartoméanybol, a fiiliink csak a 20 ... 20 000 Hz frekvenciatar-
tomanyra, szemiink csak az elektromagneses spektrum nagyon sziik, 400 ... 700 nanométer hul-
lamhosszusagu tartomanyara érzékeny: a tal nagy vagy tul kis frekvencidju hangokat nem hall-
juk, az infravoros vagy az ultraibolya szineket nem latjuk. Mindezeknél a 1ényegében kozismert
tényeknél joval meghokkentdbb az a friss kozmoldgiai felismerés, hogy anyagi vildgunk puszta
1étezésének lehetdsége is borotvaélen tancol: ha az univerzum csak egy paranyival gyorsabban
tagulna, akkor az 6srobbands ota eltelt néhany milliard év alatt a galaxishalmazok mar gyakor-
latilag végtelen tavolsagra keriiltek volna egymastdl, ha viszont a tdgulas sebessége egy icipicit
is kisebb lenne, ki sem alakulhatott volna a mostanra csillagokkal benépesitett vilagmindenség.
A tagulas mértékét szamszeriisitd igynevezett Hubble-alland6 és néhany mas fizikai paraméter
(az elemi részecskék tomege, a gravitacios és elektromagneses kolcsonhatasokra jellemzd kons-
tansok) jol meghatarozott, pontos szamértéke €s idobeli stabilitdsa garantalja, mintegy ,,kodolja”
¢lhetd 1étezésiink feltételeit.

A Mandelbrot-halmaz peremén is sajatsagos stabilitas, afféle matematikai homeosztazis,
»cletképesség” tanui lehetlink. Az itt fellelhetd, az ,, Egy olnyi végtelen’-ben részletesen ismer-
tetett ,,buboréklények” nylizsgd sokasaganak élettere is csak egy keskeny sav, és bar ennek a
savnak végtelen sok pontjabdl végtelen sok alakzat szdrmaztathato, az alakzatok jellege (6rvé-
nyek, buborékok) egyaltalan nem mutat til nagy valtozatossagot. Szerkezetiiket, rendjiiket és
esztétikdjukat sziik intervallumba szorithato (komplex) szamértékek kodoljak.

Probaljuk meg mesterséges beavatkozassal megzabolazni Szkiilla tobz6dé étvagyat! Modositsuk
a klasszikus Mandelbrot-algoritmust, iktassunk bele a képletbe egy matematikai féket: a hatva-
nyozas (egyik) inverz miiveletét, a gyokvonast! ,,Fék” gyanant ,.fejeljik meg” a képletet a kitevo
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reciprokaval (EXP = exp™). Ez a miivelet természetesen ekvivalens az ,,EXP” gyokkitevovel
torténd gyokvondssal, vagyis legyen:
Zn = [(Zn1)®® + C]EXP,
A ,,fék” — varakozasunknak megfelelden — miikodni kezd: az iteracidszam (n) novelésével
a Zn-értékek nem szokkennek a végtelenbe, a pontsorozatot reprezentald gérbe mintegy vissza-
fordul (a logaritmikus Iéptékvalasztas sem feltétleniil sziikséges), az 6sszetartozd imagindrius €s
valos értékeket megjelenitd pontok pedig torlédni kezdenek egy egyenes mentén (1.2. abra).

I
(@]
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1.2. abra
~Fékezett” Mandelbrot-képlettel (,MB-algoritmussal) el6allitott pontsorozat az iteraciészam
fliggvényében és a komplex szamsikon

Magasabb kitevo (példaul exp = 11) esetén még hatarozottabb jellegii ez a torlodas, ezaltal
lehetdvé valik joval tobb pont dbrazolasa is (1.3. dbra):
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1.3. dbra

Magasabb kitevét tartalmazd MB-algoritmussal elballitott pontsorozat a komplex szamsikon
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Ha az onkényesen vélasztott ,,C”-értéket (vagyis az eredetpontot) megvaltoztatjuk, a torlo-
das — ahogyan azt az alabbi néhany példa jol illusztralja — 1ényegében megmarad (1.4. abra):

exp = 11 EXP = exp™ = 0,090909.... Z,=0 Zo = [(Zna)**® + CJEX® n=1...200

C=-0,5+1i C=-0,1+1i

[2] =
n HE
n
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1 036 035 L 0.26

: 1.066 i
1.116 106 !
1.146 024
s s 1.135
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1.22 ! y m(Z,)
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13 1.287 Re(Z,)
1.307 1.294
1.314 1.301
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1.332 1.319
1.338 1.325

1.4. abra

Magasabb kitevét tartalmazé MB-algoritmussal elGallitott, kiilénb6zé ,C” eredetpontokbdl szarmazé
pontsorozatok (a komplex szamsikon)

A matematikdban gyakran taldlkozhatunk felcserélhetd (kommutativ) miiveletekkel. Fel-
meriilhet a kérdés: vajon felcserélhet6-e az imént mddositott, a gyokvondssal ,,fékezett” Man-
delbrot-képletben a hatvanyozas és a gyokvonas? Probaljuk meg: az eredetpontot (C = -0,1 +
11) valtozatlanul hagyva cseréljiik fel a kitevok szamértékeit! Legyen EXP = 11; és eszerint exp
= EXP!=0,0909009...

Amint azt alabb megtfigyelhetjiik, sz6 sincs kovetkezmények nélkiili felcserélhetdségrol,
mert varatlan és nagyon meglepd dolog torténik (1.5. dbra): a Zn-értékek némi gyors novekedés
utan hatarértékhez tartanak, pontosabban szolva egy, az origdtol jocskan tavol esd hatarérték
kornyékén kezdenek el oszcillalni. Eszerint a fékezett képlettel megadott leképezésnek, ha nem
is fixpontja, de fix tartomanya van: a |Za|-érték az iterdcidszam tetszoleges novelése esetén sem
1ép ki ennek kereteibdl.
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EXP = 11 Exp= EXP' = 0,090909 Zo=0  Za=[(Ze1)**+C]?**  n=1...200
C=-0,1+1i

] = 6x10 8
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1.5. dbra
Felcserélt kitevbket tartalmazé MB-algoritmussal elballitott pontsorozat (az iteracioszam fiiggvényében)

L/

=)

Az itt is alkalmazott logaritmikus dbrazolds még inkdbb szemléletessé teszi a ,,folyamatot”.
Az Osszetartozd valds és imaginarius értékparokat megtestesitdé pontok sajatsagos, kisebb-na-
gyobb koroket formdzo, dsszességében hatalmas kiterjedésti (figyeljiikk meg a tengelyeken fel-
tiintetett 1éptéket) haromszogszeri alakzatba rendezodnek:
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. %
'J . ..l-'.
* .
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Re(C)=-0,1 e® © 0% S agete . o gt
Im(C)=1 L. ) { s
Re(Zo)=0 N . . . . o®
ROT=11 . .
n=5000 . .
o .
" l.
L] ..l " .'
e
L] . -l . )
. »
. ¢
-511e+7i ‘es’
-5,62e+7 277e+7
1.6. abra

Felcserélt kitevbket tartalmazé MB-algoritmussal eléallitott pontsorozat a komplex szamsikon

Szamlaljuk meg a nagy koroket kialakito (pici korocskék segitségével kirajzolt) képponto-
kat: minden nagy kort 11 képpont alakit ki, vagyis a szamlalas eredményeként az altalunk beirt
kitevdt kapjuk!

Vajon véletlen volna? Vizsgaljunk meg néhany, mas kitevovel megjelenitett alakzatot!
(Vagyis csak az EXP-értékeket modositsuk!) Hatalmas, a novekvo kitevonek megfeleléen egyre
tobb nagysagrendet atfogd méretli korok jelennek meg a komplex szdmsikon. Sok nagysagrend-
del nagyobbak ezek az alakzatok, mint a klasszikus Mandelbrot-halmazbdl eredeztethetd 6rvé-
nyek és buborékok. (Ismét figyeljiink a koordinatatengelyeken feltiintetett 1éptékekre!)
A korvonalakat kialakité pontocskak stirtisége sajatos rend szerint valtozni latszik, a korok el-
rendezddésében pedig itt-ott tobbtengelyli szimmetridt vagy legaldbbis majdnem-szimmetriat
vélhetiink felismerni. Az EXP-értékek mellett (zardjelben) feltiintettiik az egy-egy kort (vagy
éppenséggel ellipszist, de ez csak a tengelyeken alkalmazott 1épték megvalasztasdnak kérdése)
kialakito képpontok szamat:
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. o O - o ~'~z~ ER
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1.10. abra 1.11. &bra 1.12. abra
‘EXP=45"/(9) /EXP=58"/(58)" (EXP=76"/(19)

* @, o @ . E ° .
o ‘S . | . o .- .
P & A -:4- : : o .-f,'. gi
. '.=o ..= .o . O <. . . -....oo. .....l

co.ci. " . .'-' ....
1.13. abra 1.14. abra 1.15. abra

1.7. ... 1.15. &brék
Klilénbbz6 EXP-kitevbket tartalmazd MB-algoritmusokkal elSallitott ponthalmazok (,cirkal™ok)
a komplex szamsikon

Eszrevehetjiik, hogy (a lényegében &tletszertien megvalasztott kitevék esetén) ez a képpont-
szam tobbnyire azonos az EXP-kitevdvel vagy legalabbis kapcsolatban all vele, mert minden
esetben osztdja annak! Megfigyelhetjiik azt is, hogy az dbrakon nemcsak korok lathatok: minden
abra tartalmaz az origd kornyékén a korokhoéz nem tartozd, bizonyos mértékig drvényszerii ka-
vargas érzetét keltd ponthalmazokat is (ezek a fix tartomany elérése elétti iteraciokbdl — ahol
n <kb. 100...200 — szarmaznak).

Sz6 szerint , . korvonalazodni” kezd valamiféle rend, szabalyossag, periodicitas. Ideje, hogy
nevet adjunk ezeknek a nyilvdnvaldan valamilyen rendszer szerint csoportosuld koroket
(,,circle”) formazo, meglehetdsen ,,cirkalmas” alakzatoknak: Odiisszeusznak az ,,Egy 6lnyi vég-
telen”-ben emlitett bolyongasaira (,,cirkalasaira”) és a fraktalokkal kapcsolatos eredetre utald
megnevezéssel legyen a gyiijténeviik ,, CIRKAL”.



