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������ (Az „Egy �������	
�����
���������������) 

�3���������	% ����
���	��������#��4��������������
	
�	�������������#������������4�	�������
���
többé nem vala.”  

Jel. 21.1 
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@����#�,��������-����	%. 
Pokol, huszonhatodik ének 

Babits Mihály fordítása 
 
 
A Dante-idézet folytatása (János apostol jövendölésének parafrázisaként) új ég és új csillagok 
����
��
����������������H��'�Q�&��@�����R"����������������
�������%�&�����	�%����	����'"'�������
a hullámokkal, hanem az „Egy ölnyi végtelen” ����������'��������%�+�����	
��������*�������
�U
elve egészen ������
������	��"��	�	����"'���#�	�	����&����	-e a (valljuk be, azért nagyon izgal-
mas) poklot, és megtalálhatjuk-e az új eget és az új csillagokat (a ���világot...)? 

Vagy – ha mi már megfáradtan mégiscsak hazatérünk Ithakába – W�������*X�Y
��%�	&'���
nekivág-e majdan az ���	�����!������%��	Q����Q���������/�	�����égbe ����� szikláinak is?  
 

��[�	
��\��'�# Egy ölnyi végtelen. Nemzeti Tankönyvkiadó, 2002. 
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R��"���# 9��#�����	��,������ 
Devecseri Gábor fordítása 

 
 

�
�����	�@����������������#����	+���	��������		����������	��Q���>�����	�������
���������%��������

��
�����&����%���– ^%�����������������_����'���Q�[��������Q������-talán(?) csillaglakói – felé! 
`�����	�%���%��"	
��&��"����������*�	���W����[�'���������
���� intuíciót), de – okulva Szkülla 
�'���"��
��������	�	����*���>�������������
��@��"������
�[�������%
����– használjunk majd fé-
ket a merész utazáshoz!  

����%������������'�����	
�������	��������q���Q��"
���	����������������'������	��Q���
����	�
lakta szigetek között cirkáló Odüsszeusznak az „Egy ölnyi végtelen”-������+������'%�����#������U
nítsük fel a matematika klasszikus Mandelbrot-algoritmusa [Zn = (Zn-1)EXP + C] által megjele-
�+�&���Q�	�>�����'���'�%����"�����q���'%����������	���'	����'���	'�����%�����	��{��%ennyi-
ben a Mandelbrot-&��%����%�������+���	
>Q���^)��"����'�-������_�
��
		��-fjordokkal csipké-
�����>�����"
	
����	����%����^|_-értékeket (komplex számokat) helyettesítünk be a fenti kép-
letbe, akkor a Zn-értékek által definiált pontok halmaza ciklikusan kavargó örvények és „bubo-
�
	�
���	_��������'�Q����������'	�����������'����	����	'%>��}����%�+	'���~
�"�����������	����U
�������'�����^���'�
	�
���_������~ = <�	������
����| = –0,12 + 0,649507i komplex szám de-
finiálja (�������!��"����#��+��:������
����*&���+�;�
����<�<). 

 
1.1. ábra 

A „circal.hu” weboldal segítségével megjelenített Mandelbrot-halmaz és az „X” szimbólummal megjelölt 
pontjából származó cirkál 
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További buborékokra és örvényekre bukkanhatunk, ha a Re(C) és Im(C) értékeket az     
„Egy ölnyi végtelen”-����%���'���%��'���	��	�%�������������)��"����'�-halmaz peremvidé-
	
���� ���������	�� W�� ^[��[���&�_� ���'�"��� ^)�_� >�'���%����'����� �� ����� �%�+����� 	����zikus 
Mandelbrot-képletet használva megjeleníti az összetartozó Re(Zn) … Im(Zn) értékpárok által 
reprezentált pontokat.) 

���� ���%����>������&����	Q�&'���^����&������_��� �������%
��
��� W������� ��^|_-értéket a 
&��%���������
�������������X���%��
��
��	�
�"�	����+������%
��Q���>'���'�'���������%��'�����

�����*�*�
"�	� ���Q� ��� '�������� ��%� �q����'���� ���'���� ���� >'��� 	
���
	
��� W^��������"��	_�
�&����"����
��
�������X��)���
����������'��Q���>������*	�	
�������
��	����
���&������W�������
��
�������^|_-értékeket választva), a pontsorozat kifut a szinte felmérhetetlenül táguló végte-
������W/�	�����^������>>�����_�R"���������������[�
������������X���		'����Zn-értékek |Zn| abszo-
lút értékei (a komplex síkon az origóból a Z komplex számra mutató vektorok) már egészen kicsi 
n-értékek esetén is megközelítik, majd meghaladják a számítógép kapacitása által definiált „gépi 
�
������_-t. (Saját számítógépemen ez az érték = 10307.) 

)��"������%
����������������������%�%����>�Q�&����� ��%������Q�&'�����&������'����%*U
��������������
��
������'���	�����	�����
����'��Q�^�
	�����_��
��	�"
������"%
������:�"�	���

��^��
>_����	���'	�%�������+�&����
�
�����)�-	
>����%����&���������*	�����'%������– a „ten-
���>���_�	��	������������– korlátozza. 

A természetben, a kézzelfogható anyagi-fizikai világban gyakran találkozhatunk hasonló 
^�������_��������������������>
�"��������%��������'	�
������%����	�[��	��� … ����|-'������&�U
mérséklet környékén lehetnek életképesek, vérünk kémhatása csak néhány századnyival térhet 
�����>� = �Q���
��
	���Q������'���"
	���	�
�����������	�	'�[�����[��
��
	������[��	���*	�&����'	�
	
�
���%'�'�&����	��)���
%����	Q�&��������
������
���'%����	�^	����_����'�%������	���	���U
&����;�����;���&�����%����%
��������'%������Q��������	�[�ak a 20 … 20 ����������	���[�����U
�'%�����Q����%��	�[��	�������	��'%���������>�	���%�����'����*	Q��������������'%
����&��U
��%&'���q���q�����'%�������
��
	���#����q�������������q��	������	���[���q�&���'	�����%�&���U
juk, az infravörös vagy az ultraibolya színeket nem látjuk. Mindezeknél a lényegében közismert 
�
���	�
��������%��&
		������������������	'�%'������������%��
�Q�&'�����������������	�>������
�
���
�
��	���&����
�������'�'���
�������['�#�&�������������%�[��	�����>������������'��������
�������Q��		'�������robbanás óta eltelt néhány milliárd év alatt a galaxishalmazok már gyakor-
latilag végtelen távolságra kerültek volna egymástól, ha viszont a tágulás sebessége egy icipicit 
is kisebb lenne, ki sem alakulhatott volna a mostanra csillagokkal benépesített világmindenség. 
����������%
��
	
�����%����*�+���q�����������������-állandó és néhány más fizikai paraméter 
W������%���
���[�	
	��
%���Q����������[����
�����	��'%��������	
�[�
�&����'	��������%���	'��U
����'	X�����%��&����'�'��Q�>'��'�����%
��
	��
���"����������������������������Q�%�������^	�"'���_�

�&�����
���
���	�����
�������� 

A Mandelbrot-halmaz peremén is sajátságos stabilitás, afféle matematikai homeosztázis, 
^
���	
>���
�_����q����&����	���������������&���Q����„Egy ölnyi végtelen”-ben részletesen ismer-
tetet��^���'�
	�
���	_����������'	�������	�
�����������[��	�����	��	�������Q�
����������	���
sávnak végtelen sok pontjából végtelen sok alakzat származtatható, az alakzatok jellege (örvé-
nyek, buborékok) egyáltalán nem mutat túl nagy változatosságot. Szerkezetüket, rendjüket és 
����
��	���	�����*	�����������%�����'�+�&����W	'%>��}X����%
��
	�	�	�"'���	� 
Próbáljuk meg mesterséges beavatkozással megzabolázni Szkülla tobzódó étvágyát! Módosítsuk 
a klasszikus Mandelbrot-algoritmust, iktassunk bele a képletbe egy �������������	���#���&����U
��'����W����	X��������%*�����
�Q�����
	�'����{ ̂ �
	_���������̂ �������	�%��_���	
>��������	������
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reciprokával (EXP = exp-1X�������%*���������%
����������	������������^��~_���
		���������
�
��
�����
	�'������Q��������������# 

Zn = [(Zn-1)exp + C]EXP. 
��^�
	_�– ����	'�����	��	�%�����������– %*	
"���	��"#���������[�����%�W�X��
���
�
����

a Zn-értékek nem szökkennek a végtelenbe, a pontsorozatot reprezentáló görbe mintegy vissza-
fordul (a logaritmikus léptékválasztás sem feltétlenül szükséges), az összetartozó imaginárius és 
������
��
	�	���%�������+���>'��'	�>�"����'���"���	��"���	������������ mentén (1.2. ábra).  

)��������	������W>
�"����exp ��;;X�����
��%
��&����'�'������������*�������'���"��Q���������
��&����
�����	��������
���>'��������'��������W;��������X# 

 

 

 

1.3. ábra
����������	
��

�
��
���������-�����	
���������
����
�

�pontsorozat a komplex számsíkon 

1.2. ábra 
„Fékezett” Mandelbrot-�����

��������-�����	
����������
����
�

����
������
 az iterációszám 

függvényében és a komplex számsíkon 

N 20�C 0.7� i�� n 1 N��� exp 2� Z
0

0�

Zn Z
n 1��

�
�
	

exp
C�
�

�

�
�

1
exp

��
Zn

01.105·10
01.562·10
01.914·10
02.21·10
02.47·10
02.706·10
02.923·10
03.125·10
03.314·10
03.494·10
03.664·10
03.827·10
03.984·10
04.134·10
04.279·10
...

�

0 5 10 15 20
1

2

3

4

5

Zn

n

0 5 10 15 20
0

0.2

0.4

0.6

0.8

log Zn� �

n
0.5 1 1.5 2 2.5
0

1

2

3

4

5

Im Zn� �

Re Zn� �
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������
�	
��������������'���^|_-értéket (vagyis az eredetpontot) megváltoztatjuk, a torló-
dás – ahogyan azt az alábbi néhány példa jól illusztrálja – lényegében megmarad (1.4. ábra)# 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

��%���%���	��������	���������	'�&����	����[���
�&����W	'%%����+�X�%*������		�������U
%����&�����	
�"
�#����'�����[���
�&���-������%
���%�"'�+�'��Q�����
	�'�������^�
	�����_�)��U
delbrot-	
>���������&������'����
������
	�'�����~�������	�%��#�������"��>'��'��W|���–0,1 + 
;�X�����'���������&������[���
���	�������	�����	����%
��
	���{�\������EXP = 11; és eszerint exp 
= EXP-1 = 0,090909… 

Amint azt alább megfigyelhetjük, szó sincs következménye	� �
�	���� ���[���
�&����
����Q�
%�������������
������'��%����>��"'�'���
��
��	�W;��������X#����n-értékek némi gyors növekedés 
�����&����
��
	&��� �������	Q�>'��'�����������������Q����'�������� ��[�	��� ���'������&����
��
	�
környékén kezdenek el oszcillálni. Eszerint a fékezett képlettel megadott leképezésnek, ha nem 
�����}>'����Q�"����}�����'%��������#�����n|-
��
	���������[�����%��������������
���
�������
����%�
�
>�	������	�	����������� 
  

C = –0,5 +1i 

Z0 = 0 exp = 11 

Zn

1.01
1.076
1.116
1.146
1.169
1.189
1.206
1.22
1.234
1.245
1.256
1.266
1.275
1.284
1.292
1.3

1.307
1.314
1.32
1.326
1.332
1.338

�

0.8 1 1.2 1.4 1.6
0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

Im Zn� �

Re Zn� �

n = 1 … 200 

0.8 1 1.2 1.4 1.6
0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

0.26

Im Zn� �

Re Zn� �

Zn

1
1.066
1.106
1.135
1.158
1.177
1.194
1.209
1.222
1.233
1.244
1.254
1.263
1.272
1.28
1.287
1.294
1.301
1.308
1.314
1.319
1.325

�

C = –0,1 +1i 

Zn = [(Zn-1)exp + C]EXP EXP = exp-1 = 0,090909…. 

1.4. ábra 
����������	
��

�
��
���������-�����	
���������
����
�

���!�"��"�
 „C” eredetpontokból származó 

pontsorozatok (a komplex számsíkon) 
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EXP = 11 Exp= EXP-1 = 0,090909 Z0 = 0 Zn = [(Zn-1)exp + C]EXP n = 1…200 
C = -0,1 + 1i     
 

 

   
 
 

������������	��%��'����'�����%�	��������'����%
����	�������%�
������
���������^�'���%��'�_��
���
��������'���������
�� �%����������
��
	>��'	���%��������+���>'��'	���������'�Q�	�����-na-
gyobb köröket formázó, összességében hatalmas 	������"
�*�W��������	�%�������������	������U
�����������
>�
	��X�&��'%��
�����*����	���������"���"��	# 

 
 

Számláljuk meg a nagy köröket kialakító (pici köröcskék segítségével kirajzolt) képponto-
	��#�%��"��������	
���;;�	
>>'������	+��	�Q�������������%�������redményeként az általunk beírt 
	�������	�>��	{ 

H��'�� �
������� �'����� H���������	� %��� �
&���Q� %��� 	��������� %�������+����� ���	���'�{�
(Vagyis csak az EXP-
��
	�	���%�"'�+���	{X������%��Q����
��	���	�������	�%�����������������
�
�������������"������'���%
���*�körök jelennek meg a komplex számsíkon. Sok nagyságrend-
del nagyobbak ezek az alakzatok, mint a klasszikus Mandelbrot-&��%���������"�����&����örvé-
nyek és buborékok. (Ismét figyeljünk a koordinátatengelyeken feltüntetett léptékekre!)           
A körvonalakat 	����	+���>'��'[�	�	��*�*�
��������'�����"�������������'����������	Q���	
�
	���U
���"���"
�
���� >�"��� ���-'��� �
���������*� ���%%������� ����� ����������� %��"��%-szimmetriát 
vélhetünk felismerni. Az EXP-értékek mellett (zárójelben) feltüntettük az egy-egy kört (vagy 
éppenséggel ellipszist, de ez csak a tengelyeken alkalmazott lépték megválasztásának kérdése) 
	����	+���	
>>'��'	����%��#� 

1.5. ábra 
#��$�����
��	
��
��
�
��
���������-�����	
���������
����
�

����
������
�����	
���$	������%!�����&����� 

1.6. ábra 
#��$�����
��	
��
��
�
��
���������-�����	
���������
����
�

����
������
���komplex számsíkon 
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1.7. ábra 1.8. ábra 1.9. ábra 

   
1.10. ábra 1.11. ábra 1.12. ábra 

   
1.13. ábra 1.14. ábra 1.15. ábra 
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1.7. … 1.15. ábrák 
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 ponthalmazok („cirkál”-ok) 

a komplex számsíkon 


