Fried Ervin

ALGEBRA II.
Algebrai struktirak






Fried Ervin

ALGEBRA II.

Algebrai struktirak

it

TYPOTEX



A mi digitélis formaban torténd megjelenését a Nemzeti Kulturdlis Alap tdmogatta.

N<3

Nemzeti Kulturalis Alap

© Fried Ervin jogutédja (Fried Katalin), Typotex, Budapest, 2021
Engedély nélkiil semmilyen formaban nem masolhatd!

Biralok: dr. Csikany Béla egyetemi tanar és dr. Agoston Istvan egyetemi docens

ISBN 978 963 279 994 0

Kedves Olvasé!

K06szonjiik, hogy kindlatunkbdl vdlasztott olvasnivalét!
Ujabb kiadvanyainkrél, akciéinkrél a www.typotex.hu
és a facebook.com/typotexkiado oldalakon értesiilhet.

Typotex Kiadé

Alapitotta Votisky Zsuzsa, 1989

A kiad6 az 1795-ben alapitott Magyar Konyvkiadék
és KonyvterjesztGk Egyesiilésének tagja.

Felel6s kiad6: Németh Kinga

Fé@szerkesztS: Horvéith Baldzs

Miiszaki szerkesztd: Fried Katalin



TARTALOM

El6sz6
(és haszndlati javaslat .. ... 9
Els6 rész: Alapfogalmak ............. .. ... ... . . 13
1. Halmazelméleti alapfogalmak .......... ... ... .. . i i, 13
L1, Halmazok ... e 13
1.2. Relacid €s flggveny . .......couoiin i 16
1.3. Részbenrendezés, elrendezés, jolrendezés ............... ..., 18
1.4. Ekvivalenciareldcid, particid, fliggvény .............cciiiiiii ... 22
1.5, SZAMOSSAZ ..ottt e 24
2. Altaldnos algebrai alapfogalmak ................ccoooiiuiiieeeeiiiiinn... 27
2.1. Mivelet, algebrai struktdra, tipus .............c.ooiiiiiiiii i 27
2.2, Részalgebrak ......... .o e 29
2.3. Izomorfizmus, homomorfizmus .............iuuniiie e 31
2.4. Kongruenciarelacid, faktorstruktdra, direkt szorzat ......................... 34
2.5. Néhany specidlis tipusud algebra ........... ..., 37
3. Részbenrendezett halmazok felhasznaldsa az algebrdban ....................... 40
3.1. A maximumfeltétel ........... .. 40
3.2. Lezdras és Galois-Kapesolat .......ooine e 42
B30 HAIOK .o e 46
3.4. Algebrai halOk reprezentdldsa ..........ouiuuetninniiii i 51
Masodik rész: Csoportok ............ ... . i 56
4. FEICSOPOItOK . ..ot 56
4.1. Félcsoport definicidja és elemi tulajdonsdgai ..................covivinn.. 56
4.2. Szabad fEICSOPOITOK ... ..ot e 59
4.3. Félcsoportok specidlis elemekkel ............. ... .., 63
4.4. Szabad félcsoportok specidlis faktorai ................ ... ... .. 67

4.5. Faktorfélcsoportok invertdldssal ................ o i 67



6 Tartalom

5. CSOPOTLOK . .ottt e 72
5.1. A csoport ekvivalens definicidi ...l 72
5.2. Komplexusok, miiveletek komplexusokkal ................................ 75
5.3. RESZCSOPOTTOK .. oo vttt 77
5.4. Mellékosztalyok; elem és csoport rendje ..............coviiiiiiiiiinan... 78
5.5. Invarians 1éSZCSOPOITOK . ... ...ttt 82
5.6. Faktorcsoport, homomorfizmus-, izomorfizmustételek ...................... 87
5.7. Csoportok direkt Szorzata ............c..oiiiiiiiiii 89
5.8. Véges Abel-CSOpOrtok . .......iiii e 93
5.9. Specidlis részcsoportok és normalosztok ............ ... .. oo 101
5.10. Sylow-1€sZcSOpOrtok . ...ttt 108
5.11. Néhany SpeciliS CSOPOIt . ... ..ottt e 111
5.12. Szabad CSOPOTIOK . ...\ttt e e 115

6. FeloldhatOsag . ... ...ovnnne et e e e e 117
6.1. NOormallANC ... ..o 118
6.2. FeloldhatOSag . .....ovvi e e 122
6.3. PermutaciOcsOPOItoK ... ... ..ottt 125
6.4. Csoport-eldallitdas permutdcidécsoportokkal ............ ... ..., 131
6.5. A szimmetrikus csoport kompozicidlancai ............. ... . 134
6.6. Az S, automorfizmusCSOPOIt]a .. ...ttt ettt 138
6.7. Linedris transzformaciok cSOportja ..........ouvuiieenniiieennnnnnnn.. 141

Harmadik rész: Kommutativ gytirtik ................ .. ... ... ... 150

7. Kommutativ gyUrik ... e 150
7.1. Gylriik definicidja és elemi tulajdonsagai ................ccvviiieeen .. 150
7.2. Részgylrtik, idedlok .......... ..o 154
7.3. Hanyadosgyfir(, lokdlis gylrlik ........... .. oo, 158
7.4. Noether-gy(irt, polinomgylrli ............ ... ... 164
7.5. Egyértelm felbontds ..........ouiiiiiiiiiii e 168
7.6. Karakterisztika és primtest, egyszer( testbovités .......................... 176
7.7. Miveletek idedlokkal, felbontdsi tétel .............. ... ... ..o .. 179
7.8. Idedlok gyOKel ...........iiiuiiii 183

8. Kommutativ testek . ... ...t 187
8.1. Algebrai testbOVItES ... ..o 187
8.2. Felbontasi test, algebrai lezart ............ ... ... i 189
8.3, VEges teSteK ..ottt s 193
8.4. Hibajavitd KOdOK . ...... ..o 196
8.5. Szepardbilis bovités, tokéletes test ........ ..o 198
8.6. Transzcendens bdvitések ............ o i 200

8.7. Normalis DOVIES ...ttt e 206



Tartalom 7

8.8. A klasszikus Galois-elmélet f6tétele ............. ... . ... ... ... 208
8.9. Gyokjelekkel valé megoldhatdsag .........covviiiiiiiii .. 212
8.10. Konkrét polinomtipusok megoldhatésdga ............................... 220
8.11. A geometriai szerkeszthet8ség algebrai elmélete ........................ 226
8.12. Az egységgyokok kiszamitdsa ....... ... .o 229
Negyedik rész: Algebrak .......... ... ... .. i 237
9. ModUIUSOK . ..ot e 237
9.1. Moduluselméleti alapfogalmak ............. .. .. ..o i, 237
9.2. Unitér modulusok . ....... ..o 240
9.3. Az R-homomorfizmusok cSOpOrtja ..............ouuiiuinuinnennennnenn.. 241
9.4, DIagramokK . ...ttt e 248
9.5. Kapcsolatok az algebrai topoldgidval ............. ... ..o ... 250
9.6. A Homp funktor ...........oiiiiii e 253
9.7. Modulusok tenZorSZOIzata ... .........c...eeueuueenueennneeanneenneennnen. 261
9.8. Osszefiiggések ® és HOm KOZOtt . ... ........ooeiuie i, 267
10, ALGEDIaK . ..o 268
10.1. Egész elemek kommutativ gyfirtik felett ................................ 268
10.2. Dedekind-gylrlik ............oo i 271
10.3. Algebrai egészek Q felett ......... ..o 276
10.4. Féligegyszerli gylrlk ........ ..o 281
10.5. Algebrak, csoportalgebra ............ccouiiiiiiiiii i 285
10.6. A Jacobson-radikal .......... ... .. 293
10.7. Algebrak valdsan zart testek felett ............ ... ..o, 297
Otodik rész: Egyéb algebrai struktdrak ....................................... 311
11. Altaldnos al@ebrak ...............ooeee oo 311
11.1. A kifejezések algebrdja ......... ..o 311
11.2. Szabad algebrak .............. i 314
11.3. Azonossdgokkal definidlhatd osztdly ........... ... ..o, 318
11.4. Szubdirekt elGAIITtAS ... .....oouuii e 325
2 = 1 329
12.1. Halék mint algebrai struktdrdk ...............c. i, 329
12.2. Disztributiv halok . ... . 338
12.3. Moduldris halok ....... ..o e 347
12.4. Atomos halok és Boole-halok .............. ... ... i 351

12.5. KongruenciahdlOk ............ooiiiiiiiii i 356



Tartalom

13. Rendezett csoportok és testek .......... ...t 357
13.1. Részbenrendezett CSOPOTTOK ... ...uuten it 357
13.2. Rendezett testek . ....... ..o 359

14. Rel4cidalgebrak, algebrai logika ........... ... . . i i 366
14.1. Reldcidalgebrak ......... ... e 366
14.2. 0-1 mérték, ultraszorzat (Primszorzat) ...............c.evieeennieenneann. 369

15, Kategoridk . ...t 375
15.1. Objektumok és morfizmusok ........... ... .ot 375
15.2. Funktorok . ......o..ooi i 379
15.3. Kategoridk realizacioja .. ......ouueenn et 384

Betlirendes mutatd .. ...t 389

TrodalomjegyzEk .. ...t e 399



ELOSZO
(és hasznalati javaslat)

Ez a tankdonyv a NEmMzETI TANKONYVKIADO gondozdsdban 2000-ben megjelent
ALGEBRA 1. cimii tankonyv folytatdsa. Ennek megfelel6en els6dlegesen az E6tvos Lorand
Tudomanyegyetem masodéves matematikus és alkalmazott matematikus hallgatéi szdmara
késziilt, e szakoknak a tematikdjat koveti; vagyis a kiilonbozd (absztrakt) algebrai struktu-
rakkal foglalkozik. E konyv anyagdnak és moddszereinek a tanulmanyozasahoz megfeleld
alapot ad az elsé kotet; noha annak ismerete itt nem feltétleniil sziikséges. Igaz, hogy egyes
tételeket itt nem bizonyitunk be ismételten.

Ez a konyv bevezetd jellegd, tehat egyik struktdrafajtat sem vizsgalja részletesebben.
Bevezet6 jellegii algebrajegyzet és -tankonyv Magyarorszagon (is) igen sok van; ezekrdl az
irodalomjegyzékben adunk tdjékoztatdst. A felsoroltak mindegyike mas és mds felfogasban
targyalja a fenti tananyagot, ezért nem lehet ezen tankdnyveket rangsorolni; tulajdonkép-
pen jol kiegészitik egymdst. Ez a tankdnyv az 1980-ban megjelent Altaldnos algebra c.
tankonyvem poétlasara késziilt, amelynek legutdbbi kiaddsa is elfogyott. Tekintettel arra,
hogy az idézett tankonyvhoz képest itt is 1ényeges véltoztatasokat éreztem sziikségesnek,
ezért nem tartottam volna jonak a fenti tankdnyv djabb — 1ényegében valtozatlan — kiada-
sat. Nem véltoztattam a konyv ,,szellemén”, a tananyagot is féleg bovitettem. Igen 1ényeges
kiilonbség taldlhaté a két konyv szerkezetében.

Az egész kotetet 0t nagyobb részre osztottam fel. Az elsé résznek a cime: Alapfo-
galmak. Ide soroltam azokat a fogalmakat és ismereteket, amelyek egyik késébbi strukti-
rafajtdhoz sem kapcsolhatok kiilon. Ennek kovetkeztében az itteni fogalmak nincsenek is
konkrét példakkal megvildgitva.

Célszerii, hogy az elsé rész tiizetes dtolvasdsa csak akkor torténjen meg, ha valahol
késobb ezekre az ismeretekre sziikség van. Ezt utalasok, illetve a nevek jelzik. Az algeb-
rdban is, mint barmely matematikai dgazatban az okoz gondot, hogy a fogalmak csak a
példak utan érthet6k meg, viszont a példak megadasanal sziikség van a pontos fogalmakra.
(Ezért szoktdk a jobb képességii hallgatok egy-egy targy lehallgatdsa utdn azt mondani,
hogy most kellene ismét felvenni ezt a targyat.)

A masodik rész olyan struktirdkkal foglalkozik, amelyek egyetlen kétvaltoz6s miive-
let segitségével definidlhatok; nevezetesen egy rovid félcsoport-elméleti bevezetés utin a
csoportelmélettel. A harmadik rész tdrgya a kommutativ gy(irtik elmélete. Itt a polinom-
gylirtik megértését célzo6 rész, valamint az egyenletekkel foglalkoz6 (és ehhez kapcsolddod)
részek szerepelnek. A negyedik rész témdja az algebrdk (az ilyen nevi algebrai struktdrdk).
Itt a modulusok altaldnosabb elmélete van (hagyatkozva az els6 kotetbeli ismeretekre). Az
algebrik fontossagat az adja, hogy ezek vektorterek és gyftirtik is egyszerre; és igen sok fon-

tos struktdra algebra. A kommutativ esetben az algebrai egészek, a nemkommutativ esetben
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a csoportalgebrak vizsgalata a leglényegesebb pont. Az 6todik rész cime: egyéb algebrai
struktdrdk. Ez a kaleidoszkdpszer( ,,szines forgatag” olyan témadkat tartalmaz, amelyek egy-
részt a mdr targyalt struktirdk ,,mogé” tekintenek, masrészt kapcsolatot teremtenek ,,nem
algebrai” dgakkal.

E konyvben sokkal tbb feladat szerepel, mint az Altaldnos algebra c. tankdnyvem-
ben. Ezek a feladatok részben az idézett konyv megirdsa ota eltelt id6 ,,oktatdsi termé-
kei”, részben e kotet irdsakor keletkeztek. Nagyszamu hasznos €s igen j6 feladat talalhat6
a TANKONYVKIADO gondozdsdban 1988-ban megjelent és BALINTNE SZENDREI MARIA,
CzipLt GABOR és SzENDREI AGNEs készitette Absztrakt algebrai feladatok cimii példa-
tarban. Igyekeztem, hogy az itteni feladatanyagnak ne legyen atfedése a fenti példatarral;
nem biztos, hogy ez maradéktalanul sikeriilt. A feladatok az egyes alfejezetek utdn kovet-
keznek, illetve amikor kevés feladat addédott, vagy a feladatok megoldasahoz a kés6bbi
anyag ismerete is sziikséges volt, akkor e feladatok tobb alfejezet utidn szerepelnek egyiitt.
A feladatok nagy része az anyag megértését szolgédlja, de szerepelnek komolyabb gon-
dolkozast megkivané feladatok is. Ezt kiilon nem jeleztem. (Kérem, aki a kotetek bar-
melyikében hibat taldl, észrevételét jelezze e-mailben, a fried.algebra@cs.elte.hu
cimen. A taldlt hibdk javitisa — lehetSleg naprakészen — megtaldlhaté lesz az internet
http://www.math.elte.hu/fried.algebra oldalan.)

(Itt emlitem meg, hogy az elsd kotetben a rezultdnsndl elirds tortént: a 296. és 297. oldalon aj,
és bX helyesen aX és b

Ebben a konyvben B jeloli a bizonyitdsok és [J jeloli a definicidk és a megjegyzések
végét.

Remélem, hogy ezt a tankonyvet is sikerrel hasznélhatjdk mas szakok és mas egyete-
mek elsGsorban matematikus szakra jar6, de egyéb matematikdt — mindenekel6tt algebrai
mobdszereket — tanul6 egyetemi hallgatéi is.

Mint az elsd kotetben is emlitettem, egyetlen konyv (de az internet sem) pdtolhatja
az €16 eldadds élményét. A matematikat csak gy lehet megtanulni, ha (lehetSleg aktivan)
nyomon kovetjiik a gondolkoddsmédot, az esetleges hibdkat; és a tételeket, a fogalma-
kat és a bizonyitdsokat in statu nascendi (a sziiletés pillanatdban) lathatjuk. Semmi sem
potolhat egy vitat az eléaddval. Az irott segédanyagra az ismeretek felfrissitésekor van
sziikség. Ettd] fiiggetleniil célszertinek tartom azt, hogy a tankonyv a kozolt tananyagon
kiviil lehetSleg gondolkozni is tanitson és magyardzzon. Természetesen ehhez sziikséges,
hogy a fogalmak, tételek és a bizonyitdsok (eltekintve néhdny hosszadalmas és mechanikus
bizonyitdst6l) mind megtaldlhatéak legyenek a tankdnyvben.

Az itt szerepld fogalmak és tételek nem csak az elméleti és az alkalmazott matema-
tika egyéb teriileteir6l szarmaznak, hanem gyokeriik szdmos esetben az algebran beliil van.
Ennek ellenére altaldban lemondtam e fogalmaknak a motivacidjardl, mert ez az egész tar-
gyaldst igen hosszadalmassa €s esetleg érthetetlenebbé tenné.

Koszonetnyilvanitas. E konyv készitésével kapcsolatban is szeretném héldmat kife-
jezni azoknak, akik velem a matematikai gondolkozdsmddot megismertették és megszeret-
tették. Igy Neukomm GyuLa gimndziumi tandromnak, GEHER ISTVAN egyetemi didktdr-
samnak, Fucus LAszL6, RENYT ALFRED, PETER R6zsa és mindenekfelett TuRAN PAL egye-
temi tandraimnak. Hél4val tartozom didkjaimnak és tanitvdnyaimnak, akik dllandé javito
célzattal birdltdk munkdimat; és akiktSl ugyancsak nagyon sokat tanultam. Ezeknek a dia-
koknak a szdma olyan nagy, hogy ket felsorolva 6hatatlanul kimaradna j6 néhany, akiket
nem szeretnék megbdntani. Ezért inkabb egyetlen nevet sem irok ide; 6k ugyis tudjik, hogy
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réluk van szé. Haldval tartozom algebrista kollégdimnak, akik jelenlétiikkel ersitették a
magyar algebrista kozosséget.

Vannak, akik a konyv mdésodik kotetének a kozvetlen megjelenését is elOsegitették.
Halaval és koszonettel tartozom két lektoromnak, név szerint CSAKANY BELANAK és AGos-
ToN IsTVANNAK, akik magukra véllaltdk az 4tnézés keserveit, szdmos értelemzavard hibatdl
mentve meg a konyvet. Ha hiba maradt benne, az nem az 6 munkéjukat, hanem az enyémet
mindsiti.

Hél4val tartozom a konyv el6allitdsaban vald részvételéért FRiED KATALINNAK a tOr-
delésért, a Nemzeti Tankonyvkiadéban PaLoiTay MARIANAK és BALASSA ZSOFIANAK,
akik a konyvet gondoztdk. Haldval tartozom az anyagi hattér biztositdsdért a SZECHENYI
Proresszor1 OszToNDIINAK, valamint a T 029525 szdami OTKA-nak. Végiil, de nem utol-
sosorban haldval tartozom feleségemnek, Hay ErRzSEBETNEK, az erkolcsi hattér biztosita-
séért, tiirelméért és a konyv dtolvasdsdban nytjtott segitségéért.

Budapesten a 2002. évben
Fried Ervin



ELSO RESZ
ALAPFOGALMAK

Az algebra targyat roviden a kovetkez6képpen fogalmazhatnank meg: miveletekkel ellatott hal-
mazok vizsgdlata. Noha ez a meghatdrozds csak durvin tiikrozi a valésdgot, arra azonban felhivja a
figyelmet, hogy az algebrai vizsgdlatokban igen 1ényeges szerepet jatszanak a halmazelméleti alap-
fogalmak. Ennek megfeleléen az els§ részben el6szor halmazelméleti alapfogalmakat vizsgdlunk.
Ezutdn az algebrai alapfogalmakra tériink rd. Végezetiil a részbenrendezett halmazoknak olyan vizs-
gélata szerepel, amely az algebrdban igen fontos.

1. Halmazelméleti alapfogalmak

Ennek a fejezetnek a legnagyobb része mar ismert fogalmak atismétlése és rendszerezése. Egye-

diil a jolrendezéssel kapcsolatos tételek djak. (Egyes esetekben szemléltetés végett késSbb definidlt
fogalmak is szerepelnek, de akkor ezek mar az els6 kotetben is felléptek.)

1.1. Halmazok

Nem célunk, és nem is lehet itt célunk az, hogy szigord halmazelméleti megalapozést
nyujtsunk. Arra toreksziink csupan, hogy ismertessiik azokat a fontosabb halmazelméleti
fogalmakat és Osszefiiggéseket, amelyeket majd felhaszndlunk. Lényegében az tgyneve-
zett ,,naiv halmazelméletet” tirgyaljuk, és bizonyos szemléletes tényeket a késébbiekben
is ,,gatlastalanul” felhaszndlunk. Egy ponton tériink el a naiv halmazelmélettdl: bevezet-
jik az osztdly fogalmat is. Erre ugyanis bizonyos algebrai vizsgalatokndl sziikségiink lesz.
A halmazelmélet két alapvetd fogalma az osztdly és az elemének lenni. Az osztily fogal-
mara azért van szilikség, hogy olyan nagy dsszességeket is megengedhessiink, amelyek mas
0sszességnek nem lehetnek elemei. Ennek megfeleléen, ha az A osztily eleme a B osztdly-
nak (jelben: A € B), akkor A halmaz. Ha a fenti kapcsolat nem 4ll fenn, ezt A ¢ B fogja
jelolni (A nem eleme B-nek). Két osztdly pontosan akkor egyenld, ha elemeik ugyanazok.

Az aldbbiakban csak halmazokra mondjuk ki allitdsainkat, de ezek j6 része igaz az
osztdlyokra is. A halmazok egyenl&ségére vonatkoz¢ 4llitds alapjan minden halmaz meg-
adhat6 elemeivel. Ezt formailag a kovetkez6képpen tessziik. Ha méd van rd, akkor kapcsos
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zérdjelen beliil felsoroljuk a halmaz elemeit, vagy addig folytatjuk a felsoroldst, amig vila-
gosan nem lathatd, hogy mik a halmaz elemei. Példaul:

{1,5,13)  vagy {2,4,6,...), vagy {1,4,9,16,...).

Az els6 halmaz minden elemét felsoroltuk, a masodik halmaz elemei nyilvdn a paros ter-
mészetes szamok, a harmadiké pedig a négyzetszamok.

Amennyiben ilyen felsorolds nem adhaté meg, vagy nagyon kényelmetlen volna,
akkor a zdréjelen beliil egy fiigg6leges vonalat hiizunk, amelynek a bal oldaldn olyan ele-
mek 4llnak, amelyek koziil a halmaz elemei kikeriilnek, jobb oldaldn pedig azt az ,,utasitdst”
irjuk le, amelynek alapjan a halmaz elemeit , kivalasztjuk”. igy

B={x]|xeA}
azt jelenti, hogy B = A. Mint lathatd, a halmazokat nagy latin betiikkel fogjuk jelolni.

Noha a halmazok elemei is halmazok, altaldban a halmazok elemeinek a jelolésére kis
latin betiiket hasznalunk.

Egy halmaz elemei k6zott nincsenek megegyez6k. Amennyiben ez el6fordulhat, akkor
halmaz helyett rendszerrél beszEliink. (Példdul egy linedrisan Osszefiiggd vektorrendszer-
ben ugyanaz a vektor tobbszor is szerepelhet.) A rendszer is kifejezheté a halmazelméleti
alapfogalmak segitségével (ennek a pontos mikéntjére a fiiggvények tirgyaldsdndl tériink
ki). A halmazjel6lés bemutatott formdi rendszerekre is alkalmazhatok.

Tényként fogadjuk el, hogy 1étezik olyan halmaz, amelynek nincsenek elemei. Mivel
minden halmazt egyértelm{ien meghatiroznak az elemei, ezért csak egyetlen ilyen halmaz
van: ezt lres halmaznak nevezziik és a ¢ jellel jeloljiik.

Megjegyezziik, hogy az iires halmaz ,léte” nélkiil a tobbi alaptulajdonsiagb6l nem
lehetne kovetkeztetni arra, hogy léteznek halmazok; mig az iires halmazbdl mar végtelen
sok halmazt tudunk ,.konstrudlni” a kovetkezdképpen:

b, 9y, 0.0y {9,490, {0}

Az itt felsorolt halmazok nemcsak kiilonboz6éek, hanem elemszamuk (0,1,2,3,...) is
egyre novekszik. (Feltessziik, hogy egyetlen halmaz sem eleme 6nmagéanak.)

A halmazok kozott az ,.elemének lenni” kapcsolaton kiviil 1étezik egy masik igen
fontos kapcsolat:

Az A halmaz része vagy részhalmaza a B halmaznak, ha az A minden eleme a B
halmaznak is eleme. E kapcsolatot A C B jeloli. Ha emellett A # B, akkor valodi részrél
beszéliink (jelben: A C B). Minden halmaznak része az iires halmaz.

Az A és B halmazok A U B egyesitését és A N B metszetét a kovetkezképpen értel-
mezziik:

AUB={x|x € A vagy x € B}, ANB={x|xeAésx e B}
Ha A N B =, akkor azt mondjuk, hogy A és B idegen vagy diszjunkt halmazok.

2.z

Besz€lhetiink tobb halmaz egyesitésér6l vagy metszetérdl is, ehhez azonban sziiksé-
glink van az indexezésre. Ez tulajdonképpen egy fiiggvény, ami egy I ugynevezett index-
halmaz minden i eleméhez hozzarendel egy A; halmazt. (A fiiggvényt definidlhatjuk a
halmazelmélet egyéb fogalmaival, mi azonban definidlatlan alapfogalomnak fogjuk tekin-
teni.)
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Az {A; | i € I} halmazrendszer egyesitését, illetve metszetét a kovetkez&képpen
értelmezziik:

{U Aili e 1} = {x | legaldbb egy i € I mellett x € A;},
{ﬂA,- li e 1} = {x | minden i € I mellett x € A;}.

Ha kétértelmiiség nem 1€p fel, akkor az U A;, illetve a m A; jelolést hasznaljuk. Ha
az {A; | i € I} halmazrendszer pontosan a B halmaz elemeibdl all, akkor {U Ajliel }

helyett az {U AlAce B} jelolés is szerepelhet.

Egy {A; | i € I} halmazrendszer idegen, illetve pdronként idegen, ha mAi =0,
illetve barmely kiilonboz6 i, j € I esetén A; N A; = 0.

Az A halmaz P(A) hatvinyhalmazdn az A halmaz részhalmazainak halmazat értjiik:
P(A)={B| B C A}

Az A halmaz particidjan vagy osztilyozdsan az A halmaz részhalmazainak olyan rend-
szerét értjiik, amelyek az A halmazt ,egyrétlien lefedik”. Mds széval m € P(A) particio,

ha 7 kiilonb6z6 elemei paronként idegenek és {U B|Be n} = A. Felhivjuk a figyelmet

arra, hogy definicionk szerint & elemei a ,felsorolasban” tobbszor is szerepelhetnek.

Az A és B halmazok A \ B kiilonbségén azoknak az A-beli elemeknek a halmazat
értjiik, amelyek nem elemei B-nek. igy A\ B = {x | x € Aésx ¢ B}. Amennyiben
B C A, akkor azt mondjuk, hogy A\ B a B-nek az A-ra vonatkozo komplementuma. Ha
A valamilyen természetes modon régzitve van, akkor egyszerlien a B komplementumarol

beszéliink; ezt B jeloli. Vildgos, hogy B komplementuma B.
Az A és B halmaz szorzatdt vagy Descartes-szorzatat
Ax B={(a,b)|lac Aésbe B}
definidlja. E halmaz elemei tehat elempéarok. Hasonl6 elv alapjan értelmezheték a tobbteé-
nyez0s szorzatok is. Példaul:
AXxBxCxD={a,b,c,d)|]lae A,be B,ce C,d e D}.

A szorzatot dltalaban [H Ajliel } jeloli, ahol az I indexhalmaz nem feltétleniil

véges. E szorzat egy-egy elemét (..., a;,...) vagy valami hasonlé fogja jelolni. A fenti
esetben az a; neve a szerepld elem i-edik komponense. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a
tobbtényez8s szorzat nem a kéttényezds szorzat ismétlése; A x B x C elemei elemhdrmasok,
mig (A x B) x C elemei olyan elemparok, amelyeknek az els6 komponense is elempdr.
(Természetesen létezik kozottiik egy ,,természetes bijekcid™.)

Ha egy szorzat minden tényezdje ugyanaz a halmaz, akkor hatvanyrol beszéliink. Az
A halmaz n-tényezss hatvanydt A” jeloli (n > 1 természetes szdm). Az n = 1 esetben

definici6 szerint legyen A' = A, ha pedig n = 0, akkor ugyancsak definici6 szerint legyen
A = (g},
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1.2. Relacioé és fiiggvény

A relédcidkat igen 4dltaldnosan lehet definidlni. Mi itt elsGsorban csak specidlis tipusi
(Gn. binér) relacidkkal foglalkozunk. Ezeket hasznéljak a leggyakrabban, és nekiink is féleg
csak ezekre lesz sziikségiink.

Az (A, B) halmazparon értelmezett (kétvdltozos) relacionak vagy A és B kozotti meg-
feleltetésnek nevezziik az A x B halmaz tetszoleges o részhalmazat. Az A # B esetben
heterogén, mig A = B esetén homogén relaciordl beszéliink. Az utdbbi esetben azt mond-
juk, hogy o relicié az A halmazon.

(Altaldban, az A halmazon értelmezett n-viltozos relicion az A" egy részhalmazat
értjiik.)
Ha (a, b) € o, akkor azt mondjuk, hogy a és b reldcioban dllnak (egymadssal). Ezt a
kovetkez6képpen szoktdk még jeldlni:
o(a, b), illetve apb.
(Megjegyezziik, hogy 0-véltozds relaciét nem értelmeziink, egyvéltozos reldcié az A

halmaz egy részhalmaza; tobbvéltozos relacié esetén csak az (aj,...,a,) € on jelolést
hasznaljuk.)

Az (A, B) halmazpéron értelmezett reldciok halmaza nyilvanvaléan P(A x B). E hal-
maz jelolésére B = A esetén az R(A) jelolést fogjuk haszndlni. Az A x A halmazt teljes
(vagy univerzdlis) relicionak nevezziik. Egy o € R(A) relacié (A x A-beli) o komple-
menterét o komplementer relicidjdnak nevezzilk. A teljes reldcié komplementere az iires
reldcio, amit ugyancsak ¢ jelol. Igen fontos egy A halmaz diagondlis reldcidja, amit

A(A)={(a,a) | a € A}
definidl.
Egy 0 € P(A x B) reldcié o~ ! inverzét a kovetkezSképpen értelmezziik:

o' ={b.a)labeo)
Konnyen igazolhatdk az alabbi osszefiiggések:
@=0 (@H'=0 @ '=@"H @H=a

Bizonyos esetekben értelmezhetjiik reldciok kompoziciojat vagy szorzatat. Ha o € P(A x
X B) és 0 € P(B x C), akkor kompozicidjukat a

o oo ={(a, c) | 1étezik olyan b € B, amelyre (a,b) € o és (b, c) € o}
Osszefiiggés definidlja.

1.1. Tétel. A reldciok szorzata asszociativ.

Bizonyitas. Legyen adva az el6z&eken kiviil még egy v € P(C x D) relacié. Ha
(a,d) € (oo0o)ort, akkor 1étezik olyan ¢ € C, amelyre (a,c) € oo és (c,d) € 1. Az elsd
Osszefiiggésbol kovetkezik, hogy 1étezik olyan B-beli b, amelyre (a, b) € 0 és (b, c) € 0.
Ekkor viszont a most adott b-re (a, b) € o mellett (b, d) € o o1 is igaz, a fent taldlt c € C
tulajdonsdgai alapjan. Igy pedig (a, d) € oo (o o1) is teljesiil. Hasonléképpen bizonyithaté
apo(oot) C (poo)ot Osszefliggés is; amibdl azonnal adddik a két relacié egyenldsége. B
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Koénnyen igazolhatdk az aldbbi 6sszefiiggések:

Boo=000=10, Aop=poA=p, (0oo) '=0"lop™!,

feltéve, hogy a felirt kompozicidk elvégezhetdk (A a ,,megfelels” A(A)-t jeloli).

Ha o € R(A) és B C A, akkor o|p = 0 N B? a p-nak a B-re valé megszoritdsa. Ha
B C A, 0 € R(B), 0 € R(A) és 0 a p-nak B-re val6 megszoritdsa, akkor ¢ a o-nak (egy)
A-ra valé kiterjesztése.

Az aldbbiakban homogén reldcidk néhdny fontos tulajdonsigét vezetjiik be.

A o relaci6 reflexiv, ha A C o (azaz minden a € A elemre apa).

A o relaci6 irreflexiv, ha AN o =@ (azaz apa sohasem teljesiil).

A o reldcié szimmetrikus, ha o' C o (azaz apb esetén boa is igaz). Ezzel ekviva-
lensek a o C o~ ! és 07! = o feltételek is.

A o reléci6 antiszimmetrikus, ha oNo ™' C A (azaz apb és boa egyiittesen csak a = b
esetén teljesiilhet).

A o reldcié szigoriian antiszimmetrikus, ha o N o~

teljesiilhet egyszerre).

= () (azaz apb és bpa sohasem

A o relacié6 trihotom, ha {p, Q_l, A} partici6 (azaz barmely a, b € A elemre apb, boa
és a = b koziil pontosan az egyik teljestil).

A o relaci6 tranzitiv, ha o o 0 C o (ez azt jelenti, hogy ha apb és boc, akkor apc is
teljesiil).

A fenti fogalmakra a grafelméletben egyéb elnevezések is hasznalatosak. Igy, tetszd-
leges (homogén) relacidt irdnyitott grafnak neveznek. Ha a reldci6 irreflexiv, akkor hurok-
mentes grafrol van sz6. Szimmetrikus reldci6 esetén irdnyitatlan, mig irreflexiv és szimmet-
rikus reldci6 esetén irdnyitatlan hurokmentes grafrol beszéliink. Sok esetben az irdnyitatlan
jelzdt nem szoktdk kitenni.

Az algebrdban is igen fontos a fiiggvény (leképezés) fogalma. A fiiggvényeket a
halmazelméleti fogalmak segitségével is lehet értelmezni, de — mint az el6z6 pontban
emlitettiik — kényelmesebb szdmunkra, ha a fiiggvényeket is definidlatlan alapfogalomnak
tekintjiik. Minden ¢ fiiggvényhez tartozik két halmaz, a D(p) értelmezési tartomany és az
R(p) értékkészlet. E kapcsolatot a kovetkez6képpen jeloljiik:

[4
¢ :D(p) —> R(p)  vagy  D(p) = R(p).
D(p) tetszbleges a elemének a ¢ fiiggvény ,,megfelelteti” az R(¢) egy egyértelmiien meg-
hatdrozott b elemét. E kapcsolatot a kdvetkezSképpen jelolhetjiik:
b =y(a), vagy ¢p:a—b, vagy (a,b) € ¢.
Felhivjuk a figyelmet arra, hogy a mdésodik jelolésnél a nyilnak ,talpa” van; ezzel
kiilonboztetjiik meg attdl a jeloléstdl, ami az értelmezési tartomany és az értékkészlet kozott

szerepel. A harmadik jelolés arra akar rdmutatni, hogy a fiiggvény specidlis reldcionak
tekintheto.

Egy ¢ € A x B reldcio akkor és csak akkor tekinthetd fiiggvénynek, ha:

1. Minden a € A elemhez van olyan b € B, hogy (a, b) € ¢.

2. Ha (a, bl), (Cl, bz) <€, akkor b1 = bg.

A tovabbiakban egy fiiggvény és a neki megfeleltetett relicio k6zott nem tesziink
kiilonbséget.
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Azonnal l4that6, hogy a fenti 1. és 2. tulajdonsdgok barmelyike megmarad reldcidk
szorzata esetén is. Ennek kovetkezménye: két fiiggvény reldcioszorzata is fiiggvény.

A fiiggvények esetében beszéliink ezek fiiggvényszorzatarol (tiiggvénykompozicioja-
rol) is, amely éppen forditott sorrendben végezhetS, mint a reldciészorzas. Legyen ¢ : A —
— B és ¢ : B — C két fiiggvény. Ezek ¢ o ¢ reldcidszorzata azokbdl az (a, ¢) parokbdl
all, amelyekre alkalmas b € B elemmel (a,b) € ¢ és (b,c) € . Mivel itt fliggvények-
6l van szd, ezért b felirhaté ¢(a), ¢ pedig ¥(b) alakban, vagyis felirhaté a ¢ = ¥ (p(a))
Osszefiiggés. A kapott fiiggvénykompozicié szokdsos jelolése ¢, vagy ¥ - ¢, vagy ¥ o ¢.

Erdemes j6l az emlékezetiinkbe vésni, hogy hag : A — B és ¢ : B — C fiiggvények,
akkor ¢ o i ezek reldcidszorzatit, mig ¥ o ¢ fiiggvényszorzatukat jeloli.

Legyen ¢ : A — B tetszbleges fiiggvény. Az A halmaz egy C részhalmaza esetén
@(C)-vel jeloljik a {¢(x) | x € C} halmazt. Ha specidlisan C = A, akkor az Im(p) =
= @(A) jelolést fogjuk haszndlni. Az Im(p)-t a ¢ képhalmazanak nevezzik. Ha Im(¢) = B,
akkor azt mondjuk, hogy ¢ sziirjekcio vagy sziirjektiv fliggvény (magyarul rdképezés is
hasznalatos).

A ¢ : A — B fiiggvény ¢! inverz reldciéja dltaliban nem fiiggvény. Ez a reldcié
mégis igen fontos. Ha D tetsz6leges részhalmaza B-nek, akkor a e iD)={x e Al pkx)e
€ D} halmazt, amely A-nak részhalmaza, a D teljes inverz képének nevezzik. A D =
= {b} esetben a ¢~ ' (b) jelolést is fogjuk haszndlni. Ha ¢~ (b)-nek barmely B-beli b esetén
legfeljebb egy eleme van, akkor azt mondjuk, hogy ¢ injekcio vagy injektiv fiiggvény.
Lathat6, hogy egy ¢ fliggvény pontosan akkor injekcid, ha ¢(a;) = ¢(ay) esetén a; = a; is
teljesiil.

Nyilvanvaléan igaz, hogy injekciok fiiggvényszorzata injekcio, és sziirjekciok fiigg-
vényszorzata sziirjekcio.

Egy fiiggvényt bijekcionak neveziink, ha injekci6 és sziirjekcié: Vilagos, hogy az
injekcidk és sziirjekciok fliggvényszorzatira az el6z6ekben kimondottak alapjan, bijekciok
fliggvényszorzata bijekcio.

Végiil megemlitjiik, hogy az indexezés ugy adhaté meg egy ¢ : I — P(A) fligg-
vénnyel, hogy az i € I elemhez a ¢(i) = A; halmazt rendeljiik hozza. Ezzel egyszersmind
a halmazrendszereket is le lehet irni, hiszen az A; €s A elemek akkor is megegyezhetnek,
hai # j.

A fentiekben ,,egyvaltozés” fiiggvényekrdl beszéltiink, de sziikség van tobbvaltozos
tiiggvényekre is. Ezek azonban nem okoznak elvi gondot, mert egy tobbvaltozods fiiggvény
nem mads, mint a direkt szorzaton értelmezett egyvaltozos fiiggvény.

1.3. Részbenrendezés, elrendezés, jolrendezés

Egy halmazon értelmezett reldciok kozott két olyan tipus is van, amely szdmunkra
igen fontos. Ezek egyike a részbenrendezés, a masik az ekvivalenciareldcio.

Egy o reliciot részbenrendezésnek neveziink, ha reflexiv, antiszimmetrikus és tranzi-
tv.

Egy o reliciot szigori részbenrendezésnek neveziink, ha irreflexiv, szigorian anti-
szimmetrikus €s tranzitiv.
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1.2. Tétel. Ha o részbenrendezés és o szigoru részbenrendezés egy A halmazon,
akkor o \ A szigoru részbenrendezés, és o U A részbenrendezés. Ezen feliil érvényes a
(\A)UA=pésa(ocUA)\ A=oc Osszefiiggés.

Bizonyitas. ¢ \ A irreflexiv és o U A reflexiv, tetszbleges o és o reldcié esetén. Ha
(a,b) € o\ A, akkor a # b, amibdl o antiszimmetridja miatt (b,a) ¢ o. fgy o\ A
sem tartalmazza (b, a)-t, amibdl adédik a szigord antiszimmetria. Ha (a, b) € o, akkor
(b,a) ¢ o. Igy e két par mindegyike csak tgy lehet eleme o U A-nak, ha A-nak eleme,
vagyis tényleg antiszimmetrikus reldciét kaptunk.

Tegyiik most fel, hogy (a, b), (b,c) € o \ A. Ekkor o tranzitivitdsabdl (a,c) € o
kovetkezik. Mivel o \ A szigordan antiszimmetrikus, ezért ¢ # a; és igy (a,c) € o \ A.
Ezzel o \ A tranzitivitdsat bizonyitottuk. Tegyiik most fel, hogy (a, b) és (b, c) elemei o U
U A-nak. Ha mindketten o-nak is elemei, akkor a tranzitivitdsbol kovetkezik, hogy (a, c)
is eleme o-nak. Ha egyikiik eleme o-nak, a masik pedig A-beli, akkor (a, ¢) megegyezik
az (a, b) és (b, c) valamelyikével, és igy ugyancsak o-beli. Amennyiben pedig mindketten
A-beliek, akkor (a, c) is az. Eszerint (a, ¢) mindig eleme o U A-nak, ami bizonyitja a
tranzitivitdst.

Az utolsé két allitds azonnal kovetkezik abbol, hogy A Cpéso N A =0. [ ]

A most bizonyitott tétel szerint barmely részbenrendezés egyértelmlien meghatiroz
egy szigoru részbenrendezést, és viszont. Ha egy halmazon adott egy rogzitett részbenren-
dezés, akkor ezt a < jel fogja jelolni. A megfeleld szigori részbenrendezésre pedig a <
jelet fogjuk haszndlni.

Erdemes megjegyezni, hogy a o részbenrendezéssel egyiitt o~ ! is az. A < és < reld-
ciok inverzét, megfelelen, > és > fogja jelolni.

A részbenrendezésre tipikus példat adnak egy halmaz részhalmazai, amelyek kozott
a reldci6 a tartalmazds. Valoban, a H halmaz tetsz6leges A részhalmazdra A C A; a H
halmaz A és B részhalmazaira A C B és B C A csak ugy allhatnak fenn, ha A = B;shaa
H halmaz A, B és C részhalmazaira A C B és B C C igaz, akkor A C C is teljesiil. Azt,
hogy ez a példa tipikus, ugy értjiik, hogy minden részbenrendezés ,.elképzelhetd” mint egy
halmaz bizonyos részhalmazai kozott fenndll6 tartalmazdsi reldcié. Tekintsiik ugyanis a H
halmaznak egy < részbenrendezését. Feleltessiik meg a halmaz tetszbleges a elemének a
H, = {x | x < a} halmazt. Ez a megfeleltetés visszafelé is egyértelmd, hiszen H, = Hp azt
jelenti, hogy a < b és b < a, ami csak a = b esetén teljesiilhet. Ha marmost a < b, akkor
a tranzitivitds miatt H; € Hp; mig H, € Hj,-bdl a definicid szerint kovetkezik a < b.

Ha az A halmazon adott a < részbenrendezés, akkor ehelyett azt is mondhatjuk, hogy
(A; <) részbenrendezett halmaz.

Ha B C A, akkor a < részbenrendezésnek a B-re valé megszoritdsat is ugyanigy
fogjuk jelolni. (B; <) nyilvdnvaldan szintén részbenrendezett halmaz. Az igy kapott rész-
benrendezést indukdlt részbenrendezésnek nevezik.

Legyen B az (A; <) részbenrendezett halmaz tetsz8leges részhalmaza. Ha a € B
olyan, hogy B-ben nincs az a-ndl kisebb elem (azaz x < a esetén x ¢ B), akkor azt
mondjuk, hogy a a B-nek egy minimadlis eleme. (Vildgos, hogy egy tetszSleges, részben-
rendezett halmaz barmely véges részhalmazanak van minimdlis eleme.) Ha az a € B elem
a B halmaz minden, t6le kiilonb6z6 eleménél kisebb, akkor a a B-nek legkisebb eleme. A
szigorud antiszimmetria kovetkeztében egy részhalmaznak a legkisebb eleme (ha van ilyen)
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egyértelmi. (Legkisebb elem 4ltaldban még véges részbenrendezett halmazok esetében sem
létezik.) Analég médon definidlhatjuk egy részhalmaz maximalis elemeit, illetve legna-
gyobb elemét. Ezek nem mdsok, mint a széban forgé részhalmaz minimaélis elemei, illetve
a legkisebb eleme, ha az eredeti részbenrendezés helyett ennek inverzét tekintjiik.

Tekintsiik az (A; <) részbenrendezett halmaz egy tetszSleges B részhalmazat. Ha vala-
mely x € A-raminden b € B esetén teljesiil x < b, akkor azt mondjuk, hogy x also korldtja
B-nek. Hasonl6an, ha valamely A-beli y-ra minden B-beli b esetén b < y teljesiil, akkor
y felsé korldtja B-nek. A B als6 korlatjainak a halmazat L(B), fels6 korlatjainak a halma-
zat U(B) jeloli. Ha az L(B) halmaznak van egy u legnagyobb eleme, akkor azt mondjuk,
hogy u a B-nek legnagyobb alsé korlitja. (Ez tehat azt jelenti, hogy u als6 korlatja B-nek
és B barmely x alsé korldtja esetén x < u — azaz u fels6 korldtja B alsé korldtainak.) A B
részhalmaz legnagyobb alsé korlatjat /\{b | b € B} fogja jeldlni. (b € B helyébe barmely
mds olyan meghatdrozas irhaté, amelyik megadja, hogy mely b elemeket kell figyelembe

7 2z

venni.) Hasonl6képpen az el6z8ekhez, lehetséges, hogy van az U(B) elemei kozott egy
v legkisebb elem, amit a B legkisebb felsé korldtjanak neveziink, és \/{b | b € B}-vel
jeloliink (v tehat felsd korlat és a felsé korlatok alsé korlatja).

Két elem, a és b legnagyobb alsé, illetve legkisebb fels6 korlatjat a A b, illetve a v b
is fogja jelolni.

Most egy fontos specidlis esetre tériink ra:

Az (A; <) részbenrendezett halmazt rendezett, elrendezett vagy teljesen rendezett hal-
maznak neveziink, ha a megfelelé < reldcié trihotom.

Megjegyezziik, hogy egy elrendezett halmaz minden részhalmaza is elrendezett az
indukdlt részbenrendezésnél.

Az elrendezett halmazok tovdbbi specializdldsit adja a kovetkezd definicio:

Az (A; <) részbenrendezett halmaz jolrendezett, ha minden nemiires részhalmazanak
van legkisebb eleme. Jélrendezett halmazok esetén tehat barmely kételem{ részhalmaznak
is van legkisebb eleme; amibdl kovetkezik, hogy jolrendezett halmaz teljesen rendezett.

Tetszbleges (A; <) elrendezett halmaz esetén a b elemet az a elem rdkovetkezojének
nevezziik, ha a < b és barmely x > a esetén b < x. J6lrendezett halmazokban minden a
elemnek van rdkovetkezdje, ha a nem a halmaz legnagyobb eleme, nevezetesen az {x | x >
> a} részhalmaz legkisebb eleme.

Igen fontos bizonyitdsi segédeszkozt ad az
1.3. Jolrendezési tétel. Minden halmaz jolrendezhet. [ |

A halmazelmélet tobbi axidmdjdval a jolrendezési tétel Osszeegyeztethetd, de az is
Osszeegyeztethetd, hogy a jolrendezési tétel nem igaz. A mai algebrai vizsgalatoknal éltala-
ban a jolrendezési tétel igazsdgat szoktdk feltenni. A jolrendezési tételt azért nem nevezziik
axiéomdanak, mert az Ugynevezett kivdlasztdsi axiomabol szoktdk bizonyitani (pontosabban,
azzal ekvivalens). A kivdlasztdsi axiéma ,,lényegében” azt mondja ki, hogy nemiires hal-
mazok barmely rendszerének minden elemébdl egyszerre kivdlaszthato azoknak egy-egy
eleme.

A kovetkezbkben a jolrendezési tétel néhany olyan formdjat (illetve kovetkezményét)
mutatjuk be, amelyeket az algebrai vizsgdlatokndl szoktak alkalmazni.
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1. Transzfinit indukcio

Ha egy ,.értelmesen megfogalmazott formula” érvényes az (A; <) jélrendezett halmaz
els6 elemére és érvényes minden olyan a elemre, amelynél kisebbekre is érvényes, akkor az
A halmaz minden elemére is érvényes. (Lathat6, hogy ez a teljes indukcié altaldnositdsa.)
A transzfinit indukcié tulajdonképpen nem atfogalmazdsa a jolrendezési tételnek, hanem
olyan bizonyitdsi médszer, amely a jolrendezett halmazokon érvényes. Felhasznalhatdsa-
gat az biztositja, hogy minden halmaz jélrendezhetd. A transzfinit indukcié érvényessége
azonnal kovetkezik a jolrendezett halmazokra. Tekintsiik ugyanis azoknak az elemeknek a
halmazit, amelyekre a tekintett formula nem igaz. Ha ennek a részhalmaznak volna elsé
eleme, arra a feltétel szerint igaz volna a formula. Igy e halmaznak nincs elsS eleme; ami
a ]olrendezettseg alapjan azzal ekvivalens, hogy e részhalmaz iires. fgy a formula Valoban
érvényes a halmaz minden elemére.

Abban az esetben, amikor a természetes szamok ,,természetes” rendezését tekintjiik,
akkor specidlis esetként a feljes indukciot nyerjiik. A transzfinit indukci6 segitségével defi-
nidlni is lehet fogalmakat. Ilyen esetben transzfinit rekurziorol beszéliink.

2. Zorn-lemma

A Zorn-lemma megfogalmazasdhoz néhany fogalomra van sziikségiink. Egy részben-
rendezett halmaz valamely részhalmazat ldncnak nevezziik, ha az az indukalt részbenren-
dezésnél teljesen rendezett. Mint tetsz6leges részhalmazndl, egy x elem felsé korldtja a
C léncnak, ha minden ¢ € C esetén ¢ < x teljesiil. Egy (A; <) részbenrendezett hal-
mazt induktivnak neveziink, ha minden C C A lancnak 1étezik (A-beli) felsé korlatja. A
Zorn-lemma azt mondja ki, hogy minden induktiv halmazban van (legaldbb egy) maxima-
lis elem. Abban a specidlis esetben, amikor a vizsgilt részbenrendezett halmaz elemei egy
halmaz bizonyos részhalmazai, akkor az induktivitds azt jelenti, hogy a vizsgalt részhalma-
zok barmely novS ldncdnak egyesitését tartalmazza a széban forgé részhalmazok egyike.
Ez gyakran maga az egyesités.

A Zorn-lemma ilyen specidlis esete haszndlhat6 fel annak a bizonyitdsara, hogy egy
vektortér minden alterének van direkt kiegészit6je. Tekintsiik azokat az altereket, amelyek-
nek az adott altérrel valé6 metszete egyediil a nullvektorbdl all. Ezek egy induktiv hal-
mazrendszert alkotnak. A Zorn-lemma miatt van tehét kozottilk maximaélis. E maximadlisok
barmelyikér6l konnyen beldthatd, hogy az adott altérnek direkt kiegészitdje lesz.

3. Teichmiiller-Tukey-lemma

Ennek kimonddsdhoz a véges jellegli tulajdonsdg definidldsara van sziikség. Egy hal-
maz részhalmazaira definidlt tulajdonsdgot véges jelleglinek neveziink, ha egy részhalmaz-
nak pontosan akkor van meg ez a tulajdonsdga, ha ennek minden véges részhalmaza ilyen
tulajdonsdgd. A lemma szerint egy halmaz barmely, adott véges jellegli tulajdonsdggal ren-
delkezd részhalmazai kozott van maximalis.

A Teichmiiller—Tukey-lemma felhasznéldsdval bizonyithaté példdul, hogy béarmely
vektortérben 1étezik bazis. Tekintsiik ugyanis a vektortérnek a linedrisan fiiggetlen vektor-
rendszereibdl 4116 részhalmazait. A linedris fliggetlenség, definicié szerint, véges jellegd.
Létezik tehdt maximadlis linedrisan fiiggetlen rendszer, amirdl azonnal belathatd, hogy bazis.

A felsorolt allitdsok ekvivalencidjat nem bizonyitjuk. A részbenrendezésre vonatkozd,
itt felsorolt eredmények az algebrdban segédeszkdzként haszndlatosak. A részbenrendezés-
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nek az algebraval valé szorosabb kapcsolatara a késébbiekben még vissza fogunk térni.





