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BEVEZETO

Melyik képletet hasznaljam? — kérdezi a diak matematika-
o6ran a tanaratdl... Ha ezt kérdezi, akkor baj van. A matema-
tika nem szabalygytjtemény, a matematika a gondolkodas
iskolaja. Matematikadran a gondolkodas 6romét lehetne atélni.

Milyen a matematika? Képtelenség elmondani, sajat sze-
meddel kell ldtnod.

Latni fogjuk a matematika sziiletését, a gorog csodat, és
felbukkannak a matematika torténetének legendas alakjai.
Lathatjuk, milyen feladatokon gondolkoztak, és hogyan ol-
dottdk meg azokat.

Eratoszthenész egyetlen bottal megmérte a Fold nagysa-
gat, Arkhimédész pedig egy vonalz6t mozgatva szoget har-
madolt. A kétezer éven at megoldatlan kérdésektdl eljutunk
a Happy End-problémaig, megismeriink 6rokzold felada-
tokat, hattérrel, torténetekkel. Ha figyeliink, ha fiileliink,
lathatjuk, mikor szép egy allitas, mit6l szép egy bizonyitas.

A matematika médszerek 6sszessége, egyfajta gondol-
koddsi mod.

Esterhazy Péter szerint: ,Egy-egy jaték az egy-egy megis-
merési mod. Mast tudok meg egy Fradi-MTK-meccs eseté-
ben, s mast a Banach-terek vizsgalatakor.

De a matematika nem valami tavoli érthetetlenség,
amelyhez kiilon ész kéne, ugyanavval az (egy szal) esziink-
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kel kozelitiink a regényhez, mint 6hozza. A matematika is
a létezésiinkrol, annak gazdagsagardl ad hirt. Mindig ugyan-
arrol beszéliink, hol Flaubert, hol Bolyai, hol Pilinszky, hol
Godel hangjat halljuk.

Ha fiileliink”



A GOROG CSODA

Kétezer-haromszaz évvel ezel6tt megsziiletett egy konyv,
Eukleidész Elemek cimi miive. A Biblia utan ez a legnépsze-
riibb konyv, azaz a legtobbszor kiadott konyvek soraban
a mdsodik. Egyetlen miinek sem volt ehhez hasonlithato6
hatasa az emberiség szellemi fejlodésére.

Az ¢6kori kultardkban korabban is voltak matematikai
ismeretek: ki tudtak szamolni egy foldteriilet nagysagat, és
megoldottak masodfoku egyenleteket, de a gorogok voltak
azok, akik a bizonyitast feltalaltak. A matematika a gorogok
taldlmanya. Orék érvény(i az, ahogyan a geometriat fel-
épitették.

Nagy a kiilonbség a folyami kulturak despotikus tarsadal-
ma és a gorog varosallamok demokracidja kozott. Egyiptom-
ban vagy a perzsak birodalmaban a feltétlen engedelmesség
volt az elvart viselkedés: inkabb hittek a felbontott aldozati
allat mdjanak, mint sajat értelmiiknek, nem volt sziikségiik
bizonyitasra. A gorog demokracia megteremtette az eszébol
€16 ember tipusat — gondoljunk csak a leleményes Odiissze-
uszra. A gorog varosok megbecsiilt polgaranak szamitott
a pedagdgus, a szonok és a filozoéfus, akik akkor voltak sike-
resek, ha igazukrél meggy6zték a tobbieket. Ervekkel
(és nem hatalmi széval) ugy gydézhetiink meg masokat, ha



10 ZENON FIGYELMEZTETESE

van néhany éllitas, néhany alapelv, melyet kozosen elfoga-
dunk, és ezekre alapozva épitjiik fel érveléstinket. Birosag el6tt
a véddbeszédet, a szenatusban a szénoklatot.

Thalész az els6 ismert matematikus, 6 ,,a matematikusok
atyja’. Vele kezdddik a gorog filozéfia és a matematika, valo-
jaban az egész eurdpai tudomany torténete. Thalész beszélt
els6ként szogrol, tovabba ¢ allapitott meg elészor altalanos
tételeket geometriai idomokrol, és bizonyitotta is azokat.
Példaul, ha azt tapasztaljuk, hogy két haromszog egy-egy
megfelel6 oldala és a rajta fekvo két-két szoge egyenld, ak-
kor nem is kell megmérniink a masik két-két oldalt és a har-
madik szoget, mert azoknak is egyenl6knek kell lenniiik. Az
egyiptomiakat a foldmérés érdekelte, Thalészt a geometriai
idomok természete, az azokra vonatkoz¢ altalanos torvények.

Haromszaz év mulva Eukleidész tizenharom konyvben
(fejezetben) megirta az addigi eredmények 6sszefoglalasat,
az Elemeket, a geometriai fogalmaknak és tételeknek egy
olyan gytlijteményét, amelynek felépitése azéta is kovetendd
példa mas tudomanyok el6tt. Hiromszaz év alatt megsziile-
tett egy Uj tudomany, a matematika.

-600 -500 -400 -300 -200
Thalész Zénon Eukleidész
Pithagorasz  Székratész Arkhimédész
Platén
Buddha

Szophoklész ~ Arisztotelész ~ Eratoszthenész

Periklész Nagy Sandor
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Ez a hdromszaz év mas teriileteken is csodalatos civiliza-
cids fejlédést hozott, a miivészetek és a tudomanyok hihetetlen
csucsokra emelkedtek. A gorogok vilaga a szabad polgaroké,
a gondolkodo, a tudas és a muvészetek irant érdekl6dd em-
berek vilaga volt.

Hogyan sziiletett meg a gorogok matematikdja? Az egyip-
tomi és a babiloniai matematikai tudas keletkezése érthetébb.
Egyiptomban és Babiloniaban a matematika a mindennapi
élet segitGje volt: segitette a naptarszamitast, a kivetett ado
mértékének megallapitdsat, a kozmunkdk szervezését, a pira-
misok épitését és a kereskedelmet. Konkrét feladatokra ad-
tak gyakorlati szabalyokat, nem fogalmaztak meg altalanos
érvényl torvényeket, és esziikbe sem jutott, hogy bizonyit-
sanak valamit. A Kelet kérdése a hogyan? volt. A gérogoké
a miért? — kivancsiak voltak, fontos volt szamukra a vilag
megismerése, megértése.

A gorog csoda okait maig keressiik. Fontos az is, hogy mig
korabban a tudds megérzése és fejlesztése egy kivaltsagos
réteg feladata volt, addig a gorogoknél a tudas nyilvanossa
valt. Megfigyelhetd, hogy a tudomanyok felviragzasa egyiitt
jart a demokracia terjedésével, példaul a felvilagosodas hozta
el a zsenik évszazadat.

A geometriai fogalmak egyik kiindul6pontja lehet a f616t-
tiink 1év6 csillagos égbolt. A csillagok segithettek minket
a pont fogalmahoz, a csillagképekben megjelennek a harom-
szogek, négyszogek. Masféle matematikat épitenénk, ha olyan
vilagban éInénk, amelyben a dolgok alakja és az alakzatok
szerkezete allanddan valtozik.

Eukleidész konyvében a geometria felépitése a mintaszerd.
A felépités azota is példaként szolgal a tuddsok szamara. Ezt
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a hatast lathatjuk példaul abban is, hogy a felvilagosodas
koranak filozofusa, Spinoza Eukleidész modszerét koveti £6
miive, az Etika megirasakor: minden fejezet definicidokbol,
tételekbdl és ezek bizonyitasaibdl all.

Milyen ez a felépités? Elmondja, hogy mi egy-egy szonak
a jelentése — ezek a definiciok. Ha pontrol, egyenesr6l vagy
korrol beszél, akkor legyen az egyértelmd, hogy mire gon-
doljunk. Ezt kévetéen megfogalmaz néhany egyszer( allitast
(axiomat, posztulatumot), amelyeket igaznak fogadunk el.
A tételeket ezekre épiti, vagyis olyan allitasokat fogalmaz
meg, amelyek ezekbdl levezethetk. Bebizonyitja a tételeket;
jellegzetes bizonyitasi mddja az indirekt gondolkodas. Meg-
vizsgalja, mi torténik abban az esetben, ha az dllitas nem
igaz, és mivel ez ellentmondashoz vezet, igy a kezdeti feltevés
hamisnak, tehat az allitas igaznak bizonyul.

Ez a felépités, ez a mddszer konnyen elvardzsolja a figyel-
mes olvasot. Einstein igy emlékszik erre a talalkozasra: ,, Tizen-
két éves koromban egy [...] csodat tapasztaltam meg; ez egy
kis konyvvel kapcsolatos, amely az euklideszi sikgeometriat
targyalta, s amely az iskolaév kezdetén kertilt a kezembe. Ebben
olyan allitasok szerepeltek, mint példaul az, hogy a haromszog
harom magassagvonala egy pontban metszi egymast. Ezek
az allitasok egyaltalan nem voltak kézenfekvéek, mégis oly
biztosan be lehetett 6ket bizonyitani, hogy semmiféle kétség
sem meriilhetett fel velilk szemben. Az, hogy az axiomat
bizonyitas nélkiil kellett elfogadni, egyaltalan nem zavart.”

Newton allitélag csak egyszer nevetett életében, még-
pedig egy kérdésre adott valasz helyett. Egyik tanitvanya
Cambridge-ben azt kérdezte tdle, vajon érdemes-e Eukleidész
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Elemek cimt munkadjat elolvasni. Newton ezen a lehetetlen
kérdésen csak nevetni tudott, mert ha valaki a tudomanyok
irant érdeklddik, akkor Eukleidész modszerét ismernie kell.

Kant hires mondasa: ,,Két dolog van, aminek elmém soha
meg nem sziing tisztelettel adozik: a folottem elteriil6 csilla-
gos égbolt és a bennem rejlé erkolesi torvény”” Ertjiik, talén
értjiik, mire gondolt a filozéfus. Eukleidész szerint: ,Minden
haromszogben a nagyobb szoggel szemben nagyobb oldal
fekszik” Vilagos, mit mond a matematikus.

A matematika allitdsai maradandok és érthet6ek, mig
a tudomdnyokban az elméletek dllandé megujuldsa a jellem-
z6. Eukleidész igazsagai 6rok érvénytliek, mig Ptolemaiosz
geocentrikus vilagképe torténelmi emlék. Eukleidész minden
gondolatat értjiik, mig Arisztophanész tréfainak lehetnek
olyan utaldsai, amiket mi mar nem értiink.

Mig a tudomany a létezd vilagot, addig a matematika a le-
hetséges vilagot vizsgalja.

A bizonyitasok soran nem hivatkozhatunk a mindennapi
tapasztalatainkra, hanem csak az axiomakra és a mar bebizonyi-
tott tételekre. Nem a hétkoznapi tapasztalasokbol kovetkeznek
a tételek. Inkabb forditott a helyzet: az ész vilaga ellendrzi a
tények vilagat. Anélkiil, hogy papirra vetnénk, tudjuk azt, hogy
ha egy haromszogben megrajzoljuk a stlyvonalakat, azok egy
pontban metszik egymast. Tudjuk, hogy ha megmérjiik egy
haromszog szogeit, azok 6sszege mindig 180° lesz.

Az elébbieket a tapasztalat utjan ellendrizhetjiik, de
arrol, hogy végtelen sok primszam van, nem tudunk meg-
gy6z6dni. Eukleidész ezt is bebizonyitotta, méghozza a gorog
matematika csodafegyverével, az indirekt bizonyitassal. Ab-
bdl a feltevésbol, hogy véges sok prim van, mondjuk kétezer,
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és nincs tobb prim, ellentmondasra jutott. Ebbdl pedig az
kovetkezett, hogy végtelen sok primnek kell lennie.

Az Elemek els6 konyve a definiciokkal kezdi. Példaul:
»Pont az, aminek nincs része” ,,A vonal szélesség nélkiili
hosszusag” ,,Parhuzamosak azok az egyenesek, amelyek
ugyanabban a sikban vannak, és mindkét oldalt végteleniil
meghosszabbitva egyiken sem talalkoznak”

A definiciok feladata az, hogy rogzitsék a fogalmak jelen-
tését, amely nem feltétleniil azonos a hétkoznapi szohaszna-
lattal. Utanuk kovetkeznek a posztuldtumok és az axidmak.
E két csoport kozotti kiilonbség mar az 6korban elhomalyosult,
altalaban a bizonyitasra nem szoruld éllitdsokkal azonositot-
tak 6ket. Az axiomak olyan alapigazsagok, melyek a gondolko-
dasunk természetérdl szélnak, mig a posztulatumok a geo-
metriai latasmddrdl. Eukleidész a posztulatumokat dvatosan
fogalmazza meg. Nem kétségbevonhatatlan kijelentésként
kozli 6ket, hanem azt mondja, hogy ,legyen megengedett:
barmely pontbdl barmely pontba egyenes vonalat htizni” vagy
»barmely kozépponttal és barmely tavolsaggal kort rajzolni”
Az axiémak ezzel szemben ilyenek: ,, Amik ugyanazzal egyen-
16k, egymassal is egyenldk”” ,, Az egész nagyobb, mint a része””

A posztulatum olyan kévetelmény, amelynél a gorogok nem
voltak biztosak abban, hogy a masik fél (akinek elmondanak
egy bizonyitast) igaznak tartja azt. Ezek a posztulatumok
a mozgashoz, a valtozashoz kapcsolodnak, amelyet 6vatosan
kell kezelni - errdl a gorogoknek Zéndn 6ta megalapozott
kétségeik vannak...
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Néhany tétel az Elemekbdl:

»Ha két egyenes metszi egymast, a keletkez6 csucsszogek
egyenlok”

»Minden haromszogben a nagyobb oldal nagyobb szog-
gel szemben fekszik”

»Minden hdromszogben a nagyobb szoggel szemben
nagyobb oldal fekszik”

»Minden haromszogben két oldal (egytitt) nagyobb a har-
madiknal, akarhogy is valasztjuk 6ket.”

»A derékszogl haromszogekben a derékszoggel szemkoz-
ti oldalra emelt négyzet egyenld a derékszoget kozrefogd
oldalra emelt négyzetek dsszegével.” (Pitagorasz-tétel)

»Ha egy haromszogben az egyik oldalra emelt négyzet
egyenld a haromszog masik két oldalara emelt négyzetek
Osszegével, akkor derékszog a haromszog masik két oldala
altal kozrefogott sz0g” (A Pitagorasz-tétel megforditasa)
»Egy korben a kozépponti szog kétakkora, mint a keriileti,
ha e szdgek ugyanazon az iven nyugszanak.”

Irjunk adott kdrbe egyenlé oldalt és egyenld szogi
tizenotszoget!”

»Primszambdl primszamok barmely adott sokasaganal
tobb van.”

»Ha az egységtol kezdve kétszeres aranyban képziink
egy mértani sorozatot, amig a sordsszeg prim nem lesz,
és az Osszeggel megszorozzuk az utols6 tagot, akkor a
szorzat tokéletes szam lesz”

»Mutassuk meg, hogy a négyzetekben az atlo linearisan
sszemérhetetlen az oldallal” (Méasképp: a V2 szdm irra-
ciondlis.)
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o Azt dllitom, hogy az emlitett 6t testen kiviil nem szer-
keszthet6 mas egyenld oldald, egyenld szogl és egymas-
sal egyenl6 lapok altal kozrefogott test” (Mas szavakkal:
csak 6tféle szabalyos test van. Ezek a tetraéder, kocka, ok-
taéder, dodekaéder és ikozaéder.)

Miértkiilonleges konyv az Elemek? Mert a vilag megismerésének,
a biztos igazsagok megtaldlasanak modszerét, eszkozét teszi
elénk. Gondolkodasunk terében egy uj vilagot nyitott meg.
Vajon miért nem sziiletett az elmult 2300 évben egy tj Elemek?

Eukleidész példat mutat arra, hogy ha kivalasztjuk az axio-
makat, a természet néhany igaznak tartott alapelvét, arra egy
biztonsagos vilagot lehet épiteni. Ha nem kételkediink az alap-
elvek igazaban, akkor a felépitett viligban sem kételkedhetiink.

A bizonyitasok megértése fejleszti gondolkodasunkat. Egy
tételt akkor értiink meg igazdn, ha tudjuk, mi a lényeges
pont a bizonyitasaban. Mi ad motivaciot egy tétel megfogal-
mazasdhoz, és hogyan lehet rajonni annak egy bizonyitasara?
Hogyan lehetne masképp bebizonyitani ugyanazt? Magyaraz-
zuk meg, hogy milyen eszkozt és miért hasznalunk! Ne csak
azt lassuk, hogy logikailag helyes valami, hanem azt is, hogy
szlikség van az adott lépésekre! Ha ezekben jartasabba valunk,
akkor szerencsésebbek lehetiink a vildg megértésében is.

Hogyan bizonyitottak a gorogok? Hogyan bizonyitott
Eukleidész?

Az Elemek 1. 15. tétele igy hangzik: ,,Ha két egyenes metszi
egymast, a keletkezo csucsszogek egyenlok.”
Kovessiik a bizonyitast a mai jelolésekkel, szohasznalattal!
Az 1. 13. tétel alapjan a +y = 180°.
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Ugyanigy S+ = 180°.

>,

Az 1. axiéoma szerint: amik ugyanazzal egyenl6k, egymassal
is egyenlok.

Ezérta+y=pf+y.

Vegyiik észre, hogy az 4j egyenl6ség mindkét oldalan
szerepel a y sz0g. Hasznalhatjuk a 3. axiémat: ha egyen-
16kbdl egyenldket vesziink el, a maradékok egyenlék. Von-
juk ki az egyenléség mindkét oldalabol a y szoget, ezutan ez
marad: « = . Eppen ezt akartuk bizonyitani: a két cstcs-
sz0g, a és f egyenld.

A csucsszogek egyenldsége ranézésre igaznak latszik,
valdszintileg nem éreztiik, hogy sziikség van a bizonyitasra.

Bizonyitani kell az igaznak latsz¢ éllitdsokat is. Példaul
gondolhatjuk azt, hogy egy haromszog / konvex négyszog
belsd pontjat dsszekotve a csucsokkal, ezen szakaszok dssze-

ge kisebb, mint a haromszog/négyszog keriilete.
d

c

x+y+z<a+b+c X+y+z+t<a+b+c+d
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Igaznak gondolhatjuk mindkét allitast, pedig csak az egyik
igaz.

Ajanlott feladat

1. Az el6bbi két allitasbdl melyik igaz, és melyik hamis?

A bizonyitasoknal figyelmesen kell lépkedniink, mert hibaz-
hatunk. Eukleidésznek volt egy konyve, amelyben hamis bizo-
nyitdsokat gyujtott ossze. Nézziik ezek koziil az egyiket!

»létel”: Minden haromszog egyenld szaru.
Bizonyitas: Az ABC haromszog A csucsabol indul6 szogfe-

lezbje és a szemkozti oldal felez6merdlegese az O pontban
metszi egymast.

Az AOM és az AON derékszogl haromszogek egybeva-
gok, hiszen kozos az atfogojuk, és ugyanakkorak a szogeik.
Ezért AM = AN.
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A szogfelez6 minden pontja ugyanakkora tavolsagra
van a szog két szaratol, igy OM = ON. Tovabba az oldalfelez6
meréleges minden pontja ugyanakkora tavolsagra van az oldal
két végpontjatol: OB = OC. Ezek miatt az OMB és az ONC
derékszogt haromszogek egybevagok, tehat MB = NC.

Az AM = AN és MB = NC egyenl6éségek miatt AM +MB =
= AN + NC, tehat AB = AC.

Belattuk, hogy az ABC haromszog két oldala egyenld,
AB = AC. Valahol tévedtiink.

Ajanlott feladat

2. Hol a hiba az el3z6 bizonyitasban?

Ez is megerdsit minket abban, hogy koriiltekint6en kell figyel-
niink a lépéseinkre, nehogy eltévedjiink.

Zénon szerepe

Hogyan lett a matematika bizonyité tudomannya? Fontos
szerepiik lehetett ebben az okori filozofusoknak, akik ezekre a
kérdésekre keresték a valaszt: Mi az emberi gondolkodas? Mit
jelent az, ha azt mondom, hogy valami mozog? Mi a mozgas?

Zénoén a mozgassal kapcsolatban t6bb paradoxont is meg-
fogalmazott. Hol mozog a mozgé test? Ott, ahol van, vagy
ott, ahol nincs? Ahol van, ott nem mozoghat. Ahol nincs, ott
sem. Tehat nem mozoghat a test, a mozgas elgondolhatatlan.
Nincs mozgas.
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Nézziink egy masik esetet, Akhilleusz és a teknésbéka
versenyfutasat. A gyorslabu Akhilleusz tizszer gyorsabban
fut, mint a teknésbéka, ezért tiz méter elényt ad neki. Mig
Akhilleusz lefutja ezt a tiz métert, egyet halad elére a tekndc;
mig lefutja Akhilleusz ezt a métert, tiz centimétert halad
elére a teknds, és igy tovabb a végtelenségig. Amig Akhille-
usz lefutja azt a tavot, amennyi eldnye a tekndcnek volt, ad-
dig a tekndc egy keveset el6rehalad, igy tjabb el6nyt szerez.
Utoléri-e valamikor? Tudjuk, hogy igen, de a gondolatme-
netiink szerint mindig a teknds vezet.

Ha valami mozog — mondjuk A pontbdl B-be —, miel6tt
elérné céljat, a fele utat kell megtennie. De miel6tt ezt a fele
utat befutnd, ennek a felét, az egésznek a negyedét kell meg-
tennie. Es igy tovabb. A mozgés el sem kezdédhet.

A paradoxonok mogott alapvetd kérdések rejlenek: a vég-
telenség és a folytonossag problémaja.

Zénon nem a mozgas lehetdségét tagadta, inkabb arra fi-
gyelmeztetett, hogy a gondolkodasmédunk a mozgas megér-
tésében ilyen lehetetlenségekhez vezet. Talan azért latunk
ellentmondasokat, mert tévesen gondolkozunk a mozgasrol,
mert nem olyan a tér, mint gondoljuk. Ha ezt tisztazzuk, ak-
kor valami fontosat tudunk meg a koriiléttink 1évé vilagrol.

Zénodnnak fontos szerepe volt abban, hogy az 6kori gorog
vilagban megsziiletett a matematika, hiszen a helyes gondol-
kodas maddszereit, a helyes kovetkeztetések formait kereste,
ami biztos igazsagokhoz vezet.
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Ajanlott feladat

3. Az ABCD négyzetnek P olyan belsé pontja, melyre
PA =1, PB=2 és PC = 3. Mekkora az APB£?

D Cc

A B

A feladatot azzal az utmutatassal tlizték ki 1939-ben az
American Mathematical Monthly folydirat probléma-
rovataban, hogy a megoldashoz csak Eukleidész I. kony-
vében 1év6 eszkozoket hasznaljunk.



