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El0szo6

Tapasztalataim alapjan a kozépiskolai matematikaversenyeken a didkok tobbségé-
nek az egyik legnagyobb problémét a geometriafeladatok jelentik. Evekkel ezel6tt
osszeallitottam egy néhany tucatnyi feladatbol allo valogatast azzal a céllal, hogy
ezen feladatok ismerete mar j6 belépd lenne a versenyeken el6fordulé geometriai
témaju feladatok megoldasdhoz. Végil addig béviilt, alakult az anyag, hogy ez a
konyv lett a végeredmény.

A konyv feladatai kozott talalhatok régi OKTV-n, Arany Déniel-versenyeken
vagy KéMal-pontversenyben kitlizott feladatok és nagyon sok olyan feladat, amely
a magam megfigyeléseibél szarmazik — ezek koziil tobb a Kozépiskolai Matematikai
Lapokban is megjelent kitiizott feladatként.

A konyv felépitése a versenyeken leggyakrabban eléfordul6 témakat koveti, ki-
egészitve olyan témakorokkel, amelyek kisebb szerepet kapnak a kozépiskolai geo-
metriaoktatasban, mint pl. az érintonégyszogekkel vagy a parabolaval kapcsolatos
feladatok. Terjedelmi okokbodl a térgeometriai feladatok koziil csak néhany szerepel
a feladatok kozott.

A feladatok megoldéséhoz (egy-két kivétellel) az emelt szint{i geometriai isme-
retek elegenddk.

A koényvben a haromszogekkel kapcsolatosan altaldban a szokésos jeloléseket
alkalmaztam (kivéve, ha az eredeti feladat szovegében maés volt a jelolés), tehat az
ABC haromszogre: az A, B, C cstcsoknal 1év6 szogek rendre «, 3, v, a cstcsokkal
szemkozti oldalak rendre a, b, ¢, a haromszog félkeriilete s.

Nevezetes vonalak az A, B, C csticsokbél:

magassagvonalak: mg, my, me,

sulyvonalak: s,, sp, Sc,

bels6 szogfelezok: f., fo, fe.

Nevezetes pontok: magassagpont M, sulypont S, koriilirt kor kozéppontja K, beirt
kor kozéppontja O, az a oldalhoz irt kor kézéppontja O,.

Nevezetes korok: a koriilirt kor sugara r, a beirt kor sugara o, a hozzairt korok
sugarai az a, b, ¢ oldalhoz irt érint6 korokre rendre o4, 0p, 0c-

A konyv hasznalatarél: A feladatgytijteményben a nagyon konnytitol az elég
nehézig mindenféle feladat el6fordul. Célszerii a feladatokkal sorban haladva pré-
balkozni, eléfordul ugyanis, hogy egyes feladatok megoldasdhoz egy korabbi fel-
adatban megfogalmazott allitast felhasznalva jutunk. A konyv elején 1évé Néhany
bevezetd feladat cimii fejezet olyan feladatokat tartalmaz, amelyekre egyes kés6bbi
feladatok hivatkoznak. Ha egy feladattal nem boldogulunk, a Bizonyitdsi madd-
szerek, megolddsi dtletek fejezetben probaljunk el6szor Otletet taldlni. Ha igy sem
sikeriil, az Utmutatdsok fejezetben taldlhaté néhany mondatos irdnymutatés segit-
het. A geometriaban egy jé dbra a fél megoldassal felér, ne sajnaljuk ra az idot. A
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megoldasok részletesen kidolgozottak, esetenként tobb megoldast lathatunk, érde-
mes mindet attanulmanyozni a feladatmegoldd képességlink fejlodése érdekében.
Bar igyekeztem a legegyszeriibb megoldést is megmutatni, el6fordulhat, hogy itt-
ott elkeriilte a figyelmemet a legelegansabb megoldas.

A konyvet ajanlom a geometria irant érdeklédd kozépiskolas didkoknak, verse-
nyekre késziiloknek, tanar szakos egyetemi hallgatoknak, de az emelt szintii érett-
ségi geometriaanyaganak elmélyitésére is jOl hasznalhaté. Az anyag alkalmas 6nallé
felkészilésre, tanaroknak szakkori feldolgozasra.

Koszonettel tartozom a konyv szakmai lektoranak, dr. Kiss Gyorgy egyetemi
docensnek az alapos lektori munkaért, az értékes megjegyzésekért és kiegészitése-
kért.

Budapest, 2019. november

Holl6 Gabor



Néhany osszefiiggés haromszogekben

1. Silyvonal hossza:
V2a? + 2% — 2
5 .

Se =

2. Bels6 szogfelez6 hossza:

_ 2abcos § _ 2y/abs(s — ¢)

c = ; vagy fe

a+b a+b
3. Kiils6 szogfelez6 hossza:
f = Qabsin%, agy - 2\/ab(s—a)(s—b)'
la — b la — b

4. Magassagpont, magassag;:

a) Magassagpont helyvektora a korilirt kor kozéppontjabol:
—
KM = KA+ KB+ KC.

b) CM = c¢- ctgn.
¢) A C cstesbdl indulé magassdgvonal Cy talppontjdnak tdvolsiga az A
csucstol elojelesen:
2242
ACy = I = bcos a.
2c
5. Erint8korokkel kapcsolatos Osszefiiggések:

a) Erintési pontok tévolségai (435. dbra):

Ay
B
Ch
Cy
c By A By
435. &bra

CBi=s—¢, AB1=s—a, BCi=s—-b, CAy=0CDBy=s,
BlBg = C, ABQ = ACQ =S — b, 0102 = |a — bl



500 Néhany dsszefiliggés hdromszdgekben

11 1 1
b) — 4 — 4 — = —.
Oa Ob Oc o
¢) T2 =004 0b " Oc-

d) Beirt kor kozéppontjdnak helyvektora:

a-a+b-b+c-c
at+b+ec

e) A c oldalhoz irt kor kozéppontjdnak helyvektora:

a-a+b-b—c-c
at+b—c

f) A ¢ atfogdju derékszogli hdromszogben:
0=s—¢  Oa=8—b og=s—a,  0.=s.

g) Az AB oldal a beirt kor O kozéppontjabodl, illetve az AB oldalhoz irt kor
O, kozéppontjabdl

90° + % illetve  90° — %

szOg alatt latszik (436. dbra).

436. abra

6. Egyéb Osszefiiggések:

1 1 1 1
a) — +—+— =—.

Mg my me 0

1 1 1 1
b) — 4 — =

Mg my me Oc

¢) A beirt és koriilirt kor kozéppontjanak tavolsaga (Euler):

d= /i —are.
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d) A ¢ oldalhoz irt kér és a korilirt koér kézéppontjdnak tavolsaga:
d= /1% +2rp..

e) sina+sin 8+ siny =

S
r

f) cosa+cosﬁ+cos7:1+g.
T
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