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El0sz6

Ez az esszékotet a Miiegyetem Matematika Intézetének A matematika filozdfiai
alapjai és alkalmazdsai cimi, szabadon valaszthat6 targyanak keretében feldolgo-
zott {rasokrol tartalmaz értelmezd, elemzd tanulmanyokat. A matematikafilozofi-
anak és a nyelv analitikus filoz6fidjanak mintegy egy évszazadat dlelik fel azok
a nevezetes miivek, amelyekr6l a szerz6k a gondolataikat tarjak az Olvasé elé.
Ezek koziil idérendben az elsd Gottlob Frege 1882-es Jelentés és jelolete, az utol-
s6 William W. Tait 1980-as Finitizmus cimi irdsa. Az egyik szempont, ami sze-
rint kivélasztottuk azokat a munkdkat, amikrdl elemzést készitettiink, hogy legyen
benniik legaldbb egy analitikus filozéfiailag értékelhetd érv. Ez kétségkiviil egy-
fajta pedagdgiai/népszeriisité szempont, hiszen azt szerettiik volna megmutatni,
hogy a matematikafilozéfidnak van olyan része (és nem is elhanyagolhaté része),
amelyben a tanulmdnyok a benniik szerepld Osszetett érvelések folytdn intellek-
tudlis kihivast jelentenek mind az analitikus filozéfia, mind a matematika, illetve
az informatika kedvel8i szamadra. A kotet szerkesztGje (és a kilencbdl hat esszéjé-
nek szerzdje) Molnar Zoltan Gabor, a BME Algebra Tanszékének munkatarsa,
az emlitett kurzus vezet§je és az egyetem matematikafilozéfiai témaja targyainak
kezdeményezGje és szervezdje.

Frege Jelentés és jelolete (1982) kivalo reprezentdnsa Frege tanulmanyainak, és
j6l modellezi a téma analitikus megkozelitését. Nemcsak e filozofiai irdnyzat leg-
els6 képviseldjeként tekinthetiink rd, hanem irdsaival a nyelvr6l valé elemzd gon-
dolkoddsunkhoz is djszertien jarult hozza. A jelkapcsolat jelolore és jeldltre, il-
letve jelentésre val6 felbontdsa mdig haté gyiimolcsozd keretelmélet, még akkor
is, ha szdmos ponton kritizdlhaté vagy a bemutatott kezdeti dllapotdban finomi-
tasra szorul. A logika vagy informatika irdnt érdekl6ddk szamara azért érdekes,
mert eldszor veti fel, hogy az igazsdgértékek (a Boole-féle igaz és hamis értékek)
szemantikai, azaz formai, felszini nyelvi megjelenésen tili mindségek, és volta-
képpen ugyanolyan targyak, mint amikre a f6énevek szoktak referdlni. Mindez sz4-
mara nem megmagyardzatlan el6feltevés, hanem jelelméletébdl érvelés utjan ado-
dik. Frege tanulmédnyédnak mdésik fontos médszertani eredménye, ahogy a filozé6fiai
problémakhoz kozelit és oldja meg 6ket logikai eszkozokkel.
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8 Russelltol Godelig, esszék a matematika filozofiai problémdirol

Bertrand Russell A denotdldsrol (1905) cimd irdsa szintén az analitikus filozo6fia
sziiletéséhez kothetd alapvetd tanulmany. Dekonstruktivista, amennyiben kifejezé-
sek egy jol definidlt korére, a denotdld kifejezésekre vonatkozdlag igazolja Frege
jelentéselméletének tarthatatlansagét, és egy Osszetettségi fokkal alacsonyabb el-
méletben latja a Frege éltal vdzolt problémdkat magyardzhaténak. Tovabba ennek
kapcsan egy pératlanul izgalmas és szdz éven &t vitatott gondolatmenetet kovet,
aminek az Osszetettsége kozel all egy dtlagos matematikai bizonyitds mélységéhez
és szerkezetéhez. Errdl szO16 irasunkban tehat nem véletleniil az igynevezett Gray
elégidja érv elemzése 4ll a kozéppontban.

Kurt Godel Néhdny tétel a matematika megalapozdsdrol cimi 1952-es eldadasa-
nak publikdldsra nem keriilt sz6vege mar egy olyan kor nyelvfelfogésat tiikrozi,
ahol a formalis nyelvek elméletének legels6 komoly eredményei megjelentek. Go-
del dgynevezett Gibbs-el6addsa nem csak apologetikai munka a matematikafiloz6-
fiai realizmus vagy platonizmus mellett. Szamos olyan gondolatot tartalmaz, ami
a modern kognitiv tudomdany szdmdra is érdekes lehet, tekintettel arra, hogy az el-
me komputéacids elmélete mellett hoz fel érveket, ellenérveket, és titkozteti ket
izgalmas gondolatmenetekben.

Godel, Church, Turing és Kleene algoritmikus €s bizonyitaselméleti eldonthetd-
séggel kapcsolatos eredményeit, az ezeket tartalmazo6 legfontosabb cikkeket mu-
tatja be Marton Gabor informatikus Az , aritmechanikus” gépek tiindoklése és
alkonya cimi esszéjében. Gondos precizitdssal tarja az Olvaso elé ezeknek az ere-
detiben ritkan olvasott, de sokszor emlegetett *30-as, 40-es évekbeli munkaknak
az alapvetd mondanivaléjat. Koriiltekintd médon hasonlitja 0ssze az eredmények-
ben szerepld ugynevezett atlés mddszert, és szintetizalja a leirtakat egy érdekes
gondolatkisérletben.

2 2

Tait Finitizmus (1980) cim( irdsa nem pusztan dnmaga jogan fontos, hanem azért,
mert egy olyan matematikafilozéfiai irdnyzatot helyez kontextusba (David Hilbert
finitizmusat), ami irdnytiként mutatott a jovébe a ’20-as évek matematikai logi-
kai kutatisait illetden. Lényeges tehdt megérteniink, hogy miért ez lehetett az az
alap, amire Hilbert alapozni szdndékozta volna az ellentmonddsmentes matema-
tikat. Bar Tait kivalo értdje a gottingeni iskoldnak, a cikk vitatott abban a tekin-
tetben, hogy torténetileg hlien irja-e le Hilbert elképzeléseit, mar csak azért is,
mert nem tudjuk pontosan, Hilbert mit értett finitizmus alatt. Mdasfel6l, Tait gon-
dolatmenete tilsdgosan vizlatos. Am mégis, kivéld racionalis analizisét adja egy
lehetséges finitizmus-felfogasnak, amely az esszé £6 gondolata.

Kalmar Laszlé6 A Church-tézis plauzibilitdasa elleni irasa (1956) a kovetkezd
esszénk targya. Ugyan néhdny évvel késébb Elliot Mendelsohn megtalélta érve-
1ésében a matematikai hibat, ez nem vesz el az irds jelent6ségébdl. Kalmar Laszlo

ugyanis nem matematikai tételt mondott ki, hanem tézist llitott fel, vagy ha gy
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Elbsz6 9

tetszik, kutatdsi programot vazolt, és azt a feladatot hagyta hatra az utékorra, hogy

az 4ltala megadott, szdmdra algoritmusnak tind miiveletleirdst probélja meg meg-
érteni és valamilyen Uj algoritmusfogalomba illeszteni.

Szintén Godel Gibbs-el6addsardl irt esszét a kotetben Lévai Emese Sarolta BME
kozlekedésmérnok hallgato, aki azt vette észre, hogy az el6adds sajatos drama-
turgidval rendelkezik, és beazonosithaték azok a szerepek, amelyeknek a bérébe
biijva Godel eljatssza a vitat a platonizmus €s az antirealizmus, a komputacionaliz-
mus és a vitalizmus 4lldspontjai kozott. Hogy az el6adds valéban tartalmaz efféle
dramatikus elemeket, arra mar Godel egyik életrajzirdja is felhivta a figyelmet. Az
esszé rendkiviil jOl ragadja meg az utdékor benyomdsét azzal kapcsolatban, hogy
vajon miért nem gondolta publikdlni Godel ezt az el6adésat folyoiratcikk formadja-

ban.

A logika analitikus filoz6fidjabol nem maradhat ki Michael Dummett, akinek A
Godel-tétel filozdfiai jelentdségérdl (1963) cimi cikkét tdrgyalja kotetiink kovet-
kez6 esszéje. A cikkben Dummett azzal foglalkozik, hogy miként kell értékelniink
azt az érzetiinket, hogy a Godel-mondatot annak ellenére véljiik igaznak, hogy nem
bizonyithatd. A matematikafilozéfidban ez a kérdés a deflacionizmus alldspontja-
hoz kapcsolhat6, ami szerint az igazsig nem szubsztancialis fogalom. Am kognitiv
vonatkozdsaiban is érdekes lehet az irds: vajon van-e az agynak olyan képessége,
ami tobbet tud, mint a mechanisztikus igazol6 eljarasok.

Esszékotetiink utolsé irdsaként Hilary Putnam Agyak a tartdlyban (1981) cimi
munkajat értelmezi és elemzi Varga Balint kognitiv tudomannyal foglalkozé ku-
tatd. Az izgalmas elmefilozéfiai tanulmdny azt a kérdést allitja kézéppontba, hogy
nem lehet-e, hogy valdjdban csak agyak vagyunk egy tartdlyban, és egy gonosz
tudds hozza létre azokat a mentdlis képeket, amik szimunkra tgy tinnek, mintha
az altalunk szokdsosan érzékelt kiilvildgbdl érkeznének.

Reméljiik, hogy kotetiinket haszonnal forgatjdk majd akdr a szervezett felsGokta-
tdsban tanul6 érdekl6dd hallgatdk, akdr azon kiviili Olvasdk, vonzddjanak bér a
filozéfidhoz, a kognitiv tudomdnyhoz, a matematikahoz vagy az informatikdhoz.

Molndr Zoltan Gdbor

Budapest, 2019. december 1.
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Gottlob Frege: Jelentés és jelolet
MOLNAR ZOLTAN GABOR

Bevezetés

Gottlob Frege Jelentés és jelolet cim munkdja a filozéfia tin. nyelvi fordulata-
nak egyik legjelent6sebb alapmiive, amely erds 16kést adott a kés6bb analitikus
filoz6fidnak nevezett irdnyzat fejlédésének. Ahogy az irdnyzat irdnt érdekl6d6 ma-
tematikusok tartjdk, az analitikus filozéfia a filozéfia azon megkozelitési médja,
amelyiket a matematikusok is értenek. Mindez annak koszonhetd, hogy a filozo-
fia nyelvi fordulatira éppen az jellemzd, hogy egyfel6l pontosan megfogalmazott
érvekkel (logikai modellel) kisérli meg korbekeriteni a klasszikus filozéfiai prob-
lémadkat, masfeldl kiilonos figyelmet fordit az allitdsok nyelvi megfogalmazdsara,
mint az egyetlen olyan megnyilvanulasi formara, amely mintegy természettudo-
manyos objektivitissal vizsgilat targyava tehetd.

Nyugodtan ki lehet jelenteni, hogy ugyanabban az id6ben, amikor a filozéfia nyel-
vi fordulata lezajlott, a matematika is hasonlé atalakuldson ment 4t. Mig az ana-
litikus filoz6fia a problémak természetes nyelvi megfogalmazasanak vizsgélatat
allitotta a kozéppontba, addig a matematikdban egy formadlis-szimbolikus 4talaku-
las ment végbe a tudomédnyos nyelvhaszndlat terén. Nem arrél van pusztan szo,
hogy ha beletekintiink egy matematikakonyvbe, akkor képletek sokasdgat latjuk.
Ez a természettudomdanyos irodalomra is érvényes, bar kétségkiviil leginkdbb a
matematikdra jellemzd. Val6jaban arrdl van szé, hogy Gottlob Frege, David Hil-
bert, Bertrand Russell, Alfred North Whitehead, Alfred Tarski, Alonso Church és
még sokan masok munkassdga eredményeképpen a matematikai allitdsok forma-
lis megfogalmazdsai a matematikai vizsgélatok targyaiva vdlhattak, és tisztdzni
vagy legaldbbis modellezni lehetett a bizonyitds mint a matematikai megismerés
eszkdzének, a matematikai igazsdgkeresés technikdjdnak miikodését és természe-
tét. Amig tehat a nyelvi fordulat a filozéfidban olyan kérdésekben eredményezett
erds eldretorést, mint a szkepticizmus (agyak vagyunk-e egy tartdlyban?), a dualiz-
mus (a test és az elme kiilonboz&ségének problémadja) vagy a platonizmus (mibdl
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12 Russelltél Godelig. Esszék a matematika filozdfiai problémdirdl

szarmazik az absztrakt fogalmak objektivitdsa?) kérdése, addig a matematikaban a
nyelvi fordulat az axiomatizél4s, a levezetés, a matematikai igazsag fogalmait tisz-
tazta a kordbbihoz képest messze megnyugtatébb eredménnyel, bar nyilvdn nem
pontot téve a kutatds végére.

Filozofiai, s6t matematikafilozofiai és logikai téren Gottlob Frege tevékenysége tt-
tord jellegli, de az a munka, amit a besz€lt, irott, illetve formdlis nyelvi elemekre
vonatkozé alapfogalmak bevezetésével végzett, nem egyediilalld. Aki a matemati-
ka filozo6fiaja irant érdeklddik, de rossz élményei vannak a nyelvtanérettségi ,,Jel és
jelrendszer” cimii tételéhez kapcsoldddan, az konnyen érezheti, hogy 6 Frege mun-
kassdgaval inkdbb nem foglalkozna. Mar csak ha a cimben szerepld ,,jelolet” sz6t
vessziik, még érthetetlenebbnek taldlhatjuk, mint a ,,jel616”, illetve a ,,jelolt” sza-
vakat, amik a nyelvtantételben szerepelnek. HozzavetSlegesen Frege kutatdsaival
egy id6ben, a 19. szdzad végén jott létre a jel tudomdnya, a szemiotika. Az emlitett
elméleti anyag valami olyan képet sugaroz a jelrdl, mintha ez egy egyszer s min-
denkorra felépitett és lezart tudomédny lenne. Messze nem ez a helyzet azonban.
A jelek viselkedése egy széles problémakor, amely megoldasért kidlt, és az elmé-
letek, amik a probléma megolddsat szdndékozzdk szolgéltatni, pusztdn modellek,
keretek, amelyek egyes vonatkozdsokat magyardznak, masokat nem. A kovetkezd
két bekezdés didhéjban Osszefoglalja azt a Frege korabeli két szemiotikai meg-
kozelitést, amelyeknek forrasat és céljat meg nem nevezve még nyelvtanéran is
tanultunk, de csak a szerencsésebbeknek adatott meg, hogy problémacentrikusan
és nem kész, bemagolandé tananyagként lett foldolgozva.

Ferdinand de Saussure elsésorban a beszélt nyelv jelelméletével foglalkozott. O
binér reldcidként értelmezte a nyelvi jelolés jelenségét, amely tehét két dolgot, a
jelolét és a jeloltet kapcsolja Ossze: a hangképet és a fogalmat. Saussure szerint
tehdt a jel maga egy szétvdlaszthatatlan par. Az egyik tagja a hangmintazat (te-
hat nem kifejezetten a fizikai hang, hanem egy struktira, amelyet a hangban az
elme képes felismerni), a masik tagja pedig egy fogalom, amelyet nem definidl
pontosan, de szdmos példaval koriilir. Példaul a ,,16” sz6 (mint hangmintdzat) a
16 fogalmaval kapcsolddik dssze. A 16 fogalma azonban nem j6l definidlt valami:
mas és mas embernek mas gondolat jut az eszébe akkor, amikor a pacira gondol.
Nagyon érdekes, hogy Saussure gy gondolja, hogy a jel két komponense, a jelolt
és a jelold nem szétvalaszthat6. Ahogy fogalmaz:

Nyelv nélkiil a gondolat homadlyos, feltérképezetlen kod. Nincsenek el6ze-
tesen 1étezd idedk és semmi sem elkiilonithetd a nyelv megjelenése elott.
[Saus, 112. 0.]

Es forditva: a nyelv ismerete nélkiil a beszédhangot nem érezziik tagoltnak és nem
ismerjiik fol értelmesként. A jel felismerése tehét pszicholdgiai folyamat. Mind-
ezek mellett a jel mint kapcsolat onkényes, egészen pontosan, nincs természetes
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Gottlob Frege: Jelentés és jelolet 13

kapcsolat a jelold és a jelolt kozott. Barmely fogalom kapcsolddhat egy jelolési
jelenség dltal egy hangformdhoz — mindazonéltal ezt a kapcsolatot a nyelvk6zos-
ség a kozos beszéElt nyelv haszndlata éltal rogziti, és nem a beszélé dont onké-
nyesen a jelkapcsolatrél. Saussure ezen gondolatait persze nem kell készpénznek
venniink, sok mindent megmagyardznak, de megint sok mindent nem. Ez az elmé-
let szdmunkra azért jO, mert lesz 0sszehasonlitdsi alapunk a Frege altal a Jelentés
és jeloletben vazolt nyelvfilozéfiai kerethez képest.

A mésik megkeriilhetetlen jelelmélész Charles Sanders Peirce, aki triadikus rela-
ciéként értelmezte a jelkapcsolatot, vagy ahogy & nevezte, a szemi6zist. Am ne
varjunk olyan érthetd megfogalmazast t6le, mint akar Saussure-t6l, akar Fregé-
t6l. Els6 olvasatra érthetd és produktiv a hdrom elem emlitése és az ezek kozotti
kapcsolat, amely Iényegében a kovetkez6 harmasbdl all: jel, jelentés és objektum,
amit a jel jelol. De amint beledssuk magunkat Peirce irdsaiba, kideriil, hogy olyan
sajatos szohaszndlattal €l, olyan furcsdn fogalmaz, hogy Iényegében felfejthetet-
len, hogy egészen pontosan mire gondol. Ezzel szemben latni fogjuk, hogy szinte
egészen pontosan érthetd, hogy Frege a Jelentés és jeloletben mit 4llit. A szemid-
zis (vagy reprezenticid) elsé eleme a jel. Jel barmi lehet: targy, fogalom, mentalis
kép. A szemidzisban részt vevé masodik elem az objektum vagy targy: az, ami he-
lyett a jel 4ll, amit a jel jelol. A szemidzis harmadik eleme az interpretdns, amely a
jel egyfajta jelentését, forditdsat, interpretacidjat testesiti meg. O maga is lehet jel,
vagy éppen nem. Peirce ugy fogalmaz, hogy a jel ,,meghatarozza” az interpretan-
sat, de ezt nem ugy kell érteni, hogy minden jel determindlja, kijeldli, definidlja a
jelentését, hanem csak gy, hogy utal rd. Egy jel nagyon sok interpretansra utalhat,
és Peirce szerint végs6 soron csak maga az interpretdns mint sajit magénak a je-
le az, ami sajat magat maradéktalanul meghatarozza. Hogy lassuk, Peirce hogyan
gondolkodik errdl, itt egy idézet:

Hogy példét adjunk arra, hogy a jel sz6 logikailag milyen kort fed le, nos,
egy egész konyv egy jel, és ennek egy forditdsa a jel egy replikdnsa. Vala-
mely irodalom egésze egy jel. Az a mondat, hogy ,,Roxana Nagy Sindor
kiralyi hitvese volt”, jele Roxdndnak és Nagy Sandornak, és bar az elébbin
van a logikai hangsuly, ,,Nagy Sdndor” legaldbb annyira alanya a mondat-
nak, mint ,,Roxana”; és Roxana, illetve Nagy Sdndor mint valésidgos sze-
mélyek objektumai ennek a jelnek. Minden jel, ami elegendden teljes, jele
kiilonboz6 valddi targyaknak. Mindezek a targyak, beszéljiink akar Ham-
let Oriiletérdl is, a 1étezés egy és ugyanazon univerzumanak elemei, azaz az
»lgazsdgnak”. [Peirce, 239. o.]

A tovéabbiakban latni fogjuk, hogy mindkét fenti elmélettel szoges ellentétben all
Frege alldspontja, amely egészen biztosan nem egy tokéletes elmélet, de nagyon
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14 Russelltél Godelig. Esszék a matematika filozdfiai problémdirdl

j6 alapnak bizonyult a nyelvfilozéfiai vizsgdlédasok szamara. Frege visszautasit-
ja, hogy nem 1étezé dolgokat jelolhessenek jelek, nem hisz abban, hogy a jelentés
pusztan atfogalmazds, interpreticio, és azt sem gondolja, hogy a jel mentalis alla-
potokat jeldlne. Frege ugyanis nem kivant elrugaszkodni a kétértékiiség elvétdl (a
nem létez6 dolgokra, mint példaul Hamlet &riiletére, vonatkozéan nem kivéanta ér-
telmesnek tekinteni az igazsagértékelést), a jelentést nem pusztdn magyardzatnak
vagy egy masik jelnek gondolta, és visszautasitotta azt is, hogy az olyan fogalmak,
mint a 16 fogalma, pszicholégiai folyamatok végtermékei lennének.

Miel6tt ratérnénk Frege gondolataira, érdemes néhany t6le idében nem tdl tavoli
matematikus néz8pontjat is megvizsgalnunk. Els6ként Alfred North Whitehead
gondolatait idézziik az 1897-ben megjelent Univerzdlis algebra cimi konyvébdl
(ezt a munkat tekintik az univerzalis algebra mint tudomany els6 szisztematikus
tankonyvének, bar til korai megjelenésti ahhoz, hogy érdemleges fejleményeket
lehessen benne talalni). Whitehead szerint:

Példaul az aritmetikdban ezt frjuk: 243 = 3 + 2. Amely azt jelenti, hogy
amennyiben az emlitett dolgok teljes szamat tekintjik, a 2+3 ésa 342
ugyanahhoz a szdmhoz vezet, éspedig az 5-h6z. De a2+ 3 és a3 +2 nem
azonos [sic!]; a szimb6lumok sorrendje a két szamitdsban kiilonbozd, és
ez a sorrendbeli kiilonbozbéség a gondolkoddsunkat is kiilonbozé irdnyba
tereli. Az egyenldség jelent6sége abbdl ered, hogy ennek a két gondolati
eljardsnak ugyanaz az eredménye, ha pusztdn a széban forg6 targyak teljes
szama érdekel minket. [Whit, 6. 0.]

Kés6bb pedig igy 1r:

Vegyiik észre, hogy a b = b’ egyenlSségben foglalt allitds két elembdl 4ll;
ezeknek a j6 megkiilonboztethetdség kedvéért nevet is adunk, éspedig rend-
re ,truizmusnak” és ,,paradoxonnak” nevezziik. A truizmus b és b’ részleges
azonossdga, minthogy mindkettd rendelkezik a B-ség tulajdonsdgdval [1dsd
a fenti és a kovetkezd példit!]. A paradoxon a kiilonbozdség b és b’ ko-
zott, minthogy b egy dolog és b’ egy mdsik: és igy ez a két dolog, 1évén
kiilonb6z6k, valamely tulajdonsdgukban eltérnek. Egy ilyen kalkulusban az
ekvivalencia fennallasa esetén a truizmus a lehetd legkisebb figyelmet ér-
demli, mig a kiilonboz&ségre nagy hangsiilyt fektetiink. Igy a2 +3 =342
egyenldség esetén az, hogy mindkét oldal a k6zos 5-ség fogalmdhoz tarto-
az, hogy a két kiilonbozd dolog, a2+ 3 és a 3+ 2, szdmossaguk tekintetében
ekvivalensek. [Whit, 7. o.]
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Gottlob Frege: Jelentés és jelolet 15

Ebben, f6leg a masodik idézetben, tulajdonképpen semmi megleps nincs. Aki ta-
nult vektorokat, az hozzdvetSlegesen ezt a megkiilonboztetést sajatitotta el. Ami-
kor azt mondjuk, hogy Iﬁ = C?, akkor a tartalmas allitds az, hogy bér az zﬁ
irdnyitott egyenes szakasz mds, mint a C? irdnyitott egyenes szakasz, mégis ,,vek-
torsag” tekintetében azonosak, azaz parhuzamosak, ugyanolyan irdnyitdsdak és a
hosszuk egyenld. Az irdnyitott egyenes szakaszokat tehdt ekvivalenciaosztalyokba
soroljuk, és ami ﬁ—ben és CD-ben ko6z0s, hogy azonos osztilyba tartoznak; ezt
a tulajdonsédgot sorolja Whitehead a ,,truizmus” fogalma ald. Persze tudjuk, hogy
altalaban AB és CD nem azonosak a szé szoros értelmében; ez pedig a ,,parado-
xon” az allitdsban. Kivald példa a fenti tudomanyfilozéfiai vizsgalédas az analiti-
kus filozéfia voltaképpeni miikodésére. Az ekvivalencia kérdése tisztdzandé volt
a 20. szazad fordul6jan, Whitehead tisztazta is az Univerzdlis algebrdban, és ma
mar atkertiilt a relaciéelméletbe, s6t, minden alapozé fels6bb matematika kurzuson
mint szakmai fogést (az ekvivalenciaosztialyozdst) tanitjadk. Hasonlé élményiink
lesz Frege cikkével kapcsolatban is. Aki az igazsdgértékkel és a mondatok Ossze-
tevékre bontdsdval kapcsolatban fejt ki érveket, amelyek konklizi6éi mint kiindu-
l6pontok épiiltek be a modern matematikai logikaba.

Matematikatorténeti kérdés, hogy Whitehead abban az évben, amikor ezt a kdny-
vét irta, ismerte-e Frege cikkét a jelentésrdl és a jeloletrdl. A fenti idézetekbdl az
vehetd ki, hogy egy egyenldségillitds, a 2+ 3 = 3 4 2 formula, mint jelentéssel
biré szimbdlumsor érdekelte. Ugy tiinik, hogy megkiilonboztette a 2+3 = 342
formuldbdl kiolvashaté tartalmas 4llitast, hogy az 6sszeadds sorrendje, azaz a szdm
megadasdnak mddja nem valtoztat az eredményen, és a trividlis allitast, hogy az 5
az az 5. Frege nagyon hasonlé problémaval kezdi elemzését és ebbdl jut arra a
kovetkeztetésre, hogy a nyelvi kifejezéseknek nemcsak jeloletiik lehet, azaz olyan
targy, amelyet a nyelvi kifejezést jelol, hanem jelentésiik is, amely valami olyasmi,
aminek a megfogalmazasat éppen a kifejezés hivatott nyelvileg reprezentdlni.

P

Mar egészen biztosan Frege elméletének ismeretérdl tantiskodik a hirhedt Rosser-
szakasz, amely onnan lehet ismer8s, hogy Saul Kripke pellengérezi ki a Megneve-
7€s és sziikségszeriiség cimi eldadas-sorozatdban. A széban forgd Barkley Rosser-
idézet a Logic for Mathematicians cimi 1953-as konyvébdl a kovetkez6képpen
hangzik:

Bevezetjiik az egyenl6séget és az ismerds x = y jelolést haszndljuk r4. Ha
jelentést szeretnénk rendelni ezekhez az allitdsainkhoz, akkor x = y jelentése
az lenne, hogy az x és az y egy és ugyanazon dolognak a két neve. [Rosser,
163. 0.]

A kérdés, amire Rosser megkisérelt védlaszt adni, hogy mit jelent az a (formalis)
nyelvi kifejezés, hogy a = b. A kézenfekv$ valasz szamdra azt volt, hogy azt je-
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16 Russelltél Godelig. Esszék a matematika filozdfiai problémdirdl

z

lenti, hogy az a és a b jel ugyanazt a dolgot jel6li. Néhany mondattal kés6bb igy
magyardzza a jelenséget:

Mas szavakkal, akkor és csak akkor tehetjiik az ,,="" jelét két név kozé, ha
ugyanannak a dolognak a nevei. A kapott allitds a dologrél, hogy nem Kkii-
16nbozik magatdl semmilyen értelemben sem, merd trivialitds. Hovatovabb,
az 4llitds éppen arra irdnyitja a figyelmiinket, hogy a két név ugyanannak
a dolognak a neve, igy igazolja a szokdsos haszndlatot, hogy a két nevet
kicserélhetjiik a dologra vonatkozé dsszes allitdsban. [Rosser, 164. o.]

A mai matematikai logikusok ezt a kérdés igy vdlaszolndk meg. A formadlis (ma-
tematikai) a = b mondat pontosan akkor igaz, ha az a dolog, amit a jelol, egyenld
azzal a dologgal, amit b jelol.! A probléma a kovetkez: ennyi erével azt is mond-

hatnank, hogy az )1@ ‘ = 5 formadlis nyelvi mondat azt jelenti, hogy az a dolog,

aminek a jele 1@ az 5 egység hosszisigu, mintha a mondat barmi olyat mondana
szamunkra, hogy itt az AB jelrdl tennénk allitast. Pedig nem az zﬁ jelrdl tesziink
allitast, hanem zﬁ—r(’il mint targyrol. Az persze teljesen rendben van — és Rosser
éppen ezért az elsd idézetben nem {rt le rosszat —, hogy az a dolog, amit zﬁ jelol,
az 5 egység hosszisdgi. Mdasik példa. Amikor azt a mondatot kimondjuk, hogy
,»A Vénusz felhdkkel boritott”, akkor senki sem érti ezt igy, mint a ,,Vénusz” név-
re vonatkoz6 allitast, éspedig, hogy a ,,Vénusz” mint név egy olyan sz6, hogy amit
megnevez, az felhokkel boritott. Az ,,A Vénusz felhdkkel boritott” mondat nem a
,,Vénusz” szorol beszEl, hanem a Vénuszrol.

Kés6bb visszatériink a Rosser-idézetekre, de érdemes megjegyezni mdr itt is, hogy
a probléma forrdsa részben az, hogy Rosser egyfel6l nem haszndl modern (modell-
elméleti) fogalmakat és ezért naiv az allaspontja, masfel6l ebbdl adéddan olyan
kovetkeztetésekre ragadtatja magat, amit ellenkezd esetben nem tenne. Marpedig,
ha egy ,,a” név szerepel egy mondatban, akkor az vagy mindig a név 4ltal megne-
vezett dologra vonatkozik, vagy mindig a dolog nevére, és ezért nem mondhatja,
hogy ,,a két nevet kicserélhetjiik a dologra vonatkoz6 0sszes allitdsban”, mert az
utébbi esetben dolgokra sosem vonatkoznak 4llitdsok, csak a nevekre. A feloldds
Fregére és Alfred Tarskira vezethetS vissza. A mondatok elemzése Osszetevénként
tekintendd, és nem elég kiragadni belSle egy elemet, az 6sszes mondatrész esetén

' Formalisan, ha valaki ehhez van szokva:
Mia=b < il [B™),

ahol i a halmazelméleti identitds reldcié, melynek definiciéja: i = {(x,x) | x € M}. Azaz i a leg-
szlikebb reflexiv reldcid, vagyis az, amikor az M univerzum két eleme akkor és csak akkor 4ll
reldcidban, ha ez a két dolog ugyanaz.
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fel kell tarni, hogy mit jelol a szoban forgé mondatrész. A ,,Rosser bizonyitotta
a Godel-tétel altalanositasat” mondat elemzése ez lenne: a ,,Rosser” elnevezésii
individuum rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, amit a ,,bizonyitotta a Godel-tétel
ltaldnositasat” kifejezés fogalmaz meg. Vagy az a = b mondat esetén: az ,,a” nevli
dolog és a ,,b” nevii dolog egymdssal reldcidéban 4ll az ,,="" szimbdélum &ltal jelolt
relaciéra vonatkozoan, azaz azonosak.

Végiil, miel6tt nekildtnank a Frege-cikknek, érdemes felidézni az egyenléség mar
a fentiekben Rosser 4ltal is emlitett jellemzd tulajdonsdgit, a Leibniz-szabdlyt.
Eszerint, ha a = b, akkor minden A tulajdonsagra, ha A(a) teljesiil, akkor A(b) is
teljesiil. Sok formalis-axiomatikus rendszerben, amiben szerepel az egyenlség, ez
az egyik axiéma, példaul Rossernél is. A Frege-rejtvény, ami kozponti motivaciéul
szolgdl a Jelentés és jeloletben, éppen a Leibniz-szabdly miatt fogalmazddhat meg
problémaként. Ennek a szabalynak persze sok valtozata van. Az elsérendii nyel-
vekben, amikor csak a ,,minden x dologra” alaku nyelvi fordulatokkal lehet €lni,
de a ,,dolgok minden A tulajdonsdgdra” kifejezésekkel nem, ott a Leibniz-szabdly
csak korlatozott értelemben fogalmazhaté meg, csak a nyelv segitségével kifejez-
hetd A tulajdonsdgokra, a nyelvileg megragadhat6 tulajdonsdgokra lehet kimonda-
ni. Végtelen rendd nyelvekben azonban, ahol olyan kifejezések is a nyelv részei,
mint ,,minden A tulajdonsdgra”, a Leibniz-szabdly akdr az egyenl&ség definicidja-
nak is alkalmas. Godel az 1931-es cikkében példaul a kovetkezSképpen definidlja
az egyenlGséget: a = b jeloli azt, hogy minden A tulajdonségra, ha A(a) teljesiil,
akkor A(b) is teljesiil. Egyenl&knek tehdt pontosan azokat mondjuk, amik minden
tulajdonsdgukban megegyeznek. Ha két dolog nem egyenld, akkor van legaldbb
egy olyan tulajdonsdg, amelyben eltérnek.

Az azonossag problémaja

Frege a Jelentés és jeloletet az azonossag relacidjanak jelentéselméleti elemzésé-
vel kezdi. Két dlldspontot vdzol fel, és mindkettérdl beldtja, hogy hidnyosan irja
le az azonossag jelentését. Megoldasa az lesz, hogy a jel és jelolet parosa mellett
egy harmadik vontkozést, a jelentést is bevezeti. Tekintsiik tehat az a = b monda-
tot. Ha az = relacié dolgok kozotti relacié lenne, azaz a = b esetén azon dolgok
kozotti reldcio, amelyeket az a és b megnevez (ezek tehat a és b jeloletei), akkor
abban az esetben, ha a = b, akkor @ = b és a = a mindkett6 azt dllitja, hogy egy
dolog (melynek jele a) azonos sajat magédval. Mérpedig, folytatja Frege, a = b és
a = a kozott 1ényeges episztemoldgiai, azaz ismeretelméleti kiilonbség van. Azt,
hogy a = a igaz, minden, a mondat igazsdgértékének megdllapitisara vonatkozd
kiilonosebb erdfeszités nélkiil tudjuk, mig a = b igazoland6. A maésik lehetdség,
hogy az a = b nem a dolgokra, hanem a jel6lésre vonatkozik, éspedig azt jelenti,
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