Téth-Simon

Differencidlegyenletek

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiado



www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiado



Toth Janos
Simon L. Péter

Differencidlegyenletek

Bevezetés az elméletbe
és az alkalmazasokba

it

TYPOTEX

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiado



Eurépai Unié
Eurépai Regionalis
Fejlesztési Alap

MAGYARORSZAG - e
poavytevanll BEFEKTETES A JOVOBE
SZECHENYI @

A mi elektronikus kiadédsa
a VEKOP-2.1.1-15-2016-00152 sz. projekt
keretén belil késziilt.

(© Téth Jénos, Simon L. Péter, Typotex, Budapest, 2020
Engedély nélkiil semmilyen forméban nem maéasolhatd!

ISBN 978 963 493 053 2
ISSN 1788-1811

Kedves Olvasd!

Ko6szonjiik, hogy kindlatunkbdl valasztott olvasnivalot!
Ujabb kiadvanyainkrél és akcidinkrél a www. typotez. hu
és a facebook.com/typotexkiado oldalakon értesiilhet.

Typotex Kiadd

Alapitotta Votisky Zsuzsa, 1989

A kiad6 az 1795-ben alapitott Magyar Konyvkiaddk
és Konyvterjesztok Egyesiilésének tagja.

Felel6s kiadé: Németh Kinga

Fészerkeszté: Horvath Baldzs

A kotetet gondozta: Gerner Joézsef

A boritét készitette: Szalay Eva

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiadd



Tartalom

El6sz6 a harmadik kiadashoz . . . . . . . ... ... ... ... ..., 11
ElBszd . . . o o e 12

I. Alapismeretek 13
1. Bevezetés 14
1.1, Jelolések . . . . . . . . 16

2. Alapfogalmak 19
2.1.  Motivacio, példédk . . . . . . . ... 19
2.1.1. A radioaktiv bomlds egy modellje . . . . . . .. .. ... 19

2.1.2. A barometrikus nyomasformula . . . . ... ... oL 21

2.1.3. Baktériumok szaporodasarol . . . . . .. ... oL 21

2.1.4. Egy egyszeri kémiai reakcié . . . . . ... 22

2.1.5. Newton II. térvénye . . . . ... ... ... ... .... 23

2.1.6. Diffazié, hovezetés . . . . . . . ..o 24

2.2.  Elemi kvalitativ médszerek . . . . . . .. ... 25
2.2.1. A fuggvényvizsgalat mbdszereinek kiterjesztése . . . . . 25

2.2.2. TrdnymezO . . . . . . ... 27

2.3.  Elemi kvantitativ médszerek . . . . . . ... ... ... 27
2.3.1. Verifikdlas . . . . . ... o 27

2.3.2. Kozvetlenil megoldhaté (,integralhaté”) egyenletek . . 28

2.4. Definicidk, egzisztencia- és unicitdsi tételek . . . . ... .. .. 29
2.4.1. Explicit kozonséges elsérendti differencidlegyenlet . . . . 30

2.4.2. Kezdetiérték-probléma, avagy Cauchy-feladat . . . . . . 32

2.4.3. A megoldés létezése és egyértelmtisége . . . . . . . . .. 33

2.5. A Peano-egyenlGtlenség . . . . . ... ... ... . 44
2.5.1. Gronwall és Bihari lemméja . . . . . ... ... .. ... 44

2.5.2. Mérési és modellhibak hatdsa a megoldasokra . . . . . . 46

2.5.3. A karakterisztikus fliggvény és a varidcios egyenlet . . . 48

2.6. A Mathematica alkalmazasa az alapfogalmak illusztrélasara . . 50

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiadd



6 Tartalom

3. Néhany egyszerii tipus 53
3.1.  Kozvetleniil integralhaté egyenletek . . . . . . . .. ... ... 53
3.2.  Autoném egyenletek . . . .. ... L 54
3.3.  Szétvéalaszthato valtozoju egyenletek . . . . . . . ... ... .. 56

3.3.1. Homogén egyenletek . . . . ... .. ... ... .. ... 58
3.3.2. Homogénre visszavezetheto egyenletek . . . . . ... .. 60
3.4. Elsérendi linearis egyenletek . . . . ... .. .. Lo, 60
3.5. Egzakt egyenletek . . . . .. ... Lo, 63
3.5.1. A megoldasok inverzére vonatkoz6 egyenlet . . . . . .. 67
3.5.2. A primitiv fiiggvény meghatarozésa . . . . . . . . .. .. 68
3.6.  Integrald tényezd . . . . . .. ... 71
3.7. Alkalmazasok . . . . . . .. ... 72
3.7.1. Gépkocsi fékutjanak kiszamitasa . . . . .. .. ... .. 72
3.7.2. Radioaktiv kormeghatarozas . . . . . . . ... ... ... 72
3.7.3. Oldatok; aramlas . . . . .. .. ... .. ... ...... 73
3.7.4. Fényelnyelés, lancgorbe . . . . . ... oL 73
3.8.  Mathematica az egyszerl tipusok megolddsanal . . . . . .. .. 74

II. Linearis egyenletek 77

4. Linearis differenciilegyenletek 78
4.1.  Alapfogalmak, alaptételek . . . . . . ... ... ... ... ... 78
4.2. A megoldasok eléallitdasa . . . . . . ... ... 81

4.2.1. Homogén egyenlet . . . . . . ... ... ... .... 81

4.2.2. Inhomogén egyenlet . . . . ... .. ... ... ... 84

4.2.3. Az allandé egytitthatds egyenlet alaprendszere. . . . . . 85

4.2.4. Matrix exponencidlis fliggvényének kiszamitasa . . . . . 89
Hermite-interpolacié matrixfiggvényekhez . . . . . . .. 90

Jordan-alak matrixfiiggvényekhez . . . . . . .. ... .. 91

4.3.  Alkalmazasok . . . . . . . Lo 93
4.3.1. Rekeszrendszerek . . . . . . ... ... oL 93

4.3.2. Egy tanulasi modell . . . .. ... ... ... .. ..., 95

4.4.  Mathematica és lineéris differencialegyenlet-rendszerek . . . . . 95

5. Magasabb rendii egyenletek 97
5.1. Az atvitelielv. . . . .. ..o o 97
5.2.  Altaldnos allitdsok . . . .. .. ... ... 101
5.3. A megoldasok eléallitdsa . . . . . .. .. ... 103

5.3.1. Maésodrendii linedris alland6 egyiitthatos differencidlegyen-
let . . o 103
5.3.2. Az altalanoseset . . . . . . ... . L. 104
5.3.3. Inhomogén egyenletek . . . ... .. ... ... ... .. 109
5.3.4. Kezdetiérték-feladatok . . . . . . . ... ... 111
5.3.5. Euler-egyenletek . . . . .. ... ... ... . ... 111
5.4. Linearis peremérték-feladatok . . . . . .. ... ... 112

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiadd



Tartalom 7

5.4.1. A peremérték-feladatok eredete . . . . . . .. ... ... 113
5.4.2. A peremérték-feladatok osztalyozdsa . . . . .. .. ... 113

5.4.3. Sturm-tipusi egyenletekre vonatkozo kezdetiérték-felada-
tok . .o 115

5.4.4. A homogén egyenletre vonatkozd peremérték-feladat meg-
olddsa . . . . . . ... e 115

5.4.5. Az inhomogén egyenletre vonatkoz6 peremérték-feladat

megoldédsa. A Green-fliggvény . . . . . . ... ... ... 117
5.4.6. A Green-figgvény eléallitdsa . . . . .. ... ... ... 119
5.4.7. Inhomogén egyenlet inhomogén peremfeltétellel . . . . . 120
5.5. Peremérték-feladatok rendszerekre . . . . . ... ... ... .. 120
5.6. Sajatérték-feladatok . . . . . .. ... ... L. 122
5.7.  Kvalitativ vizsgdlat . . . . . ... .. o oo 122
5.8. Alkalmazasok . . . . . . . . . .. .. .. 127
5.8.1. Pontmechanika . . . .. ... ... ... ... .. ... 127
5.8.2. Kvantummechanika . . . . . . . ... ... ... ..... 128
5.9. Mathematica és magasabb rendli egyenletek . . . . . . ... .. 129
6. A Laplace-transzformacio 130
6.1. Alapvetd fogalmak és tulajdonsagok . . . ... ... ... ... 131
6.2. Alkalmazasok magasabb rendi linedris egyenletekre . . . . . . 135
6.2.1. Allando egyiitthatos egyenletek . . . . . . .. ... ... 135
6.2.2. Valtozo egyiitthatés egyenletek . . . . . . . . .. 0. L. 136
6.3. Alkalmazasok linedris egyenletrendszerekre . . . . . . . .. .. 137
6.4. Néhany tovabbi példa . . . . .. .. ... ... L. 138
6.4.1. Bemenet-kimenet rendszerek . . . . .. ... ... ... 138
6.5. Szamitasok Mathematicaval . . . . . . . . . ... ... ... .. 138
III. A kvalitativ elmélet elemei 141
7. A stabilitaselmélet elemei 142
7.1. A stabilitaselmélet alapfogalmai . . . . . . ... ... ... ... 142
7.2. Lineéris rendszerek . . . . . . . . .. ... .. 152
7.3. Ljapunov tételei . . . .. ... ... o 156
7.4. Ljapunov-figgvények szerkesztése . . . . . . . ... ... 162
7.5. Alkalmazdsok . . . . . . . .. ... 165
7.5.1. Mechanika . . . . . .. ... ... L L 165
7.5.2. Populaciédinamika és kémiai kinetika . . .. ... ... 168
7.5.3. Részletesen kiegyensulyozott reakciok . . . . . . .. .. 171
7.6.  Mathematica és stabilitaselmélet . . . . . .. ... ... .. .. 174
8. Autoném egyenletek, dinamikai rendszerek 177
8.1. Alapfogalmak . . .. .. ... ... . ... ... ... ... 177
8.1.1. Az autoném egyenlet fogalma és tulajdonsagai . . . . . 178
8.1.2. Dinamikai rendszerek . . . . ... ... .. ... .... 183

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiadd



8 Tartalom

8.1.3. Autondém egyenletek és dinamikai rendszerek kapcsolata 187

8.2. Linedris rendszerek . . . . .. ... L Lo 190

8.2.1. Kétdimenziés rendszerek . . . . . ..o oL 190

Jordan-féle normalalak . . . . .. . ... ... 190

Valos sajatértékek, kétdimenziés sajataltér . . . . . . . . 191

Kétszeres valds sajatérték, egydimenzios sajataltér . . . 192

Konjugélt komplex sajatértékek . . . . . . . .. ... .. 193

Szingularis egylitthatématrix esete . . . . . . .. .. .. 194

Visszatranszformalas . . . . . .. ... ... 195

8.2.2. Magasabb dimenziés rendszerek . . . . . ... ... L. 198

8.3.  Nemlinearis rendszerek . . . . . . . .. ... ... 202

8.3.1. Globdlis vizsgalat az egyenesen . . . . . . ... ... .. 203

8.3.2. Lokalis vizsgalat az egyensulyi pontok koriil . . . . . . . 205

Altalanos allitdsok . . . . .. .. ... 205

Kétdimenzios rendszerek . . . . . . . ... ... ... 208

8.3.3. Periodikus megoldasok . . . . . . .. .. oL 210

Periodikus pélya stabilitasanak vizsgalata . . . . . . .. 212

Kétdimenzios rendszerek . . . . . ... ..o 215

8.3.4. Globalis vizsgalat a stkon . . . . .. .. ... ... ... 220

8.3.5. Egy kaotikus modell . . . . ... . ... ... .. 225

8.4. Diszkrét dinamikai rendszerek . . . . . . ... oo 228

8.5. Alkalmazdsok . . . . . .. .. 230

8.5.1. Dinamika . . . . .. .. ... .. ... 230

Ingamozgds . . . . . . ... oo 230

Bolygémozgas . . . . . . ... o 230

8.5.2. Reakcidkinetika . . . . . .. ..o oo 232

8.5.3. Populacidédinamika . . . . . ... 234

Egydimenziés folytonos idejii modellek . . . . . . . . .. 234

Egydimenzios diszkrét ideji modell . . . . . . . ... .. 235

Kétdimenziés modellek . . . . .. ... ... .. 235

8.5.4. Fertozésterjedési modellek . . . . . . . .. ... ... .. 237

8.6.  Mathematica és autoném egyenletek . . . . . ... .. ... .. 239

IV. Kiegészito fejezetek 241

9. Parcialis differencialegyenletek 242

9.1. Bevezetés . . . . .. . 242
9.1.1. Fontos parcidlis differencidlegyenletek a fizikdban és a

kémidban . . . ... ... oo 242

9.1.2. Verifikdlas . . . . . . . . . . .. .o 245

9.1.3. Egyszert megoldasi médszerek . . . .. ... ... ... 246

9.1.4. Parcialis differencidlegyenletek osztdlyozasa . . . . . .. 248

9.2. Elsérendd egyenletek . . . . ... ..o 0000 248

9.3. Maésodrendii lineéris egyenletek . . . . ... ... 251

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiadd



Tartalom 9

9.3.1. A {8 résziikben linearis masodrendii parcidlis differenci-

alegyenletek osztalyozasa . . . . ... ... ... 251

9.3.2. A Laplace-egyenlet és a Poisson-egyenlet . . . . . . . .. 252
Megoldas a teljes téren. . . . . . . . ... oL 253

Megoldas korlatos tartomanyon . . . . . . . .. ... .. 254

9.3.3. A hovezetési vagy diffizios egyenlet . . . . . . ... ... 255
Megoldas a teljes téren . . . . . . .. ... 256

Megoldas korlatos tartomanyon . . . . . . . .. .. ... 257

9.3.4. A hulldmegyenlet . . . . . . ... ... ... ... ... 259
Megoldas a teljes téren. . . . . . . ... 260

Megoldas korlatos tartomanyon . . . . . .. .. ... .. 261

9.4. A Laplace-transzformdci6 alkalmazasa . . . .. ... ... ... 263
9.5.  Mathematica és parcialis differencidlegyenletek . . . . . .. .. 264
10. A variaciészamitas elemei 267
10.1. Bevezetés: optimalizalasi feladatokrél . . . . . .. .. ... .. 267
10.2. A varidciészamitas alapfeladata . . . . . . . .. ..o 268
10.3. Euler-Lagrange-egyenletek . . . . . . .. .. ... .. ... ... 271
10.3.1. A minimalis forgasfeliilet . . . . . . .. ... ... .... 276
10.3.2. A brachisztochron-probléma . . . . . . . ... ... ... 277

10.4. Elégséges feltétel . . . . . . ... ..o oL 279
10.5. Alkalmazédsok . . . . . . . . .. ... 282
10.5.1. Dinamika . . . . . . .. ... 282
10.5.2. Optika . . . . . o oL o 283

Az allandé torésmutato esete . . . ... L. L. 284

Fénytorés . . . . . . .. L o 284

Tikrozodés a talajon . . . . . . ... ..o 284

Optikaiszal . . . . .. ... oo 285

10.5.3. Egy kozgazdasagi példa . . . . .. .. ... ... ... 286
10.5.4. Egy geometriai feladat . . . . . . ... ... ... .... 288
10.5.5. Kitekintés és filozofiai megjegyzések . . . . . .. .. .. 289

10.6. Mathematica és varidciészamitas . . . . . . . . ... ... ... 290
11. A feladatok megoldasa 292
11.1. A megoldasok elé . . . . . . . ... L 292
11.2. A 2. fejezet feladatainak megoldasa . . . . . . . . . .. ... .. 292
11.3. A 3. fejezet feladatainak megolddsa . . . . . . .. .. ... ... 297
11.4. A 4. fejezet feladatainak megolddsa . . . . . . . . ... ... .. 304
11.5. Az 5. fejezet feladatainak megolddsa . . . . . . . .. ... ... 307
11.6. A 6. fejezet feladatainak megoldasa . . . . . . . . ... ... .. 312
11.7. A 7. fejezet feladatainak megoldasa . . . . . . . . ... ... .. 313
11.8. A 8. fejezet feladatainak megoldasa . . . . . . . .. .. ... .. 319
11.9. A 9. fejezet feladatainak megolddsa . . . . . . . . .. ... ... 327
11.10. A 10. fejezet feladatainak megoldasa . . . . . . .. ... .. .. 333
Hivatkozasok és bibliografia. . . . . . .. ... ... .. oL, 339
Targy- és névmutatd . . . . . ..o 351

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiadd



www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiadd



Elosz6 a harmadik
kiadashoz

Miutan konyvink maésodik, véaltozatlan kiadédsa is elfogyott, sziikségessé valt
egy ujabb kiadas. Ebben a megtaldlt kisebb hibdkat, elirdsokat javitottuk,
az irodalomjegyzéket korszerusitettiik, az dbrdkat egységesitettiik, figyelembe
vettiik a Mathematica (Gjabb nevén: Wolfram-nyelv) fejlédését is.

Koszonettel tartozunk Horvath Gabornak, aki az el6z6 kiadas alapos vé-
gigolvasdsa kézben szamos figyelembe veendd megjegyzést tett. Récz Andrés
mindenekel6tt az olvashatésdgra és érthetoségre koncentralva végezte lektori
tevékenységét; megjegyzéseinek tulnyomo tobbségét hasznositottuk. Az ujabb
kiadast tdmogatta a Nemzeti Kutatdsi, Fejlesztési és Innovécids Hivatal is (SNN
125739).

A veliink egyiitt tanité kollégak koziil a korabbiakban megemlitettek mellett
megkoszonjitk Csikja Rudolf, Kirdly Mariann és Nagy Ilona segitségét. Garay
Barnabas nevét is kiilon meg kell emliteniink, mert szdmos megjegyzést kaptunk
tole az el6z6 kiadasok megjelenése utan.

A technikai tdAmogatist most Gerner Jozsefnek koszonhetjiik.

2019. oktober Té6th Janos és Simon L. Péter

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiadd



Eloszo

A jelen konyv egyrészt azokon az el6adasokon alapul, amelyeket az E6tvos Lo-
rand Tudoméanyegyetemen tartottunk egymaést kévetéen matematikus- és alkal-
mazottmatematikus-hallgatok szdmara, masrészt pedig amelyeket Téth Janos
tartott a Budapesti Miiszaki és Gazdasigtudomanyi Egyetem Vegyészmérnoki
Karanak hallgatdi szamara. Ennek megfeleléen elsdsorban vegyész- és biomér-
nok-, valamint alkalmazottmatematikus-hallgatékat céloztunk meg vele, de na-
gyon reméljik, hogy mds egyetemek matematikus és differencidlegyenleteket
tanul6 és alkalmaz6é nem matematikus hallgatéi is haszonnal forgatjidk majd.

A konyv létrejottének korilményei indokoljak, hogy mindenekelétt az
ELTE-n és a BME-n veliink egyiitt tanité kollégaknak mondjunk koszonetet,
igy Frits Erika Ritdnak, G. Horvath Agotanak, Hari Jézsefnek, Kollarné Hunek
Klaranak, Langné Lazi Mértanak, Matrai Tamasnak, Rédcz Andrasnak és Séanta
Zsuzsanak.

Nagyon sokat kdszonhetiink Garay Barnabédsnak, a konyv lektoranak, aki
mindenre kiterjedd figyelemmel igyekezett kigyomlalni a hibdkat, valamint ért-
hetébbé és logikusabba tenni a szdveget.

Korabbi valtozatok, illetve egyes fejezetek elolvasdsaval segitett benniinket
Andai Attila, Gelencsér Timea, Halmschlager Andrea, Horvath Miklds, Kara-
tson Janos, Kédnnai Zoltan, Léczi Lajos, Papp David, Pfeil Tamas, Simon Laszlé,
Szili Laszlé és Van Péter. Sok technikai segitséget kaptunk Tikk Domonkostol
és Wettl Ferenct6l. Végiil, de nem utolsé sorban hélasak vagyunk munkahelyi
vezetSinknek a BME-n és az ELTE-n, mert tdmogattak a konyv megirasét.

A konyv részben a T037491 és a T047132 szadmt OTKA-palydzat tdmoga-
tasaval késziilt.

2004. augusztus T6th Janos és Simon L. Péter

www.interkonyv.hu © Téth Janos, Simon L. Péter, Typotex Kiadd





