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1. fejezet

Nevezetes eloszlasok

1.1. Egyenletes eloszlasok

1.1.1. Egyenletes eloszlas egy dimenziéban

Mikor haszndljuk: Ha adott n darab szdm, és ezek mindegyike ugyanakkora eséllyel bukkan fel.

Sulyfiiggvény:
1
p(z) = — minden lehetséges z -re.
n
Példa: Tlyen valészintiségi véltozéhoz jutunk, amikor szabdlyos dobdkockéaval dobunk, és

X = akockan feliil 1év6 szam,

1
p($) = 6 (.27:1,2,3,4,5,6).

1.1.2. Egyenletes eloszlas két dimenzioban

Mikor haszndljuk: Ha adott n darab pont a sikon (emlékeztet6iil: egy pont a sikon egy szampart jelent), és

ezeknek a pontoknak mindegyike ugyanakkora eséllyel bukkan fel.

Sulyfiiggvény:
1
p(x,y) = — minden lehetséges (z,y) pontra.
n

Példa: Tlyen valésziniiségi véaltozéhoz jutunk, amikor egy piros és egy zold dobdkockaval dobunk, és

X = anpiros kockdn feliil 1év6 szadm,

Y = azold kockén feliil 1év6 szam,

1
p(xay> = % (1': 17273747576; y= 17273747576)'
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1.1.3. Egyenletes eloszlas r dimenzioban

Mikor haszndljuk: Ha adott n darab pont az r-dimenzids térben (emlékeztetdiil: egy r-dimenzids pont egy

r elem( sorozatot jelent), és mindegyik pont ugyanakkora eséllyel bukkan fel.

Stlyfiiggvény:

1 .
p(x1,x9,...2,) = — minden lehetséges (x1,x2,...z,) pontra.
n

Példa: llyen 3-dimenzids valészintiségi valtozéhoz jutunk, amikor egy piros, egy zold és egy kék dobdkoc-
kaval dobunk, és

X = apiros kockan feliil 1év6 szdm,
Y = azold kockan feliil 1év6 szam,

Z = akék kockan feliil 1évd szam,

p(x7y>z) = % (.%': 17273747576; y= 17273a47576; Z = 1727374a5a6)'

1.2. Hipergeometrikus eloszlasok

1.2.1. Hipergeometrikus eloszlas
Stlyfiiggvény:

(5) (=)
plr) = 2222 haz>0, 2>n—N+K, v<n, v<K.

Mikor haszndljuk: Ha N darab goly6 van egy ladaban, koziilik K darab piros, a tobbi N — K darab fehér,
és visszatevés nélkiil hizunk n-szer, akkor az

X = ahdnyszor pirosat hiizunk

valészinliségi valtozo ilyen eloszlast kvet.

Parameéterek jelentése:
n = a huzasok szama,

K = apiros goly6k szdma a dobozban a hizasok megkezdése elbtt,

N = az 0sszes golyok szama a dobozban a hizdsok megkezdése elott.

Ha valamiért fontos, akkor az eloszlas neve el6tt a paraméterek jelét vagy numerikus értékeiket az itt meg-

adott sorrendben adjuk meg.
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A sulyfiiggvény képletének levezetése: Az N goly6 koziil n darabot kihizni (]X ) -féleképpen lehet, ennyi
az 6sszes kombindcidk szama. Az X = x esemény azt jelenti, hogy a kihtizott n golyé kozott = darab
piros és n — x darab fehér van. Ezért azt kell meghataroznunk, hogy hany olyan kombindci6 van, amiben x
darab piros és n — x darab fehér goly6 van. Az z darab piros golyé a K darab piros koziil (I; ) -féleképpen
keriilhet ki. Az n — x fehér goly6 az N — K darab fehér koziil (]Z if ) -féleképpen keriilhet ki. Barmely
piros kombindcidt barmelyik fehér kombindcidval 6ssze lehet parositani. Ezért az x darab piros és n — x
darab fehér eseményre nézve kedvezd kombinacidk szama a két szdm szorzata:

K\ (N-K
x n—xz )
Ezért a keresett stlyfiiggvényérték:

(5) ()

()

ple) = P(X =a) =

1,0

0,8

0,6

04
. -
00 - -

1.1. dbra. Hipergeometrikus eloszlds sulyfiiggvénye; n = 10; K =5; N =25

o
N
N
w
IN
(3]

1,0

08
06
04
02 I
00 —™
1 2 3 4 5

1.2. bra. Hipergeometrikus eloszlds eloszldsfiiggvénye; n = 10; K =5; N =25
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1,0
0,8
=K =
0,6 K=5
——K=10
04 K=15
-—K=20
0,2 N
0,0
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.3. dbra. Hipergeometrikus eloszldsok sulyfiiggvényei; n = 10; K =5; 10; 15; 20; N =25

I S S -

N A4 7 e

vt S / -
f / e

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1.4. abra. Hipergeometrikus eloszldsok eloszldsfiiggvényei; n = 10; K =5; 10; 15; 20; N =25
Példa: Ha az 6tos lottén egy szelvénnyel jatszom, és X jeloli a taldlataim szdmat, akkor a 2, 3, 4, illetve 5
taldlat valészintisége:

P(X — 2) — (g) (835)

(5)

azaz

Excel-fiiggvények:
p(x) = HYPGEOM.DIST (x; n; K;N; FALSE) = HIPERGEOM.ELOSZLAS (x; n; K; N; HAMIS)
F(r) = HYPGEOM.DIST (x;n;K; N; TRUE) = HIPERGEOM.ELOSZLAS (x; n; K; N; IGAZ)
1. példa: Hany szarvas él az erdében? Egy erdGben ismeretlen szamii szarvas él. A szdmuk becslése cél-
J@bdl 60 szarvast piros festékkel megjeldliink, majd néhany hét eltelte utdn megszdmoljuk, hogy 40 vélet-

lenszer(ien valasztott szarvas kozott hany megjeldltre bukkanunk. Tegyiik fel, hogy 15-re. Mit mondhatunk
ezek alapjan a szarvasok ismeretlen N szdmardl?

Megoldas: Atfogalmazzuk a feladatot erdSben szabadon €16 szarvasok helyett dobozba zart golySkra. Igaz,
igy kevésbé izgalmas a probléma, de konnyebben elképzelhetd.
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1. példa moédositasa: Hany goly6é van a dobozban? Egy dobozban ismeretlen szamu fehér golyé van,
melyek koziil 60-at pirosra festiink, majd jol Osszekeverjitkk a golydkat, és 40-szer huzunk visszatevés
nélkiil. Tegyiik fel, hogy a kihuzott golydk kozott 15 piros akad. Mit mondhatunk ezek alapjan a golyok
ismeretlen N szdmardl?

Gyors megoldas: Az 6sszes golyok kozott a pirosak ardnya 60 : N. A kihizott golyok kozott a pirosak
ardnya 15 : 40. Feltételezve, hogy ez a két arany koriilbeliil egyenld, a

60: N =~ 15:40
kozelitd egyenletet kapjuk, amibdl az jon ki, hogy

40
N =~ 60* — = 160.
15
Alaposabb megoldas: Ha X -szel jeloljiik azt a valdszintiségi valtoz6t, hogy hanyszor hizunk piros golydt,
akkor X hipergeometrikus eloszlast kdvet ismeretlen N, K = 60 és n = 40 paraméterekkel. Az isme-
retlen N paraméter néhany értéke mellett — a hipergeometrikus eloszlds képlete alapjan — kiszdmoltuk a
P(15 piros) valdsziniiséget, és az értékeket az 1.1. tdbldzatba foglaltuk:

N | P(15 piros)
100 0,00
120 0,02
140 0,11
160 0,15
180 0,12
200 0,08
220 0,04
240 0,02
260 0,01
280 0,01
300 0,00

1.1. tablazat. A P (15 piros) valosziniiség N fiiggvényében

Vegyiik észre, hogy N = 160 esetén a valoszindség értéke 0,15, de N < 100 vagy N > 300 esetén — két
tizedesre kerekitve — 0,00, ami igazdbdl azt jelenti, hogy a a valdszintiség értéke 0,005-nél is kisebb. Ezért
ugy gondolhatjuk, hogy a goly6k (szarvasok) szdma 160 koriil van. A tablazatban szerepld valdszintiségek-
bdl arra kovetkeztetiink, hogy a golydk (szarvasok) szdma 100 és 300 kozott van.

Az, hogy a golydk (szarvasok) szama 100 és 300 kozott van, a mi tippiink. Egyaltalan nem biztos, hogy
ez igy is van. Lehet, hogy a golydk (szarvasok) szdima 100-nal kevesebb vagy 300-ndl tobb, és ezért jol
kinevetnek minket a szarvasok, és azt mondjék, hogy ,,Bibibi, rosszul tippeltetek, mi tobben vagy keveseb-
ben vagyunk anndl, mint ahogy azt ti tippeltétek”. De megnyugtat6 érzést ad nekiink, hogy annak az esélye,
hogy kinevetnek, kicsufolnak minket a szarvasok, garantéltan kisebb, mint 0,005.

Egy masik, kevésbé szégyenlds ember nagyobb rizikoét is felvallalhat. Abbdl a ténybdl, hogy 15 piros golyd
van a 40 kihuzott kozott, sziikebb hatért is mondhat a golydk (szarvasok) szdmdra. Példaul azt, hogy 120
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és 240 kozott van a golyok (szarvasok) szdma. Az, hogy a golydk (szarvasok) szdma 120 és 240 kozott
van, ez az § tippje. Egyaltalan nem biztos, hogy igaza van. Lehet, hogy a golydk (szarvasok) szdma 120-nél
kevesebb vagy 240-nél tobb, és ezért jol kinevetik 6t a szarvasok, és azt mondjdk, hogy ,,Bibibi, rosszul tip-
peltél, mi tobben vagy kevesebben vagyunk anndl, mint ahogy azt te tippelted”. Ezt az embert megnyugtatja
az a tény, hogy annak az esélye, hogy kinevetik és kicstifoljak a szarvasok, garantdltan kisebb, mint 0,025.
Annak a valdszintsége, hogy ezt a kevésbé szégyenlSs embert kinevetik a szarvasok, nagyobb, mint annak
a valészintsége, hogy minket kinevetnek. Ez az ara annak, hogy 6 sztikebb hatarokkal tippel, mint mi.

Tehat azt 1atjuk, hogy ilyen vagy olyan alsé és felsé hatarokkal tippelve a golydk (szarvasok) szamara, annak
az esélye, hogy kinevetnek és kicsufolnak minket a szarvasok, legfeljebb ennyi vagy annyi:

e a 100 — 300-as tipp esetén legfeljebb 0,005,

e a 120 — 240-es tipp esetén legfeljebb 0,025.

Azt a nyilvanval6 tényt, hogy szlikebb hatarok esetén a szarvasoknak nagyobb esélyiik lehet a nevetésre,
csufoldsra, mint tdgabb hatdrok esetén, a valdszinliségszamitds elmélete alapjan szamszerd Osszefiiggéssel
tudtuk finomitani. Ezt a szdmszer(i Osszefiiggést a fentebb megadott tdbldzatbdl olvastuk ki (a tdblizat 4ltal
megengededett pontossag erejéig). A valdszinliségszamitds elmélete — tobbek kozott — ilyesmire tanit meg
minket.

2. példa: Hanyan szeretnek bridzsezni a varosban? Varosunkban szeretnék egy feln6tt bridzsklubot szer-
vezni. Gondoltam, felmérem, hogy a varosban €16 kb. 10 ezer felndtt lakos koziil kb. hanyan fognak a dolog
irdnt érdekl6dni. Ezért 100 véletlenszer(ien vélasztott feln6ttnek feltettem a kérdést: szeretnek-e bridzsezni?
A megkérdezettek koziil 42-en feleltek igennel, a tobbiek nemet mondtak. Mit mondhatunk ezek alapjan a
bridzset kedvel felnéttek ismeretlen K szamardl?

Gyors megoldas: Az 9sszes felnStt kozott a bridzset kedvel§ felnSttek ardnya K : 10 000. A megkérdezett
felndttek kozott a bridzset kedveld felndttek ardnya 42 : 100. Feltételezve, hogy ez a két ardny koriilbeliil
egyenld, a

K :10000 = 42 :100

kozelit egyenletet kapjuk, amibdl az jon ki, hogy

42
K ~ 10000 % — = 4200.
* 100

Alaposabb megoldas: Ha X -szel jeloljiik azt a valoszintiségi valtozot, hogy a megkérdezett felnSttek koziil
hanyan felelnek igennel, akkor X hipergeometrikus eloszldst kovet N = 10000, ismeretlen K és n = 100
paraméterekkel. Az ismeretlen K paraméter néhany értéke mellett — a hipergeometrikus eloszlas képlete
alapjan — kiszdmoltuk a P(42 igen) valdszintliséget, és az értékeket az 1.2. tabldzatba foglaltuk:

Vegyiik észre, hogy K = 4200 esetén a valdszinliség értéke 0,08, de K < 3000 vagy K > 5400 esetén
— két tizedesre kerekitve — 0,00, ami igazdbdl azt jelenti, hogy a valészintiség értéke 0,005-nél is kisebb.
Ezért gy gondolhatjuk, hogy a bridzset kedveld feln6ttek szama 4200 koriil van. A tablazatban szerepld
valészinliségekbdl arra kovetkeztetiink, hogy a bridzset kedveld feln6ttek szama 3 000 és 5400 kozott van.
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K | P(42igen)
3000 0,00
3400 0,02
3800 0,06
4200 | 0,08
4600 0,06
5000 0,02
5400 0,00

1.2. tablazat. A P(42 igen ) valdsziniiség K fiiggvényében

sz 2z

Megjegyzés: Ha a feln6tt emberek koziil torténd véletlen valasztas modszere nem garantélja, hogy minden
embert legfeljebb egyszer kérdeziink meg, tehat ismétlddés is el6forulhat, akkor a P (42 igen ) val6szintisé-
get a binomidlis eloszlas képlete alapjan kell kiszimolni. Konnyen ellendrizhet6, hogy két tizedesre kerekit-
ve ilyenkor is ugyanazokat a valészintiségeket kapjuk, mint amiket a hipergeometrikus eloszldssal kaptunk
az 1.2. tablazatban. A binomidlis eloszlds és a hipergeometrikus eloszlds kozelségén nem szabad meglepdd-
ni, mert ha N és K n-hez képest nagy, akkor alig szamit (szinte nem is szdmit), hogy a valasztds sordn
megengedjiik-e az ismétl6dést vagy nem.

Az N, K, n paraméterd hipergeometrikus eloszlast jol kozeliti az n, p paraméterti binomidlis eloszlas,
ahol p = K/N.

1.2.2. Polihipergeometrikus eloszlas

Stulyfiiggvény:

OGS

() ’

p(z,y) =
ha

0 <z < min(n, K7),

N

0 <y < min(n, K3),

0<n-—z—y<min(n,N — K; — K3) <n.

Mikor hasz+ndljuk: Ha egy dobozban N goly6 van, melyek koziil K; darab piros, Ky darab zold,
N — Ky — Ky darab fehér, és n-szer hizunk a dobozbdl visszatevés nélkiil, akkor az a kétdimenzids
(X,Y) val6szintiségi valtoz6, melynek koordinatai

X = ahdnyszor piros goly6t hizunk,

Y = ahdnyszor z6ld goly6t hizunk,

ilyen eloszlast kovet.
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A siilyfiiggvény képletének levezetése: Az N goly6 koziil n darabot kihiizni (]X ) -féleképpen lehet, ennyi
az Osszes kombindcidk szdma. Az X = z,Y = y esemény azt jelenti, hogy a kihizott n goly6 kozott
x darab piros, x darab zold és n — x — y darab fehér van. Ezért azt kell meghatdroznunk, hogy hany
olyan kombindcié van, amiben x darab piros, y darab zold és n — x — y darab fehér goly6 van. Az x
darab piros goly6 az K7 darab piros koziil (Iil) -féleképpen keriilhet ki. Az y darab z6ld goly6 az K
darab zold koziil (IZZ) -féleképpen keriilhet ki. Az n — x — y fehér goly6 az N — K; — Ko darab fehér
kozil (V) R17%2) -féleképpen keriilhet ki. Barmely piros kombindcidt barmelyik zold és barmelyik fehér
kombinaciéval Ossze lehet rakni. Ezért az x darab piros, y darab zold és n — x darab fehér eseményre
nézve kedvezd kombinaciék szama e harom szam szorzata:

() (82

K1\ (K2\ (N-K1—K>
plx,y) =P(X=2,Y=y) = (I)(y)( n—z—y )

()

Ezért a keresett sulyfiiggvényérték:

1.5. dbra. Polihipergeometrikus eloszlds siilyfiiggvénye; n = 8; K1 =10, Ky =10; N =30





