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Bevezetés

Magyar nyelvli mértékelméleti feladatgytijteményekben tulajdonképpen nincs hi-
any. Az [1], [3], [4], [5] tankonyvekben és a [8] egyetemi jegyzetben szamos
mértékelméleti feladatot taldlunk. Ezek koziil is kiemelhetjiik az [5] konyvet,
amely csaknem 200 mértékelméleti feladatot tartalmaz, megoldasokkal. Ugyan
ezen konyvek koziil a régebbiek konyvesboltokban mar nem kaphatdk, de hasz-
nalt példanyaikhoz hozz4juthatunk, vagy konyvtarakbdl kikolcsonozhetjiik Sket.

Eredetileg az inditott egy j mértékelméleti feladatgydjtemény kozreaddsara,
hogy az ELTE matematikus szakdnak mértékelméleti targyahoz jobban illeszkedd
feladatsorokat allitsak 6ssze. Ezért kiinduldsul 6sszegy(jtottem azokat a felada-
tokat, amelyeket az ELTE-n a mértékelmélet targy oktatdsa sordn az elmult 40
évben hasznaltam.

Azonban a feladatgy(ijtemény irdsa kozben az anyag — ahogy az gyakran meg-
torténik — mintegy onmagat kezdte megszervezni. Hamar felmeriilt az igény, hogy
a tdrgy oktatdsabdl kimaradd, de fontos vagy érdekes tételeket is feldolgozzak fel-
adatsorokon keresztiil. Mivel minden matematikai eredmény (legyen a bizonyi-
tasa barmilyen nehéz vagy hosszii) feldolgozhat6 feladatsorok formdajaban, ezért
szabad dontés kérdése, hogy mi az, amit ilyen mdédon beleillesztiink az anyagba,
és mi az, amit nem: amit feltételeziink, vagyis amit ,,tudni kell”. Végiil is a sziik-
séges mértékelméleti eldismeretek a kovetkez6kre redukdlddtak: Hahn felbonté-
si tétele, a Carathéodory-tétel, az integraltételek (a monotonkonvergencia-tétel,
Beppo Levi tétele, a Fatou-lemma, a kis és a nagy Lebesgue-tétel), a mértékterek
szorzata, a Fubini-tétel és a Radon—Nikodym-tétel. Ezeket ismertnek tételezziik
fel, bar az 4llitdsokat pontosan kimondjuk a fejezetek elején, ahol felsoroljuk a
sziikséges definicidkat és tudnivaldkat. Ezeknek az alaptételeknek a bizonyitdsa
megtaldlhat6 az irodalomjegyzékben felsorolt tankdnyvekben és jegyzetekben.

A fentiekbdl vilagos, hogy a kozolt feladatanyag meglehetdsen heterogén: a
feladatok kozott vannak egyszer(i gyakorléfeladatok, vannak gondolkodtaté fel-
adatok és vannak olyan bizonyitandé dllitasok is, amelyek egy-egy tétel technikai
részletét képezik. Azonban igyekeztem minden feladatot igy megfogalmazni,
hogy onmagéban is érdekes és meggondolasra érdemes legyen. A heterogenitds
a feladatok nehézségére is vonatkozik: vannak nagyon konny(, de nagyon nehéz
feladatok is. Ennek ellenére a feladatok nehézségét nem jeloltem meg. Ennek
egyik oka, hogy egy feladat nehézsége szubjektiv megitélés kérdése, a mdsik pe-
dig az, hogy egy nehéznek deklaralt feladat elriaszthat a megoldédstél. Azonban

9
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10 Bevezetés

minden feladathoz tartozik megolddsi 6tlet és teljes megolds is'.

Mint minden feladatgytijtemény esetében, itt is nehéz lenne a feladatok erede-
tét megjelolni. Néhany feladatot én taldltam ki, de a tobbségiiket hallottam vagy
olvastam. Olyanok is vannak, amelyeket kollektive taldltunk ki az ELTE Analizis
Tanszék azon oktatdival, akikkel a mértékelmélet targyat az elmult 40 évben tani-
tottuk. Kivételt képez a 177. feladat, amiért Ruzsa Imrének tartozom koszonettel.

Koszonetnyilvanitas. Kiilonosen halds vagyok Totik Vilmosnak, aki az anya-
got alaposan atnézte, és akinek a megjegyzései és javaslatai Oridsi segitséget je-
lentettek szdmomra.

Budapest, 2017. jinius 24.

Laczkovich Miklés

legyetlen szandékos és elrejtett kivételtdl eltekintve.
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1. Jelolések

A szokdsos halmazelméleti jeloléseket hasznaljuk. Hangsilyozzuk azonban, hogy
a C jel a nem szigoru tartalmazast jeloli, tehdat A C B teljesil A = B esetén is.
A szigoru tartalmazést az C jellel jeloljiik, tehdt (A € B) <= (A C B és
A # B).

P(X) jeloli X részhalmazainak rendszerét.

Az A és B halmazok szimmetrikus differencidja az AAB = (A\ B)U (B \ A)
halmaz.

| A] jeloli a véges A halmaz elemszdmat.

Ha H C X, akkor y g-val jeloljiik H karakterisztikus fiiggvényét. Azaz: xpg(z) =
l,hax € H,és xu(x) =0,haz ¢ H (z € X).

Az f fiiggvénynek a H halmazra valé megszoritdsat f| jeloli.

Ha A egy halmazrendszer és H egy halmaz, akkor A|y-val jeloljik az {A €
A: A C H} halmazrendszert.

N, N*,Z, Q, R rendre a nemnegativ egészek, a pozitiv egészek, az egészek, a
raciondlis szdmok, illetve a valés szdmok halmazét jeloli.

Az a valés szdm pozitiv, illetve negativ része az a™ = max(a, 0), illetve az a~ =
max(—a,0) szdm. Ekkor a = at —a” és|a| = at +a”.

Az I intervallum hosszat

I|-vel jeloljiik.
RP jeloli a p-dimenzids euklidészi teret.

Legyen B(a,r) = {z € R? : |z —a| < r} minden a € R? és r > 0 esetén.
A B(a,r) halmazt az a kozépponti és 7 sugard nyilt gombnek nevezzik. A

B(a,r) = {x € RP : |z — a| < r} halmazt az a kozéppontd és r sugard zdrt
gombnek nevezziik.

A B(a,r) gombot raciondlis gombnek nevezziik, ha az a kozéppont koordinétai
és az r sugdr egyarant racionalis szdmok. Vildgos, hogy a raciondlis gombok
halmaza megszdmlélhat6.

Az [a1,b1) X ... X [ap, b,) alakd halmazokat tégldnak nevezziik.

Az [a1,b1) X ... X [ap, by) téglét raciondlisnak nevezziik, ha a;,b; € Q minden
i =1,...,p-re. Araciondlis tégldk halmaza szintén megszadmldlhato.
11
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12 1. Jelolések

PP-vel jeloljik az [a1,b1) X ... X [ap, b,) alaki tégldkbol és az iires halmazbdl
all6 halmazrendszert.

TetszSleges H C RP-re PP(H)-val jeloljiik azon [aq,b1) X ... X [ap, b,) téglakbol
4ll6 halmazrendszert, amelyekre [a1,b1] X ... X [ap,bp] C H. Az iires halmazt
szintén PP(H ) elemének tekintjiik.

A H C RP halmaz belsejét, illetve lezartjat int H, illetve cl H jel6li.

Az x € RP pontnak a H C RP halmaztdl vett tavolsdgat dist (x, H)-val jeloljiik.

Azaz
dist (z, H) = inf{|y — z|: y € H}.
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2. Halmazrendszerek

Definiciok és egyéb tudnivalok

Az A halmazrendszer

félgyiirii, havan eleme, A, B € Aesetén ANB € A, és barmely két elemének
a kiilonbsége elall mint véges sok paronként diszjunkt .A-beli halmaz unidja;

modulus, ha van eleme, és A, B € Aesetén A\ B € A;

gyiirti, ha modulus, és A, B € Aesetén AU B € A;

algebra, ha gyr( és van maximalis eleme;

o
o-gylirii, ha gytirl, és Ay, Ay, ... € Aesetén | | A, € A;

n=1
o-algebra, ha algebra és o-gyfirt.

Az A halmazrendszer hdlé, ha() € A, és A,B € Aesetén ANB, AUB € A.

Megjegyezziik, hogy a félgyfirt fenti fogalma kiilonbozik a [3] konyvben de-

finidlt félgyirtifogalomtdl.

Ha A modulus, akkor A, B € Aesetén ANB € A, hiszen AN B=A\(A\B).
fgy minden modulus félgyiiri.

[e.e]
Konnyt beldtni, hogy ha A o-gylirl és Ay, Ao, ... € A, akkor m A, € A

n=1

[ee) o0
Ugyanis ﬂ A, = A1\ U (A1 \ Ay).
n=1 n=1

Tetszbleges A halmazrendszerhez 1étezik egy legsziikebb .A-t tartalmazé mo-
dulus. Ezt igy kaphatjuk meg, hogy vesziink egy X halmazt, amelyre U AcCX,
azaz A C P(X), majd vessziik az dsszes olyan modulus metszetét, amely tar-
talmazza A-t és része P(X)-nek. Konnyd belétni, hogy az igy kapott halmaz-
rendszer modulus, nem fiigg X-tdl, és része minden olyan modulusnak, amely
tartalmazza A-t.

Ugyanigy lathatjuk be, hogy tetszdleges A halmazrendszerhez 1étezik egy
legsziikebb A-t tartalmazé gy(rd, illetve o-gy(irG. A legsziikebb A-t tartalma-
z6 modulust (vagy gyfirtit, illetve o-gyftirtit) az A altal generalt modulusnak (vagy
gylirtinek, illetve o-gyfirinek) nevezziik.

A gondolatmenet algebrakra nem miikodik, mert algebrak metszete dltaldban
nem lesz algebra (lasd a 17. feladatot). Meg lehet mutatni, hogy ha az A iltal

o s

generdlt gytir( (illetve o-gy(iri) nem algebra (azaz nincs maximadlis eleme), akkor

13
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14 2. Halmazrendszerek

nem létezik legsziikebb A-t tartalmaz6 algebra (illetve o-algebra). (Lasd a 18. fel-
adatot.) Ha azonban adott egy X halmaz, amelyre U A C X,azaz A C P(X),
akkor 1étezik egy legsziikebb .A-t tartalmazé algebra (illetve o-algebra), amely-
nek a maximadlis eleme X, nevezetesen az dsszes olyan algebra (illetve o-algebra)
metszete, amely tartalmazza A-t, és amelynek a maximdlis eleme X. Ezt az
algebrat (illetve o-algebrat) nevezziik az A altal generalt algebranak (illetve o-
algebranak). Ez tehat fiigg X-t6l. Amikor egy A halmazrendszer altal generalt
algebrardl (illetve o-algebrardl) beszéliink, akkor a szovegosszefiiggésbdl dltala-
ban vildgos, hogy melyik X halmazhoz tartozé algebrat (illetve o-algebrat) te-
kintjiik. Ez legtobbszor az U A halmaz.

Adott Ay, Asg, ... halmazsorozatra lim inf A,,-nel jel6ljiik azon elemek halma-
n—oo

zat, amelyek véges sok kivétellel mindegyik A,,-nek elemei, tovabba lim sup A,,-
n—oo

nel jeloljiikk azon elemek halmazét, amelyek végtelen sok A,,-nek elemei.

Feladatok

1. Legyen A gyt és Aj,..., Ajo0 € A. Legyen E azon pontok halmaza, ame-
lyek az A;-k koziil pontosan 17-nek elemei. Mutassuk meg, hogy E € A.

2. Bizonyitsuk be, hogy ha A o-gyiirti és A,, € A minden n-re, akkor 1in_1> inf A, €
n oo
Aéslimsup 4, € A.

n—oo
3. Legyen X adott halmaz, és legyen A;, Ao, ... C X tetszSleges halmazsorozat.
Bizonyitsuk be, hogy

lim sup x4,, = Xlimsup,_, ., An
n—0o0

lminf x 4, = Xliminfn_see An-
n—o0

4. Bizonyitsuk be, hogy A akkor és csak akkor modulus, ha A, B € A esetén
ANB € A, ésminden H € A-ra A|j algebra.

5. Bizonyitsuk be, hogy

(1) egy halmazrendszer akkor és csak akkor gytir(, ha a szimmetrikus differen-
cidra mint Osszeaddsra és a metszetképzésre mint szorzasra nézve (algebrai
értelemben) gy(iriit alkot;

(i1) egy halmazrendszer akkor és csak akkor algebra, ha a szimmetrikus diffe-
rencidra mint 6sszeaddsra és a metszetképzésre mint szorzdsra nézve (al-
gebrai értelemben) egységelemes gyfiriit alkot.
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Feladatok 15

6. Bizonyitsuk be, hogy ha H hald, akkor {A \ B : A, B € H} félgyfird.
7. Adjunk példit olyan H haléra, amelyre {A \ B : A, B € H} nem modulus.
8. Mutassuk meg, hogy Z periodikus részhalmazai algebrat alkotnak.

9. Mutassuk meg, hogy az egész szimok halmazanak azon részhalmazai, ame-

o

lyeknek van siir(isége (azaz amelyekre a limesz

AN [N, N]|
Ngnoo 2N

o~

1étezik), nem alkotnak gyfrtit.

o~

10. Bizonyitandd, hogy ha A gyftird (illetve o-gytrd) és U A C X, akkor az
AU{X \ A: A € A} halmazrendszer algebra (illetve o-algebra).

11. Ha az A halmazrendszer n halmazbdl all (n > 1 véges), akkor legfeljebb
hany eleme van a generalt gy{irlinek?

122.Miaz A = {{n,n+ 1,n + 2,...} : n € N} halmazrendszer &ltal generalt
gylirt?

13. Mi az f : R — R fiiggvények grafikonjaibdl all6 halmazrendszer altal gene-
ralt gytrt?

14. Bizonyitand6, hogy az A halmazrendszer éltal generélt gytiri minden eleme
lefedhetd A véges sok elemével, és az A 4ltal generalt o-gy(liri minden eleme
lefedhetd A megszamldlhatéan sok elemével.

15. Bizonyitsuk be, hogy ha .4 C P(R) minden eleme szimmetrikus a 0-ra, akkor

o~

az A altal generalt o-gy(ir( elemei szintén szimmetrikusak a 0-ra.

16. Legyen A tetsz6leges halmazrendszer. Bizonyitandd, hogy

(i) ha egy halmaz benne van az A altal generalt gytirtiben, akkor benne van az

o

A egy alkalmas véges részrendszere dltal generélt gydriben is;

2 o

(ii) ha egy halmaz benne van az A altal generdlt o-gytirtiben, akkor benne van
az A egy alkalmas megszamlalhaté részrendszere éltal generdlt o-gytrtiben
is.

17. Mutassunk példat két olyan algebrara, melyek metszete nem algebra.
18. Bizonyitandd, hogy
(i) az A halmazrendszert tartalmaz6 algebrak kozott akkor és csak akkor van

legsziikebb, ha az A éltal generalt gy(r( algebra, és

(i1) az .4 halmazrendszert tartalmazé o-algebrak kozott akkor és csak akkor van

o~

legsziikebb, ha az A 4ltal generalt o-gyiri o-algebra.
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16 2. Halmazrendszerek

19. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges H C R halmazra P (H) félgyiirt. (Emlé-
keztetjiik az olvasét, hogy P (H)-val jel6ljiik azon [a, b) intervallumok halmazit,
melyekre [a,b] C H. Az iires halmazt szintén P'(H) elemének tekintjiik.)

20. Legyen A félgyird. Bizonyitsuk be, hogy ha A,,...,A,, B1,...,B; € A,
akkor (A1 U...UA,) \ (B1U...U By) el6dll véges sok paronként diszjunkt
A-beli halmaz uniéjaként.

21. Legyen A félgy(irt. Bizonyitsuk be, hogy az A dltal generalt gy(rd egyenld
azon halmazok rendszerével, amelyek elddllnak véges sok paronként diszjunkt
A-beli halmaz uniéjaként.

2

22. Van-e generdlt félgytri? (Tehat igaz-e, hogy minden A halmazrendszerhez
van egy legsziikebb A-t tartalmazé félgyird?)

23. Bizonyitsuk be, hogy ha A és B félgyiiriik, akkor {A x B: A€ A, B € B}
is félgyrd.

24. Legyen H € RP tetsz8leges halmaz. Bizonyitsuk be, hogy PP (H) félgyfird.
(Emlékeztetjiik az olvasét, hogy PP (H )-val jeldljiik azon [a1,b1) X ... X [ap, by)
tégldk halmazat, melyekre [a1,b1] X ... X [ap,b,] C H. Az tires halmazt szintén
PP(H) elemének tekintjiik.)

25. Legyen A C P(X) félgyird, és jeloljiik L(.A)-val azon f: X — R fiiggvé-
nyek halmazat, amelyekhez 1éteznek paronként diszjunkt A4, ..., A, € A halma-
zok dgy, hogy f konstans mindegyik A; halmazon, és nullaaz X \ (4;U...UA,)
halmazon. Mutassuk meg, hogy L(.A) vektortér a pontonkénti 6sszeadds és kons-
tanssal valé szorzds miiveleteire nézve.

26. Tegyiik fel, hogy az R gyfir{iben nincs végtelen sok paronként diszjunkt nem-
tires halmaz. Bizonyitsuk be, hogy R-nek csak véges sok eleme van.

2 .

27. Igaz-e az el6z6 feladat dllitdsa, ha azt gy(irt helyett félgytriire, modulusra
vagy haléra mondjuk ki?

28. Legyen H monoton osztdly. (Ez azt jelenti, hogy ha H;, Ha,... € H és
H, C Hy C ..., akkor U;2 H,, € H, valamint, ha Hy, Ho,... € H és H; D
Hy D ..., akkor N°2; H,, € H.) Bizonyitsuk be, hogy ha a % monoton osztély
tartalmazza az A gyfir(it, akkor tartalmazza az A altal generalt o-gyfrfit is.
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3. Additiv halmazfiiggvények

Definiciok és egyéb tudnivalok

s

R-rel jeloljiik a kibdvitett valés szdmok halmazat, azaz R = R U {—00,00}.
Az bsszeadds miiveletét a kovetkezSképpen terjesztjiik ki R-re: (£o0) + a =
a + (£oo) = +oo minden a € R-re, (£00) + (+00) = £o0. A (£00) + (Foo)
0sszegeket nem definidljuk.

A szorzast a kovetkezSképpen terjesztjiik ki R-re: (+00) -0 = 0+ (00) = 0,
(£00)-a=a-(+o0) = £oo,haa > 0, (£o00)-a = a- (£o0) = Foo,haa <0,
(£00) - (£00) = 00, (£0) « (Foo) = —0.

A rendezést is kiterjesztjitk R-re: legyen —oo < a < oo minden a € R-re.

Legyen A olyan halmazrendszer, amely tartalmazza az iires halmazt. A p:
A — R halmazfiiggvény végesen additiv (réviden additiv), ha u(h) = 0, és
valahdnyszor Ay, ..., A, € A paronként diszjunkt halmazok, melyek unidja is

n
A-ban van, akkor u(A; U...U A,) = Z 1(A;). A definiciéba beleértendd,
i=1

hogy a jobb oldali 6sszeg értelmes, azaz a tagok kozott nem szerepelhet co és
—oo mindegyike. Ebbdl egyszertien levezethets, hogy ha p additiv az A gyf(ir(n,
akkor p nem veheti fel a co és —oo értékek mindegyikét.

Ha A egy halmazrendszer és ¥: A — R, akkor ¥ pozitiv és negativ részén a

w(H) =sup{¥(A): Ac Alg} (HeA
és v(H) = —inf{d(A): Ac Alg} (H € A

halmazfiiggvényeket értjiik. A 1 halmazfiiggvény rotdlis varidcidja a
n
T(H) = sup {Z |9(A;)|: A1, ..., Ap € Alpg paronként diszjunkt halmazok}
i=1

(H € A) halmazfiiggvény.

Feladatok

29. A 8. feladat allitasa szerint Z periodikus részhalmazai algebrat alkotnak. Las-
suk be, hogy ezen az algebran egy és csak egy végesen additiv és eltolds-invarians
w halmazfiiggvény van, amelyre (1(Z) = 1. (Ez a siirliség.)

30. Legyen p nemnegativ és végesen additiv halmazfiiggvény az A algebran,
amelynek maximalis eleme X. Tegyiik fel, hogy u(X) = 1és A;,..., A, € A

17
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18 3. Additiv halmaztiiggvények

olyan halmazok, melyekre (A1) + ... + p(A4,) > 100. Bizonyitsuk be, hogy
ekkor van olyan pont, amely tobb, mint 100 db A;-nek eleme.

31. Legyen X tetszleges halmaz, A = {H C X : H véges}, f : X — R

tetszGleges fiiggvény, és ¥(H) = Z f(x) (H € A). Mutassuk meg, hogy

zeH
additiv .A-n, és hatarozzuk meg ¥ pozitiv és negativ részét, illetve totdlis variaci-

ojat (vagyis a 7, v és 7 halmazfiiggvények értékeit) minden véges H halmazban.
Ellendrizziik, hogy ¥(A) = m(A) — v(A) és 7(A) = 7(A) + v(A) minden
A€ Ara.

32,

(i) Legyen 1 additiv halmazfiiggvény az A halén. Mutassuk meg, hogy ¢ po-
zitiv és negativ része, illetve totdlis varidcidja (vagyis a m, v, 7 halmazfiigg-
vények) mindegyike additiv .A-n.

(ii) Legyen 9 additiv halmazfiiggvény az A moduluson. Mutassuk meg, hogy
Y(A) = m(A) — v(A) minden olyan A € A halmazra, amelyre a w(A) —
v(A) kiilonbség értelmes.

(iii) Legyen ¢ additiv halmazfiiggvény az 4 gylrin. Mutassuk meg, hogy
7(A) = 7(A) + v(A) minden A € A-ra.

33. Legyen H tetszSleges sikbeli halmaz, és jeloljik P*(H)-val azon [cy,d;) X
[ca, d2) tégldk halmazdt az iires halmazzal egyiitt, amelyek lezartja része H-nak.
(A P%(H) halmazrendszer félgyiirti a 24. feladat szerint.) Legyen f: H — R
tetszOleges fliggvény. Defindljuk a ¢ halmazfiiggvényt a kdvetkezOképpen:

pp(0)=0 és pg([er, di) x[ea, da)) = fler, c2)+ f(d1, da) — f(er, da) — f(ca, da)
minden [c1,d1) % [c,d2) € P*(H) tégldra. Bizonyitsuk be, hogy s s additiv a
P2(H) félgytirtin.

34. Tegyiik fel, hogy T' = [a1, b1] X [ag, bo] zdrt téglalap, és u véges értéki additiv
halmazfiiggvény a P? (T') félgyiirtin. Bizonyitsuk be, hogy van olyan f: T" — R

P

fiiggvény, hogy 1 = py (az €l6z0 feladat jeldléseit haszndlva).
35. Legyen T' = [a1,b1] X [a2,be] és f : T — R tetszGleges. Mutassuk meg,
hogy az aldbbi allitdsok ekvivalensek:

(i) ps(A) =0 minden A € P*(T)-re;

(i) vannak olyan g : [a;,b1) — R és h : [az,by) — R fiiggvények, hogy
f(z,y) = g(x) + h(y) minden (z,y) € T-re.
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36. Legyen G C R? nyilt halmaz, és legyen f : R? — R kétszer differencial-
hat6 fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy a py halmazfiiggvény akkor €s csak akkor
2

0
nemnegativ a P%(@G) félgyiiriin, ha G minden pontjaban 3 g > 0.
oY

37. Legyen A C P(X) félgyiirt, és legyen p véges értéki additiv halmazfiigg-
vény A-n.

(i) Bizonyitsuk be, hogy u kiterjeszthetd véges értékd additiv halmazfiigg-
vényként az A altal generalt R gyfrire, és a kiterjesztés egyértelmd.

(ii) Bizonyitsuk be, hogy pu kiterjeszthetd véges értékd additiv halmazfiigg-
vényként P(X)-re.

38. Legyen H tetszOleges sikbeli halmaz, és legyen p véges értékd additiv hal-
mazfiiggvény a PQ(H ) félgytirtin. Igaz-e, hogy van olyan f: H — R fiiggvény,
hogy p1 = ps? (A py halmazfiiggvényt a 33. feladatban definidltuk.)

39. Legyen H hald. Bizonyitsuk be, hogy a ¥': ‘H — R halmazfiiggvény akkor és
csak akkor terjeszthetd ki a H altal generalt gyfirtire additiv halmazfiiggvényként,

ha 9(0) = 0, és
YANB)+9(AU B) =9(A) +9(B) (1)

minden A, B € H-ra.

40. Legyenek 91,15 ... végesen additiv halmazfiiggvények az A gy(riin. Bizo-
nyitsuk be, hogy ha egyik 1J,, sem azonosan nulla, akkor az alabbi allitasok koziil
legalabb az egyik igaz.

(i) Vannak paronként diszjunkt Aq, Ao, ... € A halmazok és kiilonb6z6 n1,
ng, ... indexek gy, hogy ¥y, (A;) # O minden i = 1,2, .. .-re.
(ii) Van olyan A € A halmaz, hogy ¥,,(A) # 0 végtelen sok n-re.
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4. Borel-halmazok

Definicidok és egyéb tudnivalok

Az A C RP halmaz nyilt, ha minden a € A-hoz van olyan r >0, hogy B(a,r) C A.
Mas szdval az A halmaz akkor nyilt, ha el§all nyilt gdmbok unidjaként. Az A C
R? halmaz zdrt, ha RP \ A nyilt.

Borel® tétele azt dllitja, hogy ha a korldtos és zart F' C RP halmazt nyilt
halmazok egy tetsz6leges G rendszere lefedi, akkor G-bdl kivalaszthaté véges sok
olyan halmaz, amelyek szintén lefedik F'-et.

Az A C RP halmaz F,, ha el6all megszamldlhatéan sok zart halmaz uni6-
jaként. Az A C RP halmaz Gy, ha el6dll megszamlalhatéan sok nyilt halmaz
metszeteként. Az A C RP halmaz F,s, ha el6dll megszamldlhatéan sok F, hal-
maz metszeteként. Az A C R? halmaz G, ha elédll megszamlalhatéan sok G
halmaz uniéjaként. A definiciokbdl nyilvanvald, hogy (i) nyilt halmazok tetszd-
leges rendszerének az unidja nyilt, (ii) zart halmazok tetsz6leges rendszerének a
metszete zart, (iii) megszamlalhatéan sok F,, halmaz uniéja F,, (iv) megszamlal-
hatéan sok G5 halmaz metszete Gj.

Az RP tér nyilt halmazai rendszere éltal generélt o-gytrit B(R?)-vel jeloljiik.
Mivel B(RP)-nek van maximalis eleme (nevezetesen R?), ezért B(IR?) val6jaban
o-algebra. A B(R?) halmazrendszer elemeit Borel-halmazoknak nevezziik. Nyil-
vanvald, hogy minden zart, nyilt, F,;, G5, F,s5 vagy G, halmaz Borel.

Ha A C RP Borel-halmaz, akkor B(R?)|4 helyett B(A)-t fogunk irni. Mads
szoval B(A) jeloli a {B C A: B € B(RP)} halmazrendszert. Vildgos, hogy
B(A) o-algebra minden A C RP Borel-halmazra. Konnyen ldthat6, hogy ha G
nyilt, akkor B(G) megegyezik a G dltal tartalmazott nyilt halmazok rendszere
altal generalt o-gytrivel.

Ha A C RPés f: A — R, akkor Cy-fel jeldljiikk azon = € A pontok halmazit,
amelyekben f folytonos. Az f fiiggvény oszcilldcidja a B C A halmazon az

wf(B) =sup{f(z): x € B} —inf{f(x): x € B}

mennyiség (feltéve, hogy a kiilonbség a jobb oldalon értelmes). Az f fiiggvény
oszcilldcioja az © € B pontban

wi(x) = TEg}rowf(A N B(x,r)).

2Emile Borel (1871-1956) francia matematikus.
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Ha van olyan 6 > 0, hogy f korldtos az A N B(x,d) halmazon, akkor a fenti
limesz 1étezik és véges, hiszen ekkor az r — ws(AN B(x,r)) fliggvény monoton
nové a (0, 0) intervallumon. Nyilvadnvald, hogy f akkor és csak akkor folytonos
x-ben, ha wy(x) = 0.

A pozitiv egészekbdl all6 véges sorozatok halmazat >-val jeloljiik. Feltessziik,
hogy az iires sorozat (melyet (-val jeloliink) szintén eleme X-nek. Az FF C X
halmazt fdnak nevezziik, ha ) € F és minden k > 1és (n,...,ng) € F ese-
tén (n1,...,nx_1) € F. Azt mondjuk, hogy (ni,...,ng) végpontja F-nek, ha
(n1,...,nx) € Fés(ny,...,nk,i) ¢ F minden i € N-re. Az F fa jolfunddlt, ha
nincs olyan végtelen (n1, ng, ...) sorozat, hogy (ni,...,ng) € F minden k-ra.

Feladatok

41. Bizonyitsuk be, hogy

(1) minden RP-beli nyilt halmaz el64ll mint raciondlis tégldk egyesitése, vala-
mint

(ii) minden RP-beli nyilt halmaz elG4ll mint raciondlis gombok egyesitése.

42. Legyen G C RP nyilt. Bizonyitsuk be, hogy

(1) a G dltal tartalmazott raciondlis téglak rendszere altal generdlt o-gytrd
egyenld B(G)-vel, valamint

v 7

(il) a G dltal tartalmazott raciondlis gombok rendszere altal generélt o-gyiri
egyenld B(G)-vel.

43. Bizonyitsuk be, hogy

(1) minden nyilt halmaz F},
(ii) minden zart halmaz G,
(iii) minden F, halmaz G,

(iv) minden GG§ halmaz F .

44. Bizonyitsuk be, hogy tetszleges (a, b) nyilt intervallumra a QN (a, b) halmaz
nem G.

45. Adjunk meg olyan halmazt R-ben, amely

(i) Ggésnem I,
(i) F, ésnem Gy,
(iii) Gy, de nem Fy, sem pedig G5,
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(iv) F,s, de nem F,, sem pedig Gj.

46.

(i) Bizonyitsuk be, hogy barmely f: R — R fiiggvényre a C'y halmaz Gj.

(ii)) Legyen A C RP. Bizonyitsuk be, hogy barmely f: A — R fiiggvényre
Cy = ANU,ahol U egy alkalmas G's halmaz.

47. Igaz-e, hogy barmely f: R — R fiiggvényre f folytonossagi pontjainak hal-
maza F,?

48. Jeloljiik D( f)-fel azon pontok halmazat, amelyekben az f : R — R fiiggvény
differencidlhaté. Bizonyitsuk be, hogy barmely f : R — R fiiggvényre D(f)
Borel-halmaz.

49. Legyen f, : [a,b] — R folytonos minden n-re. Jeloljik A-val azon z € R
o

pontok halmazit, amelyekre Z fn(x) konvergens. Bizonyitsuk be, hogy az A
n=1

halmaz F;.

50. Jeloljik Ay (x)-szel az x = 0,ajaq ... tizedestortben az elsd n jegy kozotti
T-esek szdmat. (Ha a tizedestort-el6allitds nem egyértelm, akkor vegyiik azt az
alakot, amelyben minden jegy O valahonnan kezdve.) Bizonyitsuk be, hogy az
A={x: li_>m Ap(z)/n =1/10} halmaz Borel.

n—oo

7~

51. Bizonyitsuk be, hogy az el6z6 feladatban szereplé A halmaz F.

52. Jeloljuk A-val a (0,1) intervallum azon irraciondlis elemeinek halmazat,
amelyek tizedestort alakja teljesiti a kovetkezd feltételt: valahdnyszor a tizedes-
tort egy jegye primszam és a kovetkez0 jegy Osszetett szam, akkor az azt kovetd
jegyek kozott van nyolc egymads utani jegy, amelyek a 20151028 jegycsoportot
alkotjak. Bizonyitsuk be, hogy az A halmaz Borel.

53. Legyen G C RP? nyilt, és legyen A olyan halmazrendszer, amely tartalmaz-
za a G-beli nyilt gdmboket, és amelyre teljesiil, hogy A1, As,... € A esetén
oo oo

U A, € Aés ﬂ A, € A. Bizonyitsuk be, hogy B(G) C A.

n=1 n=1

54. Legyen F C P(RP) egy zart halmazokbdl 4116 olyan halmazrendszer, amelyre
teljesiil, hogy minden A, B € F esetén A C B vagy B C A. Bizonyitsuk be,
hogy az U F halmaz F,.

A kovetkezd harom feladat célja annak bizonyitdsa, hogy a Borel-halmazok

rendszerének szdmossdga kontinuum. Ugyan erre az éllitdsra 1étezik egyszeriibb
megoldés, de ahhoz sziikség van a kivalasztdsi axiémadra és a jolrendezési tételre,

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos
Feladatok 23

valamint ezek alkalmazédsaként a Borel-halmazok tn. transzfinit osztalyozasara.
A kovetkez6 feladatok nem tdmaszkodnak ezekre az eszkozokre.

55. Legyen A az RP-beli raciondlis gombok halmaza, és legyen A;, Ag, ... az
A halmazrendszer egy rogzitett sorozatba rendezése. Bizonyitsuk be, hogy ha az
F C ¥ fa jolfundalt és legalabb két eleme van, akkor 1étezik egy és csak egy
olyan f : F' — B(RRP) leképezés, amelyre

@) f(ni,...,ng) = Ap,, valahdnyszor (ny, ..., n;) végpontja F-nek,

i) f(ny,...,ng) = U{f(nl, ey, 1) 2 (ny, ..., ng, 1) € F'} minden olyan
(n1,...,ng) € F-re, amely nem végpontja F-nek és amelyre k péros, to-
vabba

(i) f(ni,...,ng) = ﬂ{f(nl, vy Nk, 1) (N1, ..., nk,7) € F} minden olyan
(n1,...,ng) € F-re, amely nem végpontja F'-nek és amelyre k pératlan.

56. Bizonyitsuk be, hogy minden B C R? Borel-halmazhoz van olyan legaldbb
kételemd j6lfunddlt F' fa és olyan f : F' — B(RP) leképezés, amelyre teljesiilnek
az el6z§ feladat feltételei, €s B = f(0).

57. Bizonyitsuk be, hogy az RP-beli Borel-halmazok rendszerének szamossédga
kontinuum.
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5. Mértékek és elojeles mértékek
Definiciok és egyéb tudnivalok

A 9: A — R halmazfiiggvény o-additiv (mas széval eldjeles mérték), ha 9(()) =
0, és valahanyszor Ay, As,... € A paronként diszjunkt halmazok, melyek uni-

oo
6ja is A-ban van, akkor 9(A; U A2 U ...) = Z Y(Ay). A definicidba beleér-
n=1

tendd, hogy a jobb oldali végtelen sornak van 6sszege. Ezen azt értjiik, hogy a
részletdsszegek értelmesek, azaz a tagok kozott nem szerepelhet co és —oo mind-
n

egyike, és hogy a lim 219(141') limesz 1étezik. Ebbdl kovetkezik, hogy ha a
n—00 £
=1 ~
9(A; U Ay U ...) érték véges, akkor a Z Y¥(A,,) végtelen sor abszolit konver-

n=1
gens, hiszen a sor minden 4trendezésének ugyanannyi az dsszege.

A p: A — R halmazfiiggvény kiilsé mérték, ha () = 0, és valahdnyszor az
o

A € A halmazt lefedik az Aq, Ao, ... € A halmazok, akkor p(A) < Z w(Ay).
n=1

A definiciobdl kovetkezik, hogy egy kiilsé6 mérték mindig nemnegatljv, hiszen
minden A € A-ra) C AUQUDU. .., ésigy 0 < pu(A).

A ii: A — R halmazfiiggvény mérték, ha nemnegativ és o-additiv.

2 7z

Konny(i beldtni, hogy ha ¥ elGjeles mérték az A gyfiriin, akkor 7w(A), v(A) és
7 mértékek A-n.

7

Ismeretes, hogy egy félgy(riin értelmezett halmazfiiggvény akkor és csak ak-
kor mérték, ha additiv és kiilsé mérték.

Hahn® felbontdsi tétele azt dllitja, hogy ha A C P(X) o-gyiirii és 9 elGjeles
mérték A-n, akkor van olyan P C X halmaz, hogy P és X \ P legaldbb egyike
A-ban van, és minden A € A-rad(ANP) >0ésI(A\ P) <0.

Egy egyszeri és gyakran alkalmazott tény a kovetkezs. Legyen ¢ eldje-
les mérték az A o-gylirin. Ha Ay, As,... € Aés Ay C Ay C ..., akkor

*Hans Hahn (1879-1934) osztrak matematikus.
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V(A1 UAU...) = lim Y(A,). Bizonyitds:

19(A1UA2U...) :19(141U(AQ\Al)U(A3\A2>U...):
:19(A1)+19(A2\A1)+19(A3\A2> +...=
= lim (9(A1) + (A2 \ A1) + ... +0(An \ Apr)) =

= nh_)rr;o V(Ap).

Ha A1 D Ay D ... és V(A1) véges, akkor 9(A1 N Ay N...) = li_)m 9(Ap). Ez

o~

egyszertien kovetkezik az el6z6 éllitdsbol, ha azt az A; \ A, halmazokra alkal-
mazzuk.

2

Legyen p mérték az A o-gyirtin. Egy A € A halmazt atomnak neveziink (a
w mértékre nézve), ha p1(A) > 0, és minden B C A, B € A halmazra u(B) = 0
vagy u(A\ B) = 0.

Legyen u mérték az A o-gy(rin, és legyen A € A. Azt mondjuk, hogy
egy allitas az A halmaz u-majdnem minden pontjdra igaz vagy A-n p-majdnem
mindeniitt igaz, ha van olyan N € A halmaz, hogy u(N) = 0, és a széban forgd
allitas az A \ N halmaz minden pontjira igaz. A p-majdnem mindeniitt kifejezés
helyett legtobbszor a p-m.m. roviditést fogjuk hasznélni.

Legyen p kiilsé mérték P(X)-en. Azt mondjuk, hogy az A C X halmaz
a H C X halmazt jol vdagja ketté, ha u(H) = pw(H N A) + u(H \ A). Azt
mondjuk, hogy A mindent jol vdg ketté, ha minden H C X halmazt j6l vag
ketté. Jeloljiikk M,-vel azon A C X halmazok rendszerét, amelyek mindent jol
vagnak ketté. Carathéodory4 tétele azt allitja, hogy az M, halmazrendszer o-
algebra, amelynek maximadlis eleme X, és amelyen u mérték. Azt mondjuk, hogy
az A C X halmaz mérhetd a pu kiils6 mértékre nézve, ha A € M,,. (Tehat egy
halmaz akkor és csak akkor mérhetd pi-re nézve, ha mindent jol vag ketté.)

Legyen p mérték az A C P(X) félgytirtin. Ekkor p kiterjesztheté P(X)-re
kiils6 mértékként. Valéban, konny( ellendrizni, hogy

n(H) = inf{z p(Ap): Ape A(n=12,..), HcAlquu...} (HCX)
n=1
(2)

egy kiils6 mértéket definidl P(X )-en, ami .A minden elemén megegyezik p-vel.
(Az ut6bbi allitas abbol kovetkezik, hogy w kiilsé mérték A-n.) Konnyii ellendriz-
ni, hogy A elemei mindent j6l vagnak ketté, azaz A C M. EbbSl megkaptuk a
mértékkiterjesztési tételt, ami azt éllitja, hogy minden, félgy{iriin értelmezett mér-
ték kiterjeszthetd mértékként a félgytrt altal generdlt o-algebrara. Nem nehéz
beldtni, hogy a kiterjesztés egyértelmi a generdlt o-algebra minden olyan elemé-
re, amely lefedhet6 megszamlalhatéan sok véges mértékd félgyiribeli halmazzal.

“Constantin Carathéodory (1873-1950) gorog matematikus.
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26 5. Mértékek és elbjeles mértékek

Az eldjeles mértékek kiterjeszthetdségére és a kiterjesztés egyértelmiiségére néz-
ve 14sd a 79. és 80. feladatokat.

Meg lehet mutatni (Iasd a 66. feladatot), hogy ha egy A C X halmaz A
minden elemét j6l vagja ketté, akkor A mindent j6l vag ketté. Igy My elemei
pontosan azok a halmazok, amelyek A elemeit j6l vagjak ketté.

Legyen I = [a,b] C R egy nem feltétleniil korldtos zart intervallum, és legyen
f 1 — R. Ha az f fiiggvény monoton novd és balrél folytonos az I interval-
lumon, akkor a p¢([c,d)) = f(d) — f(c) ([¢,d] C I) halmazfiiggvény mérték a
PYI) = {[¢,d) : [e,d] C I} U {0} félgytirtin. (Lasd a 68. feladatot.) Ez a mér-
ték a (2)-ben definidlt médon kiterjeszthetd P([a, b))-re kiilsé mértékként. Ezt a
kiterjesztést szintén fir-fel jeloljiik, és az f 4ltal generalt Lebesgue®—Stieltjes®-
[éle kiilsé mértéknek nevezziik. A Carathéodory-tételbdl és hozzd kapcsol6dd
gondolatmenetbdl kovetkezik, hogy 1y mérték a Pl (I) altal generdlt o-algebran,
vagyis [a, b) Borel-halmazainak rendszerén.

n
Az f: [a,b] — R figgvény totdlis varidcidja a Vi = Z |f(zi) — f(xi-1)]
i=1
szamok halmazédnak szuprémuma, ahol F' : ¢ = 29 < 21 < ... < xp = b
befutja az [a, b] intervallum felosztdsainak halmazat. Az f: [a,b] — R figgvény

//////

vdltozdsi, ha V (f;[a,b]) < oc.

Feladatok

58. Adjunk példat olyan héaldra és rajta értelmezett olyan mértékre, ami nem kiilsé
mérték.

59. Adjunk példat olyan végesen additiv kiilsé mértékre, ami nem mérték (vala-
mely A halmazrendszeren, ami persze nem lehet gy(r().

60. Legyen A olyan halmazrendszer, amelyre teljesiil, hogy () € A és A barmely
két elemének az unidja is A-ban van. Bizonyitsuk be, hogy ha ;1 végesen additiv
kiilsé mérték A-n, akkor p mérték A-n.

61. Legyen p mérték az A o-gy(riin.

(i) Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges A,, € A halmazokra
p (liminf A, ) < liminf u(Ay). 3)

(i) Mutassuk meg, hogy (3)-ban altalaban nem 4ll egyenl8ség.

SHenri Lebesgue (1875-1941) francia matematikus.
®Thomas Joannes Stieltjes (1856—1894) holland matematikus.
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62. Legyen y mérték az A o-gyfrin.
(i) Bizonyitsuk be, hogyha A,, € A(n=1,2,...)és pu(A1 UAsU...) < o0,
akkor
1 (lim sup An) > limsup p(Ay). 4)

n—o0 n—oo

(ii) Mutassuk meg, hogy a (A3 U Ay U...) < oo feltétel nélkiil (4) dltaldban
nem igaz.

o0
63. Legyen Z an, pozitiv tagu divergens sor. Mutassuk meg, hogy vannak olyan
n=1
I,, C [0,1] intervallumok, hogy |I,,| < a,, minden n-re, és lim sup I,, = [0, 1].
n—oo
(Ha olyan divergens sort vdlasztunk, amelynek a tagjai nulldhoz tartanak, ak-

kor a kapott intervallumsorozatra €s p-nek a Lebesgue-mértéket valasztva (4) bal
oldala 1, mig a jobb oldala 0. Ezzel belattuk, hogy (4)-ben altaldban nem 4ll
egyenlGség, akkor sem, ha (A1 U A2 U . ..) < 00.)

64. Legyen p mérték az A o-gylirtin. Mutassuk meg, hogy ha A, € A és

o0
Z w(A,) < oo, akkor p (lim sup An> = 0 (vagyis azon pontok, amelyek vég-
n=1 n—oo

telen sok A,,-nek elemei, nullmértékdi halmazt alkotnak). (Ezt az allitast a 184.

feladat 4llitdsdval egyiitt Borel-Cantelli-lemmdnak nevezik.)

o0
65. Legyen p mérték az A o-gytirtin. Tegyiik fel, hogy A,, € A és Z w(Ay)= co.

=1

00
Igaz-e, hogy limsup A,, # (? Es ha azt is feltessziik, hogy 1 (U An> < 00?
n—oo n=1

66. Legyen p mérték a P C P(X) félgytrin, és legyen fr a (2)-ben definialt
kiils6 mérték. Bizonyitsuk be, hogy ha egy A C X halmaz P minden elemét j6l
véagja ketté a 1z kiilsé mértékre nézve, akkor A mindent jol vag ketté fi-re nézve.

67. Bizonyitsuk be, hogy ha  mérték P(IR)-en, és p csak a 0 és 1 értékeket veszi
fel, akkor vagy u = 0, vagy pedig van olyan x € R, hogy u(H) = 1,haz € H,
ésu(H) =0,hax ¢ H.

68. Legyen I C R zart intervallum, és legyen f : I — R. Bizonyitsuk be, hogy
a pf(la, b)) = f(b) — f(a) ([a,b] C I) halmazfiiggvény akkor és csak akkor
mérték a PH(I) = {[a,b) : [a,b] C I} U {0} félgyfirtin, ha f monoton nové és
balrdl folytonos. Mikor lesz 47 kiilsé mérték P*(I)-n?

69. Legyen f(x) =0,haz <0,és f(x) =1,hax > 0. Mi az f 4ltal generalt /i f
Lebesgue—Stieltjes-mérték R-en?

70. Legyen f : [a,b] — R monoton novs és balrdl folytonos. Bizonyitsuk be,
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hogy a H C [a, b) halmaz akkor és csak akkor mérhet6 a j kiils6 mértékre nézve,
ha el6all mint egy Borel-halmaz €s egy 11y szerint nullmértékd halmaz unidja.

71. Legyen I C R korlatos zart intervallum, és legyen f: I — R. Tekintsiik az
alabbi allitasokat.

(1) Az f fiiggvény balrdl folytonos és korlatos valtozasu.
(i) A9¢([a,b)) = f(b) — f(a) ([a,b] C I) halmazfiiggvény elGjeles mérték a
PYI) = {[a,b) : [a,b] C I} U {D} félgyirtin.
(iii) Az f figgvény balrél folytonos.

Bizonyitsuk be, hogy (i)==(ii)==-(iii). Azt is mutassuk meg, hogy egyik nyil
sem fordithaté meg.

72. Legyen I C R korlatos zart intervallum, és legyen f: I — R. Bizonyitsuk
be, hogy az aldbbi allitdsok ekvivalensek.

(i) A9¢([a,b)) = f(b) — f(a) ([a,b] C I) halmazfiiggvény elGjeles mérték a
PYUI) = {[a,b) : [a,b] C T} U {0} félgyrtin.

(i) Az f fuggvény balrél folytonos, €s minden x,, € I szigorian monoton novo
o0
sorozatra Z |f(znt1) — fan)] < oo
n=1

(iii)) Az f fiiggvény balrdl folytonos, és minden min/ < x < max I-hez van
olyan § > 0, hogy f korlétos valtozasud [x — d, z]-ben.

73. Legyen ¢ elGjeles mérték az A o-gytrtin. Mutassuk meg, hogy ¢ pozitiv
és negativ része, illetve totdlis varidcidja (vagyis a mw, v, 7 halmazfiiggvények)
mindegyike mérték A-n.
74. Legyenek ¥ és ¢ elGjeles mértékek a B(RP) o-algebran. Bizonyitsuk be, hogy
ha ¥(T) = &£(T) € R minden T C R? téglara, akkor J(A) = £(A) minden A
Borel-halmazra.

Igaz marad-e az éllitds, ha csak azt tessziik fel, hogy ¥(7T") = £(7T") minden T
téglara?

75. Legyen G C RP nyilt, és legyen u véges mérték G Borel-részhalmazainak
B(G) o-algebrdjan. Bizonyitsuk be, hogy minden A € B(G) halmazra u(A) =
sup{u(F): F C G zart} és u(A) = inf{u(U): A C U C G nyilt}.

76. Legyen ¢ elGjeles mérték az A o-gyfirlin. Bizonyitsuk be, hogy

(i) ¥-nak van legkisebb és van legnagyobb értéke .4-n, valamint
(ii) ¥ alulrdl vagy feliilr6l korlatos .A-n.
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77. Legyen 9 véges értékd eljeles mérték az A o-gylrlin. Bizonyitsuk be, hogy
van olyan A € A, hogy ¥(B) = 0 minden B € A, BN A = () halmazra.

78. Adjunk példit olyan A C P(X) gyfirire és rajta értelmezett elGjeles mérték-
re, amely kiterjeszthet P(X)-re additivan, de nem terjeszthetd ki semmilyen .A-t
tartalmazé o-gydriire o-additivan.

”

79. Bizonyitsuk be, hogy egy A gy(riin értelmezett ¢ elGjeles mértéket akkor és
csak akkor lehet eljeles mértékként kiterjeszteni az 4 altal generalt o-gy(irtire,
ha ¥ alulrdl vagy feliilrdl korlatos.

2

80. Tegyiik fel, hogy az A gyfriin értelmezett V) elGjeles mérték kiterjeszthetd

o

elgjeles mértékként az A altal generdlt o-gytrtire. Mutassuk meg, hogy a ki-

terjesztés egyértelmi a generalt o-gy(iri minden olyan elemére, amely lefedhetd
megszamlalhatéan sok véges J-mértéki A-beli halmazzal.

81. Igaz-e, hogy egy A c-algebran értelmezett véges értékd mérték mindig ki-
terjeszthetd mértékként (esetleg elGjeles mértékként) minden, A-t tartalmazé o-
algebrara?

oo
82. Legyen Z u, abszoldt konvergens sor, és legyenek z1, z2,... € [a,b) tet-
n=1
szleges szamok. Minden x € [0, 1]-re legyen f(z) azon u, szdmok Osszege,
amelyek n indexére teljesiil x,, < x. Mutassuk meg, hogy f balrdl folytonos és
korldtos viltozdsu [a, b]-ben. fgy a 71. feladat 4llitasa szerint 1 elgjeles mért€k
P!([a,b])-n. Bizonyitsuk be, hogy ¥ kiterjeszhetd az [a, b) intervallum Borel-
halmazainak o-algebréjara elgjeles mértékként, és irjuk le minél egyszertibben ezt
az elGjeles mértéket.

83. Legyen p mérték az A o-gytirtin, és tegyiik fel, hogy minden B € A-ra, ha
w(B) > 0, akkor van olyan A € A, A C B halmaz, hogy 0 < p(A4) < u(B).
Bizonyitsuk be, hogy a u mérték értékkészlete intervallum.

84. Legyen u véges mérték az A o-gylirin. Bizonyitsuk be, hogy a u mérték
értékkészlete zart halmaz. Igaz-e az allitas tetszbleges mértékre?

85. Legyenek i1, p12, ... mértékek az A o-gyirtin. Bizonyitsuk be, hogy ha a

véges lim p,(A) = u(A) hatarérték 1étezik minden A € A-ra, akkor p is mérték
n—o0

A-n. Mutassuk meg, hogy 1 végességének feltétele nem hagyhato el.

86. Legyen u mérték az A o-gyirtin. Azt mondjuk, hogy az A,, € A halmazsoro-
zat majdnem konvergdl az A € A halmazhoz, ha az alabbi feltételek barmelyike
teljesiil:

(1) xa, = xA p-m.m.;
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(ii) az A, limsup A, és lim inf A,, halmazok csak nullmértékii halmazban tér-
n—o00 n—00
nek el egymastol.

Mutassuk meg, hogy az (i) és (ii) feltételek ekvivalensek egymdssal.

87. Legyen u mérték az A o-gyfirtin, és jeloljiik A<>°-vel azon A € A halma-
zok gyf(r(jét, amelyekre u(A) < co. Az A, B € A< halmazokat tekintsiik
azonosnak, ha (AAB) = 0. Definidljuk az A, B € A< halmazok tdvolsdgat
ad(A, B) = u(AAB) képlettel. Mutassuk meg, hogy (A<, d) teljes metrikus
tér.

88. Az el6z6 (87.) feladat jeloléseit hasznaljuk. Legyen A,, € A< egy halmaz-
sorozat, és legyen A € A<°°. Melyik allitasbol kovetkezik a masik?

(i) Az A,, halmazsorozat konvergil az A halmazhoz a (A<, d) metrikus tér-
ben.

(i) Az A, halmazsorozat majdnem konvergél az A halmazhoz.

89. A 86. és 87. feladatok jeloléseit és fogalmait hasznaljuk. Legyen A,, € A<

o

olyan halmazsorozat, amelyre p (U An> < o0. Mutassuk meg, hogy ha A,
n=1

majdnem konvergél az A halmazhoz, akkor A, — A a (A<, d) metrikus tér-

ben.

90. Az 87. feladat jel6léseit haszndljuk. Mutassuk meg, hogy ha A,, € A< és

oo
Z d(An, Apy1) < oo, akkor az A,, sorozat majdnem konvergil egy A € A<
=1
ﬁalmazhoz.
91. Legyenek 91,95 . .. elGjeles mértékek az A o-gylrln. Bizonyitsuk be, hogy
ha egyik ¥,, sem azonosan nulla, akkor van olyan A € A halmaz, hogy 9,,(A) # 0
végtelen sok n-re.

o

92. Legyen A C P(X) o-gyfird, és tekintsiik a 25. feladatban definialt vektorte-
ret. Legyen H az L(A) vektortér egy bdzisa. Tetszbleges h € H-hoz definidlunk
egy ¥y additiv halmazfiiggvényt. Ha A € A, akkor x4 € L(A), és igy xa
el6all mint a H bazis véges sok elemének a linedris kombinacidja, és az eldal-
litds nulla egyiitthatéju tagoktdl eltekintve egyértelmd. Jeloljiik 94 (A)-val a h
béziselem egyiitthatdjat ebben az eldéllitisban. Ha A, B € A diszjunktak, akkor
XAUB = XA + x5, amibdl vildgos, hogy 95, (A U B) = 9,,(A) + 94(B).

Ezzel belattuk, hogy a ¥/, halmazfiiggvény additiv .A-n minden h € H-ra.
Bizonyitsuk be, hogy a ¥, halmazfiiggvény csak véges sok h € H-ra lehet o-
additiv (Christensen’ tétele).

7Jens Peter Reus Christensen ddn matematikus.
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Definiciok és egyéb tudnivalok

p

Ha A = [a1,b1) x ... X [ap,by) € PP, akkor A térfogata t(A) = H(bZ — a;).
i=1

Legyen tovabbd ¢(()) = 0. Egy korldtos H C R? halmaz Jordan-féle kiils6 mérté-

ke

k(H):inf{Zt(Ri)iHCRlU...URn, RZ’EPP}.
i=1

A H C RP halmaz Jordan-féle belsé mértéke, amelyet b( H )-val jeloliink, azon

n

Zt(Ri) szdmok halmazénak szuprémuma, ahol Ry,..., R, € PP tetszble-
i=1

ges H altal tartalmazott és paronként egymasba nem nytlé téglak. Ha H nem
tartalmaz téglat, akkor definicié szerint legyen b(H) = 0. A H C RP? kor-
latos halmaz Jordan-mérhets, ha b(H) = k(H), és ekkor H Jordan-mértéke
t(H)=0b(H)=k(H).

A PP halmazrendszer félgyird (lasd a 24. feladatot). A t halmazfiiggvény
mérték a PP félgyirtin. Ez abbdl kovetkezik, hogy ¢ additiv (ez konnyen ellen-
Orizhetd), €s kiilsé mérték. Az utdbbi allitas a 68. feladat megolddsanak a gondo-
latmenetével bizonyithatd, felhasznalva a Borel-féle lefedési tételt. Legyen

)\(H):inf{zt(/ln)!AnGPp(TL:LQ,...), HCAlUAQU...}

n=1

minden H C RP halmazra. Ekkor A kiilsé mérték P(RP)-n, és kiterjeszté-
se t-nek. A X\ halmazfiiggvényt a Lebesgue-féle kiilsd mértéknek nevezzik. A
Carathéodory-tétel szerint az M, halmazrendszer o-algebra, amelyen A mérték.
Az M, halmazrendszer elemeit Lebesgue-mérhetd halmazoknak nevezzik, és L-
lel vagy LP-vel jeloljiik. A konstrukciobdl kovetkezik, hogy PP elemei Lebesgue-
mérhetdek, azaz PP C LP. Mivel a PP halmazrendszer altal generdlt o-gyirt
B(RP) (lasd a 42. feladatot), ezért B(RP) C LP, azaz minden Borel-halmaz
Lebesgue-mérhetd.

Ha p = 1, akkor a Lebesgue-mérték nem mds, mint az f(x) = z fiiggvény
altal generdlt Lebesgue—Stieltjes-mérték az I = R intervallumon.

Az RP-beli halmazok esetében imméar haromféle mérhetGségrdl is beszélhe-
tiink: egy halmaz lehet Borel-mérhet8, Jordan-mérhet vagy Lebesgue-mérhet6.

31
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A tovabbiakban a Borel-mérhetd és Jordan-mérhetd jelz6ket mindig kiirjuk, de
Lebesgue-mérhetd helyett gyakran csak mérhetdt fogunk irni.

Minden p-re vannak nem Lebesgue-mérheté halmazok RP-ben; s6t, barmely
pozitiv kiilsé mértékd halmaz tartalmaz nem-mérhet6 halmazt (1asd a 135. felada-
tot).

Feladatok

93. Bizonyitsuk be, hogy ha M7, Mo, ... paronként diszjunkt Lebesgue-mérhet6
o
halmazok RP-ben és M = My U Mp U ..., akkor A(H N M) =Y~ A(H N M;)

i=1

barmely H C R? halmazra.
94. Bizonyitsuk be, hogy ha A C R? korldtos és zart, akkor k(A) = A(A).

95. Bizonyitsuk be, hogy a korlatos A C RP halmaz akkor és csak akkor Jor-
dan-mérhetd, ha barmely H C RP korlatos halmazt jol vag ketté, azaz k(H) =
k(HNA)+k(H\ A).

96. Mutassuk meg, hogy
AMH) =inf{\(G): H C G, Gnyilt} =
=inf{\(A): HC A, Ae L} =
=min{\(A): HC A, A€ L}

~— ~—

minden H C RP-re.

97. Legyen
AMH)=sup{\(A): ACH, Ae L}

minden H € RP-re. Mutassuk meg, hogy
MH) =max{\(A): ACH, Ae L}

minden H € RP-re.

98. Legyen E' C R? véges mértékli mérhetd halmaz. Mutassuk meg, hogy

AH) = ME) — ME\ H)

minden H C E-re.

99. Bizonyitsuk be, hogy b(H) < A(H) < A(H) < k(H) minden korldtos H C
R? halmazra.

100. Bizonyitsuk be, hogy egy korldtos H C R? halmaz akkor és csak akkor
Lebesgue-mérhetS, ha A\(H) = \(H).

101. Bizonyitsuk be a kovetkezd allitasokat:
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(i) Minden Lebesgue-mérhet6 A € RP halmazhoz és minden € > 0-hoz van
olyan F' zart halmaz és olyan G nyilt halmaz, hogy FF C A C G és
MG\ F) <e.

(ii) Minden Lebesgue-mérhetd A € R? halmazhoz van olyan U F; halmaz és
olyan V' G halmaz, hogy U C A C Vés AV \U) = 0.

102. Bizonyitsuk be, hogy ha H; C Hy C ... CRPés H = HHUH>U...,
akkor A(H) = lim A\(H,).
n—oo

103.
(1) Tetszbleges € > 0-ra adjunk meg olyan sirli nyilt halmazt R-ben, amelyre
AMG) <e.
(ii)) Adjunk példat olyan korldtos nyilt G C R halmazra, amelyre A\(G) <
k(G).
(iii) Adjunk meg olyan korldtos zdrt ' C R halmazt, amelyre int ' = (), de
A(F) > 0.

104. Bizonyitsuk be, hogy A C RP akkor és csak akkor Lebesgue-mérhets, ha
minden [a1,b1] X ... X [ap, by] alaki tégldt jol vag ketté.

o~

105. Az el6z6 feladat szerint egy A C R halmaz akkor és csak akkor Lebesgue-
mérhetd, ha minden intervallumot j6l vag ketté. Tegyiik fel, hogy az A C R hal-
maz minden 1 hosszisdgu intervallumot jol vag ketté. Igaz-e, hogy A Lebesgue-
mérhet?

106. Legyen 0 < ¢ < 1 adott. Konstruédljunk olyan Ay, As, ... C [0, 1] Lebesgue-
mérhetd halmazokat, melyekre \(A;) = c minden i-re és A(A;NA;) < ¢* minden
i #£ j-re.

107. Bizonyitsuk be, hogy ha H C R nullmértékd, akkor beletolhaté az irracio-
nalis szamokba, azaz van ¢ € R dgy, hogy h + c¢ irraciondlis minden h € H-ra.

108. Bizonyitsuk be, hogy azon z € R szamok halmaza, melyekre végtelen sok
p/q raciondlis szamra teljesiil |z — (p/q)| < 1/¢>, nullmértékd.

109. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges f: [a,b] — R fiiggvényre az {f(z): = €
[a,b], f'(z) = 0} halmaz nullmértékd.

110. Bizonyitsuk be, hogy tetszdleges f : [a,b] — R fiiggvényre az M = {z €
[a,b]: f'(z) = oo} halmaz nullmérték.

111. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges f : [a,b] — R fiiggvényre az N = {z €
[a,b]: lim f(y) = oo} halmaz nullmértékdi.
y—x

112. Legyen f: [a,b] — R korldtos. Bizonyitsuk be, hogy f akkor és csak
akkor Riemann-integralhatd [a, b]-n, ha f szakaddsi pontjainak halmaza Lebesgue
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szerint nullmértékd (Lebesgue tétele).

113. Bizonyitsuk be, hogy tetszSleges H C [0, 1] halmazhoz van olyan ¢ € [0, 1],
hogy A\(H N [0,¢]) = A(H)/2.
114. Bizonyitsuk be, hogy ha H C R Lebesgue-mérhetd és pozitiv mértékd, ak-

kor van olyan f: R — R Lipschitz-fiiggvény, amely H-t egy nem-elfajulé inter-
vallumra képezi.

115. Bizonyitsuk be, hogy ha az A, B C RP? diszjunkt halmazok legaldbb egyike
mérhetd, akkor A(X UY) = A(X) + A(Y) minden X C A-raésY C B-re.
116. Bizonyitsuk be, hogy ha az X,Y € RP halmazok tdvolsaga pozitiv, akkor
AXUY) =AX)+ AY).

117. Bizonyitsuk be, hogy ha az A, B C R? halmazok legaldbb egyike mérhetd,
akkor A\(A) + A(B) = AM(AN B) + A(AU B).

118. Bizonyitsuk be, hogy ha A C B C R és A\(A) = A(B) < oo, akkor
minden mérhet6 C' halmazra A\(ANC) = A\(BNC).

119. Lassuk be, hogy minden H C RP-hez van olyan A mérhetd halmaz, amelyre
H C A, és A(H N B) = AM(AN B) minden mérhetd B halmazra. (Az ilyen A
halmazokat H mérhetd burkdnak nevezziik.)

120. Bizonyitsuk be, hogy az A halmaz akkor és csak akkor mérhetd burka H-
nak, ha mérhetd, tartalmazza H-t, és A\ H nem tartalmaz pozitiv mértékd mérhets
halmazt.

121. Bizonyitsuk be, hogy ha A mérhet6 burka H-nak és B mérhetd burka K-
nak, akkor A U B mérhet6 burka H U K -nak.

122. Bizonyitsuk be, hogy ha H, K CRP, HNK =0 és A(HUK) = A\(H) +
M K) < oo, akkor van olyan mérheté A halmaz, amelyre H C Aés ANK = ().
123. Bizonyitsuk be, hogy ha A C RP Lebesgue-mérhetd és A\(A) < oo, ak-
kor minden € > (-ra van olyan E halmaz, amely véges sok tégla unidja, és
AMAAE) < e.

124. Legyen u véges mérték R Borel-halmazain. Bizonyitsuk be, hogy minden
A C R Borel-halmazhoz és minden £ > 0-hoz van olyan E halmaz, amely véges
sok intervallum unidja, és u(AAE) < e.

125. Bizonyitsuk be, hogy ha A C Rés A(A) > 0, akkor van olyan I intervallum,
amelyre A\(I N A) > 0,99 - |1].

126. Bizonyitsuk be, hogy ha A, B C R és A\(A) > 0, \(B) > 0, akkor van-
nak azonos hosszisédgi I, J intervallumok, melyekre A\(I N A) > 0,99 - |I| és
ANJNB)>099-|J]|.

127. Bizonyitand6, hogy ha A, B C R pozitiv kiilsé mértékti halmazok, melyek
koziil legaldbb az egyik mérhetd, akkoraz A — B = {z —y :z € A, y € B}
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halmaz tartalmaz nem-elfajulé szakaszt (Steinhaus8 tétele).

128. Bizonyitsuk be, hogy ha A C R” Lebesgue-mérhets és A\(A) < oo, akkor
vannak A,, C R? halmazok a kovetkezd tulajdonsdgokkal:

(1) mindegyik A,, véges sok tégla unidja;
(ii) az A, halmazsorozat majdnem konvergél az A halmazhoz;

(iii) az A, halmazsorozat konvergdl az A halmazhoz a (£L<°°, d) metrikus tér-
ben, ahol £ jeloli a véges Lebesgue-mértékii és mérhetd A C RP hal-
mazok rendszerét, és d(A, B) = \(AAB) minden A, B € L<*-re.

129. Legyen A C R Lebesgue-mérhetd, és tegyiik fel, hogy minden x € A és
r € Qesetén x + r € A. Bizonyitsuk be, hogy ekkor A\(A) = 0 vagy A(R\ A) =
0.

130. Bizonyitandd, hogy ha A C R Lebesgue-mérhetd és A(A) > 0, akkor majd-
nem minden valds szam el&all @ + r alakban, ahol a € A és r raciondlis. (Vagyis
azon szdmok halmaza, amelyek nem 4llnak el§ ilyen alakban, nullmértéki.)

131. Legyen A C [0, 1] Lebesgue-mérhetd, és tegyiik fel, hogy ha az x,y € [0, 1]
szamok tizedesjegyei megegyeznek valahonnan kezdve, akkor x és y egyszer-
re eleme vagy nem eleme A-nak. Bizonyitsuk be, hogy ekkor \(A) = 0 vagy
A(A) = 1. (Ez az un. 0 — 1-t6rvény.)

132. Legyen ¥ olyan eltolds-invaridns elGjeles mérték R? Borel részhalmazain,
amelyre 9([0, 1]7) véges. Bizonyitsuk be, hogy ¢ a Lebesgue-mérték konstans-
szorosa.

133. Adjunk meg minél tobb olyan mértéket P(R)-en, amely eltolds-invaridns.

134. Legyen ¥ eltolds-invaridns elGjeles mérték P(R)-en, és tegyiik fel, hogy van
olyan nemiires G nyilt halmaz, amelyre ¥(G) véges. Mutassuk meg, hogy ekkor
¥ azonosan nulla (Vitali® tétele).

135. Bizonyitandd, hogy ha A C R és A(A) > 0, akkor A tartalmaz nem
Lebesgue-mérhet$ halmazt.

136. A 117. feladatban lattuk, hogy ha az A, B C RP halmazok legaldbb egyike
mérhetd, akkor A\(A) + A\(B) = A\(AN B) + A(A U B). Igaz-e, hogy
(i) MHUK) +XHNK)
(i) NMHUK)+AHNK)

(H) + AM(K) minden H, K C RP-re?

> A
< AH) 4+ AMK) minden H, K C RP-re?

8Hugo Steinhaus (1887—1972) lengyel matematikus.
9Giuseppe Vitali (1875-—1932) olasz matematikus.
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137. Jelolje £<°° a véges mértékii Lebesgue-mérhetd halmazok rendszerét RP-
ben. Az A, B € £=* halmazokat tekintsiik azonosnak, ha A\(AAB) = 0. Defi-
nidljuk az A, B € A~* halmazok tavolsagat a d(A, B) = A\(AAB) képlettel. A
87. feladatban beldttuk, hogy (£<°°, d) teljes metrikus tér.

Mutassuk meg, hogy a (£<°°, d) metrikus tér szepardbilis.
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7. Mérheto fiiggvények
Definiciok és egyéb tudnivalok

Ha f: A — Résc € Rakkor A(f < c)-vel fogjuk jeldlniaz {z € X: f(z) < c}
halmazt. Hasonldan definialjuk az A(f > ¢), A(f > ¢), A(f < ¢), A(f = ¢)
halmazokat.

Ha adott egy A o-gyiirt, akkor A elemeit mérhetd halmazoknak nevezziik.
Legyen A € A. Azt mondjuk, hogy az f: A — R fiiggvény mérhetd (az A o-
gytriire nézve), ha A(f < ¢) € A minden ¢ € R-re. Kénny{ ellendrizni, hogy ha
f mérhetd A-n, akkor az A(f > ¢), A(f > ¢), A(f < ¢), A(f = ¢) halmazok
mindegyike mérhetd minden ¢ € R-re. Az is konnyen lathatd, hogy ha f és g
mérhetS A-n, akkor az A(f < g) = {z € A: f(z) < g(x)} halmaz mérhets. Ez
a halmaz ui. egyenl6 az A(f < r) N A(g > r) halmazok unidjdval, ahol r befutja
a raciondlis szamokat. Ebbdl kovetkezik, hogy ha f és g mérhetd A-n, akkor az
A(f <g), A(f = 9g), A(f # g) halmazok mindegyike mérhetd.

Meg lehet mutatni, hogy ha f,g: A — R mérhetd fiiggvények, akkor a B =
{z € A: f(z)+g(x) értelmes} halmaz mérhetd, és f + g mérhetS a B halmazon.
Hasonl¢ allit4s igaz két mérhetd fliggvény szorzatira és hdnyadosara is.

Nem nehéz belatni, hogy ha f: A — R mérhetd, akkor f, f~, | f| is mérhetdek;

ha f,g: A —L@ mérhetdek, akkor max(f, g) és min(f, g) ugyszintén. Tovabba,

ha f,: A — R (n = 1,2,...) mérhetdek, akkor sup{ f,, }, inf{ f,, }, limsup f, és
n n

. A n—oo
liminf f,, ugyancsak mérhet6ek.
n—oo

Legyen u mérték az A o-gyfr(in, legyenek f1, fa, ... az A halmazon értelmezett
véges értékli mérhets fiiggvények, és tegyiik fel, hogy f,, — f pontonként A-n,
ahol f is véges értékd. Jegorov'® tétele azt dllitja, hogy ha u(A) < oo, akkor
minden ¢ > 0O-ra van olyan B C A, B € A halmaz, hogy p(A \ B) < ¢, és az
fn — f konvergencia a B halmazon egyenletes.

Legyen A € A. Az s: A — R fuggvényt egyszerii fiiggvénynek nevezziik, ha
vannak olyan Ai,..., A, mérhetd halmazok, hogy A = A; U... U A,, és s
mindegyik A; halmazon konstans.

Legyen A C Rés f: A — R. Hax € A és x az A halmaz jobb oldali
torl6ddsi pontja, akkor az f fiiggvény z pontbeli jobb oldali Dini''-derivéltjait a
kovetkez6képpen értelmezziik.

Dmitrij Fjedorovics Jegorov (1869—1930) orosz matematikus.
" Ulisse Dini (1845-1918) olasz matematikus.
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38 7. Mérheto fiiggvények
D* f(x) = limSHPM, D, f(x)= ]imjnfM.
y—z+0 y—z y—z+0 y—x

Ha x az A halmaz bal oldali torlédési pontja, akkor az f fiiggvény = pontbeli bal
oldali Dini-derivéltjai

D™ f(x) = limsup M, D_ f(z) = liminf M
y—z—0 y—x y—z—0 y—x
Tetsz6leges A C R halmazra és f: A — R fiiggvényre az f Dini-derivéltjai A
minden pontjidban értelmezve vannak, kivéve legfeljebb megszamlalhatéan sok
pontot. Ugyanis bdrmely A C R halmaznak legfeljebb megszdmldlhatéan sok
olyan pontja lehet, amely nem kétoldali torloddsi pont.

Ezt igy lathatjuk be. Jeloljiik I -szal azon x € A pontok halmazat, amelyek
nem jobb oldali torl6dési pontok. Minden z € I, ponthoz rendeljiink hozza egy
olyan r > x raciondlis szdmot, amelyre (x,7) N A = (). Kiilonb6z8 I -beli pon-
tokhoz kiilonb6z6 raciondlis szdmot rendeltiink, mert ha az x, y € I pontokhoz
ugyanazt az r-et rendeltiik, akkor z < y esetén (z,7) N A nem lenne iires, mert
tartalmaznd y-t, y < x esetén pedig (y, 7) N A nem lenne iires, mert tartalmaznd x-
et. Igy = # y lehetetlen. Ebbé] nyilvanval6, hogy I megszdmlalhaté. Ugyanigy
bizonyithat6, hogy A-nak megszamldlhatéan sok pont kivételével minden pontja
bal oldali torl6dasi pont.

Feladatok

138. Legyen A o-gytiri és A € A. Lassuk be, hogy egy f: A — R fiiggvény
akkor és csak akkor mérhetd, ha f~!(B) € A minden B C R Borel-halmazra.

139. Legyen A o-gytir(, és legyen A € A. Lassuk be, hogy egy s: A — R
fliggvény akkor és csak akkor egyszer(i, ha mérhet6 és az értékkészlete véges.
140. Legyen A o-gyfrd, legyen A € A, és legyenek f,: A > R (n=1,2,...)
mérhetd fiiggvények. Bizonyitsuk be, hogy azon = € A pontok halmaza, ame-
lyekre az f,, () szdmsorozat monoton, eleme .A-nak.

141. Legyen A o-gyird, legyen A € A, és legyenek f, : A — R mérhetd
fiiggvények (n = 1,2,...). Legyen B azon x € A pontok halmaza, amelyekre
teljesiil, hogy ha p prim és f, () raciondlis, akkor f,2(z) irraciondlis. Bizonyitsuk
be, hogy B € A.

142. Mutassunk példat olyan A o-gyfirire, A € A halmazraés f; : A — R
(i € I) mérhet§ fiiggvényekre, melyekre sup fi nem mérhetd. (Persze az [ in-
dexhalmaz nem lehet megszamlélhat6.)

143. Legyen p mérték az A o-gydrtin. Legyen tovabba A € A és u(A) > 0.
Lassuk be, hogy az A halmaz akkor és csak akkor atom (a p mértékre nézve), ha
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minden mérhetd f : A — R fiiggvény majdnem konstans A-n, azaz ha van olyan
¢ € R, hogy u(A(f # ¢)) = 0.
144. Legyen u mérték az A o-gyfrin, és legyen A € A. Mutassuk meg, hogy

(1) haaz f: A — R fiiggvény korlatos é€s mérhetd, akkor egyenletesen meg-
kozelithetS egyszeri fiiggvényekkel;

(i) ha pu(A) < coésaz f: A — R fiiggvény mérhets, akkor minden £ > 0-ra
van olyan s: A — R egyszeri fiiggvény, hogy pu(A(|f — s| > ¢)) <e.

145. Legyen p mérték az A o-gyftirin, és legyen A € A, u(A) < oo. Ha f véges
értékti mérhetd fiiggvény A-n, akkor legyen F'(t) = u(A(f < t)) minden ¢t € R-
re. (Ez az f fiiggvény eloszldsfiiggvénye.) Bizonyitsuk be, hogy F' monoton novo
és balrdl folytonos R-en, tE@m F(t) =0, és tlggo F(t) = u(A). Mikor lesz F'

jobbrdl folytonos egy xy pontban?

2

146. Legyen p mérték az A o-gyirtin, és legyen A € A. Bizonyitsuk be, hogy
ha f,, f : A — R mérhetd fiiggvények és pu(A(|f,, — f| > 1/n)) < 1/n* minden
n=1,2,...-re, akkor f,, — f p-majdnem mindeniitt A-n.

147. Mutassuk meg, hogy a p(A(|f, — f| > 1/n?)) < 1/n feltételbdl ez nem
kovetkezik.

148. Konstruéljunk olyan f,: [0,1] — R folytonos fiiggvényeket, amelyekre
fn — 0 pontonként [0, 1]-en, de nincs olyan nullmértékii N C [0, 1] halmaz,
amelyre az f,, — 0 konvergencia egyenletes volna [0, 1]\ N-en. (Tehat a Jegorov-
tételben a kivételes halmazt nem vélaszthatjuk nullmértékiinek.)

149. Legyen u mérték az A o-gyiriin, és legyen A € A o-véges mértékid halmaz.
(Ezen azt értjiik, hogy A lefedhet6 megszdmldlhat6an sok véges p-mérték( hal-
mazzal.) Tegyiik fel, hogy f,, véges értékii, mérhetd A-n minden n-re, és a véges
nlgrolo fn(z) = f(x) létezik p-majdnem minden = € A-ra. Bizonyitsuk be, hogy

[o.¢]

ekkor A = N U U Cy, ahol u(N) = 0, és az f,, — [ konvergencia egyenletes
i=1

mindegyik C;-n.

P

150. Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladatban az A halmaz o-végességének fel-
tétele nem hagyhat6 el.

151. Legyen A C R Borel-mérhetd. Bizonyitand6, hogy minden monoton f: A —
R fiiggvény Borel-mérhetd.

152. Legyen A C R? Borel-mérhet6. Bizonyitand6, hogy minden folytonos
f: A — R fiiggvény Borel-mérhetd.

153. Definidljuk az f: [0,1] — [0, 1] fiiggvényt a kovetkezGképpen. Ha = =
0,ajaz...azz € [0, 1] szdm 10-es szdmrendszerbeli felirdsa, amelyben végtelen
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sok jegy kiilonbozik 9-t61, akkor legyen

f(z) = limsup &,

n—oo N

ahol A,, jeloli a T-esek szamat az elsd n jegy kozott. Lassuk be, hogy f Borel-
mérhetd.

154. Konstruéljunk olyan g : [0,1] — R Borel-mérhet6 fiiggvényt, amely [0, 1]
minden részintervalluméban felvesz minden értéket.

155. Jelolje F;, az RP Borel-részhalmazain értelmezett és Borel-mérhetd fiiggvé-
nyek halmazit. Bizonyitsuk be, hogy F; kontinuum szdmossagu.

156. Legyen f : [a,b] — [0, 00) adott, és legyen A = {(z,y) : = € [a,b], 0 <
y < f(z)} € R2 Bizonyitsuk be, hogy az f fiiggvény akkor és csak akkor
Borel-mérhetd, ha az A halmaz Borel.

(A Lebesgue-mérhetdségre vonatkozo analog allitast illetden 1. a 195. feladatot.)

157. Legyen f : [a,b] — R tetszSleges fiiggvény. Melyikbdl kovetkezik a masik:

(i) f folytonos majdnem minden = € [a, b] pontban, illetve
(ii) van olyan g : [a,b] — R folytonos fiiggvény, amelyre f = g majdnem
mindeniitt?

158. Bizonyitsuk be, hogy ha f : [a, b] — R folytonos majdnem mindeniitt, akkor
f Lebesgue-mérhetd.

159. Konstruéljunk olyan Lebesgue-mérhets f: [a, b] — R fiiggvényt, amelyre f
nem folytonos az [a, b] \ E halmazra megszoritva semmilyen nullmértékdi £ C
[a, b] halmazra.

160. Bizonyitandd, hogy ha f: [a,b] — R Lebesgue-mérhetd, akkor minden &-
hoz van olyan g: [a,b] — R lépcsésfiiggvény'?, hogy A({z € [a,b]: |f(z) —
g(z)| > e}) <e.

161. Bizonyitandd, hogy ha f: [a,b] — R Lebesgue-mérhetd, akkor vannak
gn: [a,b] — R 1épcsosfiiggvények, melyekre g, — f majdnem mindeniitt.

162. Legyen A C RP véges mértékli Lebesgue-mérhet6 halmaz, és legyen f:
A — R Lebesgue-mérhet6 fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy minden e-hoz van
olyan g: R — R folytonos fiiggvény, hogy A(A(|f —g| > ¢)) <e.

163. Legyen f: RP — R Lebesgue-mérhets. Bizonyitsuk be, hogy

(i) vannak olyan g, : R” — R folytonos fiiggvények, hogy g, — f majdnem
mindeniitt RP-n, tovabbi

2A g: [a,b] — R fiiggvényt lépcsdsfiiggvénynek nevezziik, ha van olyan a = o <
1 < ... <z, = bfelosztds, hogy g konstans (z;_1,x;)-ben mindeni = 1,...,n-re.
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(ii) minden e-hoz van olyan E C R” halmaz, hogy A\(E) < ¢, és f folytonos
az R? \ F halmazra megszoritva.

164. Legyen A C R Borel-mérhetd. Bizonyitsuk be, hogy minden Lebesgue-
mérhetd f: A — R fiiggvényhez van olyan g: A — R Borel-mérhetd fiiggvény,
hogy f = g majdnem mindeniitt.

165. Legyen A C R Lebesgue-mérhetd halmaz, és legyen f: A — R Lebesgue-
mérhetd fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy van olyan B C A Lebesgue-mérhets
halmaz, amelyet f kolcsonosen egyértelmtien f(A)-ra képez.

166. Legyen f : R — R olyan Lebesgue-mérhetd fiiggvény, amelynek van akéar-
milyen kicsi pozitiv periédusa. Bizonyitsuk be, hogy alkalmas ¢ € R-re f(x) = ¢
majdnem mindeniitt.

167. Legyen A o-gyfirli, A € A, és f : A — R véges értékl mérhetd fiiggvény.
Bizonyitsuk be, hogy ha g : R — R folytonos (vagy éltaldnosabban, ha Borel-
mérhetd), akkor g o f is mérhetd.

168. Igaz-e, hogy ha g: R — R Lebesgue-mérhets és f: R — R Borel-mérhetd,
akkor g o f is Lebesgue-mérhets? Es ha f folytonos? Es ha f differencidlhat6?

169. Jeldlje f a Cantor-fiiggvényt'>.

(i) Mutassuk meg, hogy go f Lebesgue-mérhetd minden g: R — R fiiggvény-
re.

(ii) Igaz-e, hogy g o f Borel-mérhet6 minden ¢g: R — R fiiggvényre?

170. Legyen f: R — R. Mi annak a feltétele, hogy g o f Borel-mérhet6 legyen
minden g: R — R fiiggvényre?

171. Legyen f: R — R. Mi annak a feltétele, hogy g o f Lebesgue-mérhetd
legyen minden g: R — R fiiggvényre?

172. Legyen f: R — R. Mi annak a feltétele, hogy f o g Lebesgue-mérhetd
legyen minden ¢g: R — R fiiggvényre?

173. Legyen A C R tetszdleges halmaz, és legyen f: A — R. Bizonyitsuk be a

7~ 2

kovetkezd allitasokat.

3A Cantor-halmaz minden pontja felirhaté a 3-as szdmrendszerben 0, ajas . .. alak-
ban, ahol a; = 0 vagy 2 minden ¢-re. A Cantor-fiiggvényt a 3-as szamrendszerben felirt

ai a s
x = 0,a1az ... pontban a 2-es szdmrendszerben felirt 0, 51?2 ... szammal definialjuk.

Az igy definialt figgvényt a Cantor-halmaz kiegészit6 intervallumain alkalmas konstans-
nak definidlva egy monoton névs folytonos fiiggvényt kapunk, amely [0, 1]-et Snmagéra
képezi. Ez a Cantor-fiiggvény.
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(i) Ha A Borel-mérhetS (Lebesgue-mérhetd) és f folytonos A-n, akkora D f,
D, f, D™ f, D_f Dini-derivaltak mindegyike Borel-mérhetd (Lebesgue-
mérhetd) az értelmezési tartomanyén.

(ii) Ha A Borel-mérhetS (Lebesgue-mérhetd), akkor f’ értelmezési tartoma-
nya (vagyis azon x € A pontok halmaza, amelyek torl6dasi pontjai A-nak,

és amelyekben a véges f'(z) = lim (f(y) — f(x))/(y — x) hatérér-
y—x, yeA

ték 1étezik) Borel-mérhetd (Lebesgue-mérhetd), és ezen f’ Borel-mérhetd
(Lebesgue-mérhetd).
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8. Integral
Definiciok és egyéb tudnivalok

Legyen ;1 mérték az A o-algebran, és legyen A € A. Ha f: A — R nemnegativ

értéki egyszerd fiiggvény, akkor vannak olyan Ay, ..., A, € A pdronként disz-
junkt halmazok és olyan c1,...,Cy, nemnegativ valés szamok, hogy f(z) = ¢;,
hax € A; (i = 1,...,n). Ekkor az f fuggvény Lebesgue-integrdljdt (roviden
integraljat) az / fdu = Z c - i) képlettel definidljuk. Konny( belétni,
hogy az integrdl értéke Joldeﬁnlalt azaz ha Bj,..., B, € A paronként disz-
junkt halmazok, dy, ..., d; nemnegativ valés szamok, és f(x) = d;, haz € B;

(Jj= ), akkor Z ¢ Z d; - u(B

Legyen f nemnegatlv mérhetd fuggveny az A € A halmazon. Ekkor az f
fliggvény Lebesgue-integrilja (roviden integrélja) az / s dy integralok halmaza-

nak szuprémuma, ahol s befutja azon egyszert fiiggvgnyek halmazat, melyekre
0 < s < f. A nemnegativ mérhetd fiiggvények integraljara harom alapvetd tétel
vonatkozik.

A monotonkonvergencia-tétel14 azt allitja, hogy ha 0 < f; < fo... mérhetd
fiiggvények az A € A halmazon, akkor

/ lim f,dy = lim/fndu.
ATL—)OO n—oo A

Ebbdl egyszeriien kovetkezik a nemnegativ tagii sorok tagonkénti integrdlhatosd-
ga, ami azt allitja, hogy ha f1, fo, . .. nemnegativ mérhets fiiggvények az A € A

halmazon, akkor
/ oo oo
S tudu=Y" [ fud
A n=1 n=1 A

Fatou lemmdja azt allitja, hogy ha f1, fo, ... nemnegativ mérhetd fiiggvények az
A € A halmazon, akkor

/ liminf f, dp < hm mf/ fndp.
A

n—0o0

4 A monotonkonvergencia-tételt néha Beppo Levi-tételnek is nevezik. Vannak, akik
a monotonkonvergencia-tétel azon varidnsét nevezik igy, amikor f1-rél a nemnegativitas
helyett integralhatésdgot tesziink fel.

43
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Legyen A € A és legyen f: A — R mérhets. Az f fiiggvény Lebesgue-
integrdlja (roviden integrélja)

/AfduzfAfwu—/Afdu, (5)

feltéve, hogy a jobb oldal értelmes, azaz ha az / fHdu és / f~ dup integra-
A A

lok legaldbb egyike véges. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény integrdlhaté az A

halmazon, ha az [ fdu integral 1étezik és véges. Az f fiiggvény tehat ponto-

san akkor integrdlhaté az A halmazon, ha az / fHdués / f~ dup integralok
mindegyike véges. A A

Konny belatni, hogy ha f, g mérhetd fiiggvények A-n, és ha f = g p-m.m.
A-n, akkor / fdp = / g du abban az értelemben, hogy ha az egyik integ-

rél 1étezik, akkor a mésik is, és egyenldek. Ez motivélja a kdvetkezd definicidt.
Legyen f értelmezve az A € A halmaz egy részhalmazan. Azt mondjuk, hogy
f Lebesgue-integrélja (roviden integrlja) az A halmazon létezik és egyenl I-
vel, ha van olyan g: A — R mérhet6 fiiggvény, hogy f = g p-m.m. A-n, és

/ gdup = I. Ezt ugy jeloljiik, hogy / fdu = 1. Az f figgvény integralhaté
A

A-n,ha [ fduplétezik és véges. Nem nehéz belatni a kdvetkezd allitdsokat.
A

Ha/ f du 1étezik és az értéke < oo, akkor f < oo y-m.m. A-n.
A

Ha/ f du 1étezik és az értéke > —oo, akkor f > —oo y-m.m. A-n.
A

Ha f integrdlhaté A-n, akkor f értéke véges p-m.m. A-n.

Ha az / f du integral 1étezik, akkor minden ¢ € R-re ¢ - f-nek is l1étezik az
integralja A-n, és/ c-fdu=c- / fdu.
A A

Haaz / fdués / g dp integralok 1éteznek és az értékiik 9sszeadhato, akkor
A A
f + g értelmes y-m.m. A-n, f + g-nek 1étezik az integrdlja A-n, és

Juradn= [ sivu [ rau
/Afdu‘ S/A!f\du-
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Fiiggvénysorozatok integrdljara vonatkozik a kovetkezd két tétel. A nagy
Lebesgue-tétel azt allitja, hogy ha az fy, fo, ... és g fliggvények integralhat6ak
az A € A halmazon, |f,| < g p-m.m. A-n minden n-re és f = lim f,, p-m.m.

n—o0

A-n, akkor/fd,u: lim/fnd,u.
A n—oo A

A kis Lebesgue-tétel azt éllitja, hogy ha az fi, fo, ... fliggvények mérhetSek a
véges mértékd A € A halmazon, van olyan K € R, hogy |f,| < K p-m.m. A-n

minden n-re és f = lim f,, p-m.m. A-n, akkor [ fdu = lim fndu.

Az (X, A, i) hdrmast mértéktérnek nevezziik, ha X nemiires halmaz, A olyan
o-algebra, amelynek maximélis eleme X, és p mérték A-n. Az (X, A, ;1) mér-
téktér valosziniiségi mértéktér, ha p(X) = 1.

Legyenek (X1, A1, 1) és (Xa, Ag, 12) mértékterek. Tudjuk, hogy az

Ay x Ag = {A1 x Ag: A; € A; (i =1,2)}

halmazrendszer félgyliri (lasd a 23. feladatot). Meg lehet mutatni, hogy a
m(A1 X Ag) = pu1(A1) - pa(A2) halmazfiggvény mérték az A; x Ao félgytirin.
A 7 mérték a (2)-ben leirt médszerrel kiterjeszthetd kiilsé mértékként P(X)-re,
ahol X = X3 x X». Jeloljiik az gy kapott kiilsé mértéket is m-vel. Jeloljik M-
vel azon halmazok rendszerét, amelyek e kiterjesztésre nézve mindent j6l vignak
ketté. Ekkor Carathéodory tétele szerint M. olyan o-algebra, amelyen m mérték.
Az (X, My, ) mértékteret az (X1, Ay, p1) és (Xo, Az, no) mértékterek szorza-
tdnak nevezziik.

Ha f: X; X X5 — R, akkor f szekcidfiiggvényeinek nevezziik azokat az
fe: Xo = R(x € X1)és f¥: X1 — R (y € Xy) fiiggvényeket, amelyekre
fo(y) = fY(x) = f(z,y) minden z € X;-re és y € Xo-re.

Legyen az (X1, A1, p1) és (Xo, Az, uo) mértékterek szorzata (X, M, 7).
Fubini® tétele azt 4llitja, hogy ha az / f dr integral 1étezik, és az {(z,y) €

X
X: f(z,y) # 0} halmaz o-véges m-mértéki (azaz ha lefedhetd megszamlalha-

téan sok véges m-mértéki halmazzal), akkor p;-m.m. x € X;-re az Sz dpo
X2

integrdl 1étezik, az x — fz duo fiiggvénynek létezik az integralja Xi-en, és
X2

/deﬂ—/xl< XQfxd,UQ) dps .-

5Guido Fubini (1879-1943) olasz matematikus.
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Feladatok

174. Legyen p mérték az A o-algebrdn, legyen A = A1 U A U ... ., ahol Ay, Ao,
. € A péronként diszjunkt halmazok, és legyenek c1,co,... € R tetszGleges
kiterjesztett valds szdmok. Legyen f(x) = ¢y, haz € A, (n =1,2,...). Mia

pontos feltétele annak, hogy (a) 1étezzen az / f dp integrdl; illetve hogy (b) f
A
integralhaté legyen A-n?

175. Legyen (X, A, ;1) mértéktér, és legyenek A, € A (n =1,2,...) tetszSleges
halmazok. Legyen f(z) azon A; halmazok szdma, amelyek tartalmazzdk x-et.

o0

Bizonyitand6, hogy ekkor f mérhetd, és / fdu= Z w(Az).

X i=1
176. Legyen (X, A, u) val6szinliségi mértéktér, és legyenek A4, ..., A, € Atet-
szbleges halmazok. Bizonyitsuk be, hogy vannak olyan 1 < ¢ < j < n indexek,
hogy p(A; N Aj) > pu(A;) - p(Aj) —1/n.
177. Mutassuk meg, hogy ha n paros, akkor megadhaté n db 1/2-mértékl halmaz
[0, 1]-ben dgy, hogy koziiliik barmely kettGnek a metszete (1/4)—(1/4(n—1))
mértékd. Azt is mutassuk meg, hogy pdratlan n-re ez lehetetlen.
178. Legyen (X, A, ) valészintiségi mértéktér, A1, Ag... € Aés u(A,) = ¢
(n=1,2,...), ahol 0 < ¢ < 1. Bizonyitsuk be, hogy barmely, pozitiv szimokbdl
allo £1, e9... sorozathoz van olyan n; <ng < ... részsorozat, hogy (A, N Anj) >

¢? — ¢; minden i < j-re.

179. Legyen (R, A, ;1) mértéktér. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi allitdsok ekvi-
valensek.

(i) Valahdnyszor az f : R — R fiiggvény mérhet$ A-ra nézve és a lim f
Tr—00

hatéarérték 1étezik és véges, akkor f integralhaté R-en és / fdu= lim f.
R

T—r00

(i) u(R) =1, tovabba ;1(A) = 0 minden feliilrél korlatos A € A halmazra.

180. Bizonyitandd, hogy ha f,, (n = 1,2,...) és f mérhets fiiggvények A-n és
/ |fn — fldp < 1/n?, akkor f, — f p-m.m.
A

181. Legyen (X, A, 1) valdszintiségi mértéktér. Legyenek f,: X — R (n =
1,2,...) mérhets fiiggvények, amelyek kozos korlat alatt vannak X-en. Bizo-

nyitsuk be, hogy ha/ fndu = a és / fnfmdu = o valamely a € R-re
X

X
minden n # m esetén, akkor

i L@+ 1)

n—oo n

=a p-mm. z € X-re. (6)
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182. Legyen (X, A, ) val6szintiségi mértéktér. Legyenek A,, € A olyan halma-
zok, melyekre (1(A,) = a és u(A, N A,,) = a® valamely a € [0, 1]-re minden
n # m esetén.

Jeloljikk A,,(z)-szel azon 1 < i < n indexek szdmét, amelyekre = € A;. Mu-
tassuk meg, hogy p-m.m. z-re nh_}ngo Ay (x)/n = a. (Ez a nagy szdmok torvénye.)

183. Legyen ¢ > 2 adott egész szam, és tekintsiik az = € [0, 1] szdmok felirdsat g
alapd szdmremdszerben. Legyen 0 < s < ¢ — 1 egy adott jegy, és jeloljik B,,(x)-
szel az s-sel egyenl6 jegyek szdmdt x ¢ alapd szdmrendszerbeli felirdsdnak elsd
n jegye kozott. Bizonyitsuk be, hogy p-m.m. z-re nlggo By (z)/n = 1/q (Borel
tétele).

184. Legyen (X, A, ) valoszintiségi mértéktér, és legyenek A;, As, ... olyan
o0

halmazok, hogy p(A;NA;) = p(A;)-p(A;) minden i # j-re, és Z w(Ay) = oo.
n=1

Bizonyitsuk be, hogy ekkor u (lim sup An> = 1 (vagyis u-m.m. pont végtelen

n—00

sok A, -nek eleme). (Ezt az éllitast a 64. feladat allitasaval egyiitt Borel-Cantelli-
lemmdnak nevezik.)

185. Legyen (X, A, 1) valészinliségi mértéktér, és legyenek Aj, Ao, ... olyan
halmazok, hogy 11(A; N A;) = pu(A;) - 1(A;) minden ¢ # j-re. Mutassuk meg,
hogy ekkor vagy u <lim inf An) = 0, vagy pedig p (lim inf An) =1.

n—oo n—oo
186. Legyen az = € [0, 1] szam tizedestort alakja © = 0,a1az..., és legyen

f(x) =k, ahol k a legkisebb index, amelyre a;, = 1. Ha nincs ilyen index, akkor
legyen f(x) = oo. Bizonyitsuk be, hogy f Lebesgue-mérhetd, és szamitsuk ki az

1
/ f dX integralt.
0

187. Legyen 1 < 41 < iy < ... pozitiv egészek egy rogzitett novs soro-
zata. Ha az x € [0, 1] szdm tizedestort alakja x = 0,ajaz ..., akkor legyen
f(0,a1az...) = 0,a; a, . ... Bizonyitsuk be, hogy f Lebesgue-mérhetd, és sza-

1
mitsuk ki az / f dX integralt.

0
188. Haaz x,y € [0, 1] szdmok tizedestort alakja z = 0,a1ay...ésy = biby.. .,
akkor legyen f(x) = 0,a1biasbs .. .. Bizonyitsuk be, hogy f Lebesgue-mérhetd

a[0,1] x [0, 1] négyzeten, és szamitsuk ki az / f dXg integralt.
[0,1]x[0,1]

189. Ha = € [0,1] kettes szdmrendszerbeli alakja 0,ajas ..., akkor legyen
f(x) = 0,aqay... tizes szamrendszerben leolvasva. Bizonyitsuk be, hogy f
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1
Lebesgue-mérhetd, és szamitsuk ki az / f dX integralt.
0

190. Bizonyitsuk be, hogy minden f: [a,b] — R Lebesgue-integralhaté fiigg-
vényhez és minden £ > 0-hoz van olyan g: [a,b] — R 1épcsdsfiiggvény, hogy

b
/ If — gld\ < e.

191. Bizonyitsuk be, hogy minden f: R? — R Lebesgue-integralhaté fiigg-
vényhez és minden ¢ > 0-hoz van olyan g: R” — R folytonos fiiggvény, hogy

/ If —gldX\ < e.
RP

192. Legyen f: [a,b] — R Lebesgue-integralhaté. Bizonyitsuk be, hogy az
x
F(z) = / fdX\ (z € [a,b]) fiiggvény folytonos [a, b]-n.

a

193. Bizonyitsuk be, hogy ha f Riemann-integralhaté [a, b]-n, akkor f Lebesgue-
b b
integrélhat6 [a, b]-n, és / fd\= / fdzx.
a a

194. Az integrdlszdmitds mdsodik kozépértéktétele azt éllitja, hogy ha g : [a, b] —
R monoton és f : [a,b] — R Riemann-integralhatd, akkor van olyan a < ¢ < b,
hogy

b c b
[ romn=g- [ raregw)- [ g 0
a a C
Felhasznélva, hogy ez igaz minden folytonos f : [a,b] — R fiiggvényre, bizo-
nyitsuk be, hogy minden Lebesgue-integralhaté f fliggvényre is igaz.

195. Legyen f : [a,b] — [0, 00) adott, és legyen A = {(z,y) : = € [a,b], 0 <
y < f(x)} c R2 Bizonyitsuk be, hogy az f fiiggvény akkor és csak akkor
Lebesgue-mérhetd, ha az A halmaz Lebesgue-mérhetd.

196. Konstruéljunk olyan korldtos és Lebesgue-mérhetd fiiggvényt [a, b]-n, amely
nem Riemann-integralhat6, s6t, semmilyen nullmérték(i halmazon megvaltoztatva
sem lesz Riemann-integrilhaté.

197. Konstrudljunk olyan nemnegativ, véges érték{i Lebesgue-mérhets f fligg-
b
vényt [0, 1]-en, amelyre / fd\=oominden 0 < a < b < 1-re.
a
198. Legyen f Riemann-integralhaté [a, b) minden zért részintervalluméban.

(i) Bizonyitsuk be, hogy ha f > 0, akkor

/abfdA:/:fd:c,

ahol a jobb oldalon improprius integral all.
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(ii) Bizonyitsuk be, hogy f akkor és csak akkor Lebesgue-integralhatd [a, b]-n,

b
ha az / f da improprius integral abszolut konvergens, és ekkor
a

/abfd/\:/abfda:.

199. Mutassuk meg, hogy ha f Lebesgue-integrdlhat6 [a,b]-n, akkor az N =
{z € (a,b) : li_r>n f(y) = oo} halmaz nullmértéki.
y—x

200. Konstrudljunk olyan Lebesgue-integralhaté f: R — [0, oo] fiiggvényt, mely-
nek minden raciondlis pontban oo a hatdrértéke.

201. Konstrudljunk olyan Lebesgue-integralhat6 f : [0,1] — [0, oo] fiiggvényt,
amelynek a Cantor-halmaz minden pontjdban oo a hatarértéke, és a (nyilt) kiegé-
szitd intervallumok mindegyikén folytonos.

202. Legyen p mérték az A o-algebran, legyen A € A véges mértéki halmaz,
és legyen f: A — R olyan mérheté fiiggvény, amelynek az értékkészlete része a
[¢, d) balrdl zart, jobbrdl nyilt intervallumnak.

(i) Bizonyitsuk be, hogy minden £ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha ¢ =
n

Yo < Y1 < ... < yp = degy d-ndl finomabb felosztds, akkor a Zyl .
i=1
w(A(yi—1 < f < y;)) osszeg e-ndl jobban megkozeliti f integraljat A-n.

d
(ii) Legyen ¢(y) = u(A(f < y)). Mutassuk meg, hogy/ fdu = / y do,
A c

ahol a jobb oldalon Riemann—Stieltjes-integral 4ll.

d
(iii) Mutassuk meg, hogy / fdz=c-pu(A) —I—/ w(A(f > vy)) dy.
A c

203. Legyen p mérték az A o-algebran, és legyen A € A tetsz8leges (nem feltét-
leniil véges mértékii) halmaz. Bizonyitsuk be, hogy ha f nemnegativ és mérhet6

A-n, akkor /A fdu= /OOO W(A(f > x)) dx.

204. Legyen (X, A, 1) mértéktér, A € A, és legyen f pozitiv és mérhetd A-n.
(i) Bizonyitsuk be, hogy ha p(A) > 0, akkor/ fdu>0.
A

(ii) Bizonyitsuk be, hogy ha 1i(A) nem o-véges, akkor / fdp = oc.
A
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205. Legyen (X, A, u1) mértéktér, A € A, és f: A — R integrdlhaté. Bizonyit-

suk be, hogy ha '/ fdu| = / | f| du, akkor vagy f(z) > 0 y-m.m. = € A-ra,
A A

vagy pedig f(x) <0 p-mm. x € A-ra.

206. Legyen (X, A, ;1) mértéktér, A € A, és f: A — R integralhat6. Bizonyi-

tand6, hogy minden € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha B C A, B € Aés

w(B) <4, akkor/ |f| du < e.
B

207. Legyen p mérték az A o-algebran, A € A, legyenek f, : A — R (n =
1,2,...) mérhetdek, | f,,| < s minden n-re, ahol s integralhaté A-n, és tegyiik fel,

hogy f., — f pontonként A-n. Bizonyitsuk be, hogy / |fr— fldu — 0.
A

208. Legyen (X, A, p1) val6szinliségi mértéktér, és legyen f nemnegativ, mérhets

fuggvény X-en. Bizonyitsuk be, hogy / log fdp < log (/ fd,u), feltéve,
X X

hogy a bal oldali integral 1étezik, a log(oco) = oo és log0 = —oo konvencidk
alkalmazésa mellett.

209. Legyen (X, A, 1) mértéktér, és legyen f nemnegativ, mérhetd fiiggvény X -
en, amelyre / f dp = 1. Bizonyitandd, hogy
X

/Alogfdu < —u(A) - log u(A)

o~

minden A € A-ra. (Az el6z0 feladat konvenciéit hasznaljuk.)

210. Legyenek f és g integrdlhatéak A-n. Bizonyitsuk be, hogy

‘/fduﬂ-/gdu‘é/lfﬂ-gdﬂ-
A A A

211. Legyen (X, A, ;1) mértéktér, A € A, és legyenek f, g nemnegativ integral-
hat¢ figgvények A-n. Bizonyitsuk be, hogy ha

/AfngZ\//Aﬂdu-\//Agzdu,

akkor vagy f = 0 p-majdnem mindeniitt, vagy pedig van olyan c, hogy p-m.m.
x € Arag(z)=c- f(z).
212. Legyen p,q > 1,és p ' + ¢ ' = 1. Legyen (X, A, 1) mértéktér, A € A,

és legyenek f, g nemnegativ, integralhaté fiiggvények A-n, melyekre / fgdu =
A

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos
Feladatok 51

(/ / fPdu - (/ / g? du. Bizonyitsuk be, hogy ekkor vagy f = 0 u-majdnem

A A

mindeniitt, vagy pedig van olyan ¢, hogy p-m.m. x € A-ra g(z)? = c- f(z)?.

213. Legyen p véges mérték R Borel-részhalmazain. Bizonyitsuk be, hogy ha

f : R — R korldtos Borel-mérhet fiiggvény, akkor az x +— / flx+t)du(t)
R

fliggvény Borel-mérhetd.

214. Bizonyitsuk be, hogy van olyan p véges mérték R Borel-részhalmazain, és
van olyan korldtos, zart F' halmaz, hogy u({z}) = 0 minden = € R-re, és az
x — p(F — x) fiiggvény nem folytonos.

215. Bizonyitsuk be, hogy ha f: [a, b] — R Lebesgue-integralhatd, akkor
b
lim f(z) - sin(nx)d\ =0

n—oo a

(Riemann16 lemmdja).

216. Legyen f : [a,b] — R Lebesgue-integralhatd, legyen tovdbbd g : R — R 1
szerint periodikus, korlatos és Lebesgue-mérhetd. Bizonyitsuk be, hogy

tlggo/f g(tz) d) = /f )d\ - /1 (z) dA. (8)

217.

(i) Bizonyitsuk be, hogy ha A, B C R Lebesgue-mérhetd halmazok, melyekre
A(A), A(B) > 0, akkor van olyan z € R, hogy A(AN (B +z)) > 0.

(ii) Bizonyitsuk be, hogy ha A, B C [0, 1] Lebesgue-mérhetd halmazok, akkor
van olyan x € R, hogy
MAN(B+1x)) > - MA)A(B). 9

(iii) Mutassuk meg, hogy (9) jobb oldaldn az 1/2 egyiitthaté nem javithato.

16Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826—1866) német matematikus.
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9. Képhalmazok

Definiciok és egyéb tudnivalok

Legyen A C RP. Azt mondjuk, hogy az f: A — RY leképezés Lipschitz'’, ha
van olyan K > 0, hogy |f(y) — f(z)| < K - |y — x| minden z,y € A-ra.

Az f leképezés lokdlisan Lipschitz, ha minden x € A-ra vannak K,6 > 0
szamok dgy, hogy | f(y) — f(z)| < K - |y —z| mindeny € A, |y — x| < J esetén.

Ismeretes (és nem nehéz beldtni), hogy minden G C R nyilt halmaz elall

mint paronként diszjunkt nyilt intervallumok unidja, és az eldallitds egyértelmd.
Az eléallitasban szerepld nyilt intervallumokat G komponenseinek nevezzik.

Feladatok

218. Legyen A C R Borel-halmaz, és legyen f: A — R monoton. Bizonyitsuk
be, hogy f(A) Borel.

219. Legyen f: [u,v] — R monoton nov{ és balrdl folytonos fiiggvény, és le-
gyen piy az [ altal generdlt Lebesgue—Stieltjes-féle kiilsé mérték. Bizonyitsuk be
a kovetkezd allitasokat:

(i) Tetsz6leges H C [u,v)-re A\(f(H)) < psp(H).
(i) Haa H C [u,v) halmaz pontjaiban f jobbrdl is folytonos, akkor pi¢(H) =
A(f(H)).
(iii) TetszSleges H C [u,v) halmazra py(H) egyenld \(f(H))-nak és az f
fliggvény H-ban fekv6 szakaddasi pontjaiban val6 ugrdsainak dsszegével.

220. Legyen f: [u,v] — R monoton ndvs és balrdl folytonos fiiggvény. Bizo-
nyitsuk be, hogy ha H C [u,v) mérhetS jis-re nézve, akkor f(H) Lebesgue-
mérhetd. Ha f szigordan monoton, akkor a megforditas is igaz.

221. Bizonyitsuk be, hogy van olyan szigorian monoton folytonos (s6t folyto-
nosan differencidlhatd) f: [0,1] — [0, 1] fiiggvény, amely egy pozitiv mértékd

"Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (1832-1903) német matematikus.
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halmazt nullmértékd halmazba képez. (Vegyiik észre, hogy ekkor f inverze egy
nullmértékd halmazt pozitiv mértékd halmazra képez.)

222. Bizonyitsuk be, hogy van olyan g: [0, 1] — [0, 1] folytonos fiiggvény, amely
egy alkalmas mérhet6 halmazt nem-mérhet6 halmazra képez.

223. Bizonyitsuk be, hogy van olyan f : R — R folytonos fiiggvény, amely mint
az (R, £, \) mértékteret 6nmagédba képezs leképezés nem mérhetd (vagyis nem
igaz, hogy ha H mérhetd, akkor £~ (H) is mérhets). Miért nem mond ez ellent
annak a ténynek, hogy minden folytonos fiiggvény Lebesgue-mérhetd?

224. Legyen H C RP, és legyen f : H — RP lokalisan Lipschitz-leképezés.
Bizonyitsuk be, hogy ha A(H) = 0, akkor A(f(H)) = 0.

225. Legyen H C RP, éslegyen f : H — RP lokalisan Lipschitz. Bizonyitsuk
be, hogy ha H Lebesgue-mérhetd, akkor f(H) is Lebesgue-mérhetd.

226. Milyen (p, q) parokra igaz az az éllitas, hogy ha H C R” Lebesgue-mérhets
ésaz f : H — RY leképezés Lipschitz, akkor f(H) is Lebesgue-mérhetG?

227. Legyen H C R, f: H — R, és tegyiik fel, hogy |D" f(z)] < K és
|D+ f(xz)] < K minden olyan x € H-ra, amely H-nak jobb oldali torlodasi
pontja. Bizonyitsuk be, hogy ekkor A(f(H)) < K - A\(H).

228. Bizonyitsuk be, hogy ha f: H — R differencidlhaté a mérhet6 H C R
halmaz torlédasi pontjaiban, akkor \(f(H)) < / |f'| dX.
H

229. Legyen f: H — R monoton n6vé és differencidlhaté a mérhet6 H C R
halmaz torléddsi pontjaiban, és tegyiik fel, hogy f'(z) > K minden ilyen pont-
ban. Bizonyitsuk be, hogy ekkor A(f(H)) > K - \(H).

230. Bizonyitsuk be, hogy ha f: H — R monoton n6vs és differencidlhaté a
mérhetd H C R halmaz torl6dési pontjaiban, akkor A(f(H)) = / fdA.
H

A kovetkez6 néhdny feladat célja a 230. feladat allitdsdnak altaldnositdsa de-
rivéltakrol Dini-derivéltakra.

231. Legyen f: [a,b] — R monoton n6vd és jobbrdl folytonos. Legyen m > 0.
Jeloljiik U-val azon x € (a, b) pontok halmazat, amelyekre van olyan x < y < b,
hogy (f(y) — f(x))/(y — x) > m. Bizonyitsuk be, hogy U nyilt, és U minden
(u, v) komponensére teljesiil, hogy (f(v) — f(u))/(v —u) > m.

232. Legyen f: [a,b] — R monoton novd, és legyen m > 0. Bizonyitsuk be,
hogy
A({z € (a,b): DF f(x) > m}) < (f(b) — f(a))/m.
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233. Legyen f: [a,b] — R monoton novd, és legyen m > 0. Bizonyitsuk be,
hogy ha A C (a,b) és DV f(x) > m minden x € A-ra, akkor A\(f(A4)) >
m - A(A).

234. Legyen f: [a,b] — R monoton nové, és legyen A C [a,b] Lebesgue-
mérhetd. Jelolje D f az f fiiggvény négy Dini-derivaltjanak akarmelyikét. Bizo-
nyitsuk be, hogy ha D f véges az A halmaz minden pontjaban, akkor A(f(A)) =

/Dfd)\.
A

235. Mutassuk meg, hogy az el6z6 (234.) feladat allitdsa nem marad igaz, ha a
D f figgvény végességét nem tessziik fel.
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10. Mértéktarto leképezések
Definicio

Legyenek (Xi,.A1, 1) és (Xo, Az, p2) mértékterek. Azt mondjuk, hogy f :
X1 — Xy mértéktarto leképezés, ha minden B € Ay halmazra f _1(3) e Ay

és i (f71(B)) = pa(B).
Feladatok

236. Legyen (X, A, 1) mértéktér, és legyen v olyan mérték B(RP)-n, amely vé-
ges a korlatos halmazokon. Legyen f: X — RP olyan fiiggvény, amelyre telje-
siil, hogy f~!(B) € A minden B C R” Borel-halmazra. Mutassuk meg, hogy
f akkor és csak akkor mértéktart6 az (X, A, u) mértéktérrdl az (RP, B(RP),v)
mértéktérbe, ha minden T € PP téglara u(f~H(T)) = v(T).

237. Legyen (X, A, u) véges mértéktér, és legyen f: X — R véges értékd mér-
hetd fiiggvény. Jeloljik f eloszlasfiiggvényét F'-fel, és legyen - az F' ltal gene-
ralt Lebesgue—Stieltjes-mérték. Mutassuk meg, hogy f mértéktart6 az (X, A, p)
mértéktérrol az (R, B(R), pr) mértéktérbe.

238. Legyen f mértéktarté leképezés az (X1, Ay, p1) mértéktérrdl az (Xo, Az, p12)
mértéktérbe, és legyen g : Xo — R mérhetd az As o-algebra szerint. Bizonyitsuk

be, hogy ekkor
/ gdpy = / (gof)dm (10)
X X1

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal 1étezik, akkor a mésik is, és egyen-
16ek.

239. Legyen (X, A, 1) mértéktér, A € A, p(A) < oo, éslegyen f: A — R
véges értékd mérhets fuggvény. Legyen F' az f eloszlasfiiggvénye, és legyen up
az I 4ltal generdlt Lebesgue—Stieltjes-mérték R Borel-halmazain. Bizonyitsuk

be, hogy
/ fdp = / rdup
A R

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal 1étezik, akkor a mésik is, és egyen-
16ek.

240. Adjunk példat olyan (X1, Aj, p1) és (Xa, Ag, ug) mértékterekre, f : X; —
Xo mértéktartd leképezésre és g : Xo — R leképezésre, hogy / (gof)duy

X1
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56 10. Mértéktarto leképezések

l1étezik, de / g duo nem létezik. Miért nem mond ez ellent a 238. feladat allita-
X
sdnak? ’

241. Legyen [0,1) = U[ai, b;) egy véges vagy végtelen felosztds, és legyen

f(@) = (& —ai)/(bi — a:)
minden i-re és a; < x < b;-re. Bizonyitsuk be, hogy az f : [0,1) — [0,1)
leképezés mértéktart6 a ([0, 1), B(]0,1)), \) mértéktérrdl Gnmagéba.

242. Legyen n pozitiv egész. Lassuk be, hogy az z +— {nz} (x € [0, 1)) leképe-
zés mértéktart6 az ([0, 1), B([0, 1)), A) mértéktérrdl 6nmagdba. (Itt {y} az y valds
szam tortrészét jeloli.)

243. Bizonyitsuk be, hogy az f(z) =z — 1 (z € R\ {0}), f(0) = 0 leképezés
mértéktartd az (R, B(R), A) mértéktérrl onmagaba.

244. Bizonyitsuk be, hogy ha f: R — R Lebesgue-mérhetd, akkor

/_Zf(x)dA:/_Zf(x—i)dA (11)

abban az értelemben, hogy ha az egyik oldal 1étezik, akkor a mésik is, és egyen-
16ek (Boole'® tétele).

245. Legyen f(0) = 0és f(x) = {7} (0 < x < 1). Bizonyitsuk be, hogy
az f:[0,1) — [0,1) leképezés mértéktarté a ([0,1), B(]0,1)), 1) mértéktérrdl

onmagdba, ahol p(A) = / (1 + )~ d\ minden A € B([0,1))-re.
A

18George Boole (1815-1864) angol matematikus.
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11. Korlatos valtozasa fiiggvények

Definiciok és egyéb tudnivalok

Emlékeztetjiikk az olvasét, hogy V (f;[a, b])-vel jeldljikk az f: [a,b] — R fiigg-

fiiggvény korldtos vdltozdsi, ha V (f; [a, b]) < oo.

Ismeretes, és konnyi bizonyitani, hogy V (f;[a,b]) = V(f;[a,c]) + V(f;c, b))
minden a < ¢ < b-re.

Ugyancsak konnyen lathatd, hogy tetszSleges g, h: [a,b] — R figgvényekre
V(g+hs [a,b)) < V(g5 [a. b))V (hs [a, b)), valamint [V (g; [a, b))~V (h; [a, b)) | <
V(g — h;a, b]).

Feladatok

246. Bizonyitsuk be, hogy ha f és g korlatos véltozéasuak [a, b]-ben, akkor f + g,
f g, és tetszbleges ¢ € R-re ¢ - f is korlatos vdltozasu [a, b]-ben.

247. Legyen f : [a,b] — R folytonos. Minden y € R-re jeloljiik N (y)-nal
fY({y}) szdmossagat, ha ez véges, illetve legyen N (y) = oo, ha f~({y}) vég-

telen. Mutassuk meg, hogy az N fiiggvény Borel-mérhet6 R-en, és | N d\ =
R

V(f;]a,b]) (Banach" tétele).

248. Legyen f, 3(0) = 06s fo 5(x) = 2 - sin (mﬁ) (0 <z <1).Mely (e, B)

(B < 0 < «) pdrokra lesz f, g (i) differencidlhatd, (ii) korlatos valtozdsu, (iii)

Lipschitz, (iv) folytonosan differencidlhaté [0, 1]-ben?

249. Legyen f: [a,b] — R folytonos, és tekintsiik az f fiiggvény kovetkezd
lehetséges tulajdonsigait:

(i) f korlatos valtozasu.
(i) f m.m. értéket csak véges sokszor vesz fel.

(iii) Minden & > 0-hoz van olyan Y C R ésn < oo, hogy A(Y) < ¢, és f
minden y ¢ Y értéket legfeljebb n-szer vesz fel.

Stefan Banach (1892-1945) lengyel matematikus.
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58 11. Korlatos vdltozasu fiiggvények

Bizonyitsuk be, hogy (i)=>(ii) <= (iii). Mutassunk példat olyan f: [a,b] — R
folytonos fiiggvényre, amely rendelkezik a (ii) és (iii) tulajdonsdgokkal, de (i)-
gyel nem.

250. Legyen f korldtos valtozési [a, b]-n, és legyen V' (z) = V(f; [a, x]) minden
x € [a, b]-re.

(i) Bizonyitsuk be, hogy V + f és V — f monoton novo fiiggvények, tehat
f= VTH — V;f az f fiiggvény elballitdsa két monoton novo fliiggvény
kiillonbségeként.

(ii) Bizonyitsuk be, hogy ha f = g — h, ahol f és g monoton nové fiiggvények
[a, b]-n, akkor van olyan n: [a,b] — R monoton n6v{ fiiggvény, hogy g =

VTH +nésh= VTff + n.
x
251. Legyen g : [a,b] — R Lebesgue-integralhato, és legyen f(z) = / gdX

a
minden = € [a, b]-re. Mutassuk meg, hogy f korlatos vdltozasu, és V (f; [a,b]) =

b
/ 9] dA.

252. Bizonyitsuk be, hogy ha f : [a, b] — R differencidlhat6, akkor V'(f; [a, b]) <
b
/ |f'| d\. Specidlisan, ha f’ Lebesgue-integralhato, akkor f korldtos véltozdsq.
a
253. Igaz-e, hogy ha f : [a,b] — R differencidlhaté és korlétos valtozasu, akkor
aV(z) =V(f;la,z]) (x € [a,b]) figgvény is differencidlhaté?
254. Tgaz-e, hogy ha f : [a,b] — R differencidlhat6 és korlatos valtozésu, akkor

72z

el6all két differencidlhaté monoton fiiggvény kiilonbségeként?
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12. Abszolit folytonossag

Definiciok és egyéb tudnivalok

Az f: [a,b] — R fiiggvényt abszoliit folytonosnak nevezziik, ha minden € > 0-

hoz van olyan 6 > 0, hogy ha [a;,b;] (i = 1,...,n) egymasba nem nyul¢ inter-
n n

vallumok [a, b]-ben, melyekre Z(bi — a;) <6, akkor Z |f(bi)—fai)| <e.
i=1 i=1

Legyen (X, A, u) mértéktér, és legyen ¢ elGjeles mérték A-n. Azt mond-
juk, hogy ¥ abszoliit folytonos ji-re nézve, ha 9(A) = 0 teljesiil minden olyan
A € A halmazra, amelyre pi(A) = 0. A Radon®—Nikodym?*'-tétel azt dllitja,
hogy ha (X, A, n1) o-véges mértéktér (ez azt jelenti, hogy X elGéall megszamlal-
hatéan sok véges p-mértékd halmaz uniéjaként), és ha a ¥ eldjeles mérték ab-
szolit folytonos ji-re nézve, akkor van olyan mérhets f : X — R fiiggvény,

hogy 9(H) = / fdup minden H € A-ra. Az f fuggvény lényegében egyér-
H

telmd, azaz ha g : X — R mérhet és ¥(H) = / gdp minden H € A-ra,

H
akkor f = g p-m.m. X-en. Az f fiiggvényt a o el6jeles mérték p-re vonatkozd
Radon—Nikodym-derivdltjdnak nevezziik, és dd /du-vel jeloljik.

Feladatok

255. Bizonyitsuk be, hogy ha f és g abszoliit folytonosak [a, b]-ben, akkor f + g,
f g, és tetszBleges ¢ € R-re ¢ - f is abszolit folytonosak [a, b]-ben.

256. Bizonyitsuk be, hogy a \/z fiiggvény abszolit folytonos [0, 1]-en. Adjunk
meg minden € > 0-hoz j6 J-t.

257. Tegyiik fel, hogy f: [a,b] — R folytonos és korlatos véltozésd az [a, b]
intervallumban, és abszolut folytonos a [c, b| intervallumban minden a < ¢ < b-
re. Bizonyitsuk be, hogy ekkor f abszolit folytonos [a, b]-ben.

258. Mutassuk meg, hogy a Cantor-fiiggvény nem abszolit folytonos [0, 1]-en.
(Mutassuk meg, hogy € = 1-hez nincs jé J.)

259. Legyen f, 3(0) = 06s fo 5(x) = 2 - sin (mﬁ) (0 <x<1). Mely (a, B)
(8B < 0 < «) parokra lesz f, 3 abszolit folytonos [0,1]-ben? Ellendrizziik,

2johann Radon (1887—-1956) osztrak matematikus.
210tto Marcin Nikodym (1887-1974) lengyel matematikus.
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60 12. Abszoliit folytonossag

hogy f pontosan azokban az esetekben abszolit folytonos, amikor f’ Lebesgue-

integralhat6 [0, 1]-en.

260. Tegyiik fel, hogy az f: [a,b] — R fiiggvény rendelkezik azzal a tulajdon-

sdggal, hogy minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy ha az [a;,b;] C [a,b]
n n

intervallumokra Z(bZ — a;) < 6, akkor Z |f(bi) — f(a;)| < e. (Az intervallu-
i=1 i=

1
mok lehetnek egymadsba nytldak.) Bizonyitsuk be, hogy f Lipschitz.
261.

(i) Bizonyitsuk be, hogy ha az f: [a,b] — R fiiggvény abszoliit folytonos,
akkor a V' (z) = V(f;[a, z]) (x € [a, b]) fiiggvény is abszolit folytonos.

(ii) Bizonyitsuk be, hogy ha f: [a,b] — R abszoliit folytonos, akkor elall két
monoton és abszolit folytonos fliggvény kiilonbségeként.

262. Azt mondjuk, hogy az f : [a,b] — R fiiggvény rendelkezik az (N) tulaj-
donsédggal, ha minden nullmértékdi H C [a,b] halmazra f(H) is nullmértékd.
Bizonyitsuk be, hogy ha f: [a,b] — R abszolut folytonos, akkor (N) tulajdonsa-
gu.

263. Bizonyitsuk be, hogy ha f: [a,b] — R abszolit folytonos és f'(z) = 0
m.m. z € [a, b]-re, akkor f konstans.

264. Konstrudljunk olyan folytonos f: [a,b] — R fiiggvényt, amely (N) tulaj-
donsagu, és van egy pozitiv mértékd halmaz, amelynek az elemeit f végtelen
sokszor veszi fel.

265. Legyen A C Rés f: A — R. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény (S) rulaj-
donsdgii, ha minden € > 0-hoz van olyan > 0, hogy H C A, A\(H) < ¢ esetén
A f(H)) < e. Igaz-e, hogy ha f: [a,b] — R folytonos és (N) tulajdonsagu,
akkor (S) tulajdonsdga?
266. Bizonyitsuk be, hogy ha az f: [a,b] — R fiiggvény abszolit folytonos,
akkor (S) tulajdonsagu.
267. Legyen f: [a,b] — R folytonos. Bizonyitsuk be, hogy az aldbbi dllitdsok
ekvivalensek:

(1) Az f figgvény (S) tulajdonsagua.

(i) Az f fiiggvény (N) tulajdonsdgi, és m.m. értéket csak véges sokszor vesz

fel.

268. Bizonyitsuk be, hogy az f: [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor ab-
szoltt folytonos, ha folytonos, korldtos véltozasu és (N) tulajdonsdgi (Banach és
Zareckij22 tétele).

22Mojszej Aronovics Zareckij (1903-1930) orosz-szovjet matematikus.
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269. Konstrualjunk olyan f: [a,b] — R fiiggvényt, amely (i) folytonos és korla-
tos véltozasu, de nem (N) tulajdonsdgu; (ii) folytonos és (N) tulajdonsigui, de nem
korlatos valtozasu; (iii) korlatos valtozasu és (N) tulajdonsagu, de nem folytonos.

270. Bizonyitsuk be, hogy ha f: [a, b] — R differencidlhat6, akkor (S) tulajdon-
sagu.
271. Legyen f: [a,b] — R monoton novs és balrdl folytonos fiiggvény. Bi-

zonyitsuk be, hogy a uy Lebesgue-Sieltjes-mérték akkor €s csak akkor abszoliit
folytonos A-re nézve, ha f abszoltt folytonos.

272. Bizonyitsuk be, hogy az f: [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor abszo-
lat folytonos, ha van olyan g: [a,b] — R Lebesgue-integralhaté fiiggvény, hogy
x
f@) = f@)+ [ gix
a
273. Bizonyitsuk be, hogy f: [a,b] — R akkor és csak akkor integralfiiggvénye
egy Riemann-integrdlhat6 fliggvénynek (vagyis akkor és csak akkor 1étezik egy
xT

g: [a,b] — R Riemann-integrdlhaté fiiggvény, amelyre f(z) = g dt min-

a
den z € [a,b]-re), ha f(a) = 0, f Lipschitz, és van olyan A C |a, b] halmaz,
hogy [a, b] \ A nullmértékd, f differencidlhaté A pontjaiban, és f’ az A halmazra
megszoritva folytonos.

274. Mutassuk meg, hogy van olyan f: [a,b] — R fiiggvény, amely abszolut
folytonos, de [a, b] semmilyen részintervalluméban sem Lipschitz.

2

275. Legyen P C [a,b] nem iires és sehol sem sird zart halmaz, és legyen
f:[a,b] — R olyan monoton névé fiiggvény, amely konstans minden olyan in-
tervallumon, amely nem metszi P-t, de nem konstans semmilyen nyilt intervallu-
mon, amely metszi P-t. (A P = (' (Cantor-halmaz) esetében a Cantor-figgvény
ilyen.) Lehetséges-e, hogy f abszolit folytonos?

276. Igaz-e, hogy ha f : [0,1] — [0,1] és g : [0, 1] — [0, 1] abszolut folytonosak,
akkor f o g is abszolut folytonos [0, 1]-ben?

277. 1gaz-e, hogy egy f: [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor ll el§ két ab-
szoltt folytonos fiiggvény kompoziciéjaként, ha folytonos és (N) tulajdonsagi?
278. Igaz-e, hogy ha f: [a,b] — R differencidlhaté és abszolit folytonos, akkor

eldall két differencidlhaté monoton fiiggvény kiilonbségeként?

279. Bizonyitsuk be, hogy egy f: [a,b] — R fiiggvény akkor és csak akkor &l-
lithat6 el6 két abszolit folytonos fiiggvény kompoziciéjaként, ha folytonos és (S)
tulajdonsagu (Nina Bari®® tétele).

280. Legyen X végtelen halmaz, és legyen A = P(X). Legyen u(H) = oo, ha

23Nina Bari (1901-1961) orosz-szovjet matematikus.

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos

62 12. Abszoliit folytonossag

H C X nemiires, és legyen u(()) = 0. Legyen tovdbbd v(H) = oo, ha H C X
végtelen, és legyen v(H) = H elemszama, ha H C X véges. Ellendrizziik, hogy
wés v mértékek P(X)-en, és mindegyik abszolut folytonos a masikra nézve. Van-
e pu-nek Radon-Nikodym-derivéltja v-re nézve? Van-e v-nek Radon—-Nikodym-
derivéltja u-re nézve?

281. Legyen (X, A, 1) mértéktér, és legyen f integrdlhaté X -en. Bizonyitsuk be,
hogy ha C C A o-algebra és az (X, C, u) mértéktér o-véges, akkor van olyan C

szerint mérhetd g fliggvény, hogy [ gdu = fdp minden B € C-ra. Hata-

B B
rozzuk meg a g fliggvényt abban az esetben, amikor C véges sok halmazbdl 4ll.

P

282. Mutassuk meg, hogy az el6z6 feladat dllitdsa nem marad igaz, ha az (X, C, u1)
mértéktér o-végességének feltételét elhagyjuk, még akkor sem, ha az (X, A, p)
mértéktér o-véges.

283. Legyen (X, A, 1) mértéktér. Melyek azok a nemnegativ, mérhetS f: X —
[0, 0] figgvények, amelyekre teljesiil, hogy p abszolit folytonos a J(H) =

fdu (H € A) mértékre nézve? Minden ilyen f-re dontsiik el, hogy van-e
u-nek Radon—Nikodym-derivaltja ©J-ra nézve, és ha van, akkor hatdrozzuk meg.

284. Legyen az A o-algebra maximalis eleme X, és legyenek v és p mértékek

A-n.

(1) Mutassuk meg, hogy létezik egy maximadlis v-mértékdi S € A halmaz,
amelyre u(S) = 0.

(ii) Bizonyitsuk be, hogy ha v o-véges, akkor van olyan X = A U S felbontds,
hogy v abszoliit folytonos u-re nézve A-n, és u(S) = 0.

285. Legyen az A o-algebra maximadlis eleme X, és legyenek « és 3 véges mér-

tékek A-n. A
da da/dfS

da+d3  (da/dB) +1
formaélis 4atalakitas azt sugallja, hogy ha « abszolut folytonos 3-ra nézve, és f az
a mérték Radon-Nikodym-derivaltja §-ra nézve, akkor f/(f + 1) az o mérték
Radon-Nikodym-derivaltja o + [-ra nézve. Igaz-e ez az allitas?
Hogyan hatarozhatjuk meg o Radon—-Nikodym-derivéltjat o + S-ra nézve, ha
« nem abszoliit folytonos (5-ra nézve?
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13. Szingularitas

Definiciok és egyéb tudnivalok

Legyen (X, A, 1) mértéktér, és legyen ¥ elGjeles mérték A-n. Azt mondjuk, hogy
¥ szinguldris ji-re nézve, ha van olyan N € A halmaz, hogy u(N) = 0, és
Y(A\ N) = 0 teljesiil minden A € A halmazra.

A 9 elGjeles mérték Lebesgue-felbontdsa pi-re nézve a ¥ = « + o eléallitas,
ahol « a u-re nézve abszoliit folytonos, a o pedig a p-re nézve szingularis elGjeles
mérték A-n.

Nem nehéz belatni, hogy ha 9 o-véges (azaz ha X elddll megszdamlidlhatéan
sok véges 9-mértékii halmaz unidjaként), akkor 9-nak van Lebesgue-felbontdsa
u-re nézve. (Lasd a 286. feladatot.)

Konnyi belatni, hogy ha a Lebesgue-felbontds létezik, akkor egyértelmii (1asd
a 287. feladatot).

Az f: [a,b] — R fiiggvényt szinguldrisnak neveziink, ha korlatos valtozasd,
és f'(z) = 0 m.m. [a, b]-ben.

Ha az f fiiggvény értelmezve van az a € R pont egy jobb oldali kdrnyeze-
tében, akkor f(a + 0)-val jeloljik a xll)gi o f féloldali hatarértéket (feltéve, hogy

1étezik). Az f(a — 0) jelolés értelmezése hasonld. Ha az f fiiggvény értelmezve
van az a € R pont egy kornyezetében, akkor ur(a)-val jeloljik f ugrdsit az a
pontban, vagyis az f(a + 0) — f(a — 0) kiilonbséget, feltéve, hogy a féloldali
hatarértékek 1éteznek és végesek.

Az f: [a,b] — R figgvényt fiszta ugrdfiiggvénynek neveziink, ha korldtos
véaltozdsy, és minden a < ¢ < d < b-re

fd) = f) = (fle+0) = f()+ > up(e)+(f(d)— f(d—0), (12)
z€DN(c,d)
ahol D jeloli f szakadasi pontjainak halmazat.

Legyen X rogzitett nemiires halmaz, és legyen p(A) = |A|, ha A C X véges, és
1(A) = oo, ha A C X végtelen. Ekkor p mérték P(X)-en, amelyet (az X-hez
tartozd) szdmossdgmértéknek neveziink.

Feladatok

286. Legyen (X, A, ) mértéktér, és legyen ¢ elGjeles mérték A-n. Bizonyit-
suk be, ha ¥ o-véges (azaz ha X el6dll megszamldlhatdan sok véges ¥-mértékd
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halmaz unigjaként), akkor 1J-nak van Lebesgue-felbontdsa u-re nézve.

287. Legyen (X, A, u) mértéktér, és legyen o elGjeles mérték .A-n. Bizonyitsuk
be, hogy ha ¥-nak van Lebesgue-felbontdsa p-re nézve, akkor ez egyértelmdi.
288. Legyen p a szamossagmérték, A pedig a Lebesgue-mérték R-en.
(1) Mi X\ Lebesgue-felbontdsa p-re nézve? (ii) Van-e u-nek Lebesgue-felbontdsa
A-ra nézve?
289. Legyen A o-algebra, legyen A maximadlis eleme X, legyenek tovabba p €s
v mértékek A-n. Bizonyitsuk be, hogy v akkor és csak akkor szinguldris p-re
nézve, ha minden € > O-ra van A € A 1gy, hogy u(A) <eésv(X \ A) <e.
290. Bizonyitsuk be, hogy ha f és ¢ szinguldrisak [a, b]-ben, akkor f + g, f - g,
és tetszGleges ¢ € R-re ¢ - f is szinguldris [a, b]-ben.
291. Legyen f: [a,b] — R monoton nvé és balrdl folytonos. Bizonyitsuk be,
hogy az alabbi 4llitdsok ekvivalensek:
(1) f szinguldris.
(ii) Vanolyan A C [a, b] halmaz, hogy A([a,b] \ A) = 0és A\(f(A)) = 0.
(iii) A py Lebesgue—Stieltjes-mérték szingularis A\-ra nézve.

292. Bizonyitsuk be, hogy a monoton névo f: [a,b] — R fiiggvény akkor és
csak akkor tiszta ugréfiiggvény, ha

F0) = fla) = (fla+0) = fl@)+ D usl@)+ (f() - f(b—0)),

xzeDN(a,b)
ahol D jeloli f szakadasi pontjainak halmazat.

293. Bizonyitsuk be, hogy minden monoton nové tiszta ugréfiiggvény szingula-
1is.

294. Bizonyitsuk be, hogy minden monoton nové f: [a, b] — R fiiggvény elGdl-
lithaté g + h alakban, ahol g, h is monoton n6vé fiiggvények, g folytonos, h pedig
tiszta ugréfiiggvény.

295. Bizonyitsuk be, hogy minden korlatos véltozdsd f: [a,b] — R fiiggvény

eldéllithat g + h alakban, ahol g abszolut folytonos és h szingularis. Mutassuk
meg, hogy az el6allitas konstans 6sszeadandoktol eltekintve egyértelm.

296. Legyen f monoton novd, folytonos és szinguldris fiiggvény [a, b]-ben, és
legyen Eo, = {z € (a,b): f'(x) = oo}. Bizonyitsuk be, hogy

@) A([f(a), F(O)]\ f(Ex)) = 0, s
(i1) :U’f([a” b] \Eoo) =0.

297. Konstrualjunk olyan pontokat, amelyekben a Cantor-fiiggvény derivaltja vég-
telen. Lehet egy ilyen pont raciondlis?
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14. Differencialas

Definiciok és egyéb tudnivalok

Legyen f: [a,b] — R. Ha ¢ € [a,b), akkor az f fiiggvény c pontbeli jobb oldali
derivaltjat f’ (c) jeloli, tehdt

P (G ()

z—c+0 Tr—cC

Hasonldan, ¢ € (a, b] esetén

Azt mondjuk, hogy az ¢y € R pont a H C R halmaznak sifriségi pontja, ha

, lif)n . AH N (xg— h,z0+ h)/(2h) = 1. Konnyi belétni, hogy x( akkor és csak
—0+

akkor stirliségi pontja H-nak, ha az f(z) = A\(H N [a, z]) figgvény deriviltja az

xo pontban 1-gyel egyenld. (Az a pontot tetszdlegesen valaszthatjuk.)

Az f: (a,b) — R fiiggvény approximative folytonos az xy € (a,b) pontban, ha

minden € > O—rahlign0 3 A{x € (mo—h,z0+h): |f(x) — f(z0)| > }) =0.
—0+

Az F: R — R fiiggvény az f: R — R fiiggvény primitiv fiiggvénye, ha F'(z) =
f(x) minden x € R-re.

Feladatok

298. Legyen

_ Jsin(1/z), haz #0, | _ Jeos(1/x), hax #0,
f(x)_{o, haz =0, g(x)_{o, haz = 0.

Bizonyitsuk be, hogy f-nek és g-nek van primitiv fiiggvénye R-en, de f?-nek és
g*-nek nincs.

299. Legyen f(z) = x~/?sin(1/x), ha z # 0, és legyen f(0) = 0. Mutassuk
meg, hogy f-nek van primitiv fiiggvénye R-en, de van olyan g: R — R folytonos
figgvény, hogy f - g-nek nincs primitiv fiiggvénye R-en.

300. Legyen f: R — R Lebesgue-mérhetd. Bizonyitsuk be, hogy ha f lokdlisan
korlatos (azaz minden pontnak van olyan kdrnyezete, amelyben korldtos) és min-
den pontban approximative folytonos, akkor f-nek van primitiv fiiggvénye R-en.

65
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s

(Késébb latni fogjuk, hogy f mérhetGségének a feltételére nincs sziikség, mert az
kovetkezik az approximativ folytonossdgbdl. Lasd a 332. feladatot.)

301. Legyen f: [a,b] — R tetsz0leges fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy f szigori

Py

lokélis szEls6értékhelyeinek halmaza megszdmlalhato.

302. Legyen f: [a,b] — R tetszbleges fiiggvény. Bizonyitsuk be, hogy azon c
pontok halmaza, amelyekben f jobbrdl és balrdl is differencidlhaté és f' (c) #
f4 (¢), megszamlalhato.

303. Bizonyitsuk be, hogy ha f: [a,b] — R monoton névs, akkor m.m. diffe-
rencidlhaté (Lebesgue tétele).

304. Legyen f: [a,b] — R korldtos véltozdsd. Bizonyitsuk be, hogy f m.m.
differenciélhat6 [a, b]-ben, és az f’ fiiggvény Lebesgue-integralhaté [a, b]-n

o
305. Tegyiik fel, hogy a Z fn fuggvénysor pontonként konvergens az [a, b] in-
n=1
tervallumon, ahol f,: [a,b] — R monoton nové fiiggvények (n = 1,2,...).
oo oo

Bizonyitsuk be, hogy ha Z fn = f, akkor Z fr = f' mum. [a,b]-n (Fubini
n=1 n=1

tétele).

306. Bizonyitsuk be, hogy tetszéleges H C R mérhetd halmazra m.m. z € H

2

pont sirliségi pontja H-nak.

307. Bizonyitsuk be, hogy tetsz6leges H C R halmazra m.m. z € H pont si-

P

rliségi pontja H-nak. (Vagyis az el6z6 feladatban a mérhetség feltételére nincs
sziikség.)

308. Konstrudljunk olyan szigordan monoton folytonos fiiggvényt R-en, amely-
nek a derivéltja m.m. nulla.

309. Legyenek fn [a,b] — R korldtos valtozasi figgvények (n = 1,2,...).
Tegyiik fel, hogy Z V(fn; la,b]) < co. Bizonyitsuk be, hogy ha a Z fn fugg-

n=1 n=1
vénysor legaldbb egy = € [a, b] pontban konvergens, akkor mindeniitt konvergens
oo

[a, b]-ben, és ha az dsszege f, akkor Z fr = f mm. [a,b]-n

n=1
x
310. Legyen g: [a,b] — R Lebesgue-integralhatd, és legyen f(z) = / gdA
a
minden z € [a, b]-re. Bizonyitsuk be, hogy f' = g m.m. [a, b]-ben.
311. Legyen f: [a,b] — R abszolit folytonos. Bizonyltsuk be, hogy f m.m.
differencidlhat6, f’ Lebesgue-integralhaté [a,b]-n, és f(x) / fdx
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minden x € [a, b]-re.
312. Bizonyitsuk be, hogy minden szingularis fiiggvény eldall két monoton szin-
guldris fiiggvény kiilonbségeként.

313. Legyen f: [a,b] — R differencidlhaté. Bizonyitsuk be, hogy a kovetkez
allitasok ekvivalensek:

(1) f korlatos valtozasu.
(i) f abszolit folytonos.
(iii) f’ Lebesgue-integralhat6 [a, b]-n.

314. Bizonyitsuk be, hogy ha az f: R — R fiiggvénynek van primitiv fiiggvé-

nye, és ha f-nek az xy pontban lokdlis szélsGértéke van, akkor f approximative
folytonos zp-ban.

315. Jelolje fi(x) az f fiiggvény szimmetrikus derivdltjat az x pontban, tehat
legyen

) = i 1O S0
feltéve, hogy a limesz l1étezik.

Bizonyitsuk be, hogy ha f a Cantor-fiiggvény, akkor minden = € (0, 1)-re
fo(x) = 0 vagy fi(x) = oo.
316. Van-e olyan folytonos és nem-konstans fiiggvény [a, b]-n, amelyre minden
x € [a,b] pontban f'(x) = 0 vagy f'(x) = oo? Es ha a folytonossigot nem
koveteljiik meg? Es ha a folytonossagot nem koveteljiik meg, de a fiiggvény sem-
milyen intervallumban nem lehet konstans?
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15. Mértékek differencialasa

Definiciok és egyéb tudnivalok
Azt mondjuk, hogy az xy € RP ponta H C RP halmaz siriiségi pontja, ha

lim ANH N B(zx,r))

M AN B@)

A siiriiségi tétel azt llitja, hogy tetsz8leges H C RP halmazra teljesiil, hogy m.m.
x € H pont stiriségi pontja H-nak. (Lasd a 329. feladatot.)

Legyen G C RP nyilt és f: G — R. Az f fiiggvény approximative folytonos az
xo pontban, ha minden € > 0-ra lim W - A{x € B(xg,7): |f(z) —
—0 x():T))

Fao)| = €}) = 0. e

Legyen f: G — R Lebesgue-integrdlhat6, ahol G C RP nyilt. Azt mond-
juk, hogy az xo pont az f fiiggvény Lebesgue-pontja, ha r — 0 + 0 esetén

m /Bm ) |f(x) — f(z0)|d\ — 0.

Lebesgue tétele azt dllitja, hogy ha G C RP nyilt és f: G — R Lebesgue-
integrdlhato, akkor »-m.m. xq € G pont Lebesgue-pontja f-nek. (Lasd a 323.
feladatot.)

Legyen x € RP, és legyen ¢ olyan halmazfiiggvény, amely értelmezve van a
B(z,r) gombokon minden elég kis r-re. A

lim W B(z,71))
r—0+0 A\(B(x,r))

dy
hatarértéket (amennyiben 1étezik) ﬁ(x)—szel jeloljiik, és a ¢ halmazfiiggvény A
szerinti derivaltjanak nevezziik.

2

Nyilvanval6, hogy x( akkor és csak akkor siirliségi pontja a H C R? halmaznak,

ha %(1’0) =1, ahol 9(A) = \(H N A) minden A C R” Borel-halmazra.

Gyakran hasznélhat6 Lindeldf™* lefedési tétele: ha G nyilt halmazok tetszéleges
rendszere RP-ben, akkor G-bdl kivdlaszthaté megszdmldlhatéan sok halmaz, ame-

Iyek lefedik |_) G-t.

4Brnst Lindelsf (1870~1946) finn matematikus.
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Ezt igy lathatjuk be. Legyen Bj, Ba,... az RP-beli racionélis gombok egy
felsorolasa. Legyen I azon ¢ indexek halmaza, amelyekhez van olyan G € G,
hogy B; C G. Vilasszunk ki minden ¢ € I-hez egy GG; € G halmazt, amelyre
B; C G;. Ekkor a G; (i € I) halmazok lefedik U G-t. Valéban, minden = €
U G-re van olyan G € G, hogy x € G. Mivel G nyilt, ezért van olyan B nyilt
gomb, hogy x € B C G. A B gomb kozéppontjat kicsit eltolva és a sugarat

lecsokkentve feltehetjiik, hogy a gomb raciondlis, azaz B = B; valamely i-re.
Ekkor x € B; C (G;, amivel az allitast belattuk.

A kovetkezd lefedési tétel az tn. Vitali-féle és az tn. Besicovitch® -féle lefedési
tételek egyszer(sitett varidnsa:

RP-beli gémbok bdarmely véges G rendszerébdl kivdlaszthatunk egy olyan disz-
junkt F részrendszert, hogy F minden elemét a kozéppontjabol 3-szorosdra nyiijt-
va, az igy kapott gombok lefedik U g-t.

A tétel bizonyitasat lasd a 321. feladatban. A fenti lefedési tételbdl egyszertien
levezethetd az Gn. maximdl-egyenldtlenség (lasd a 322. feladatot). Ez azt 4llitja,
hogy ha p Borel-mérték RP-n, t > 0 és

H ={x€RP:3r >0, u(B(z,r))/NB(z,7)) > t},

akkor
A(Hy) <37 - u(RP)/t. (13)

Ebbdl azonnal adddik a fiiggvényekre vonatkozé maximaél-egyenl6tlenség: ha
f: RP — R nemnegativ mérhetd fiiggvény, t > 0 és

1
H; = meRP:3r>0,~/ fd)\>t},
' { AB(@,7) Jp@n

akkor
AN Hy) < (3P/t) - fdA. (14)
RP

Feladatok

317. Legyen G C RP nyilt, f: G — R Lebesgue-integralhato, és legyen ¥(A) =
fdX minden A C G Borel-halmazra. Tekintsiik az aldbbi allitdsokat, ahol

A
xp € G egy rogzitett pont:

(i) Az x( pont Lebesgue-pontja f-nek.

(i) Az f fuggvény approximative folytonos az x( pontban.

25 Abram Szamojlovics Besicovitch (1891-1970) orosz matematikus.
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Gi) % (a0) = (o).

Bizonyitsuk be, hogy (i)=-(ii) és (i))=-(iii).

318. Legyen G C RP nyilt, legyen f: G — R Lebesgue-integralhatd, és tegyiik
fel, hogy f korlatos zg egy kornyezetében. Bizonyitsuk be, hogy az xy pont
akkor és csak akkor Lebesgue-pontja f-nek, ha f approximative folytonos az zq
pontban.

319. Legyen f(z) = sin(1/z), f(0) = 0és F(x) = /Oxfd/\ (x € R). Bi-

zonyitsuk be, hogy F’ = f mindeniitt, de az z = 0 pont nem Lebesgue-pontja
f-nek, és f nem approximative folytonos 0-ban. (Tehat a 317. feladatban szerep-
16 tulajdonsdgokra a (iii))=-(i) és (iii)==-(ii) implik4dcidk nem igazak 4ltaldban,
még korlatos fiiggvényekre sem.)

320. Legyen G C RP nyilt és f: RP — R mérhetS. Bizonyitsuk be, hogy f
akkor és csak akkor approximative folytonos az o € G pontban, ha van olyan
H mérhet6 halmaz, hogy x stiriségi pontja H-nak, o € H, és f a H halmazra
szoritkozva folytonos xg-ban.

321. Legyen G = {B;: i = 1,...,n} gombok egy tetsz6leges véges rendszere
RP-ben. Legyen B; = B(a;,r;) (i=1,...,n),ahol 1y > 19 > ... > 1, > 0.
Vilasszunk ki egy F részrendszert a kovetkez6képpen. Legyen By € F és i1 =1.
Ha G-ben van B;, -t6l diszjunkt gomb, akkor legyen 2 a legkisebb index, amelyre
B, N B;, = 0, és tegyiik B;,-t F-be. Ha G-ben van B;, U B;,-t8l diszjunkt gdmb,
akkor legyen i3 a legkisebb index, amelyre B;, N (B;, U B;,) = 0, és tegyiik B;,-
at F-be. Folytassuk az eljarast amig lehet. Legyen az igy kapott részrendszer
F ={Bi,, Bi,, ..., Bj,}. Bizonyitsuk be, hogy ha a B;, gombok mindegyikét a

kozéppontjabdl 3-szorosara nyujtjuk, akkor az igy kapott gombok lefedik U g-t.

322. Lassuk be a maximal-egyenlGtlenséget. Legyen p Borel-mérték RP-n, ¢ > 0
és Hy ={x e RP: 37 >0, u(B(z,r))/A\(B(z,r)) > t}. Mutassuk meg, hogy

A(H,) < 37 - u(RP)/t. (15)

323. Legyen G C RP nyilt, és legyen f: RP — R Lebesgue-integralhat6. Fel-
haszndlva a fiiggvényekre vonatkozé maximal-egyenlStlenséget, valamint azt a
tényt, hogy f jol kozelithet6 folytonos fiiggvényekkel, bizonyitsuk be, hogy f-
nek m.m. x € RP pont Lebesgue-pontja (Lebesgue tétele).

324. Legyen G C RP nyilt, legyen ¢ véges elGjeles mérték G Borel-halmazain.

dd
Bizonyitsuk be, hogy ha 9 abszoliit folytonos A-ra nézve, akkor a g(z) = a(m)
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limesz 1étezik A-m.m. = € G-re, g Lebesgue-integralhaté G-n, és ¥(A) =
/ g dX minden A C G Borel-halmazra.
A

325. Legyen G C RP nyilt, és legyen ¥ véges elGjeles mérték G Borel-részhal-

dd
mazain. Bizonyitsuk be, hogy ha ¥ szinguldris A-ra nézve, akkor a(m) =0
A-m.m. z € G-re.

326. Legyen G C RP nyilt, és legyen 1} véges elGjeles mérték GG Borel-részhal-
mazain. Bizonyitsuk be, hogy

dg
(i) az f(z) = a(m) derivalt 1étezik A-m.m. = € G-re,
(ii) az f fuggvény Lebesgue-integralhaté G-n, és
(iii) ) Lebesgue-felbontdsa A\-ranézve a+o, ahol a(A) = / fdX (A € B(G))
A

éso=1—a.

327. Legyen G C RP? nyilt, és legyen o elGjeles mérték G Borel-részhalmazain.
Bizonyitsuk be, hogy ha %(x) = 0 A-m.m. z € G-re, akkor 1 szinguldris A-ra
nézve.

328. Legyen G C RP nyilt, és legyen ¢ tetszGleges elGjeles mérték G Borel-
részhalmazain. Bizonyitsuk be, hogy a (véges vagy végtelen) I derivalt A-m.m.
x € G-re létezik.

329. Bizonyitsuk be, hogy barmely H C RP halmazra teljesiil, hogy A-m.m.
x € H-ra lilol}ro AH N B(x,r)) /XN B(z,r)) = 1 (Siriségi tétel).
T

330. Bizonyitsuk be, hogy a H C R? halmaz akkor és csak akkor mérhetd, ha
A-m.m z ¢ H pontra hé&o)\(H N B(z,r))/XB(z,r)) =0.
r—

331. Tegyiik fel, a H C R halmaz m.m. = pontjira

lim sup AH N B(x, 1))

> 0.
rs0t0  A(B(z,7))

Bizonyitsuk be, hogy a H halmaz mérhetd.

332. Legyen G C RP? nyilt. Bizonyitsuk be, hogy egy f: G — R fliggvény
akkor és csak akkor Lebesgue-mérhet$, ha f m.m. zy € G pontban approximative
folytonos.

333. Jeloljiik C-vel azon RP-beli konvex halmazok rendszerét, melyek belseje
nem iires. Bizonyitsuk be, hogy C barmely F részrendszerének az uniéja mérhets
(akkor is, ha F nem megszdmlalhat6).
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1. irjuk fel az E halmazt az A; halmazok és halmazelméleti miiveletek segitsé-
gével.

2. Fejezziik ki a liminf A, és limsup A,, halmazokat az A,, halmazok és hal-
n—=oo n—o00
mazelméleti miiveletek segitségével.

3. Mivel x4, minden értéke 0 vagy 1, ezért limsup x4, (z) = 1 ha xa,(z) =1
n—oo
végtelen sok n-re, és lim sup x 4,, () = 0 egyébként.
n—o0

4. ANB=A\(A\B); A\B=A\(ANB).

5. Mutassuk meg, hogy P(X) elemei a szimmetrikus differencidra mint 6ssze-
addsra nézve Abel-csoportot alkotnak, amelyben az iires halmaz a nullelem, és
minden elem ellentettje onmaga. A metszetképzéssel egyiitt pedig egy (kommu-
tativ) gy(rit kapunk P(X)-en. Ezek utdn a feladat megolddsdhoz azt kell ellen-
6rizni, hogy az unié és a kiilonbség kifejezhetd a szimmetrikus differencidval és
a metszettel.

6. Az (A\ B)Nn(C\ D) = (ANC)\ (B U D) azonossidg mutatja, hogy a
B ={A\ B : A, B € 1} halmazrendszer zirt a metszetképzésre. Be kell még
latni, hogy ha A, B,C, D € A, akkor (A\ B)\ (C'\ D) el6dll véges sok diszjunkt
B-beli halmaz uniéjaként. Ennek bizonyitdsahoz feltehets6 D C C. A szerepld
U \ V kiilonbségeket irjuk fel U N V¢ alakban, ahol V¢ a V halmaznak egy, a
szerepl6 halmazok mindegyikénél b&vebb halmazra vonatkozé komplementerét
jeldli.

7. Legyenek U, V, W fiiggetlen halmazok. (Ez azt jelenti, hogy az U U V U
W halmaz pontjait U, V' és W egyiittesen nyolc nem iires részre osztjdk. Vagy
precizebben: barmely (e1, £2,£3) 0 — 1-sorozatra van olyan x € U UV UW pont,
hogy xuv(z) = €1, xv(x) = €2 és xw(z) = e3.) Mutassuk meg, hogy ekkor
az U, V, W éltal generdlt H héléra az {A\ B : A, B € H} halmazrendszer nem
modulus.

8. Haaz A, B C Z halmazok periodikusak a p, illetve ¢ periédussal, akkor A \
B, AU B periodikusak a p - ¢ periédussal.

9. Mutassuk meg, hogy a paros egész szimok minden részhalmaza el64ll mint

72
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két stiriséggel rendelkez6 halmaz metszete.
10. Ha A, B C X,akkor A\ (X \B)=ANB, AU(X\B)=X\ (B\A).
11. 221

12. Lassuk be el6szor, hogy az N halmaz minden egyelemii részhalmaza eleme a
generdlt gyfirlinek. Mi kovetkezik ebbdl a gytirt tulajdonsdgai alapjan?

13. A generalt gy(liri minden eleme rendelkezik azzal a tulajdonsdggal, hogy
minden fiiggbleges egyenessel valé metszete véges, s6t korlatos elemszamui.

14. Mutassuk meg, hogy az A véges sok elemével lefedheté halmazok gyfiriit al-
kotnak, az A megszdmlalhatéan sok elemével lefedhet6 halmazok pedig o-gyfriit
alkotnak.

o~

15. A 0-ra szimmetrikus halmazok o-gyfir(t alkotnak.

16. Azon halmazok, amelyek elemei az A valamely véges (megszdmlalhatd)

o

részrendszere altal generdlt gy(rlinek, gy(riit (o-gy(r(it) alkotnak.

17. Olyan algebrékat kell keresniink, amelyek metszetének nincs maximalis ele-
me. A keresett algebrak maximadlis elemei csak végtelen halmazok lehetnek.

18. Tegyiik fel, hogy az A dltal generalt gy(iri nem algebra. Legyen B egy tetszs-
leges A-t tartalmazé algebra, és legyen Y egy U B-nél szigordan bévebb halmaz.

Mutassuk meg, hogy van olyan A-t tartalmazé algebra, amelynek U B nem ele-
me. [gy B nem lehet a legsziikebb A-t tartalmazé algebra.

19. Ellendrizziik, hogy P (H) barmely két elemének a kiilonbsége vagy P (H)-
beli, vagy pedig el&all mint két diszjunkt P*(H )-beli halmaz unigja.

20. Alkalmazzunk n szerinti indukciét, ezen beliil pedig k szerinti indukciét.

21. Annak bizonyitdsara, hogy a megadott halmazrendszer gyf(irdi, hasznéljuk fel
az el6z6 feladat allitasat.

22. Mutassuk meg, hogy ha A, B nemiires halmazok, A C B és B \ A legaldbb
kételemd, akkor az A = {(), A, B} halmazrendszert tartalmazé félgy(irtik metsze-
te A, de A nem félgyird. Igy nem létezik legsziikebb A-t tartalmazé félgyfiri.
23. Az(Ax B)N(C x D) = (ANC) x (BN D) azonossdg mutatja, hogy a
C={AxB:Aec A, B < B} halmazrendszer zart a metszetképzésre. Lassuk
be, hogy ha A, B € Aés C, D € B, akkor (A x B) \ (C x D) el&éll véges sok
diszjunkt C-beli halmaz unidjaként.

~ 7z

24. Alkalmazzuk az el6z6 feladat allitasat.

25. Ha f konstans az A halmazon és g konstans a B halmazon, akkor f + g és
c - f konstans az A N B halmazon.

26. Elsd 1épésként mutassuk meg, hogy R-ben csak véges sok atom van. (Egy
A € R halmaz atom, ha minden B € R halmazra A C B vagy AN B = ().)
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Majd lassuk be, hogy R minden eleme tartalmaz atomot. Végiil bizonyitsuk be,
hogy minden R-beli halmaz atomok unidja.

27. Az dllitas félgytirtire és modulusra igaz, hdléra nem.

28. Feltehetjiik, hogy H a legsziikebb .A-t tartalmazé monoton osztdly. Elég
beldtni, hogy H gy(ir. (Mert ekkor o-gyiird is.) Legyen A € A rogzitett. Els
1épésként vegyiik észre, hogy ha H’ jeloli azon E € H halmazok rendszerét,
amelyekre E N A, E U A, E\ A mindegyike H-ban van, akkor A’ monoton

osztaly.

29. Liéssuk be elGszor, hogy ha A egy mindkét irdnyban végtelen szdmtani sorozat
d differencidval, akkor sziikségképpen p(A) = 1/d.

30. Bontsuk fel X-et véges sok diszjunkt halmaz unidéjara dgy, hogy mindegyik
A; halmaz el6élljon mint ezek koziil néhany unidja. (Haszndljuk fel ehhez a 11.
feladat megolddsdban szerepld halmazokat.) Mutassuk meg, hogy ezek kézott van
olyan, ami tobb, mint 100 db A;-nek részhalmaza.

31. A 9 halmazfiiggvény additivitdsa nyilvanvalé. A definiciék alkalmazasaval

azonnal megkapjuk 7, v és 7 értékeit. Az ellendrizendd egyenldségek az a =

at —a” és|al = at — a” Osszefiiggésekbdl adédnak.

32. (i) Legyen A hdlo, és legyenek Ay, ..., A, paronként diszjunkt A-beli hal-

mazok, amelyekre A = A; U...U A, € A. A m halmazfiiggvény additivitdsa-
n n

nak bizonyitdsdt bontsuk két részre: a m(A) < Z m(A;) és m(A) > Z m(A;)

egyenl6tlenségeket lassuk be egyenként. (ii) Lezgylen A modulus. Ha 114 16 A és
¥(A) véges, akkor a ¥(A) = m(A) — v(A) egyenlGséget bizonyitandé induljunk
ki abbol, hogy J(B) = ¥(A) —9(A\ B) minden B C A-ra. (iii) megolddsat ismét
bontsuk széta 7(A) < w(A)+v(A)ésat(A) < m(A)+ r(A) egyenlStlenségek
bizonyitdsara.

33. Legyen A= A; U...UA,, ahol A, A, Ay... € P?(H),ésaz Ay,..., Ay
tégldk paronként diszjunktak. Legyenek az A; tégla csicspontjai a;, b;, ¢;, d;, ahol

n

a; a bal alsé csdcspont, d; pedig a jobb felsd csticspont. Ekkor Z u(A;) =

=1
n

Z(f(ai) — f(b;) — f(c;) + f(d;)). Mutassuk meg, hogy jobb oldali 6sszegben
i=1

minden tag kiesik, kivéve az A csticspontjaihoz tartozé tagokat.

34. Legyen f(p) = u(Ap) minden p € (a1, b1] x (ag, bo] pontra, ahol A, jeldli
azt a balrdl zart, jobbrdl nyilt téglat, amelynek (a1, az) a bal alsé cstcspontja, p
pedig a jobb felsG csicspontja. Legyen tovabba f = 0 a T tégla vizszintes alsé és
fiiggbleges oldaldn. Mutassuk meg, hogy ekkor p1 = pi¢.

35. Mutassuk meg, hogy ha (i) igaz, akkor a g(x) = f(x,a2) és h(y) = f(a,y)—
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f(a1,by) fiiggvények kielégitik a feltételeket.
36. Az akkor éllitas bizonyitasdhoz mutassuk meg, hogy tetsz6leges T'=[aq, b1 x

0% f
A
8$6y (u’ ’U)

csak akkor éllitds bizonyitdsdhoz mutassuk meg, hogy tetszSleges (u,v) € G
pontra

[az, ba] C G tégldhoz van olyan (u,v) € T pont, hogy pf(T') =

’f o pg([uu+ ) X 0,0+ h))
Oxdy (u,v) = hl_1)n_f1m h? '

37. (i) Alkalmazzuk a 21. feladat dllitdsat. (ii) A 25. feladat éllitdsa szerint L(.A)
vektortér. Legyen f € L(A), és legyenek Aq,..., A, € A paronként diszjunkt
halmazok, melyekre f(x) = a;, hax € A; (i = 1,...,n), é f(x) = 0, ha
x € X\ A ahol A= A; U...UA,. Definidljuk f ,integraljat” az

[ rdu=Y i)
X i=1

képlettel. Mutassuk meg, hogy ez joldefinidlt, és az integrdl egy A: L(A) — R
linedris fiiggvényt definidl az L(.A) vektortéren.

Terjessziik ki A-t linedrisan az L(P(X)) fiiggvényhalmazra. Ha a Kiterjesztés
M, akkor A — M(x4) (A C X) a u egy megfeleld kiterjesztése lesz.

38. Az dllitas igaz. Bizonyitsuk eldszor a H = R? esetet. Az 4ltalanos eset
bizonyitasdhoz haszndljuk fel a 37. feladat allit4sat.

39. Az elégségesség bizonyl’téséhoz gondoljuk meg, hogy ha A eleme a gene-

ralt gylrlinek, akkor y 4 el&all Zazx 4, alakban, ahol Ay,..., A4, € H és
i=1

a1,...,0n,a € Z. Definidljuk ¥ kiterjesztését az 19 Zaz i) kép-

1ette1 A deﬁn1c1o ertelmessegehez be kell latni, hogy (1) teljesulese esetén, ha

Z aixa;, = Z ijBj, akkor Z a; 9(A4;) Z bjv¥(Bj). Bizonyitsuk a ko-

7j=1
Vetkezé allitast: ha Aq, ... An,A € H, A U. UA C A ai,...,an,a €7
és Zazx A, = axa, akkor Zaz i) = av(A). Alkalmazzunk n szerinti

1nduk01ot

Otlet egy mdsik megolddshoz: a 6. feladat 4llitdsa szerint az A = {A\ B :
A,B € H} halmazrendszer félgyiiri. A 37. feladat (i) éllitdsa alapjan elég
belatni, hogy ¥ additivan kiterjeszthets az A félgytrtire. Mutassuk meg, hogy
av(A\ B) = 9(A) — 9(A N B) definicié értelmes, azaz A, B,C,D € H,
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A\ B = C\ D esetén 9(A) — (AN B) = ¥(C) — ¥(C N D). Ezt bizonyi-
tand6 tegyiik fel eldszor, hogy A C C, majd az altalanos esetet vezessiik vissza
az A C C esetre. Annak bizonyitdsahoz, hogy az igy definidlt ¥ additiv A-n,
mutassuk meg, hogy ha A € Aés H € H, akkor 9(A) = J(ANH) +I9(A\ H).

40. Tegyiik fel, hogy (ii) nem igaz. Valasszunk egymads utdn olyan A,, halma-
zokat, amelyekre 9J,,(A4,) # 0, és minden k < n-re vagy Ay N A,, = 0, vagy
pedig A; O A,. A Ramsey?-tétel’’ alkalmazasdval kapunk egy n; < ng < ...
indexsorozatot ugy, hogy vagy A,, N A,;, = () minden i < j-re, vagy pedig
An, D Ay, D ... Tekintsiik a mdsodik esetet. Mutassuk meg, felhaszndlva (ii)
tagaddsdt, hogy ekkor alkalmas A, \ A, alakd halmazokra teljesiil (i).

41. Aztkell megmutatni, hogy minden nyilt halmaz egyenld az éltala tartalmazott
raciondlis gdmbok, illetve az 4ltala tartalmazott raciondlis tégldk unidjdval.

42. Az (i) allitast bizonyitand6 l4ssuk be, hogy minden tégla Borel-halmaz. Az

el6z6 (41.) feladat allitdsdnak felhaszndldsdval mutassuk meg, hogy minden ny{lt
halmaz benne van a téglak rendszere altal generdlt o-gydriiben.

43. Az (i) 4allitas bizonyitdsdhoz hasznaljuk fel, hogy minden tégla Fi;, majd al-
kalmazzuk a 41. feladat (1) allitasat. A (ii) allitast vezessiik vissza (i)-re, (iii)-at
(i1)-re és (iv)-et (iii)-ra.

oo
44. Tegyiik fel, hogy Q N (a,b) = ﬂ G, ahol G1,Go, ... nyiltak. Mutassuk
n=1
meg, hogy vannak egymadsba skatulyazott I, C G,, zart intervallumok, melyekre
oo

ﬂ I,, egyetlen eleme sem raciondlis.

n=1

45. Induljunk ki a 44. feladat éllitasabdl. Ldssuk be, hogy a (Q N (0,1))U
((1,2) \ Q) halmaz egyszerre Fy; és Gs,, de nem F, és nem Gis.

46. (i) Mutassuk meg, hogy barmely f: R — R fiiggvényre az {z: ws(x) < ¢}
halmaz nyilt minden ¢ > O-ra. (ii) Mutassuk meg, hogy barmely f: A — R
fuggvényre és minden ¢ > O-ra {x € A: wy(z) < ¢} = ANG, ahol G egy
alkalmas nyilt halmaz.

47. Az éllitas hamis, keressiink ellenpéldat.

48. Jeloljik f[z,y|-nal az (f(x) — f(y))/(z — y) differenciahanyadost. Az f
fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté az = pontban, ha a lim f[z,y]
Yy—T

véges hatarérték 1étezik. A hatédrértékre vonatkozé Cauchy-kritérium szerint ez

*Frank P. Ramsey (1903-1930) angol filoz6fus, matematikus és kozgazdész.

2TRamsey tétele azt 4llitja, hogy ha egy megszdmlalhatéan végtelen X halmaz kétele-
mi részhalmazait két osztdlyba soroljuk, akkor van olyan végtelen Y C X halmaz, hogy
Y kételemi részhalmazai ugyanabba az osztilyba tartoznak. Ldsd [2, 14.1. Tétel, 177.
oldal].
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pontosan akkor teljesiil, ha minden £ > 0-ra van olyan 6 > 0, hogy |f[z,y] —
flz,2]| < e minden y,z € (x — §,z + ) \ {x}-re. Irjuk fel ennek alapjin a
D(f) halmazt olyan alakban, amelybdl leolvashatjuk, hogy Borel-halmazrdl van
sz6. Hasznaljuk fel azt is, hogy D( f) része azon pontok halmazanak, amelyekben
f folytonos, és hogy az utébbi halmaz Borel a 46. feladat allitasa szerint.

m
49. Legyen A, = { T: Zfz(x) < 1/k y minden n, m,k € NT-ra. Irjuk
i=n

fel az A halmazt az A,, ,, 1. halmazok és halmazelméleti miiveletek segitségével.

50. Vegyiik észre, hogy A, (z) 1épcsGsfiiggvény minden n-re. [rjuk fel a vizs-
galt A halmazt az {z : |A,(x) — (n/10)| < n/k} halmazok és halmazelméleti
miveletek segitségével.

51. Vegyiik észre, hogy az {x : |A,(z)—(n/10)| < n/k} halmaz csak véges sok
pontban kiilonbozik egy zart halmaztél minden n-re és k-ra. Vezessiik le ebbdl,
hogy a kérdéses A halmaz csak egy megszamldlhaté halmazban kiilonbozik egy
F,5 halmaztél. Mutassuk meg, hogy ebbdl mar kovetkezik, hogy A maga is Fs.

52. Legyenek B,C, D tetsz6leges halmazok. Jelolje £ azon x € B elemek
halmazat, amelyekre teljesiil, hogy ha z € C, akkor x € D. Gondoljuk meg,
hogy E = (B\ C)U(BND).

53. A4l. feladat (ii) allitasa szerint A tartalmazza G nyilt részhalmazait. Legyen

B={ACRF: GNA € A, G\ A € A}. Mutassuk meg, hogy 5 olyan o-algebra,
amely tartalmazza R? nyilt részhalmazait. Ebbdl kovetkezik, hogy B(R?) C B.

54. Legyen U F = E. Bizonyitsuk be, hogy ha E nem zart, akkor vannak olyan

oo
Fy, Fy,... € F halmazok, hogy | J F,, = E.

n=1
55. Minden x € X sorozatra jeloljiikk L,-szel azon sorozatok halmazat, melyek
x folytatdsai (az x sorozatot beleértve). Legyen F' adott jélfundélt fa, melynek
legalabb két eleme van. Jeloljiikk Ey-lal azon x € F' pontok halmazat, amelyekre
x hossza paros, és amelyekre 1étezik egy és csak egy olyan f : (L,NF) — B(RP)
leképezés, amelyre f(ni,...,n;) = A,,, valahdnyszor (ni,...,ng) € Ly és
végpontja F'-nek;

flna,.ome) = [,y d) £ (na, g, i) € F)

minden olyan (n1,...,nx) € L, N F-re, amely nem végpontja F-nek és amelyre
k péros, tovabba

f(nl,...,nk) :ﬂ{f(m,...,nk,i) : (nl,...,nk,i) S F}
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minden olyan (ny,...,nx) € L, N F-re, amely nem végpontja F-nek és amelyre
k paratlan. A feladat megolddsdhoz azt kell igazolnunk, hogy 0 € E.

Jeloljiik E1-gyel azon x € F' pontok halmazat, amelyekre x hossza paratlan,
és amelyekre x\i € Eg minden i-re, ahol z”i jeldli azt a sorozatot, amit Ggy
kapunk z-bdl, hogy folytatjuk az ¢ taggal.

Mutassuk meg, hogy Fy U By = F.

56. Jeloljiik A-val azon Borel-halmazok rendszerét, amelyekre 1étezik F' és f a
megadott tulajdonsagokkal. Bizonyitsuk be, hogy A tartalmazza az A; gombo-
ket, tovabb4 tartalmazza barmely megszamlalhatéan sok elemének az unidjat és a
metszetét. Az 53. feladat szerint ebbdl kovetkezik, hogy A = B(RP).

57. A j6lfundélt fak halmaza kontinuum szdmossagu.

58. Olyan halét keressiink, amelyben egyetlen halmazt sem lehet nem trividlis
modon felbontani diszjunkt halmazok uniéjéra.

59. Olyan halmazrendszert keressiink, amelyben egyetlen halmazt sem lehet nem
trividlis médon felbontani véges sok diszjunkt halmaz unidjara, de van olyan hal-
maz, amelynek van nem trividlis felbontdsa megszdmlalhatéan sok diszjunkt hal-
maz unidjara.

60. Ellendrizziik, hogy a félgyfirtin értelmezett halmazfiiggvényekre vonatkozo
analdg 4llitas bizonyitdsa minimaélis valtoztatdssal dtvihet$ erre az esetre.

o0

61. (i) Az ﬂ A, halmazok n6v§ sorozatot alkotnak, ezért az unidjuk mértéke

n=N
egyenl$ a mértékiik limeszével. (ii) Olyan példa is van, amelyben az A, halmazok
[0, 1] részintervallumai, lim inf A,, = () és |A,,| = 1/2 minden n-re.
n—oo
62. (i) Ha A, C X, akkor limsup A,, = X \ liminf(X \ A,,). (ii) Olyan példa
n—oo n—00

is van, amelyben lim sup A,, = () és p(A,) = 1 minden n-re.
n—oo

63. Olyan intervallumokat kell konstrudlni, amelyek egyiittesen [0, 1] minden
pontjit végtelen sokszor lefedik.

64. A feladat az A, halmazsorozat limsup-jarél allitja, hogy nullmértékd. Hasz-
naljuk fel a limsup-halmaz képletét (14sd a 2. feladatot).

65. Az allitds még a pluszfeltétel mellett is hamis. Keressiink olyan ellenpéldat,
amelyben az A,, halmazok a [0, 1] részintervallumai.

66. Legyen i( H) < oo. Fedjiik le H-t P-beli halmazokkal tigy, hogy Z w(Ay)

kozel legyen fi( H)-hoz. Hasznaljuk fel, hogy A jol vagja ketté az A,, halmazok
mindegyikét.

67. Ha p # 0, akkor keressiik az x pontot intervallumskatulyazéssal, olyan egy-
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masba skatulydzott intervallumok metszeteként, amelyek mértéke nem nulla.

68. 1; pontosan akkor lesz kiils6 mért€k, amikor mérté€k, hiszen iy additiv a
731([ ) félgyiirtin, és egy félgyiirtin értelmezett halmazfiiggvény pontosan akkor
mérték, ha additiv és kiilsé6 mérték.

69. Ez a nulla pontra koncentrélt Gn. Dirac-mérték. Azaz pp(H) =1,ha0 € H
és pup(H) =0,ha0 ¢ H.

70. A csak akkor allitast bizonyitandé lassuk be el6szor, hogy ha H mérhet6,
akkor eldall egy G5 halmaz és egy nullmértékii halmaz kiilonbségeként.

71. Az (i)=—-(ii) implikéacié bizonyitdsdhoz alkalmazzuk a 68. feladat allitasat.
Az (i1))==>(ii1) implikdcié ugyanigy adddik, mint a 68. feladat megolddsdban.

A kovetkez6 megfigyelés segit olyan fiiggvényt konstrudlni, amely balrél foly-
tonos (vagy akdr folytonos), de amelyre 9 nem elGjeles mérték. Ha v elGje-
les mérték és :En € [ egy szigortian monoton novd z-hez tartd sorozat, akkor

([x1,x Zz? #([Zn, Znt1)). Amint azt az elGjeles mérték definicidja utan

oo
megjegyeztiik, ebbdl kovetkezik, hogy a Z V¢ ([@n, Tns1)) sor abszolit konver-

n=1

gens. Igy Z ‘f xn (xn-f—l)‘ < 00.

Olyan fuggveny konstrudlasahoz, amelyre (ii) teljesiil, de (i) nem, lassuk be,
hogy ha f balrdl folytonos az I = [a, b] intervallumon és korldtos valtozasu [c, b]-
n minden a < ¢ < b-re, akkor 1 elGjeles mérték PYI)-n

~ _z

72. Az (i)==-(ii) implikéaciot mar belattuk az el6z6 (71.) feladat megoldasaban.
A (ii)==>(iii) implikaciét bizonyitsuk mdlrekt. Az (iii))==>(1) implikdci6 bizonyi-

tasahoz azt kell belatni, hogy ha [ag, by) = U an, by,) diszjunkt felbontds, akkor

¢ ([ao, bo)) Zﬁ‘f an,by)). Legyen S azon x € [ag, by] pontok halmaza,

amelyekre

Y¢([ao, bo) N [ag, x Zﬁf an, by) N lag, x)).

Mutassuk meg, hogy sup S € S és sup .S = by.

73. Mivel 7 additiv a 32. feladat szerint, ezért elég belatni, hogy kiils6 mérték. A
v-re vonatkoz6 allitas visszavezethetd a w-re vonatkoz6 allitasra, a 7-re vonatkozé
allitas pedig ezekbdl mar vildgos.

74. Legyen T adott tégla, és jeloljiik C-vel azon A Borel-halmazok rendszerét,
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amelyekre 9(ANT) = {(ANT'). Mutassuk meg, hogy C tartalmaz minden T-beli
Borel-halmazt. Ennek bizonyitdsdhoz alkalmazzuk a 28. feladat 4llit4sat.
A végességi feltétel nélkiil az 4llit4s nem igaz.

75. Jeloljikk A-val azon A € B(G) halmazok rendszerét, amelyekre teljesiil a
feladat allitdsa. Azt kell megmutatni, hogy A = B(G). Ennek bizonyitdsihoz
alkalmazzuk a 53. feladat 4llitasat.

76. Alkalmazzuk Hahn felbontasi tételét.
77. Induljunk ki az el6z6 (76.) feladat (i) allitdsabol.

78. Keressiink egy olyan A gyfr(it, amelyen minden additiv halmazfiiggvény
automatikusan o-additiv. Keressiink .A-n egy olyan additiv halmazfiiggvényt,
amelynek az A-t tartalmazé barmely o-gyftrlire valé o-additiv kiterjesztése fel
kell, hogy vegye a co és —oo értékek mindegyikét, amirdl tudjuk, hogy lehetet-
len.

79. Az egyik irdnyban haszndljuk fel a ) = m — v Gsszefiiggést, a masik irdnyban
pedig Hahn felbontasi tételét.

80. Jelolje R az A altal generdlt o-gyfirdit, és tegyiik fel, hogy az A € ‘R halmaz
lefedhets egy véges ¥(A)-mértékd A-beli halmazzal. Legyen C azon B € R
halmazok rendszere, amelyekre teljesiil, hogy ¥ minden, elGjeles mértékként R-
re val6 kiterjesztésének ugyanaz az értéke BN A-ban. Mutassuk meg, felhasznédlva
az 28. feladatot, hogy C o-gyfir(i és tartalmazza A-t. igy C = R és A € C, azaz
A-ra a kiterjesztés egyértelm.

81. Egyik dllitds sem igaz. Keressiink olyan ellenpéldat, amelyben A4 C B(R),
és u olyan A-n értelmezett mérték, amely csak a 0 és 1 értékeket veszi fel, de nem
terjeszthetd ki mértékként B(R)-re.

82. A Kkiterjesztés leirdsdhoz hatdrozzuk meg a kiterjesztett elGjeles mérték érté-
két minden egyelemi halmazban.

83. Elég megmutatni, hogy ha B € Aés0 < a < p(B), akkor van olyan A € A,
amelyre A C B és j1(A) = a. Ehhez elGszor is mutassuk meg, hogy minden po-
zitiv mértéki halmaz tartalmaz akarmilyen kis pozitiv mértéki halmazt. Konstru-
aljuk meg az A halmazt a kimerités modszerével. Azaz keressiink egy ,,lehetleg
nagymértékd” A; C B halmazt, amelyre még p(A;1) < a. Utdna keressiink egy
,lehetSleg nagymértékd” Ay C B\ A; halmazt, amelyre még (A1) +u(Asz) < a.
Folytassuk az eljarast, és mutassuk meg, hogy az A = A; U A5 U ... halmazra
u(A) =a.

Otlet egy masik megoldashoz: vegyiink egy F C A halmazrendszert, amely
maximalis arra a tulajdonsdgra nézve, hogy barmely két A, B € JF halmazra
w(A\ B) = 0vagy u(B \ A) = 0. (Egy ilyen rendszer 1étezése konnyen bizo-
nyithat6 a Zorn-lemmabdl.) Mutassuk meg, hogy ¢ mar az F halmazrendszerre
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megszoritva is felvesz minden értéket 0 és sup{u(A): A € A} kozott.

84. Bizonyitsuk be el6szor a feladat allitdsat arra az esetre, amikor a tér telje-
sen atomos, ami alatt azt értjiik, hogy létezik atomoknak egy paronként diszjunkt
rendszere, amely .4 minden elemét lefedi. Az édltaldnos esetet vezessiik vissza erre

” 7z

az esetre, illetve az el6z6 (83.) feladat eredményére.

85. Legyen A = A; U As U ..., ahol Ay, As, ... paronként diszjunkt A-beli
o0

halmazok. Be kell latnunk, hogy u(A) = Z w(A;). Ttt a > egyenlStlenség
i=1

1=
konnyen lathat6. Mutassuk meg, hogy ha > allna, akkor volnanak olyan diszjunkt
By, C A halmazok, melyekre iréf w(Byg) > 0.

86. Haszndljuk fel a 3. feladat allitasat.

87. A teljességet bizonyitandé mutassuk meg elGszor, hogy ha d(A,, A1) <

1/2""! minden n-re, akkor az (A,,) sorozat konvergal a lim sup A,, halmazhoz.
n—oo

88. Az (i)=(ii) implikdcié nem igaz még akkor sem, ha A = (). Keressiink
ellenpélddt abban a (A<, d) térben, ahol A< a [0, 1] intervallum Borel-halma-
zainak o-algebrdja a Lebesgue-mértékkel.

A (i1)==-(1) implik4ci6 sem igaz. Ha p nem korlatos, akkor lehetséges, hogy
limsup 4, = 0, de A,, /4 0.

n—00

89. Fejezziik ki az A \ liminf A,, halmazt az A \ A,, halmazok segitségével, a

n—oo

<lim sup An> \ A halmazt pedig az A,, \ A halmazok segitségével.

n—oo

90. Hasznéljuk a Borel-Cantelli-lemmat.

91. A 40. feladat alapjan feltehetjiik, hogy vannak paronként diszjunkt A;, Ao,
. € A halmazok és kiilonboz8 ni, no, ... indexek gy, hogy ¥,,(A4;) # 0

minden ¢ = 1,2, ...-re. Mutassuk meg, hogy az A; halmazok sorozatibdl kiva-

laszthatunk egy olyan részsorozatot, amelynek az unidja kielégiti a feltételt.

92. Alkalmazzuk az el6z6 (91.) feladat allit4sat.

93. Eldszor bizonyitsuk be az 4llitast arra az esetre, amikor csak véges sok M;
halmaz van. Alkalmazzunk teljes indukciét az M; halmazok szdmara nézve. Az
altalanos esetben hasznaljuk fel, hogy A kiilsé mérték.

94. A A(A) < k(A) egyenlbtlenség nyilvanvald. A k(A) < A(A) egyenlGtlensé-
get bizonyitand6 hasznéljuk fel, hogy A kompakt.

95. Legyen A Jordan-mérhets. Ha a T; téglalapok lefedik H-t, akkor a 7; N A
Jordan-mérhetd halmazok lefedik H N A-t, a T; \ A Jordan-mérhet halmazok
pedig lefedik H \ A-t. EbbSl konnyi belétni, hogy k(HNA)+k(H\ A) < k(H).
Mivel a forditott irdnyd egyenlStlenség mindig igaz, ez bizonyitja az egyenl&séget.
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Ha az egyenl6ség minden A-ra fenndll, akkor alkalmazzuk azt egy H-t tartal-
maz6 tégldra. Vezessiik le ebbdl, hogy b(H) = k(H).

96. Az els6 egyenldséget bizonyitandd fedjiik le H-t olyan nyilt téglaredszer-
rel, amelynek az ossztérfogata kozel van A(H )-hoz. Ebbdl a masodik egyenldség
nyilvdnvald. A harmadik egyenldséget bizonyitandé fedjiik le H-t nyilt halmazok
olyan sorozatdval, amelynek a mértékei tartanak \(H )-hoz, és vegyiik a metsze-
tilket.

97. Vélasszunk olyan mérhet6 A,, C H halmazokat, hogy A(A4,) — A(H) telje-
siiljon, és vegylik az uniéjukat.

98. Ha A C H mérhetd, akkor E'\ A is mérhet§, és lefedi £\ H-t. Ha E\ H C
A C E mérhetd, akkor E \ A is mérhet, és része H-nak.

99. Mind a hirom egyenl&tlenség nyilvdnvalé a definiciokbdl, felhaszndlva azt
is, hogy véges sok tégla unidja mérhetd.

100. Alkalmazzuk a 96. feladat allitasat.

101. A G nyilt halmaz 1étezését mar lattuk a 96. feladatban. Az F' halmaz 1éte-
zését vezessiik vissza G 1étezésére.

102. Mutassuk meg, hogy vannak olyan A; C As C ... mérhet§ halmazok,
melyekre H,, C A, és A\(H,) = A\(A;,) minden n-re.

7z

103. (i) Irjunk egy megszamlalhaté siirti halmaz (pl. Q) pontjai koré rovid nyilt
intervallumokat, és vegyiik ezek unidjat. (ii) Vegyiik az igy kapott halmaznak
(0,1)-gyel vett metszetét. (iii) Vonjuk ki az (i)-ben konstrudlt nyilt halmazt egy
zért intervallumbdl.

104. Hasznaljuk fel a 66. feladat dllitasat.

105. Az dllitas igaz. Vezessiik le a feltételbdl, hogy AN[n, n+1) mérhetd minden
n-re.

106. Vilasszuk az A, halmazokat induktive. Ha az Ai,..., A, halmazokat
mar kivalasztottuk, akkor valasszuk A, -et ugy, hogy az A1, ..., A, halmazok
mindegyikét kevéssel ¢?-nél kisebb mértékii halmazban messe. Ez egyiittesen
csak egy c-nél kisebb mértéki halmazt adna, a hidnyz6 részt a [0, 1]\ (A; U... U
Ay)) halmazbdl kell pétolni. Ezért minden 1épésben biztositani kell, hogy ez a
maradék-halmaz pozitiv mértéki legyen.

107. Mit mondhatunk azon c szdmok halmazrél, amelyekre H + ¢ nem részhal-
maza az irracionalis szamoknak?

108. Ha egy x szdmra végtelen sok p/q raciondlis szdmra teljesil |x — (p/q)| <
1/ ¢3, akkor ezek kozott végtelen sok kiilonbozs nevez6ji kell, hogy legyen. Adott
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q € NT-ra mekkora azon x € [0,1] szdmok halmazdnak mértéke, amelyekre
|z — (p/q)| < 1/q¢> valamely p € Z-re?

109. Jelsljiik H,-nel azon x € [a, b] pontok halmazat, melyekre | f(y) — f(z)| <
e - |y — x| valahdnyszor |y — x| < 1/n. Mutassuk meg, hogy A\(f(H,)) <
¢ - (b— a) minden n-re. Haszndljuk fel a 102. feladatot annak bizonyitésara, hogy
a feladatban szerepl halmaz kiilsé mértéke szintén legfeljebb ¢ - (b — a).

110. Mutassuk meg el6szor, hogy az M halmaz felbonthaté6 megszamlalhatéan
sok olyan halmaz egyesitésére, amelyen f szigorian monoton nové €s korlatos.
Igy elég beldtni, hogy ha H C M és f szigortian monoton n6vé és korlatos H-n,
akkor H nullmértékii. Vezessiik vissza ezt az allitast az el6z6 (109.) feladatra.

111. Mutassuk meg, hogy az N halmaz megszamlalhatd.
112. Hasznéljuk fel, hogy f akkor és csak akkor Riemann-integralhaté [a, b]-n,

ha minden € > 0-hoz van olyan F': a = g < 1 < ... < z, = b felosztas, hogy
n

Qr(f) <e It Qe(f) = Z(M, —m;) - (i — zi—1), ahol M; = sup fés
i=1 [zi—1,2i]
m; = inf f
[zi—1,2]
Jeloljiik wy(x)-szel az f fuggvény oszcilliciGjit az x € [a, b] pontban, azaz
legyen

= li — inf .
“r (IL‘) h_l)g’i() ([mh,:ﬂ%ﬂ[a,b] / [m—h,xl-rl-lh]ﬂ[a,b] f>

Vildgos, hogy f akkor és csak akkor folytonos 2-ben, ha w¢(z) = 0. Mutassuk
meg, hogy f akkor és csak akkor Riemann-integralhaté [a, b]-n, ha minden ¢ > 0-
raaz E5 = {x € (a,b): wy(x) > ¢} halmaz mértéke nulla. (Vegyiik észre, hogy
Es korldtos és zdrt, tehat a 94. feladat éllitdsa szerint k(Es) = A(Es).)

113. Lassuk be, hogy az x — A(H N [0, z]) fiiggvény folytonos.

114. El6szor bizonyitsuk az allitast zart halmazokra. Mutassuk meg, hogy ha H
zéart és A\(H N [0,00)) > 0, akkor az f(z) = 0 (z < 0), f(x) = M H N[0, z])
(z > 0) fuggvény megfelel. Lassuk be, hogy f értékkészletének minden elemét
f a H halmazon is felveszi.

115. Hasznaljuk fel, hogy a mérhet6 halmazok mindent j6l vagnak ketté.

116. Vezessiik vissza az allitast az el6z6 (115.) feladatra.

117. Ha A mérhetd, akkor j6l vagja ketté a B és A U B halmazok mindegyikét.
118. Hasznaljuk fel, hogy C' jol vagja ketté A és B mindegyikét.

119. Hasznéljuk fel a 96. és 118. feladatok allitasait.

120. A feltétel elégségességének bizonyitasdhoz vegyiik észre, hogy ha az A hal-
maz kielégiti a feladatban megfogalmazott feltételeket és a H halmaz mérhet6
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burka M, akkor A\(A\ M) = A\(M \ A) = 0.
121. Hasznéljuk fel az el6z6 (120.) feladat allitasét.

122. Mutassuk meg, hogy H és K mérhet6 burkainak metszete nullmértékd.

o
123. Mutassuk meg, hogy ha az I, tégldk lefedik A-tés Y _ #(I,) elég kozel van

n=1

N
A(A)-hoz, akkor elég nagy N-re az F = U I,, halmaz megfelel.
n=1

124. Alkalmazzuk a 28. feladat 4llitasat.
125. Tegyiik fel el6szor, hogy A(A) < oco. Mutassuk meg, hogy ha az I,, interval-
[e.e]

lumok lefedik A-t és Z |I,,| elég kozel van A(A)-hoz, akkor az I, intervallumok
n=1

legaldbb egyike ilyen.

126. Tegyiik fel, hogy A\(I N A) > 0,99 - |I|. Mutassuk meg, hogy ha I-t feloszt-

juk n egyenld részre, akkor a részek valamelyikére szintén teljesiil egy hasonld

egyenlGtlenség.

127. Nyilvéanval6, hogy d € A — B akkor és csak akkor, ha (B +d) N A # 0. igy
elég megmutatni, hogy (B +d)N A # () minden d-re, ahol d befutja egy alkalmas
nem-elfajuld intervallum pontjait. Ezt bizonyitand6 hasznaljuk fel a 117. és 126.
feladatok 4llitasat.

128. A 90. feladat dllitasa szerint elég olyan A,, halmazokat taldlni, amelyek

o0
mindegyike véges sok tégla unidja, tovabba Z d(An, A) < .
n=1
129. Legyen B =R\ A. Ha A\(A) > 0és A\(B) > 0, akkor a 127. feladat allitdsa
szerint A — B tartalmaz racionalis szamot. Mutassuk meg, hogy ez lehetetlen.

130. Hasznaljuk fel az el6z6 (129.) feladat allitasat.

131. Ha0 < A(A) < 1, akkor ([0, 1]\ A) — A tartalmaz szakaszt. Mutassuk meg,
hogy ez lehetetlen. Hogy ne kelljen bajlédni a kétféleképpen felirhaté szdmokkal,
vegyiink inkédbb egy szakaszt a B — A’ halmazban, ahol B = ([0,1] \ A) \ D és
A" = A\ D, ahol D a véges tizedestortek halmaza.

132. Mutassuk meg el&szor, hogy ha ) felvesz pozitiv és negativ értéket is, akkor
nem korlatos sem alulrél, sem feliilr6l, ami lehetetlen. Igy feltehetd, hogy ¥ > 0.
Tegyiik fel, hogy ¥([0,1]”) = 1. Lassuk be, hogy 9 egyenl§ a Lebesgue-mér-
tékkel el8szor a raciondlis koordinatdju téglakon, majd az 6sszes téglan, végiil az
0sszes Borel-halmazon.

133. Legyen Z C P(R) o-idedl, azaz olyan halmazrendszer, amelyre teljesiil,
hogy ha A € T és B C A, akkor B € Z, tovabba ha Ay, As,... € Z, akkor
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oo
U A; € Z. Ekkor az a uz halmazfiiggvény, amelyre puz(A) = 0,ha A € Z és

n=1
uz(A) = oo, ha A ¢ T mérték lesz P(R)-en. Adjunk meg minél t6bb eltolds-
invarians o-idedlt R-en.

134. Legyen I olyan nem-elfajulé intervallum, amelyre 9(/) véges. Mutassuk
meg, hogy van olyan & C R halmaz, amelyre (i) E-nek 1étezik végtelen sok
paronként diszjunkt I-beli eltoltja, valamint (ii) E-nek létezik megszamlalhatéan
sok eltoltja, amelyek lefedik R-et.

Bizonyitsuk be, hogy J(F') = 0 minden F' C E halmazra. Vezessiik le ebbdl,
hogy ¥(A) = 0 minden A C R-re.

135. Az el6z6 (134.) feladat allitasabol kovetkezik, hogy van olyan £ C R hal-
maz, amely nem Lebesgue-mérhetd. Ellenkez6 esetben ui. a Lebesgue-mérték
olyan eltolds-invaridns mérték lenne P(R)-en, amely nem azonosan nulla, és
amely véges értéki a korldtos nyilt halmazokon.

Legyen A(A) > 0. Mutassuk meg, felhasznélva a 130. feladat allitasat, hogy
A egy alkalmas eltoltjanak F-vel valé metszete nem mérhetd.

136. Az (i) allitds hamis. Mutassuk meg, hogy ha az U halmaz nem végja jol
ketté V-t, akkora H = UNV és K = V' \ U halmazok ellenpéldat szolgéltatnak.
A (ii) 4llitds igaz. Trjuk fel a megfeleld 4llitist H és X mérhet6 burkaira.

137. Jeloljik M-mel azoknak a halmazoknak a rendszerét, amelyek eldallnak

2

véges sok raciondlis gdmb uniéjaként. Mutassuk meg, hogy M mindeniitt srd
L<°°-ben.

138. Lassuk be, hogy ha f mérhetS, akkor a {B C R: f~}(B) € A} halmaz-

2

rendszer olyan o-gy(r(i, amely tartalmazza a nyilt halmazokat.

139. Ha az s fuiggvény értékei a ¢; szamok, akkor az A(s = ¢;) halmazok lefedik
A-t.

140. Irjuk fel a kérdéses halmazt az A(fn < fnt1)s A(fn > fns1) halmazok és
halmazelméleti miiveletek segitségével.

141. Lasd a 52. feladathoz adott megoldasi otletet.

142. Minden nemnegativ fiiggvényt megkaphatunk sup f; alakban, ahol mind-
egyik f; csak egyetlen pontban nem nulla. '

143. Ha A atom és f mérhetd, akkor legyen ¢ = inf{a € R: u(A(f > a)) = 0}.

144. A (ii) allitast bizonyitand6 lassuk be, hogy ha f: A — R mérhetd, akkor
van olyan g: A — R korlatos és mérhet6 fiiggvény, amelyre pu(A(f # g)) < e.

145. Az eloszlasfiiggvény pontosan akkor jobbrdl folytonos tp-ban, ha az
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A(f = to) halmaz nullmértékd.
146. Alkalmazzuk a Borel-Cantelli-lemmat.

147. Keressiink olyan ellenpélddt, amelyben p a Lebesgue-mérték, A = [0, 1],
f =06és f, = xi,, ahol I,, egy 1/n-nél rovidebb intervallum minden n-re.
Hasznljuk fel, hogy »  1/n = oo, és alkalmazzuk a 63. feladat llitasdt.

148. Elég olyan f,,: [0,1] — R folytonos fiiggvényeket konstrudlni, amelyekre
fn — 0 pontonként [0, 1]-en, de a konvergencia nem egyenletes [0, 1]-en. Gon-
doljuk meg, hogy ekkor a konvergencia nem lehet egyenletes egyetlen [0, 1]-ben
stirli halmazon sem.

149. Bontsuk fel A-t megszamlalhatéan sok véges mértékdi halmazra, és alkal-
mazzuk a Jegorov-tételt mindegyikre.

150. Legyenek f,: X — R pontonként nulldhoz tart, de nullatdl kiilonb6zd
értékii fiiggvények. Legyen minden x € X-re és i € NT-ra k;(x) a legkisebb
pozitiv egész, amelyre teljesiil, hogy ha n > k;, akkor |f,(x)| < 1/i. Ekkor
a (k1(z), ko(x),...) sorozat monoton novs és végtelenhez tart minden x € X-
re. Mutassuk meg, hogy ha minden, pozitiv egészekbdl all6, monoton novo és
végtelenhez tarté sorozat el6fordul a fenti sorozatok kozott, akkor X-et nem le-
het megszamlalhatéan sok részre felbontani gy, hogy az f,, — 0 konvergencia
egyenletes legyen mindegyik halmazon.

Kézenfekvs, hogy olyan példat konstrudljunk, amelyben minden ilyen sorozat
el6fordul. A legegyszer(ibben ezt tigy érhetjiik el, hogy X-nek ezen sorozatok
halmazat valasztjuk. Legyen p a szdmossdgmérték P (X )-en.

151. Az A(f < c¢) halmaz egy intervallumnak és A-nak a metszete minden c-re.
152. Az A(f < ¢) halmaz egy nyilt halmaznak és A-nak a metszete minden c-re.
153. Alkalmazzuk az 50. feladat megolddsanak gondolatmenetét.

154. Lassuk be, hogy az el6z5 (153.) feladatban konstrualt fiiggvény [0, 1] min-
den részintervalluméban felvesz minden [0, 1]-beli értéket.

155. R? Borel-halmazainak rendszere kontinuum szdmossagu az 57. feladat sze-
rint. Mutassuk meg, hogy ha A adott, akkor az f: A — R fliggvényt egyértelmd-
en meghatdrozzdk az A(f < r) (r € Q) halmazok.

156. Legyen A, = {x € [a,b]: f(x) < r}. Mutassuk meg, hogy
A={(z,y) € [a,b] x[0,00): (Vr € Q) (z € A, =y <1)}.

Fejezziik ki ennek alapjdn az A halmazt az A, x [0, r] halmazok és halmazelméleti
miiveletek segitségével.
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A megforditast illetGen induljunk ki abbdl, hogy {z € [a,b]: f(z) > ¢} =
{z: (z,c) € A}.

157. Egyik allitasbdl sem kovetkezik a masik.

158. Mutassuk meg, hogy az {x € [a,b]: f(x) < ¢} halmaz csak egy nullmérté-
k#i halmazban tér el egy nyilt halmaztdl.

159. Mutassuk meg, hogy egy alkalmas A C [a, b] halmazra az f = x 4 halmaz
kielégiti a feltételeket.

160. Alkalmazzuk a 123. és 144. feladatok allitasait.
161. Alkalmazzuk az el6z6 (160.) feladat és a 146. feladat allitasait.

162. Az allitast bizonyitsuk el6szor egy mérhet6 halmaz karakterisztikus fiiggvé-
nyére, aztidn egyszeri fiiggvényekre, majd alkalmazzuk a 144. feladat 4llitasat.

P

163. Az (i) dllitast bizonyitsuk az el6z6 (162.) feladat allitasanak felhasznalasa-
val. A (ii) allitas bizonyitdsdhoz alkalmazzuk a Jegorov-tételt.

164. Vezessiik vissza az allitast arra az esetre, amikor f véges értékd. Véges
értékd fliggvényekre alkalmazzuk a 163. és 152. feladatok allitasait.

Alternativ megolddsként gondoljuk meg, hogy az A, = {z € A: f(z) < r}
halmazok Lebesgue-mérhetéek, tehat csak egy nullmértéki halmazban térnek el
egy Borel-halmaztdl (1asd a 101. feladatot). Ezt felhasznalva médositsuk f-et egy
nullmértékd halmazon gy, hogy Borel-mérhetd legyen.

165. Bizonyitsuk az allitast elészor abban az esetben, amikor A kompakt és f
folytonos. Az dltaldnos esetet vezessiik vissza erre az esetre a 163. feladat (ii)
allitasanak segitségével.

166. Legyen A, = {z € R: f(z) < c¢}. Mutassuk meg, felhasznalva a 129.
feladat alkalmas varidnsat (vagy a Steinhaus-tételt, 1. a 127. feladatot), hogy
A(A:) = 0 vagy A(R\ A.) = 0 minden ¢ € R-re. Mutassuk meg, hogy eb-
bdl kovetkezik, hogy f konstans majdnem mindentitt.

167. A(gof<c)=fr{yeR: :g(y) <c}).

168. Egyik allitas sem igaz. Keressiink olyan ellenpéldat, amelyben g egy null-
mértékd halmaz karakterisztikus fiiggvénye, f pedig olyan differencidlhaté és szi-
gortian monoton fiiggvény, amely egy pozitiv mértékti halmazt nullmértékiibe ké-
pez.

169.

(1) A go f fiiggvény konstans a Cantor-halmaz mindegyik kiegészitd interval-
lumén.

(i1) Az allitds nem igaz. Konstrudljunk ellenpéldat annak felhasznaldsédval, hogy
csak kontinuum sok Borel-halmaz van.
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170. Az f fuggvénynek akkor és csak akkor van meg ez a tulajdonsiga, ha
Borel-mérhetd, €s az értékkészlete megszamlalhat6. A feltétel sziikségességének
bizonyitasahoz haszndljuk fel azt az ismert allitast, hogy ha h: R — R Borel-
mérhetd, akkor h értékkészletének szamossiga vagy megszamlalhatd, vagy kon-
tinuum. (Ldsd a I1.7.9. Tételt és a I1.9.2. Kovetkezményt kovetd megjegyzést a
[6] jegyzetben.)

171. Az f fuggvénynek akkor és csak akkor van meg ez a tulajdonsiga, ha
Lebesgue-mérhetd, és van olyan N C R nullmértékd halmaz ugy, hogy az f
fiiggvénynek az R\ NV halmazra valé megszoritdsanak az értékkészlete megszdm-
lalhatd. A feltétel sziikségességének bizonyitdsdhoz alkalmazzuk az el6z6 (170.)
feladat megolddsanak gondolatmenetét, és hasznaljuk fel a 164. feladat 4llitdsat
is.

172. Csak a konstans fiiggvényeknek van meg ez a tulajdonsédga.

173. A D f fiiggvény értelmezési tartoménya azon = € A pontok halmaza, ame-
lyek jobb oldali torl6dasi pontjai A-nak. Jeloljiik ezt a halmazt A, -szal. Azt kell
belétni, hogy az A, (D" f < c) halmaz Borel, ha A Borel, és Lebesgue-mérhet,
ha A Lebesgue-mérhetS. Jeloljiikk A,, p-val azon x € A, pontok halmazit, me-
lyekre (f(y) — f(x))/(y — x) < ¢+ (1/k) minden olyan y € A-ra, amelyre
r<y<az+1/n Allitsuk el§ A (D' < ¢)-taz A, 1 halmazok segitségével, és
mutassuk meg, hogy A, j Borel-halmaz, ha A Borel, és Lebesgue-mérhet6, ha A
Lebesgue-mérhetd. A (ii) 4llitast vezessiik vissza (i)-re.

[0.9] [e.9]
174. (a) A feltétel az, hogy Z el és Z c,, legalabb egyike véges legyen.

n=1 n=1

oo
(b) A feltétel az, hogy Z cn, abszolit konvergens legyen.

n=1

175. Az f fiiggvény nem mas mint az A,, halmazok karakterisztikus fiiggvénye-
inek Osszege.

176. Legyen f az A, halmazok karakterisztikus fiiggvényeinek 6sszege. Adjunk

also becslést az / f? dp integrélra.
X
177. Az el6z6 (176.) feladat megolddsaban lattuk, hogy n darab 1/2-mértéki

halmaz koz6tt mindig van kettS, amelyek metszetének mértéke legaldbb (1/4) —
(1/4(n —1)). A megolddsbdl vildgos, hogy ez csak akkor érhetd el, ha

/Xdeu=</deu>2, (16)
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n
ahol f = Z X4, Marmost a (16) egyenl6ségbdl kovetkezik, hogy f majdnem
i=1

konstans (ldsd a 211. feladatot). Mivel / fdu =n/2, ezért f = n/2 y-m.m.
X

Vagyis csak olyan példa képzelhet$ el, amelyben X = [0, 1] (majdnem) minden

pontja a halmazok koziil pontosan n/2-nek eleme.

178. Alkalmazzuk a 176. feladat allitasat €s a Ramsey-tételt. A részsorozat kiva-
lasztasdhoz haszndljuk az atlés modszert.

179. Ha A € A felulrdl korlatos, akkor lim x4 = 0. Ha lim f = ¢, akkor
Tr—00 Tr—00
{z: |f(z) — c| > e} feluilrdl korldtos.

180. Alkalmazhatjuk a nemnegativ tagi sorok tagonkénti integralhat6sagat, vagy
a 146. feladat megolddsanak gondolatmenetét is.

181. Az a = 0 esetben azt kell beldtni, hogy g, — 0 y-m.m., ahol g, = (f1 +
...+ fn)/n. Mutassuk meg, hogy a gig fiiggvénysorozatra alkalmazhaté az el6z6
(180.) feladat allitasa. Igy g,» — 0 p-m.m. Lassuk be azt is, hogy ha n* <
k < (n 4+ 1)2, akkor g;, — g,,2 kicsi, és igy ha egy z pontban g,,2(z) — 0, akkor

gn(z) — 0.
182. Alkalmazzuk az el6z6 (181.) feladatot az f,, = x 4,, fliggvényekre.
183. Jelolje H,, azon x € [0, 1] szdmok halmazdt, amelyek ¢ alapi szamrendszer-

beli felirdsdban az n-edik jegy s. Alkalmazzuk a H, halmazsorozatra az el6z6
(182.) feladat allitasat.

o

184. Legyen f, = x4,. Azt kell belatni, hogy Z fu(x) = 00 p-mm. & € X-
n=1

re. Legyen s,, = aj + ... + ay, ahol a,, = pu(A,) minden n-re. Szdmitsuk ki

az | (fi+...4 fn — s,)? dp integralt, és az eredményt felhasznélva becsiiljiik

X
meg az X (|f1 + ...+ fn — Sn| > sp/2) halmaz mértékét. Bizonyitsuk be ennek
alapjan, hogy p-m.m. z € X-re fi(z)+...+ fn(x) > s, /2 teljesiil végtelen sok
n-re.
185. Az dllitds a Borel-Cantelli-lemmébol kovetkezik, ha azt az X \ A, hal-
mazokra alkalmazzuk. Ehhez persze ellenérizniink kell, hogy pu(B; N Bj) =
w(B;) - pu(Bj) teljestil minden i # j-re.
186. Gondoljuk meg, hogy az Ay, = {z € [0,1]: f(x) = k} halmaz véges sok
szakasz unidja és véges sok sok pont uniéja. Szamitsuk ki A(Ag)-t.
187. Allitsuk el6 f-et egy alkalmas fiiggvénysor Gsszegeként, és alkalmazzuk a
nemnegativ tagi sorok tagonkénti integralhatésagat.

P

188. Alkalmazzuk az el6z6 (187.) feladat megolddsanak gondolatmenetét.

189. Allitsuk el6 f-et egy alkalmas fiiggvénysor Ssszegeként, és alkalmazzuk a
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nemnegativ tagi sorok tagonkénti integralhatésagat.
190. Alkalmazzuk a 160. feladat allitasat.

o~

191. Bizonyitsunk el6szor véges mértékid halmazon kiviil elttind korldtos fligg-
vényekre, felhaszndlva a 162. feladat allitasat.

192. Alkalmazzuk a 190. feladat allitasat.

193. El8szor lassuk be, hogy ha f Riemann-integralhat6 [a, b]-n, akkor minden
b
€ > 0-hoz van olyan g 1€pcsdstiiggvény, hogy / |f —gldx <e.
a

194. Hasznaljuk fel a 190. és 192. feladatok allitasait.

195. A ,,csak akkor” 4llitds bizonyitdsahoz alkalmazzuk a 156. feladat megolda-
sdnak gondolatmenetét. A megforditdst bizonyitandé alkalmazzuk Fubini tételét.

196. Keressiink ilyen tulajdonsdgu karakterisztikus fiiggvényt.

197. Legyen I, a [0, 1] intervallum raciondlis végpontu részintervallumainak egy

sorozatba rendezése. Ha f, olyan nemnegativ, véges értékli Lebesgue-mérhetd
o0

figgvény, amelyre / fndA > 1,akkoraz f = Z frn fiiggvény szintén nemne-
I,

n=1

b
gativ, Lebesgue-mérhetd, és fd\ =ocominden 0 < a < b < 1-re. Mar csak

azt kell elérni, hogy véges értékd legyen.
198. Mindkét allitas bizonyitdsahoz alkalmazzuk a monotonkonvergencia-tételt.

199. A 111.feladat ugyanezt dllitja tetsz6leges véges értékd fiiggvényre. Ezt koz-
vetleniil nem alkalmazhatjuk, mert a jelen feladatban f felvehet végtelen értékeket
is. De a 111. feladat megolddsdnak gondolatmenete kis médositdssal alkalmazha-
to.

o0 o0

200. Keressiik a fiiggvényt Z fn alakban, ahol Z / fndA < o0, és f,, lime-
n=1 n=1"R

sze az n-edik raciondlis pontban oco.

201. Mivel a dist (z,C) fiiggvény limesze a Cantor-halmaz pontjaiban nulla,
ezért kézenfekvs, hogy az 1/dist (z, C) fiiggvénnyel prébalkozzunk. Ez a fiigg-
vény nem Lebesgue-integrilhatd, de konnyl gy mddositani, hogy az legyen.

202. Legyen A; = A(yi1 < f < y;). Ekkor g1 - p(A;) < / fdu <
A;

yi - w(A;). Ezeket az egyenlGtlenségeket dsszeadva a felsd becslés éppen az (i)-
ben szerepld Osszeg. A Stieltjes-integral definicidjabol és (i)-bdl (ii) azonnal k-
vetkezik. Alkalmazzuk a (ii)-ben szerepld Stieltjes-integralra a parcidlis integralds
képletét.

203. Legyen A, = A(1/n < f < n). Kiilonboztessiink meg két esetet aszerint,
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hogy 1(A,) < oo minden n-re vagy sem. A elsd esetben alkalmazzuk az el6z6
(202.) feladat (ii) allitasat A helyett A,,-nel, majd tartsunk n-nel végtelenbe.

204. Mutassuk meg, hogy alkalmas & > O-ra u(A(f >¢)) > 0.

205. Ha az allitas nem igaz, akkor vannak olyan pozitiv mértékd B és C halma-
zok, amelyeken f pozitiv, illetve negativ. Azt kell megmutatni, hogy ez ellent-
mond a feltételnek.

206. El6szor korldtos fliggvényekre bizonyitsunk. Az altaldnos esetben alkal-
mazhatjuk a 190. feladat megoldasaban kovetett gondolatmenetet.

207. Alkalmazzuk a nagy Lebesgue-tételt az | f,, — f| fiiggvénysorozatra.

208. Bizonyitsuk az 4llit4st el6szor nemnegativ egyszer( fliggvényekre, felhasz-
nalva a log x fiiggvény konkavitdsat. A kovetkezd 1épésben bizonyitsuk az allitast
olyan f fiiggvényekre, amelyekre f > § > 0 mindeniitt X -en.

209. Eloszor is lassuk be, hogy az / log f dy integral 1étezik. Ha / log f dyp =
A A

—o0, akkor az 4llitds igaz. Gondoljuk meg, hogy ha / log f dy > —o0, akkor
A

sziikségképpen p(A) < 0.

Ha 0 < p(A) < oo, akkor vezessiik vissza az éllitast az el6z5 (208.) feladat
allitaséra.
210. Mutassuk meg, hogy ha a®+b%> =1, és az (f, g) part az (af+bg,bf —ag)
parral helyettesitjiik, akkor a bizonyitandé egyenl6tlenség egyik oldala sem val-
tozik. Valasszuk meg a-t és b-t Gigy, hogy bf — ag integralja nulla legyen.

211. Tekintsiik a Schwarz-egyenl6tlenségnek azt a bizonyitasat, ami abbdl indul

ki, hogy /(tf—g)2 dp >0 minden ¢ € R-re. Gondoljuk meg, hogy ha a Schwarz-
A

egyenlbtlenségben egyenl6ség all, akkor sziikségképpen / (tf— g)2 du =0 egy

alkalmas t-re. ¢

212. Tekintsiik a Holder-egyenlétlenség kovetkez$ bizonyitdsat. Mivel p~1 +

g ! =1, ezért a log x fiiggvény konkavitdsa miatt

log(fg) =p 'log f* + ¢ 'logg? < log(p™ ' f* + ¢ 'g7),

azaz fg < p_'fP + ¢ '¢? mindeniitt A-n. Ezt A-n integrilva azt kapjuk, hogy
fgdu <1, feltéve, hogy/ fPdu = / gldu = 1.

A A A
Gondoljuk meg, hogy ha a Holder-egyenl6tlenségben egyenl8ség all, és

/fpdu:/quMZL
A A
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akkor sziikségképpen P = ¢? p-m.m.

213. Bizonyitsuk az allitast el6szor intervallum karakterisztikus fliggvényére,
majd véges sok intervallum uniéjdnak karakterisztikus fiiggvényére, aztdn Borel-
halmaz karakterisztikus fiiggvényére (a 28. feladat felhasznaldsaval), Borel-mér-
hetd egyszeri fiiggvényre, majd végiil korlatos Borel-mérhetd fiiggvényre (a 144.
feladat felhasznalasaval).

214. Konstrudljunk olyan p mértéket és olyan F' zart halmazt, melyekre
u(R\ F) = 0, és van olyan z,, — 0 sorozat, hogy (F' — x,) N F = () min-
den n-re.

215. Bizonyitsunk el8szor 1épcsdsfiiggvényekre. Az éltaldnos esetben alkalmaz-
zuk a 190. feladat allitasat.

216. El6szor a konstans f fiiggvényekre bizonyitsunk, felhaszndlva a konnyen

b b/t
ellendrizhetd / g(tz)dx = 1. / g(x) dX Osszefiiggést. Utdna tekintsiik a
a

a/t
1épcsostiiggvények esetét, majd (a 190. feladat allitdsdnak felhaszndldsaval) az

altalanos esetet.

217. Tekintsik a H = {(z,y): y € AN (B + z)} halmazt, é a Fubini-tétel
segitségével szamitsuk ki kétféleképpen a kétdimenzids Lebesgue-mértékét.

218. Vezessiik vissza az allitast arra az esetre, amikor f szigortian monoton, majd
alkalmazzuk a 151. feladat allitasat az f~* fiiggvényre.

219. A N(f(H)) < puy(H) egyenlétlenség bizonyitasahoz csak A és juy defini-

cidjara van sziikség. (ii) bizonyitdsdhoz lassuk be, hogy ha f konstans az (a, b)

nyilt intervallumon, akkor pif((a, b)) = 0. Azt is gondoljuk meg, hogy tetszSleges
oo

A C R halmaz Lebesgue-féle kiils6 mértéke egyenls azon Z(b” — ay,) Osszegek
n=1
infimumadval, ahol az [a,, b,) intervallumok egy megszdmldlhaté halmaz hijan
lefedik A-t, és a,,, b, € A minden n-re.
A (iii) 4llitds (ii)-bol kovetkezik, felhaszndlva, hogy ¢ ({x}) egyenld f ugra-
séval z-ben.

220. Hasznaljuk fel a 70., 218. és 219. feladatok allitasait.

221. Legyen G C |0, 1] olyan nyilt halmaz, amely sfird [0, 1]-ben és A\(G) < 1.
Keressiik f-et / ’ g(t) dt alakban, ahol g olyan folytonos fiiggvény [0, 1]-en, mely
pozitiv G-ben ég eltinik [0, 1] \ G-ben.

222. Legyen f mint az el6z6 (221.) feladatban. Mutassuk meg, hogy f inverze
megfelel.

223. Az f figgvény Lebesgue-mérhetGsége azzal ekvivalens, hogy ha H Borel,
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akkor f~1(H) Lebesgue-mérhetS. EbbSl nem kovetkezik, hogy ha H Lebesgue-
mérhetd, akkor f~1(H) is Lebesgue-mérhetd).

224. Legyen Hj azon = € H pontok halmaza, amelyekre teljesiil, hogy | f(y) —
f(z)] < k-ly—z|mindeny € H, |y—x| < 1/kesetén. Ekkor H = HiUH5U. ..,
tehét elég beldtni, hogy f(Hj) nullmértékd minden k-ra. Ezt bizonyitandé mu-
tassuk meg, hogy minden nullmértékd halmaz lefedhet6 tetszélegesen kis 6ssztér-
fogati kockarendszerrel.

225. Mutassuk meg, hogy H minden F, részhalmazanak a képe F,.
226. Az allitas pontosan akkor igaz, hap < q.

227. Adott e > O-ralegyen H, azon x € H pontok halmaza, amelyekre teljesiil,
hogy |f(y) — f(z)] < (K +¢) - (y —z) mindeny € H N (x,x + 1/n)-re. Elég
belétni, hogy A(f(H,)) < (K +¢) - (A\(H,) + €) minden n-re (miért?).

228. Jeloljiik H torl6dési pontjainak halmazat H'-vel. Tudjuk, hogy H\ H' meg-
szdmlélhat6 (1. 38. oldal). Adott e >0-ralegyen H, = {x € HNH': (14+¢)" <
f'(x) < (14 )"}, Mutassuk meg, hogy f(H,) < (1+¢) - / f" d\ minden
Hy

n € Z-re.

229. Nyilvan feltehetjiik, hogy K > 0. Vezessiik vissza a feladat allitasat arra
az esetre, amikor f szigordian monoton novd, majd alkalmazzuk az 227. feladat
allitasat az f~! figgvényre.

230. A 228. feladat szerint elég belétni, hogy A\(f(H)) > / f" d\. Ezt bizonyi-

H
tand6 alkalmazzuk a 228. feladat megolddsdnak a gondolatmenetét.

231. Tetsz6leges a < x < y < b-re jeldljik az (f(y) — f(z))/(y — ) diffe-
renciahdnyadost f[z,y]-nal. Az f[u,v] > m egyenlGtlenség bizonyitdsdhoz elég
megmutatni, hogy f[z,v] > m minden u < x < v-re. Legyen H = {y € (x,b) :
flz,y] > m} és z = sup H. Mutassuk meg, hogy f|u, z] > m, z < v lehetetlen,
és hogy flz,v] > maz > v esetben is igaz.

232. Ha f jobbrdl folytonos, akkor az allitds visszavezethet6 az el6z6 (231.) fel-
adat allitasara. Ha f tetszGleges monoton novd fiiggvény, és ha f értékeit a sza-
kaddsi pontokban a jobb oldali hatarértékre valtoztatjuk, akkor ezzel D f értéke
a folytonossagi pontokban nem valtozik, és a fiiggvény jobbrdl folytonos lesz.

233. Fedjiik le f(A)-t intervallumokkal, és alkalmazzuk az el6z5 (232.) feladat
egyenl6tlenségét az intervallumok Gsképein.

234. Legyen elészor Df = DT f. Induljunk ki a 227. és 233. feladatok 4llitasai-
bél, majd alkalmazzuk a 228. és 230. feladatok megolddsaban kovetett gondolat-
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menetet.
235. Ellenpélda gyanant tekintsiik a Cantor-fiiggvényt és a Cantor-halmazt.

236. Legyen £(A) = u(f'(A)) minden A C RP Borel-halmazra. Ekkor &
mérték B(RP)-n. Alkalmazzuk a 74. feladat dllitdsat a £ és v mértékekre.

”

237. Az allitas azonnal adddik az el6z6 (236.) feladat felhasznalasaval.

238. Ellendrizziik (10)-et elszor karakterisztikus fiiggvényekre, aztdn nemnega-
tiv egyszert fiiggvényekre, majd nemnegativ mérhetd fliggvényekre.

239. Vezessiik vissza az allitast az el6z6 (238.) feladat allitasara.
240. Az 238. feladat (i) allitasa mérhetd g fliggvényekre vonatkozik.

241. Legyen pu(A) = AM(AN[0,1)) minden A C R Borel-halmazra. Alkalmaz-
zuk a 236. feladatban megfogalmazott kritériumot annak bizonyitdsara, hogy f
mértéktarté a ([0, 1), B([0,1)), A) mértéktérrdl az (R, B(R), 1) mértéktérbe.

242, Ez az el6z6 (241.) feladat dllitdsanak specidlis esete.
243. Alkalmazzuk a 236. feladatban megfogalmazott kritériumot.

244. Borel-mérhetd fiiggvényekre az allitds az el6z6 (243.) és a 238. feladatok
allitasaibol adédik. Gondoljuk meg, hogy ha az allitds igaz Borel-mérhetd fiigg-
vényekre, akkor Lebesgue-mérhetd fiiggvényekre is igaz.

245. Alkalmazzuk a 236. feladatban megfogalmazott kritériumot.

246. A szorzatra vonatkozo allitds bizonyitasahoz hasznaljuk az

FWgly) — f(@)g(x) = fy) - (9(y) — 9(x)) + 9(x) - (f(y) — f(2))

azonossagot.

247. Az N fiiggvény el6all mint 1épcsdsfiiggvények monoton ndvS sorozatanak
a limesze. Ezt ugy lathatjuk be, hogy vessziik [a, b] felosztdsainak egy végteleniil
finomodé F,, sorozatat, és minden n-re tekintjik az F;, osztéintervallumainak f
altali képei karakterisztikus fiiggvényeinek az 0sszegét. Az igy kapott N, fiigg-

------

vényekre N,, — N novéleg, és [ N, d\ tart f totdlis varidcidjahoz.
R

248. A valaszok a kovetkez6k. (i): o > 1, (ii): a+ 8 > 0, (iii): a+ 58 > 1,
@iv): a+ 6 > 1. A (ii) kérdést megvélaszolandé gondoljuk meg, hogy ha a

1
/ | for,5(2)| dz improprius integrél konvergens, akkor fo,s korldtos véltozdsu.
0

249. Hasznaljuk fel a 247. feladat allitasat.
250. (i) Mutassuk meg, hogy ha = < y, akkor V' (y) — V(x) > |f(y) — f(z)].
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(ii) Mutassuk meg, hogy ha = < vy, akkor V(y) — V(z) < g(y) — g(z) +
h(y) — h(z).
b
251. A V(f;[a,b]) < / lg| d\ egyenlGtlenség bizonyitdsdhoz csak a totdlis

a
varidcié és a korldtos véltozdsu fliggvény definiciéjara van sziikség. A fordi-
tott egyenlStlenség bizonyitdsdhoz haszndljuk fel, hogy ha ¢ 1é€pcsbsfiiggvény és
X

B(z) / 6(x) da, akkor

b b
V(®:[a,b]) = / 61dA és [V(f; [a,B]) — V(®; [a,8])] < / 9~ 8l dA.

252. Hasznaljuk fel a 228. feladat allitasat.

253. Az dllitds hamis. Keressiink olyan ellenpéldat, amelyben f(z) = 0 minden
x € [—1,0]-ra, és f(z) = z% - sin (mﬁ) minden x € [0, 1]-re, alkalmas «-val és
(-val.

254. Az allitas nem igaz. Mutassuk meg, hogy az el6z6 (253.) feladat megolda-
sdban konstrudlt fliggvény ellenpélda.

255. A szorzatra vonatkoz6 allitds bizonyitdsahoz hasznaljuk az
fWg(y) = f(x)g(x) = f(y) - (9(y) —9(x)) +g(z) - (f(y) — f(2))
azonossagot.
256. A +/z fiiggvény folytonosan differencidlhato, és igy Lipschitz az [a, 1] in-
tervallumon minden 0 < a < 1-re.
257. Jeloljiik V,-szel f totdlis varidcidjat [a, x]-ben. Lassuk be, hogy lin}r o Ve =
r—a

0, majd alkalmazzuk az el6z6 (256.) feladat megoldasanak gondolatmenetét.

258. A Cantor-halmaz nullmértékid és kompakt, tehat lefedhetd véges sok disz-
junkt és akdrmilyen kis 6sszhosszisdgu intervallumrendszerrel.

259. Az f fiiggvény pontosam akkor abszolit folytonos, ha a + 8 > 0. A
bizonyitashoz hasznéljuk a 248. és 257. feladatok allitasait.

260. A feltétel megengedi, hogy ugyanazt az intervallumot vegyiik n-szer.
261. A feladat megolddsdhoz csak a definicidkat kell hasznélni.

262. A bizonyitashoz csak az abszolit folytonossdg definicidjara van sziikség,
valamint arra, hogy egy nullmérték{i halmaz lefedhetd egymasba nem nyil6 és
tetsz6legesen kicsi 0sszhosszuisagu intervallumokkal.

263. Haszndljuk fel a 109. és az el6z6 (262.) feladatok allit4sait.

2

264. Legyen P C [a,b] pozitiv mértéki és sehol sem siirti zart halmaz. Legye-
nek [a,b] \ P komponensei (a,b,) (n = 1,2,...). Legyen f(x) = = minden
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x € P-re. Az (ay,by) kiegészitd intervallumban definidljuk f-et a kovetkezd-
képpen: legyen f((an + by)/2) = ¢y, és legyen f linedris az [ay,, (an + by)/2]
és [(an + by)/2,by,] intervallumok mindegyikében. Mutassuk meg, hogy a ¢,
értékek megvalaszthatok ugy, hogy f folytonos legyen, és egy megszamlalhat6
halmaz kivételével P minden elemét végtelen sokszor vegye fel.

265. Az allitds nem igaz. Mutassuk meg, hogy az el6z6 (264.) feladat megolda-
saban konstrudlt fiiggvény ellenpélda.

266. Tartozzon § az € pozitiv szimhoz a fiiggvény abszoliit folytonossaga alapjan.
Mutassuk meg, hogy ha A(A) < d, akkor A\(f(A4)) <e.

267. Az (i)=(ii) implikacid bizonyitdsahoz hasznaljuk fel az 165. feladat 4llita-
sat. Az (ii))==(i) implik4cidt bizonyitsuk indirekt. Tegyiik fel, hogy (i) nem igaz.
Mutassuk meg, hogy ekkor vannak olyan A,, halmazok, hogy \(A4,) < 1/n?
A f(Ay)) > e minden n-re, és az f(A,) halmazok mérhetGek. Legyen A =
limsup A,, és B = limsup f(A,). Mutassuk meg, hogy \(B'\ f(A)) > 0,és f
n—o0 n—oo

a B\ f(A) halmaz minden elemét végtelen sokszor veszi fel.
268. Ha f abszolit folytonos, és § az ¢ = 1-hez tartozik a definicié értelmében,
akkor f totélis varidciéja minden < ¢ hosszisagui intervallumban legfeljebb 1.
Ebbdl rogton kovetkezik, hogy f korlatos valtozasu.

Legyen f folytonos, korlatos valtozasu és (N) tulajdonsagu. Az abszolut foly-
tonossagot bizonyitandé mutassuk meg, hogy ha [a;, b;] egymésba nem nyul6 in-

tervallumok, akkor » | f(b;) — f(a;)| < / Nd, ahol J = | J f((ai, b)), és
i=1 J i=1

n
N(y) jelsli f~1({y}) elemszdmét. Mutassuk meg, hogy ha Z(bl — a;) kicsi,
i=1
akkor \(J) is kicsi, és az / N d) integril is kicsi.
J

269. Az elsd két jelenséget illusztralandé példdk gyanant vélaszthatunk olyan
fliggvényeket, amelyek mér kordbban szerepeltek.

270. Alkalmazzuk a 267., 228. és 109. feladatok allitasait.

271. El6szor ldssuk be, hogy ha pi ¢ abszolut folytonos A-ra nézve, akkor f foly-
tonos. Igy arra az esetre szoritkozhatunk, amikor f folytonos. Mivel f monoton
novo, igy korlatos valtozasi. Ezért f akkor és csak akkor abszolit folytonos, ha
(N) tulajdonsagu.

272. Monoton novo fliggvények esetén haszndljuk a 271. feladat allit4sat és a
Radon-Nikodym-tételt. Az altalanos esetet vezessiik vissza a monoton fiiggvény
esetére a 261. feladat segitségével.

273. A feltétel elégségességét bizonyitandé mutassuk meg, hogy f’ az A halmaz-
rél kiterjeszthetd [a, b]-re Riemann-integralhaté fiiggvényként, és hogy f meg-
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egyezik a kiterjesztés integralfiiggvényével.

274. Mutassuk meg, hogy a 200. feladatban szerepld fiiggvény integralfiiggvénye
megfelel.

275. Lehetséges. Ha g egy pozitiv mértéki és sehol sem siird zart halmaz karak-
terisztikus fiiggvénye, akkor g integrilfiiggvénye ilyen.

276. Az allitas hamis. Keressiink olyan ellenpéldat, amelyben a kiils6 fiiggvény
V', és az Osszetett fiiggvény azért nem abszolit folytonos, mert nem korl4tos
valtozasu.

277. Minden abszolit folytonos fiiggvény (S) tulajdonsagu, és ez megdrzddik a
kompozicié sordn. Az (S) tulajdonsag erdsebb, mint az (N) tulajdonsag.

278. Az allitds nem igaz.

279. Tegyiik fel, hogy f (S) tulajdonsdgi. Legyen m = I[Ilibr]l fés M = rfaza( f.

a, a,
Jeloljiik N (y)-nal f~1({y}) szdmossagat, ha ez véges, illetve legyen N () = oo,
ha £~ ({y}) végtelen. Legyen s(x) = 1/N(z), haz € [m, M], és legyen s(z) =
1, haz ¢ [m, M]. Legyen U az s fiiggvény integrilfiiggvénye. Mutassuk meg,
hogy f = U™ o (U o f) egy megfelels eldallitas, azaz U ' és U o f abszoliit
folytonos fiiggvények.

280. A p mértéknek van Radon—Nikodym-derivaltja v-re nézve, de a v mérték-

nek nincs Radon-Nikodym-derivéltja p-re nézve.

281. Mivel 9(B) = / f du egy olyan elGjeles mértéket definidl C-n, amely
B

abszolut folytonos pu-re nézve, ezért alkalmazhatjuk a Radon—Nikodym-tételt.

282. Keressiink olyan példat, amelyben C = {0, X }.

283. A p mérték akkor és csak akkor abszolit folytonos 9-ra nézve, ha f > 0
J-m.m.

A p-nek akkor és csak akkor van Radon—-Nikodym-derivaltja 9J-ra nézve, ha
f > 0 p-mm., é az X(f = oo) halmaz minden mérhetd részhalmazanak a
p-mértéke 0 vagy oo. Ha ez a feltétel fenndll, akkor a

1/f(z), haf(z) < os,
g(x) =
00, ha f(z) = o0
figgvény a p Radon—Nikodym-derivaltja lesz 9J-ra nézve.

284. Azon halmazok rendszere, amelyeken w nulla, zart a megszamlalhaté unid-
ra.

285. Az allitas igaz. Ha o nem abszoliit folytonos -ra nézve, akkor vegytink egy
olyan X = A U S felbontdst, amelyre o abszoldt folytonos (3-ra nézve A-n, és
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B(S) = 0. Ha f az o mérték Radon-Nikodym-derivaltja 5-ra nézve A-n, akkor a

flx)/(f(x)+1), hax e A,
ooy = [F@/G@ + 1)

1, hax € S
fiiggvény az o Radon-Nikodym-deriviltja lesz o + (-ra nézve X -en.

286. Ha o} o-véges mérték, akkor a Lebesgue-felbontds 1étezése egyszeriien ko-
vetkezik a 284. feladat (ii) allitdsabol. Ha ¢ o-véges elGjeles mérték, akkor alkal-
mazzuk Hahn felbontdsi tételét.

287. Ha ¥ = a1 + 01 = ag + 09 Lebesgue-felbontdsok, akkor van olyan N € A
halmaz, hogy u(N) = 0, és 01(A) = 02(A) = 0, valahdnyszor A € A és

ANN =0.
288. (i) Lassuk be, hogy A abszoliit folytonos p-re nézve. (ii) Nincs ilyen felbon-
tés.

289. Ha a feltétel teljesiil, akkor vegyiink olyan A, halmazokat, melyekre
w(Ay) < 1/n?és v(X \ A,) < 1/n? minden n-re. Legyen S = limsup A,.

n—oo
Mutassuk meg, hogy 1(S) =0ésv(X \ S) =0.
290. Mindharom Allitds nyilvanvalé a szinguldris fiiggvény definici¢jabdl, fel-
haszndlva a 246. feladat allitasat.
291. Lassuk be az (i)==-(ii), (ii))==(iii), (iii))==(ii), (ii))==-(i) implikacidkat
ebben a sorrendben. Hasznéljuk fel a 109., 219. és 233. feladatok 4llit4sait.
292. Az elégségesség bizonyitdsdhoz vegyiik észre, hogy a (f(z — 0), f(z 4+ 0))
(z € D) intervallumok paronként diszjunktak.

293. Legyen f: [a,b] — R monoton nov§ tiszta ugréfiiggvény, és jeloljiik A-val
f folytonossagi pontjainak halmazat. Mutassuk meg, hogy A([a,b] \ A) = 0 és
A(f(A)) = 0, majd alkalmazzuk a 291. feladat allitasat.

294. A h fuggvényt adjuk meg a 82. feladatban leirt konstrukcid segitségével,
ahol 1, z, . .. jelolik f szakadési pontjait [a, b)-ben, és u,, = us(xy). A kapott
h fiiggvényt kicsit médositva kapunk egy monoton nové tiszta ugréfiiggvényt,
amelyre teljesiil, hogy ¢ = f — g folytonos. Mutassuk meg, hogy ¢ monoton
novo.

295. Ha f monoton novd és folytonos, akkor az el6allitdst adjuk meg a f1p mér-
téknek A-ra vonatkoz6 Lebesgue-felbontdsa segitségével. Ha f monoton nové,
akkor el6szor alkalmazzuk az el6z6 (294.) feladat allitasat. Az egyértelmtiséget
bizonyitand6 hasznéljuk fel a 263. feladat allit4sat.

296. Mutassuk meg, hogy az f((a,b) \ Es)) halmaz nullmértékd. Ezt bizonyi-
tand6 hasznaljuk fel a 234. feladat 4llit4sat.

297. Legyen k > 2 adott egész szam. Legyen ¢ = (e1,€2,...) olyan 0 — 1
sorozat, amelyben nincs k egymads utani 0 tag, sem pedig k£ egymas utdni 1 tag.
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o
Mutassuk meg, hogy ekkor f/(x.) = oo, ahol z. = 2- Z en/3". Vezessiik le eb-
n=1
bdl, hogy f/(x) = oo teljesiil a Cantor-halmaz minden olyan racionalis pontjdra,
amelynek a nevezGje nem 3-hatvany. Ilyen példdul az 1/4 szam.

298. Ellenérizziik, hogy az U(z) = % - cos(1/z) (z # 0), U(0) = 0 fiiggvény
mindeniitt differencidlhat6, és a derivaltja egy folytonos fiiggvényben kiillonbo-
zik f-t6l. Mivel minden folytonos fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye, ebbdl
kovetkezik, hogy f-nek is van.

Azt bizonyitandé, hogy f2-nek nincs primitiv fiiggvénye, vegyiik észre, hogy
g(x) = 1 — 2f?(2z) minden = # 0-ra, és ha f2-nek volna primitiv fiiggvénye,
akkor 1 — 22 (2x)-nek is lenne.

P

299. Az, hogy f-nek van primitiv fiiggvénye, az el6z6 (298.) feladathoz hason-
16an bizonyithaté. Mutassuk meg, hogy ha g(x) = 2'/?sin(1/z), ha z # 0 és
g(0) = 0, akkor f - g-nek nincs primitiv fiiggvénye R-en.

300. Mutassuk meg el6szor, hogy f minden intervallumon Lebesgue-integralhato.
x
Legyen F(z) = fdX (x € R), és lassuk be, hogy F' primitiv fiiggvénye
0

f-nek R-en. Ezt bizonyitand6 becsiiljiik az ]w — f(x)| mennyiséget,

felhaszndlva f approximativ folytonossagat.

301. Haaz x pont f szigoru lokdlis maximumhelye, akkor egy alkalmas raciona-
lis végponti (p, ¢) intervallumra f(y) < f(z) mindeny € (p, q) és y # x esetén.
A (p, q) intervallumok kiilonbozdek.

” 7z

302. Vezessiik vissza az allitast az el6z6 (301.) feladat allitasara.

303. Mutassuk meg, felhasznalva a 173., 234. és 233. feladatok dllitasait, hogy
az A= {x €la,b: D, f(x) < DT f(z) < 0o} és B={x € [a,b]: DT f(x) =
oo} halmazok nullmértékiiek. gy f jobbrdl differencidlhaté m.m. z € [a,b]
pontban. Alkalmazva az el6z6 (302.) feladat allitasat, vezessiik le ebbdl, hogy f
m.m. differencidlhato.

304. Elég beldtni, hogy ha f monoton névé, akkor f’ Lebesgue-integralhato.
Osszuk fel [a, b]-t n egyenld részre az a = z9 < 1 < ... < x,, = b pontokkal.
Legyen g, (z) = (f(x;) — f(xi—1))/(x; — xi—1) minden x € (x;_1,z;)-re (i =
1,...,n). Mutassuk meg, hogy g, — f' m.m. A Fatout-lemma alkalmazédsdval
vezessiik le ebbdl, hogy f’ Lebesgue-integralhato.

oo
305. El6szor mutassuk meg, hogy Z fl < f' mm. [a,b]-n. Az egyenl8ség bi-
n=1

zonyitdsat vezessiik vissza arra az esetre, amikor f,,(a) = 0 minden n-re. Ebben
n

az esetben legyen s, = Z fi- Mutassuk meg, hogy egy alkalmas nj, sorozat-
i=1
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o
ra Z( f — sn,) konvergens. Gondoljuk meg, hogy ha a sor dsszege g, akkor
k=1

oo

Z f/ = f' minden olyan pontban teljesiil, amelyben mindegyik f,, és g is diffe-
n=1
rencidlhatd.

306. Legyenek H C G, nyilt halmazok, melyekre \(G,, \ H) < 1/2". Le-
gyen f(x) = A(H N [0,z]) és gn(xz) = MG, N [0,x]). Mutassuk meg, hogy a
Z(g;l(:z:) — f'(x)) sor m.m. konvergens, és hogy minden ilyen pont stirdiségi

pontja H-nak.
307. Vegyiik a H halmaz mérhetd burkat, és alkalmazzuk a 119. feladat allitasat.
308. Induljunk ki a Cantor-fiiggvénybdl, majd alkalmazzuk Fubini tételét.

309. Vezessiik vissza az allitast Fubini tételére.
b
310. Legyenek g1, g2, . . . olyan 1épcsdsfiiggvények, hogy/ |g—gn| dX < 1/n?,
a

x
és legyen f,,(z) = / gn dX. Az el6z6 (309.) feladat felhaszndldsdaval mutassuk
a

oo
meg, hogy Z( ' — f) m.m. konvergens [a, b]-ben.

n=1

311. Az allitas azonnal kovetkezik a 272. és 310. feladatok allitdsaibol.

312. Allitsuk el f-et két monoton fiiggvény kiilonbségeként. Ezen monoton
fliggvényekbdl vonjuk ki a derivaltjaik integralfiiggvényét. Mutassuk meg, hogy
monoton novs és szingularis fiiggvényeket kapunk, melyek kiilonbsége f.

313. Hasznaljuk fel a 268., 311. és 252. feladatok allitasait.

314. Vezessiik vissza az dllitdst arra az esetre, amikor f(z9) = 0és f(x) > 0 az
xo pont egy kornyezetében. Felhaszndlva a 304., 313. és 311. feladatok allit4sait
mutassuk meg, hogy

F h) —F 1 [Toth
(o) =) L[
o

minden elég kis h-ra. Vezessiik le ebbdl, hogy A(Ay)/h — 0és A\(By,)/h — 0,
ahol Ay, = {x € (xo,xz0 + h): |f(z) — f(xo)| > €} és By = {z € (z¢ —
h,xo): |f(x) — f(x0)| = €}

315. Lassuk be, hogy fi(z) = comindenz € (0,1)NC-re. Ha2-3™" < h < 2:
37"+ akkor becsiiljiik f(z+h) — f(x — h)-t alulrél két esetet megkiilonboztetve
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aszerint, hogy x n-edik jegye a harmas szamrendszerben felirva 0 vagy 2.
316. Az elsd kérdésre nemleges a valasz, a masodikra igenld.

317. (i)==(ii) bizonyitdsdhoz csak annyit kell észrevenni, hogy

[ af@=seolanz [ 5@ - sl

B(zo,r) ANB(zo,r)

ahol A = {x € G: |f(x) — f(z0)| > €}. Az (i)==-(iii) implikdcié nyilvanvald.
318. Az el6z6 (317.) feladat allitasat felhaszndlva csak azt kell beldtnunk, hogy
ha f approximative folytonos xg-ban, akkor xy Lebesgue-pontja f-nek. Tegyiik
fel, hogy |f(z)] < K ha |[x — xg9| < 1. Adott 0 < ¢ < n-ralegyen A =
{r € G: |f(z) — f(zo)| > e}. Lassuk be, hogy

/B ) = ) ) 2K ABa, ) 0 4) e Bl

319. ' = f bizonyitdsdhoz gondoljuk meg, hogy f minden intervallumban
Riemann-integrélhato, és van primitiv fiiggvénye a 298. feladat szerint. Annak
bizonyitdsdhoz, hogy a 0 nem Lebesgue-pont, haszndljuk fel, hogy |sin(1/z)| >
sin?(1/z).

320. Adotte > O-ralegyen A = {z € G: |f(x) — f(xo)| > €}. Legyen B, =
B(xg,r) minden r > 0-ra. Ha van egy H halmaz a megadott tulajdonjsdgokkal,
akkor lassuk be, hogy AN B, C B, \ H minden elég kis r-re. Ezt felhaszndlva
becsiiljiik feliilrdl a \(B, N A) mértéket.

Ha f approximative folytonos zo-ban, akkor a Hy/, = {z € G: |f(x) —
f(zo)| < €} (K = 1,2,...) halmazok segitségével konstrudljunk egy olyan H
halmazt, amelynek x stirliségi pontja, xo € H, és f a H halmazra szoritkozva
folytonos zg-ben.

321. Lassuk be, hogy i1 < i2 < ... < is. Mutassuk meg, hogy minden ¢-re van
olyan k, hogy a B;, gombot a kozéppontjabdl 3-szorosdra nydjtva az igy kapott
gomb lefedi B;-t.

322. Lindelof lefedési tételét felhasznalva vezessiik vissza az allitast a kovetkez6-
re: ha By, ..., B, olyan gombok, melyekre 1(B;) > A(B;) - t minden i-re, akkor
a gombok unidjanak Lebesgue-mértéke legfeljebb 37 - 11(RP)/t. Ezt bizonyitand
hasznéljuk fel a gbmbokre vonatkozé lefedési tételt.

323. Feltehetjiik, hogy G = RP, mert kiilonben f-et kiterjesztjilk RP-re az
f(z) = 0 (z ¢ G) definiciéval. A folytonos fiiggvényekkel val6 kozelitést il-
letéen hasznéljuk fel a 191. feladat allitasat.

324. Alkalmazzuk a Radon-Nikodym-tételt, valamint a 323. és 317. feladatok
allitasait.

325. El6szor véges mértékekre bizonyitsunk. Alkalmazzuk a 75. feladat 4llitdsat
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és a maximal-egyenl6tlenséget.
326. Alkalmazzuk a 323-325. feladatokat.

dd .
327. Ha a(x) = 0, akkor ¢ véges az x pont egy kornyezetében. Igy ebben a

kornyezetben alkalmazhatjuk az el6z6 (326.) feladat allitasat.

328. Legyen U azon x € G pontok halmaza, amelyekre J(B(x,r)) véges leg-
alabb egy r > 0-ra. Alkalmazzuk 326. feladat (i) allitasat a G halmazon. Mutas-

dv
suk meg, hogy a I derivalt 1étezik minden x € G'\ U pontban is.

329. Ha H mérhetd, akkor alkalmazzuk a 323. és 317. feladatok allitasait. Tet-
sz6leges H halmaz esetén haszndljuk a mérhetd burok fogalmat.

330. Az ,akkor” allitds bizonyitdsdhoz haszndljuk ismét a mérhet6 burkot.

331. Vegyiik R? \ H mérhetd burkat.

332. Legyen f mérhet§, és legyen A, , = {z € G: p < f(z) < ¢}. Ldssuk be,

hogy ha xy sfirtiségi pontja az A, ;, halmaznak minden olyan p,q € Q, p < g-ra,
amelyre xog € A, 4, akkor f approximative folytonos xq-ban.

Ha f m.m. pontban approximative folytonos, akkoraz A, = {x € R?: f(x) < ¢}
halmaz mérhet&ségének bizonyitdsahoz hasznaljuk fel a 330. feladat allit4sat.

333. Mutassuk meg, hogy az U JF halmaz kielégiti a 331. feladatban megfogal-
mazott feltételt.
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Megoldasok

1. Legyen I = {1,...,100}, és jeloljiik #-val az I halmaz 17 elem( részhalma-
zainak rendszerét. Ekkor

E:U mAi\UAi ;

HeH \ieH i€eI\H

amibdl a feladat allitdsa nyilvanvald.

2. Konnyd( ellendrizni, hogy

liminf A,, = [j ﬁ A,

n—o00
N=1n=N

o0 o0
limsup 4,, = ﬂ U A,.
oo N=1n=N
Ebbdl a feladat allitasa nyilvanvald.
3. Hax € limsup A, akkor z € A,,, azaz x 4, (x) = 1 végtelen sok n-re. Mivel
n—0o0

X 4,, minden értéke 0 vagy 1, ebbdl kovetkezik, hogy limsup x4, (z) = 1. Ha
n—oo

x ¢ limsup A, akkor z ¢ A, azaz x 4, () = 0 minden elég nagy n-re, tehat

n—oo
limsup x a,, () = 0. Ezzel belattuk, hogy lim sup x4, = Xlimsup, . An-
n—00 n—0o0
Ha z € liminf A, akkor z € A, azaz x4, (z) = 1 minden elég nagy n-re,
n—oo

tehdt liminf x4, (z) = 1. Ha z ¢ liminf A,,, akkor x ¢ A, azaz x4, (z) =0
n—oo n—oo
végtelen sok n-re, tehat lim inf x 4, (z) = 0. Ezzel belattuk, hogy liminf x4, =
n—oo n—oo
Xliminfy, o0 An -

4. Az ANB = A\ (A\ B) azonossag mutatja, hogy minden modulus zart
a metszetképzésre. Legyen A modulus és H € A. Ha B,C € A|p, akkor
B\ C € A|g. Masrészt a metszetképzésre val6 zartsagbol kovetkezik, hogy

BUC=H\(H\B)N(H\CQC)) € Alg,

tehdt az A|  rendszer gy(ird. Mivel pedig A|z-nak a H halmaz maximaélis eleme,
ezért A| g algebra.

103
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Most tegyiik fel, hogy az A halmazrendszerbdl nem vezet ki a metszetképzés,
és Al algebra minden H € A-ra. Ekkor tetszleges A, B € A-ra AN B € Ay,
tehdt mivel A4 algebra, ezért A\ B = A\ (AN B) € Ay C A. Igy A modulus.

5. ElGszor belatjuk, hogy tetszbleges X halmazra P(X) a szimmetrikus diffe-
rencidra mint 6sszeaddsra és a metszetképzésre mint szorzdsra nézve (algebrai
értelemben) gyfirit alkot. Nyilvanval6, hogy ha A, B C X, akkor AAB C X és
AN B C X, tehét ezek a miiveletek értelmesek P(X)-en.

Nyilvdnval6, hogy A kommutativ. A A miivelet asszociativitdsa azt jelenti,
hogy (AAB)AC = AA(BAC) barmely A, B, C halmazra. Ez abbdl kovet-
kezik, hogy mind (AAB)AC, mind pedig AA(BAC) azon elemek halmaza,
amelyek A, B, C koziil paratlan soknak az elemei. Mivel AA) = Aés AAA =)
minden A halmazra, ezért () a nullelem, és minden halmaz ellentettje dnmaga.
Ezzel belattuk, hogy P(X) a szimmetrikus differencidra mint 6sszeaddsra nézve
Abel-csoport.

Konnyi ellendrizni, hogy (AAB) N C = (AN C)A(B N C) teljesiil minden
A, B, C-re, tehat P(X) a két miiveletre nézve (kommutativ) gyfrtt alkot.

Most ratériink a feladat megolddsara. Az (i) és (ii) allitdsokat egyszerre bizo-
nyitjuk. Tegyiik fel, hogy A gyiirli. Ekkor AAB = (A\ B)U (B \ A) € Aés
AN B € Aminden A, B-re, tehat a A és N miiveletek értelmesek A-n. A fen-
tiekbdl tehdt kovetkezik, hogy A a megadott miiveletekkel a P(X) részgyiirtije,
ahol X = U A. Ha A algebra és a maximdlis eleme X, akkor X egységelem,
hiszen X N A = A minden A € A-ra.

Most tegyiik fel, hogy A gyfrit alkot a megadott két miveletre nézve. Ekkor
AAB € Aés ANB € Aminden A, B € A-ra. Mivel A\ B = AA(ANB) e A
és AUB = (AAB)A(AN B) € Aminden A, B € A-ra, ezért A gy(ird. Ha az
algebrai értelemben vett gyiirliben U € A egységelem, akkor U N A = A minden
A € A-ra. Ez azt jelenti, hogy A C U minden A € A-ra, tehat U maximadlis elem
A-ban, és igy A algebra.

6. Az(A\ B)Nn(C\ D) = (ANC)\ (B U D) azonossag mutatja, hogy a
B ={A\B: A, B € H} halmazrendszer zart a metszetképzésre. Belatjuk, hogy
ha A,B,C,D € A, akkor (A \ B) \ (C'\ D) el6adll két diszjunkt B-beli halmaz
uniéjaként. Ennek bizonyitdsdhoz feltehetjiik, hogy D C C, hiszen C' \ D =
C'\ (C N D), tehat D-t helyettesithetjiik C' N D-vel.

Legyen X = AUBUC UD, és vezessiik be az U° = X \ U jelolést minden
U C X-re. Ekkor

(A\B)\(C\D)=AnB‘N(CND)=ANB°N(C°UD) =
= [ANB°NC|U[ANB°N D] =
= [A\ (BUC)|U[(AN D)\ B).
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Itt A\ (BUC),(AN D)\ B € B, és a két halmaz diszjunkt, hiszen

[A\(BUC)|nC=0 é (AnD)\BcDcC.

7. Legyenek az U, V, W halmazok fiiggetlenek a Megolddsi otletben leirt médon.
(Ilyen példaul harom kiilonbozd egységsugard nyilt korlap a sikon, amelyeknek
van ko6zos pontjuk.) Konnyd ellendrizni, hogy az U, V, W halmazok altal generalt
‘H halé az

,UNnvVvnw,unvV,unw,vnw, UV, W

halmazokbdl, valamint az ezekbdl képezhetd unidkbdl 4ll. Az is konnyen lathatd,
hogy az (U UV UW) \ (U \ V) halmaz nem eleme az {A\ B : A,B € H}
halmazrendszernek, ez tehat nem modulus.

8. Legyenek az A, B C Z halmazok periodikusak a p, illetve g periédussal. (Ez
azt jelenti, hogy mindenn € Z-re (n € A) <= (n+p) € Aés(n € B) <
(n+q € B).) Ebbdl kovetkezik, hogy A és B periodikusak a p- ¢ periédus szerint
is. fgy A \ B és AU B szintén periodikusak a p - ¢ periédussal. Tehdt a kérdéses
halmazrendszer gy(r(i. Mivel van maximalis eleme (Z), ezért algebra.

9. Legyen A a paros egész szamok egy tetszéleges részhalmaza. Ha B = A U
{2n:2n ¢ A} ésC = AU{2n+ 1: 2n ¢ A}, akkor A = B N C, tovabba
B-nek és C-nek van stirlisége, hiszen tetszleges n € Z-re |[BN{2n,2n+ 1}| =
|C N {2n,2n + 1}| = 1, tehat
lim |BN[—N,N] ~ im |C' N [—=N,N]| _ 1

N—sco 2N N—so0 2N 2
Ha olyan A halmazt valasztunk, amelynek nincs sfirtisége (ilyen példaul azon n
egész szamok halmaza, amelyekre 2%~1 < n < 2% valamely i pozitiv egészre),
akkor lathatjuk, hogy a sfirliséggel rendelkez6 halmazok rendszere nem zért a
metszetképzésre, tehat nem gytird, s6t nem is modulus.

10. Mivel A gyfirl, ezért az alabbi azonossagokbdl nyilvanvaléan kovetkezik,
hogy a
B=AU{X\A: Ac A}

halmazrendszer barmely két elemének a kiilonbsége is B-ben van: ha A, B C X,
akkor

A\ (X\B)=AnB, (X\A)\B=X\(AUB), (X\A)\(X\B)=B\A.

Hasonldan, az aldbbi azonossidgokbdl, illetve abbdl a feltételbdl, hogy A gyiird,
kovetkezik, hogy a B halmazrendszer barmely két elemének az unidja is B-ben
van: ha A, B C X, akkor

AU(X\B)=X\(B\4), (X\A)U(X\B)=X)\(ANB).
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Mivel X a B halmazrendszer maximalis eleme, ezért 13 algebra.
Belatjuk, hogy ha A o-gyfrd, akkor B o-algebra. Mivel algebra, ezért elég
o0

beldtni, hogy By, Ba,... € Besetén B = U B,, € B. Minden n-re B,, € A
n=1

vagy X \ B, € A teljesiil. Legyen C, illetve D azon B, halmazok unidja,

melyek elemei A-nak, illetve amelyek X-re val6 komplementere eleme .A-nak.

Ekkor C' € A, hiszen A o-gy(r(, tehat C € B. Mdsrészt X \ D € A, hiszen

megszamlalhat6an sok A-beli halmaz metszete A-ben van. Igy D € B és B =

C U D € B, amivel beléttuk, hogy B o-gyfird.

11. Legyen A = {Ay,..., Ay} és X = AjU...UA,. Vezessiik be az Al = Aés
A™! = X\ Ajelolést minden A C X-re. Tekintsik az A., ., = A7 N...NAS
halmazokat, ahol €; = £1 minden 7 = 1, ..., n-re, és nem mindegyik €; egyen-
16 —1-gyel. Ezek a halmazok elemei az A éltal generélt R gytrtinek, paronként
diszjunktak és az unidjuk X. Nyilvanvald, hogy az A, ., halmazokbdl készit-
hetd unidk egy R’ gyfr(it alkotnak, amelyre R’ C R és amely mindegyik A;
halmazt tartalmazza. gy R’ = R. Mivel az A, . -, halmazok szama legfeljebb
2" — 1, a beldliik készithetd unidk szama legfeljebb 22" 1. Tgy R = R'-nek
legfeljebb 22" ~! eleme van.

Ez el is érhetd. Jeloljiikk 7),-nel azon n hosszisagu (—1) — 1-sorozatok halmazat,
melyeknek legaldbb egyik koordindtaja 1, és legyen A; azon T,,-beli sorozatok
halmaza, amelyek i-edik koordindtdja 1 (¢ = 1,...,n). Ekkor a fenti okoskodds-
ban szerepld jeloléssel Ac, ., = {(¢1...€,)}, ami azt jelenti, hogy 7,, mind-
egyik egyelemii részhalmaza eleme R-nek. Igy R = P(T},), és P(T},)-nek éppen
22" =1 eleme van.

12. Jeloljiik B-vel a generalt gytrit. Induljunk ki abbdl, hogy {n} = {n,n +
1,n+2,... }\{n+1,n+2,...}, tehiat {n} € B minden n € N-re. A gyfiri tulaj-
donsagai alapjan ebbdl kovetkezik, hogy N minden véges részhalmaza és (N € A
alapjan) ezek N-re vonatkozé komplementerei mind elemei B-nek. Mivel ezen
halmazok R rendszere gyfirtit alkot és A C R C B, ezért B minimalitdsa alapjan
B = R. Tehat B azon A C N halmazok rendszere, melyekre A vagy N\ A véges.

2z

13. Jeloljiik B-vel a generdlt gyfriit. Legyen C azon sikbeli halmazok rendszere,
amelyek rendelkeznek azzal a tulajdonsdggal, hogy minden fiigg6leges egyenes-
sel vett metszetiik elemszdma véges, st korlatos. Mivel C konnyen lathatéan
gylirt, ezért B C C. Mésrészt C minden eleme el6all két olyan halmaz kiilonb-
ségeként, amelyek mindegyike véges sok R — R fiiggvény grafikonjanak unidja,
ezért C C B, tehat B =C.

14. Jeloljitk B-vel azon halmazok rendszerét, amelyek lefedhetok A véges sok
elemével. Nyilvanvald, hogy B-bdl a kiilonbség és az unié miveletek nem ve-
zetnek ki, tehat B gytrt. Mivel A C B, ezért B tartalmazza az A altal generalt
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gytirit. A generdlt o-gyriire vonatkozo allitas ugyanigy bizonyithato.

15. Jeloljikk B-vel azon H C R halmazok rendszerét, amelyek szimmetrikusak a
0-ra. Nyilvanval6, hogy B-bdl nem vezetnek ki a halmazelméleti miiveletek, tehat
B o-gyiirti (s6t o-algebra). Mivel A C B, ezért az A altal generélt o-gyirt része
B-nek, tehat az elemei szintén szimmetrikusak a O-ra.

16. Jeloljiik B-vel azon halmazok rendszerét, amelyek elemei az A egy alkal-
mas véges részrendszere altal generdlt gydrtinek. Nyilvanvald, hogy B-bSl nem
vezet ki a kiilonbség- és unioképzés, tehat B gytird. Mivel A C B, ezért az A
altal generalt gy(irli része B-nek, ami éppen az (i) allitas. A (ii) allitds hasonléan

igazolhatd.

17. Legyenek X és Y olyan halmazok, amelyekre az X \ Y, X NY, Y\ X halma-
zok mindegyike végtelen. Ekkor A = {H C X: H vagy X \ H véges}, illetve
B={H CY: HvagyY \ H véges} algebrdk. Az AN B halmazrendszernek
nincs maximadlis eleme, mert X N'Y minden véges részhalmaza eleme .4 N B-nek,
de X NY ¢ AN B. Igy AN B nem algebra.

18. (i) Legyen R az A dltal generalt gy(liri. Minden A-t tartalmazé algebra gy(-
rll is, tehét tartalmazza R-et. Ha tehat R algebra, akkor R az A-t tartalmazé
legsziikebb algebra.

Most tegyiik fel, hogy R nem algebra. Belatjuk, hogy ekkor nem létezik .A-t
tartalmazé legsziikebb algebra. Legyen B egy tetszdleges A-t tartalmazoé algeb-
ra, €s legyen B maximalis eleme X. Legyen Y olyan halmaz, amely szigordan
bdvebb X-nél. A 10. feladat éllitasa szerint

B =RU{Y\E: EcR}

algebra.

Mivel R C B, ezért X ¢ R, hiszen X € R esetén X volna R maximadlis
eleme, és igy R algebra volna. Ebbdl kovetkezik, hogy X ¢ B'. Igy B’ nem tar-
talmazza B-t (hiszen X € B), tehat B nem minimalis az A-t tartalmazé algebrdk
kozott.

A (ii) 4llitas bizonyitdsa hasonld.

19. Nyilvanvalé, hogy I, J € P'(H) esetén I N J € P'(H). Mésrészt [a,b) \
[e, d) egyenld az [a, b), [d,b), [a,d), 0, illetve [a, ¢) U [d,b) halmazok valamelyi-
kével az [a, b) és [c, d) intervallumok elhelyezkedésétdl fiiggGen.

20. Az allitast n szerinti indukcidval bizonyitjuk. Legyen el6szor n = 1. Ezt az
esetet k szerinti indukcidval bizonyitjuk. Ha k = 1, akkor A félgyiri-tulajdonsiga
szerint A; \ By elGéll véges sok paronként diszjunkt A-beli halmaz unidjaként.
Legyen k > 1, és tegyiik fel, hogy az allitas igaz k-ra. Ha By,..., Bri1 € A,
akkor az indukcids feltevés szerint A; \ (B1U...U Bg) = C1 U...UC,,, ahol
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Ci,...,C,, paronként diszjunkt A-beli halmazok. Ekkor

A1\ (B1U...UBgq1) = [A1\ (B1U...UB)|\ Bry1 =
= (Cl\B/H_l)U...U(Cm\B/H_l).

Haitt a C; \ By+1 halmazokat felirjuk paronként diszjunkt .A-beli halmazok uni6-
jaként, akkor ezek egyiitt az Ay \ (B1 U. ..U By1) halmaz megfelel§ el6allitasat
adjdk. Ezzel az n = 1 esetet beldttuk.

Most legyen n > 1, és tegyiik fel, hogy az allitds igaz n-re. Ha Ay, ..., Ap41,
By,...,B, € Aés B=DBjU...U By, akkor

(AjU...UA, 1)\ B=UUYV,
aholU = (A1 U...UA,)\ B,és
V=[Am \(A1U...UA)\B=4,11\(A1U...UA, UBU...UByg).

Itt U NV = (. Az indukci6s feltétel szerint U elGéll mint paronként diszjunkt
A-beli halmazok unidja, az n = 1 eset szerint pedig V' is eldall mint paronként
diszjunkt 4-beli halmazok uniéja. Ezzel a feladatot megoldottuk.

21. Jeloljikk B-vel azon halmazok rendszerét, amelyek elGallnak véges sok pa-
ronként diszjunkt A-beli halmaz uni6jaként. Nyilvanval6, hogy B része az A

o

altal generalt gy(rinek, tehat elég belatni, hogy I gyfirdi.

Az, hogy B modulus, az el6z6 feladat 4llitasabol kovetkezik. Az is nyilvanva-
16, hogyha A, B € Bés AN B = (), akkor AU B € B.

Legyen A, B € Btetszbleges. Ekkor AUB = AU(B\ A). Itt a jobb oldalon

szerepl6 halmazok diszjunktak, tovabba B \ A € B, tehit az el6z6 megjegyzés
szerint AU B € B.

22. Legyenek A, B nemiires halmazok, melyekre A C B és B \ A legaldbb
kételemdi. Ekkor az A = {0, A, B} halmazrendszer nem félgyfird, hiszen B \ A
nem all el6 A-beli halmazok uniéjaként.

Legyen B\ A = B; U By, ahol By, Bs diszjunkt, nemiires halmazok. Ekkor
A1 ={0,A, B, B\ A} félgyfirii (s6t algebra), valamint Ay = {(), A, B, By, Ba}
félgytirti. Mivel A; N Ay = A, igy nem létezik legsziikebb A-t tartalmazé fél-

gyliri, hiszen barmely A-t tartalmaz6 B félgydrire vagy A, vagy pedig A2 nem
lehet b6vebb B-nél.

23. Az(AxB)N(C x D) =(ANC) x (BN D) azonossag mutatja, hogy a
C={Ax B:Aec A, B e B} halmazrendszer zirt a metszetképzésre.
Legyen A, B € Aés C, D € B. Kénny{ ellendrizni, hogy

(Ax B)\ (C x D) =[(A\C) x BJU[(ANC) x (B\ D). (17
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Mivel A félgyfrd, ezért vannak olyan diszjunkt Ay, ..., A, € A halmazok, hogy
A\ C = A; U...U A,. Hasonl6an, vannak olyan diszjunkt By,..., By € B
halmazok, hogy B\ D = By U...U By. gy (17) szerint az (A x B) \ (C x D)
halmaz el6all mint az A; x B és az (AN C) x B; halmazok unidja. Mivel ezek a
halmazok elemei C-nek és paronként diszjunktak, ezzel belattuk, hogy C félgyrd.

24. A PP halmazrendszer (vagyis az [a1,b1) X ... X [ap, by) tégldk halmaza az
ires halmazzal egyiitt) félgyfr(t alkot. Ez p szerinti indukciéval adédik a 19. és
az el6z6 (23.) feladat allitasabol.

Konnyt ellendrizni, hogy ha A félgyird és B olyan részrendszere .A-nak,
amelyre teljesiil, hogy (A € B, B € A, B C A) = B € B, akkor B szin-
tén félgyliri. EbbdI a feladat allitdsa nyilvanvalo.

25. Nyilvanvald, hogy f € L(A) esetén ¢ - f € L(.A) minden ¢ € R-re. Legye-
nek f,g € L(A) adott fiiggvények. Ekkor vannak Aq,..., A, € A pdronként
diszjunkt halmazok, melyekre f(z) = a;haz € 4, (i=1,...,n),és f(x) =0
hax € X \ A4, ahol A = A; U...U A,. Hasonl6an, vannak By,..., B, € A
paronként diszjunkt halmazok, melyekre g(z) = bjhaz € B; (j =1,...,k), és
g(r) =0hax € X\ B,ahol B= B U...U By.

Legyen C; = A;\ Bés Dj =B;\A(i=1,...,n, j=1,...,k). Vildgos,
hogy a C;, D; és A; N Bj halmazok paronként diszjunktak és az unidjuk AU B.
Nyilvdnval6, hogy f + g konstans mindegyik C;, D; és A; N B; halmazon, és
nulla az X \ (A U B) halmazon.

Az A rendszer félgyfirti-tulajdonsdga miatt A; N B; € A minden 4, j-re. A
C; és D; halmazok nem feltétleniil elemei .A-nak. Azonban a 20. feladat 4llita-
sa szerint C; és D; felbonthatéak véges sok pdronként diszjunkt .A-beli halmaz
unidjdra. Ebbdl vildgos, hogy f + g € L(A).

26. Nevezziink egy A € R halmazt atomnak, ha minden B € R halmazra A C B
vagy ANB = (). Nyilvdnvald, hogy két kiilonb6z6 atom sziikségképpen diszjunkt.
Igy R-ben csak véges sok atom van.

Most belatjuk, hogy tetszbleges B € R nemiires halmazra az A = {C €
A: C C B, C # (} halmazrendszerben van minimadlis elem. Tegyiik fel, hogy
Ap-ban nincs minimdlis elem. Ekkor létezik egy A; € Ap halmaz, amely nem
iires és valddi része B-nek, hiszen B nem minimdlis. Mivel A; sem minimalis,
létezik egy As € Ap nemiires halmaz, amely valodi része Ap-nek, hiszen A; nem
minimdlis. Az eljarést folytatva kapjuk az Ay, As, ... halmazokat, amelyek mind-
egyike valddi része az el6zdnek. Ekkor az Ay \ Az, Ao \ As, ... € A halmazok
nem Uresek és paronként diszjunktak, ami ellentmond a feltételnek.

Igy tetszGleges B € R nemiires halmazra A’;-nak van minimalis eleme. Ha
C € Ap minimélis, akkor C' atom. Ugyanis tetszSleges A € R halmazra, ha
CNA#0 akkorCNAe Ay és C N A C C, tehdt C minimalitdsa miatt
CNA=C,azaz C C A. Ezzel belattuk, hogy minden nemiires B € R halmaz
tartalmaz nemiires atomot.
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Legyenek Ay, ..., A, az A-beli atomok. Ekkor tetszGleges A € R halmazra

legyen A’ az a halmaz, amit tigy kapunk, hogy A-bdl kivonjuk az A 4ltal tartal-
mazott atomok uniéjat. Ekkor A’ € A. Ha A’ nem iires, akkor tartalmaz nemiires
atomot. Ez azonban lehetetlen, mert A’ diszjunkt minden atomtol. Tehét A =0,
és igy A elGall mint az 4ltala tartalmazott atomok uniéja. Mivel csak véges sok
atom van, ezzel balattuk, hogy ‘R-nek csak véges sok eleme van.
27. Belatjuk, hogy az éllitds minden félgytrtire (s igy minden modulusra is)
igaz. Legyen A olyan félgyir(, amelyben nincs végtelen sok paronként diszjunkt
nemiires halmaz. Ekkor .4-ban csak véges sok atom van (ez ugyaniigy adddik,
mint az el6z6 feladat megoldédsdban).

Most belatjuk, hogy tetszbleges B € A nemiires halmazra az A = {C €
A: C C B, C # ()} halmazrendszerben van minimdlis elem. Ha ez nem len-
ne igaz, akkor (az el6z6 megoldasban kovetett gondolatmenet szerint) volna egy

olyan Aj, As, ... halmazsorozat A-ban, amelyben mindegyik halmaz val6di ré-
sze az el6zdnek. Ekkor az Ay \ Ag, Ay \ As,... € A halmazok nem iiresek és

paronként diszjunktak. Mivel A félgyftird, ezért A; \ A;;1 eldall mint véges sok
péaronként diszjunkt .4-beli halmaz uniéja. Ezek kozott kell, hogy legyen nemiires
halmaz, tehat minden i-re van olyan B; C A; \ A;;+1 halmaz, amelyre B € A és
B # (). Ekkor a B; € A halmazok nem iiresek és paronként diszjunktak, ami
ellentmond a feltételnek.

Igy tetsz6leges B € A nemiires halmazra A-nak van minimalis eleme. Ha
C € A% minimélis, akkor C atom. Ugyanis tetszéleges A € A halmazra CNA €
Alp és C N A C C, tehdt C' minimalitdsa miatt vagy C N A = (), vagy pedig
CNA=C,azaz C C A. Ezzel belattuk, hogy minden nemiires B € .4 halmaz
tartalmaz nemiires atomot.

Legyenek Ay, ..., A, az A-beli atomok. Ekkor tetszéleges A € A halmazra
legyen A’ az a halmaz, amit tigy kapunk, hogy A-bdl kivonjuk az A 4ltal tartal-
mazott atomok uniéjat. A félgyfirti-tulajdonsdg miatt A’ el6all mint véges sok
A-beli halmaz uniéja. Ha A’ nem iires, akkor tehat A’ tartalmaz egy nemiires
B € Ahalmazt. Igy B tartalmaz nemiires atomot ami lehetetlen, mert B C A’ és
A’ diszjunkt minden atomtél. Tehdt A" = () és igy A el64ll mint az 4ltala tartalma-
zott atomok unidja. Mivel csak véges sok atom van, ezzel balattuk, hogy .4-nak
csak véges sok eleme van.

Az allitds haldkra dltaldban nem igaz. Valoban, ha Aq, As, ... olyan halma-
zok, amelyek mindegyike valédi része az eléz6nek, akkor A = {0} U {A4;: i =
1,2, ...} héld, A-ban nincs végtelen sok paronként diszjunkt nemiires halmaz, de
A-nak végtelen sok eleme van.

28. Legyen A € A rogzitett. Nyilvanvald, hogy a megoldasi otletben szerepld
H' halmazrendszer monoton osztdly. Mivel tartalmazza A-t, ezért H' = H, ami
azt jelenti, hogy ha A € Aés E € H,akkor ENA, EUA, E\ A mindegyike
H-ban van. Most legyen H € H rogzitett. Ha H” jeloli azon E € H halmazok
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rendszerét, amelyekre £ N H, E U H, E \ H mindegyike H-ban van, akkor
konnyen lathatéan H' monoton osztély. Mivel az el6z8ek szerint tartalmazza A-t,
igy H” = H, ami azt jelenti, hogy ha H, E € H,akkor ENH, EUH, E\ H
mindegyike 7{-ban van. Igy H gyiirdi, tehat o-gyiirti is (mivel monoton osztély),
és igy tartalmazza az A dltal generdlt o-gy(rit. (Val6jaban egyenls vele, hiszen

2z

az A dltal generalt o-gy(iri monoton osztaly, tehat tartalmazza H-t.)

29. Legyen u végesen additiv és eltolds-invaridns halmazfiiggvény az adott hal-
mazrendszeren, amelyre ;(Z) = 1. Ha A egy mindkét irdnyban végtelen szamtani
sorozat d differenciaval, akkor Z egyréttien lefedhets az A halmaz d darab eltolt
példanyaval. Mivel u(Z) = 1, ezért sziikségképpen p(A) = 1/d.

Ha a B C Z halmaz periodikus p periédussal és |[B N {0,...,p — 1}| =

k, akkor B el6all mint k darab diszjunkt, mindkét irdnyban végtelen szamtani
sorozat uniéja, melyek differencidja p. Igy u(B) = k/p, ami megegyezik B
stirtiségével.
30. Vezessik be az A' = Aés A~ = X \ A jelolést minden A C X-re.
Tekintsiik az A, ., = AJ' N...N A» halmazokat, ahol ¢; = £1 minden
1 =1,...,n-re, és nem mindegyik ¢; egyenld —1-gyel. Ezek a halmazok elemei
A-nak, paronként diszjunktak és az uniéjuk X. Nyilvanvald, hogy minden i-re az
A; halmaz egyenl6 azon A, . ., halmazok unidjdval, amelyekre ¢; = 1.

Legyen By,..., By az A., . ., halmazok koziil a nemiiresek felsorolasa. Ek-
kor u(B1) + ... + u(Br) = n(X) = 1. Az A; halmazok mindegyikének p-
mértéke egyenld azon Bj-k mértékeinek osszegével, amelyek részei A;-nek. Igy
100 < p(Ar) + ... + p(An) = s1pu(B1) + ... + spp(By), ahol s; jeldli, hogy
a B; halmaz hany A;-nak része. Ha mindegyik B; legfeljebb 100 A;-nak része,
akkor

si(By) + ...+ spu(Bg) <100 - (u(B1) + ... + p(Bg)) = 100,

ami lehetetlen.

31. A p halmazfiiggvény additivitdsa nyilvanvald. Ugyancsak nyilvanvald, hogy

m(H) =Y fl@)" v(H) =Y flx)” ésr(H) = Y _|f(x)| minden H €
. x€H xeH xeH

A-ra. Igy az 9(A) = 7(A) — v(A) és 7(A) = w(A) + v(A) egyenlGségek

nyilvanvaléak az a = a™ — a” és |a| = a™ — a~ Osszefiiggésekbdl.

32. (i) Legyenek Ay, ..., A, paronként diszjunkt .4-beli halmazok, és tegyiik fel,

hogy A=A U...UA, € A. Ha B € A|y, akkor BN A; € A|4, minden i-re
(mert A hdlo), tehat

9B =3 0BNA) <Y w(A).
=1 =1
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Mivel ez minden B € A|4-re igaz, ezért
m(A) =sup{¥(B): B€ A4} <> m(4).
=1

Az ellenkezd irdnyd egyenlStlenséget bizonyitandé feltehetjiik, hogy 7(A) < oo.
Ekkor 7(A;) is véges minden i-re, hiszen 0 < 7(4;) < 7(A). Legyene < 0
adott. Valasszunk olyan B; € A|4, halmazokat, hogy ¥(B;) > w(4;) —¢/n
teljesiiljon. Ekkor B = By U...UB, € Aés B C A. Igy

n

m(A) > 9(B) > > w(A) —e.

i=1
n

Mivel ez minden ¢ > O-ra igaz, ezért m(A) > Z m(A;). Ezzel belattuk, hogy 7
i=1
additiv. Hasonl6an bizonyithato, hogy v és T is additivak.

(ii) Tegyiik fel elGszor, hogy A € A és ¥(A) véges. Ekkor
m(A) = sup{¥(B): B € A|a} =sup{(A) — ¥ (A\ B): B € Ala} =
=9(A) —inf{¥(A\ B): B€ Ala} =9(A) +v(A).
Ebbdl vildgos, hogy ¥(A) = m(A) — v(A), ha a jobb oldal értelmes. Ha viszont
¥(A) = oo, akkor m(A) = oo, és ¥(A) = w(A) — v(A) ekkor is igaz (ha a

jobb oldal értelmes). Ha pedig ¥(A) = —oo, akkor v(A) = oo, és ¥(A) =
m(A) — v(A), feltéve, hogy a jobb oldal értelmes.

(i) Ha A, A1,..., A, € Aés Aq,..., A, diszjunkt részhalmazai A-nak, akkor
Z |¥(A4;)| = 9(B) — 9(C), ahol B azon A;-k unidja, amelyekre J(A;) > 0, C
i=1

pedig azon A;-k unidja, amelyekre ¥(A;) < 0. Mivel ¥(B) — #(C) < w(A) +

v(A), ebbdl kovetkezik, hogy 7(A) < m(A)+v(A). Mésrészt tetszbleges B, C €
A| 4 halmazokra

I(B) —9(C) =9(B\C)=d(C\ B) < |[9(B\C)|+ [9(C\ B)| < 7(A).
fgy
m(A) + v(A) =sup{¥(B): B € Ala} +sup{—9(C): C € A|a} =
=sup{¥(B) —¥(C): B,C € Ala} < 7(A).

33. Legyen A= A1 U...UA,,ahol A, A1, As ... EPQ(H),és az Aq,..., A,

n

tégldk paronként diszjunktak. Be kell 1atnunk, hogy pu(A) = Z w(A;).
i=1
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Legyenek az A; tégla csticspontjai a;, b;, ¢;, d;, ahol a; a bal alsé csicspont, d;
pedig a jobb felsG csiicspont. Legyenek tovabba az A tégla csicspontjai a, b, ¢, d,
ahol a a bal als6 cstcspont, d pedig a jobb fels6 csticspont. Ekkor

n

D np(Ai) =D (flai) = F(b) = f(ei) + F(d)). (18)
=1

=1

Mivel az a pont valamelyik A; tégldnak is bal alsé csticspontja, ezért az f(a) tag
szerepel a jobb oldali dsszegben. Ugyanigy ldthatd, hogy az f(d), —f(b), —f(c)
tagok is szerepelnek a jobb oldali 6sszegben. Megmutatjuk, a tobbi tag kiesik.

Tekintsiink egy f(a;) tagot, ahol a; # a. Mivel az A; téglak paronként disz-
junktak és az uniéjuk A, ezért konnyen lathatéan a kovetkez6 esetek valamelyike
teljesiil.

1. Az a,; pont harom maésik téglanak is csicspontja, méghozza bal felsd, jobb
alsé és jobb felsd csdcspontja. Igy a (18) jobb oldaldn szerepld Gsszegben két
tag f(a;)-val egyenld, két mdsik pedig — f(a;)-val egyenld, ezek tehdt kiejtik
egymast.

2. Az a; pont egyetlen masik téglanak is csicspontja, méghozza annak vagy
a bal felsG vagy a jobb alsé cstcspontja. Igy a (18) jobb oldaldn szerepld dsszeg-
ben egy tag f(a;)-val, egy mdsik pedig — f(a;)-val egyenld, ezek tehat kiejtik

egymast.
Ezzel beldttuk, hogy » _ 115 (Ai) = f(a) = f(b) — f(c) + f(d) = ps(A).
i=1
34. Legyen

w(lar, ) X [a2,y)), haa; <x <bjésas <y < by,
fz,y) =
0, ha x = a1 vagy y = a».

Beldtjuk, hogy ;1 = j1s. Legyen [c1,d1) X [ca, do) tetszSleges eleme P?(T')-nek.
Ekkor f definicidja szerint

fldi,do) = p([ar, dr) x [az, d2)),
fler,d2) = p([ar, c1) x [az,d2)),
f(di,c2) = p(lar, dr) x [az, c2)),
fle1,e2) = p([ar, e1) x [az, c2)).

Haitt az els6 egyenléséghez hozzaadjuk a negyediket, majd az 6sszegbdl kivonjuk
a mdsodikat és a harmadikat, akkor — felhaszndlva azt is, hogy p additiv — azt

kapjuk, hogy fif([c1,d1) X [c2,d2)) = p([c1, dr) X [c2,d2)).
35. Tegyiik fel (i)-et. Megmutatjuk, hogy a g(z) = f(x,a2) és h(y) = f(a,y) —
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f(a1,by) fiiggvények kielégitik a feltételeket. Valoban, tetszSleges (x,y) € T-re

0= py(lar, z) x [az,y)) = f(z,y) — fa1,y) — f(z,a2) + fla1,a2) =
= f(z,y) — h(y) — g(z),

tehdt f(z,y) = g(z) + h(y).

Ha f(z,y) = g(x)+h(y), akkor 1 definici6jabol egyszerti behelyettesitéssel
adédik, hogy 1 7(A) = 0 minden A € P*(T)-re.
36. Az akkor éllitast a Lagrange-kozépértéktétel kétvaltozos valtozatabol vezet-
jiik le. Tegyiik fel, hogy f kétszer differencidlhaté a T = [aj, b1] X [ag, ba] tégla
pontjaiban. Belatjuk, hogy van olyan (u,v) € T pont, hogy

0% f
w(T) = 5 o

(u,v) . (bl — al)(bg — a2>. (19)
Valoban,

pp(T) = f(b1,b2) — f(a1,b2) — f(b1,a2) + f(ar,a2) = F(b1) — F(ay1), (20)

ahol F(x) = f(x,b2) — f(z,a2) (x € [a1,b1]). A Lagrange-kozépértéktétel
szerint van olyan u € (a1, by) pont, hogy

w = F'(u) = %(U» ba) — %(u,az) = G(b2) — G(az), (21)

0 .
ahol G(y) = a—f(u, y) (y € [ag, ba]). Igy ismét alkalmazva a Lagrange-kozépér-
x
2
téktételt kapunk egy v € (ag, b2) pontot, amelyre G(b2) — G(az2) = aiaf(u, v) -
Loy

(ba — a2). Ha ezt 6sszevetjiik (20)-szal és (21)-gyel, akkor megkapjuk (19)-et.
0% f
0xdy

Az (19) 6sszefiiggésbdl nyilvanvald, hogy ha > 0 G minden pontjdban,

akkor py > 0.
A masik irdny nyilvanval6 a kovetkezd ismert 4llitdsbol: ha f kétszer diffe-
rencidlhaté az (u, v) pontban, akkor

o g ([, u+ h) X [v,0+ 1))
= i
Oxdy (u, ) Bt h?
Lasd [7, 21.82. Lemma, 62. oldal].

37. (i) Legyen A € R tetszGleges. A 21. feladat allitasa szerint A = A1U...UA,,
ahol Ay, ..., A, paronként diszjunkt A-beli halmazok. Nyilvanvald, hogy ha iz a
w additiv kiterjesztése R-re, akkor

: (22)

B(A) = p(A). (23)
=1
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Ebbdl kovetkezik, hogy ha van a feltételeknek megfeleld kiterjesztés, akkor az
egyértelmd. A 1étezést bizonyitandé definidljuk z(A)-t a (23) képlettel. Beldtjuk,
hogy a definici6 értelmes, azazha A = By U...U By, ahol By, ..., By paronként
diszjunkt .4-beli halmazok, akkor

n k
> u(Ai) = u(By). (24)
i=1 j=1
k
Mivel A félgytiri és p additiv A-n, ezért pu(4;) = Z p(A; N Bj) minden i-re,
j=1
és u(B Z,uA N B;) minden j-re. fgy
=1
n kK n k
3 = 3 A ) = 33 A ) = Y ),
=1 =1 j=1 7j=1 =1 7j=1

amivel (24)-et belattuk. A fentiekbdl nyilvanvald, hogy az igy definiélt & halmaz-
fliggvény kiterjesztése u-nek, és additiv R-en.

(ii) A feladat (i) allitasa szerint feltehetjiik, hogy A gytirt. A 25. feladat jeloléseit
fogjuk hasznalni. Legyen f € L(A), és legyenek Ay,..., A, € A paronként
diszjunkt halmazok, melyekre f(z) = a;,hax € A; (i =1,...,n),és f(z) =0
haxz € X \ A, ahol A = A; U...U A,,. Definidljuk f ,integréljit” az

/ fdp= Zai - p(A;)
X i=1

képlettel. Megmutatjuk, hogy ez joldefinialt. Ehhez azt kell belatni, hogy ha
By, ..., By € A péronként diszjunkt halmazok, melyekre f(x) = b;, ha x € B;
(j=1,...,k),és f(z) =0,haz € X \ B,ahol B = B; U...U By, akkor

n k
D aipulA) =Y b u(By). (25)
i=1 j=1

Az A;NBj(i=1,...,n, j =1,...,k) halmazok paronként diszjunktak és
elemei A-nak. Nyilvdnval6, hogy ha A; N B; # (), akkor a; = b;. Tovdbbd, ha
A; \ B # 0, akkor a; = 0, és ha Bj \ A # 0, akkor b; = 0. Rogzitett i-re p
addititvitdsa alapjan

ai - p(Ai) = ai - p(Ai N B) + a; - p(Ai \ B) = a; - u(A; N B),
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hiszen A; \ B # () esetén a; = 0. Igy a; - Z a; - p(A; N By). Ugyanigy
lathatjuk be, hogy b; - u Z b; - u(A; N Bj) minden j-re. Mindezeket

figyelembe véve azt kapjuk, hogy

" n k
Zai‘ ZZaZ (A; N By) Zzbj'M(AiﬂBj):
i=1

i=1 j=1 i=1 j=1
k n k

=D > bj-u(AinBy) = b p(B;)
j=1 i=1 j=1

Ezzel (25)-6t belattuk. Nyilvanvald, hogy az f — / f du leképezés linedris az
X

L(A) vektortérrdl R-be.

Az L(P(X)) halmaz azokbdl az f: X — R fiiggvényekbdl all, amelyek
értékkészlete véges. Vildgos, hogy L(P(X)) vektortér a pontonkénti gsszeadds
és a konstanssal val6 szorzds miiveleteivel, és hogy L(.A) altere L(P(X))-nek.
Az algebra egy ismert tétele szerint barmely linedris fiiggvény kiterjeszthet6 egy

altérrél az egész térre. Igy az f — / f du leképezés kiterjeszthets az L(A)
X

vektortérrél L(P(X))-re. Legyen M egy ilyen kiterjesztés, és legyen fi(H) =
M (xp) minden H C X-re. Ekkor 7z kiterjesztése p-nek. Ha ui. A € A, akkor

xa € L(A), ésigy n(A) = M(xa) = / xadp = p(A). A halmazfuggvény
X
nyilvanvaléan additiv, hiszen AN B = (), A, B C X esetén

(AU B) = M(xaus) = M(xa +xB) = M(xa) + M(xp) = i(A) + 1(B).

38. Tekintsiik elészor a H = R? esetet. Legyen 1 véges értéki és additiv a P?
félgylriin. Legyen

1([0,2) x [0,y)), haz,y >0,
—p([z,0) x [0,9)), haz <0<y,
fle,y) =9 w(lz,0) x [y,0)), haz,y <0,
—u([0,2) x [y,0)), hay <0<z,
0, hax = 0vagy y = 0.

A 34. feladat megolddsdnak gondolatmenetének kis mddositadsdval konnyt ellen-
Orizni, hogy p1f = pu.
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Most legyen H C R? tetszGleges, és legyen 11 véges értékii és additiv PQ(H )-
n. A 37. feladat éllitdsa szerint p kiterjeszthet6 egy p additiv fiiggvényként
P(R?)-re. Szoritsuk meg ezt a kiterjesztést a P? félgyiirtire. A mér belatott alli-
tas szerint van olyan f: R? — R, hogy f=na P2 félgytirtin. Ebbol vildgos,
hogy ha f-et megszoritjuk a H halmazra, akkor a kapott f|y fiiggvényre teljesiil
Hflg = K-

39. Jeloljik R-rel a H altal generalt gytriit. Ha 4 kiterjeszthetd R-re additiv
halmazfiiggvényként és A, B € H, akkor 9(A) = J(A\ B) + 9(A N B) és
JY(B) =9(B\ A) +9(AN B), tehit

9(A) +9(B) = 9(A\ B) + (AN B) + (B \ A) + 9(ANB) =
—9(AUB) +9(ANB).

Ezzel belattuk, hogy az (1) feltétel sziikséges. Az elégségességre két bizonyitdst
adunk.

1. Tegyiik fel, hogy ¥(0) = 0, és (1) fenndll minden A, B € H-ra. Legyen X
olyan halmaz, amely tartalmazza H 6sszes elemét. Egy A C X halmaz karakte-
risztikus fiiggvényét az X halmazra vonatkoztatva definidljuk, tehat x 4(x) = 1,
haz € Aés ya(x) =0,haz e X\ A.
ElGszor azt fogjuk megmutatni, hogy ha Ay, ..., A,,C € H, A1U...UA, C
n n

C,a1,...,an,a € 7 és ZaiXAi = axc, akkor Zaiﬂ(Ai) = av(C). Eztn
i=1 i=1
szerinti indukcidval bizonyitjuk.
Legyen n = 1. Azt kell beldtni, hogy ha a1x4, = axc, akkor a;9(A;) =
a’¥(C). Haay = 0, akkor a = 0 vagy C' = (), és az dllitds igaz. Hasonl6 a helyzet
a = 0 esetén. Haay # 0és a # 0, akkor A; = C, és vagy A] = C = (), vagy

pedig a1 = a. Az éllitds mindkét esetben igaz.
n+1

Tegyiik fel, hogy az 4llitds igaz n-re, és legyen Zaix A; = axc, ahol
=1
n+1 ' n
ArU...UA,4 C C. Ekkor ZaiXAmAn+1 = aXA,, €S ZaiXAmAn+1 =
i=1 i=1
(@ — an4+1)X Ay, - Az indukcibs feltevés szerint
n
D aid(AiN Apsr) = (a — ani1)9(Ansr). (26)

i=1

Legyen U¢ = C'\U minden U C C-re. Tekintsika H® = {U°: U C C, U €
H} halmazrendszert. Ez hdl6, amelyen a (V') = ¢(C) — (V) (V € H°) hal-
mazfiiggvényre teljesiil £(()) = 0 és (1) minden A, B € H -re. Az aldbbiakban
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a karakterisztikus fiiggvényeknek a C' halmazra valé megszoritasat tekintjiik. Le-

n+1 n+1 n+1
gyenb = (Z ai> —a. Ekkor Z aixae = Z a;(1—x4,) egyenlS az azonosan

i=1 i=1 i=1
n+1

b figgvénnyel a C' halmazon. Ebbdl azt kapjuk, hogy Z aiXAcnAg | = bxac -
. i=1
tehat Z WiXASPAS,, = (b—ant1)x AS - Igy az indukciés feltevést &-re alkal-

i=1
mazva azt kapjuk, hogy

Z alf AC N An—H) (b - an+1)€(A7Cz+1)7

azaz

Z a; ( I(A; U Ant1)) = (b= ant1)(0(C) = 9(Anp1)). Q7
Vonjuk ki (26)-bdl (27)-et, majd alkalmazzuk a (1) azonossdgot. Azt kapjuk, hogy
37 0 (940 + D) = (C)) = (a--b—20 ) Arr)~ (b2 (C),

n+1
ami dtrendezve a bizonyitand6 Z a;(A;) = a¥(C) egyenlBséget adja.
i=1
Most ratériink a feladat megolddséra. J eléljiik R-rel a ‘H éltal generalt gyrtit.

Ekkor minden A € R-re x 4 elGallithato Z a;xa, alakban, ahol Aq,..., A, € H
=1

ésay,...,ay € Z. Ugyanis konnyen 1athatoan az ilyen tulajdonsdgi A halmazok
gy(rfit alkotnak. Legyen 9J(A Z a;9(A;). Belatjuk, hogy 9 definiciéja ér-

n
telmes, vagyis nem fiigg x 4 el6allitasatél. Valdban, ha Z aixa, = Z bixB;
i=1 j=1

n k
ahol A;, B; € H, akkor ZaiXAi + Z(_bj)XBj =0=0-x¢, ahol C =

i—1 j=1
A1U...UA,UBU...UBjy. A fent bizonyitott dllitds szerint ebbdl kovetkezik,

hogy .
Y aid(Ay) + Y (=b;)(B;) =0,

i=1 j=1
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n k
azaz Z a;}(A;) = Z b;j9(B;). Nyilvanvals, hogy U Kiterjesztése J-nek és
i=1 j=1

additiv.

2. A 6. feladat 4llitdsa szerintaz A = {A\B : A, B € 1} halmazrendszer félgyii-
rii. A 37. feladat (i) allitasa alapjan elég beldtni, hogy +J additivan kiterjeszthetd
az A félgyfirtre. Legyen J(A\ B) = ¥(A) —9(AN B) minden A, B € H esetén.
Megmutatjuk, hogy a definici6 értelmes, azaz A, B,C,D € H, A\ B=C\ D
esetén

Y(A) — (AN B) =9(C) —¥CnND). (28)

Ezt bizonyitandé tegyiik fel elGszor, hogy A C C. Ekkoraz A\ B = C\ D
feltételbs] kovetkezik, hogy AU (CN D) = Cés AN(CND)=ANB.Igy()
alkalmazdsdval azt kapjuk, hogy

9(A) +9(C N D) =9(C) +I(AN B),

amit dtrendezve megkapjuk (28)-at. Most tekintsiik az dltaldnos esetet, amikor
A,B,C,D e Hés A\ B=C\ D. Mivel

(A\B)N(C\D)=(ANC)\ (BUD)
tetszleges halmazokra igaz, ezért a mi esetiinkben
A\B=C\D=(AnQC)\ (BUD).
Itt AN C C A, tehat a mar bizonyitott dllitds szerint
Y(A)—Id(ANB)=9(ANC)—Yd(ANCN(BUD)).
Ugyanigy adddik, hogy
HC) = CND)=9dANC)—-dANCN(BUD)),

amibd] megkapjuk (28)-at. Ezzel definiltuk az 1 halmazfiiggvényt az A félgyii-
rtin. Nyilvanval6, hogy ¥ kiterjesztése 1-nek.
Most megmutatjuk, hogy ¥ additiv .A-n. El&szor is belatjuk, hogy ha A € A
és H € H, akkor
J(A) =I9(ANH)+I(A\ H). (29)

Valéban, legyen A = B\ C, ahol B,C € H. Feltehetjiik, hogy C' C B, mert
kiilonben C-t kicseréljik B N C-re. Ekkor J(A) = 9(B) — 9(C), J(AN H) =
YBNH)—9CNH)é IA\ H) = 9B) —9((CUH)N B). Igy (29)
bizonyitdsdhoz azt kell belatni, hogy

9(B) —9(C) = 9(B N H) —9(CNH) +9(B) —9(CUH)NB),
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azaz
HC)+IHBNH)=9CNH)+9(CUH)NB).

Ez viszont az (1) azonossdgbdl kovetkezik, hiszen C' C B alapjan CN(BNH) =
CNHéCU(BNH)=(CUH)N B. Ezzel (29)-et belattuk.

Legyen A € A rogzitett halmaz, és vezessikbea H' = Hés H 1 = A\ H
jelolést. Belatjuk, hogy ha Hy, ..., H, € H, akkor

Aeen =ANHN...NH € H

minden €1, ...,e, = £1-re. Valéban,ha [ = {i: g; =1} és J = {i: ¢; = —1},
akkor K = ﬂHZ €EHés L= U H; € H, hiszen H hdld. Legyen A = B\ C,

iel ieJ
ahol B, C' € ‘H. Ekkor

Ayoen = (ANK)\L=(BNK)\ (CUL) € A.

Megmutatjuk, hogy

A= D U(H,. ) (30)

Ez n = 1-re igaz, hiszen J(A) = 9(AN Hy) + 9(A\ H;) teljesiil (29) szerint.
Tegyiik fel, hogy (30) igaz n-re, és legyenek Hy, ..., Hy 1 tetszbleges H-beli
halmazok. Az indukcids feltevést felhaszndlva elég belatni, hogy ha K jeldli a
H., ., halmazok barmelyikét, akkor J(K) = (K N Hy11) + 0(K \ Hpi1).
Ez szintén (29)-bdl kovetkezik, amivel (30)-at belattuk.

Ebbél ¥ additivitisa mar egyszeriien ldthat6. Tegyiik fel ugyanis, hogy A =
AiU...UA,, ahol A, Ay,..., A, € Aés Ay,..., A, paronként diszjunktak.
Legyen A; = B; \ C}, ahol B;, C; € H minden i-re. Jeloljiik B-vel az

ANBI'Nn..nB;"nC*n...nC"

alakl’l halmazok rendszerét ahol €;,m; = %1 minden ¢-re. Ekkor (30) szerint
Z I(D) és ¥(A;) = Z J(D) minden i = 1,...,n-re, amib&l

DeB DeB,DCA;
n

nyilvéanvald, hogy J(A) = Z J(A;).
i=1
40. Feltessziik, hogy (ii) nem igaz, és belatjuk, hogy ekkor (i) teljesiil.

Legyen A; € A olyan halmaz, amelyre 91 (A4;) # 0. Tegyiik fel, hogy n > 1,
és hogy az Aj,...,A,—1 halmazokat mar definidltuk. Legyen B € A olyan
halmaz, amelyre 9,,(B) # 0. Tekintsik a BN CyN...NC,_; alakd halmazokat,
ahol C; = A; vagy C; = B\ A; minden ¢ = 1,...,n — l-re. Ezek a halmazok
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diszjunktak és az unidjuk B, tehat van kozottik olyan, amelyen ), nem nulla.
Vilasszunk egy ilyen halmazt, és jeloljiik A,-nel. Vildgos, hogy minden i < n-re
vagy A; N A, = 0 vagy A; D A,.

Ezzel definidltuk az A,, halmazokat minden n-re. A konstrukciébodl vilagos,
hogy ¥,,(A4,) # 0 minden n-re, tovabbd minden k < n-re vagy Ay N A, = 0,
vagy pedig A; D A,,.

A Ramsey-tétel alkalmazdsdval kapunk egy n; < ng < ... indexsorozatot
gy, hogy vagy Ap, N Ay, = () minden ¢ < j-re, vagy pedig A,, D Ap, D .. ..
Az els esetben az (i) allitds igaz. Feltehetjiik tehat, hogy A,, D 4,, D ....

A jelolés egyszertisitése érdekében hagyjuk el az (n;) sorozathoz nem tartozé
indexeket, és frjunk A, helyett A;-t és ¥,,, helyett 9;-t. Mivel az indirekt feltevés
szerint a (ii) dllitds nem igaz, van olyan k; index, hogy ¥k, (41) = 0. Ekkor a

= A; \ Ak, halmazra 9y, (B1) = U, (A1) — Ok, (Ak, ) # 0, mert Uy, (Ag,) #
0. Ismét az indirekt feltevés szerint van olyan ko > k; index, hogy ¥y, (Ag,) = 0.
Ekkor a By = Ay, \ A, halmazra Oy, (B2) = Ok, (Ak,) — Uk, (Ak,) # 0, mert
Vg, (Ag,) # 0. Az eljarast folytatva kapjuk a k1 < k2 < ... indexeket tgy, hogy
Uk, (Ag;) = 0 minden i-re. Ekkor a B; = Ay, \ Ay, , halmazok paronként
diszjunktak, és U, (Ag,) # 0 minden i-re. Ezzel beldttuk, hogy (i) ebben az
esetben is igaz.

41. (i) Legyen G C R tetszbleges nyilt halmaz. Ha x € (G, akkor van olyan
r > 0, hogy B(z,r) C G. Legyen x = (z1,...,x)p), és legyenek a;, b; olyan
raciondlis szdmok, melyekre z; — r/p < a; < x; < b; < z; + r/p. Konnyen
lathatd, hogy ekkor x € T' C B(z,r) C G, ahol T' = [a1,b1) X ... X [ap, bp).
Ezzel belattuk, hogy G minden eleme lefedhetd egy olyan raciondlis téglaval,
amely része G-nek. Ez éppen azt jelenti, hogy G egyenld az éltala tartalmazott
raciondlis téglak egyesitésével.

(ii) Legyen G C R? tetszbleges nyilt halmaz. Ha = € G, akkor van olyan r > 0,
hogy B(xz,r) C G. Legyen y € RP olyan pont, amelyre |y — z| < r/3, és
amelynek a koordindtdi raciondlis szdimok. Ha ¢ € (r/3,2r/3)NQ, akkor B(y,t)
raciondlis gomb, és z € B(y,t) C B(z,r) C G. Ebbdl vildgos, hogy a G 4ltal
tartalmazott racionalis gombok egyesitése egyenld G-vel.

42. (i) Konnyi beldtni, hogy az [aq, b1] . .. x[ay, bp] alaki tégldk zdrtak. Legyen
T = [a1,b1) X ... X [ap, by) tetszSleges tégla. Vdlasszunk szigorian monoton
novo (b; ) neq sorozatokat, amelyekre b; 1 > a; és nh_)rr;o bi.n — b; teljesiil minden
i=1,...,pre. Ekkor

o

U al,bln oo X [ap,bpm]),

o~

és igy a T halmaz F,. Az el6z6 (41.) feladat (i) allitdsa szerint minden nyilt hal-
maz el6all mint megszdmlalhatdan sok tégla egyesitése, hiszen csak megszamlal-
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hatéan sok raciondlis tégla van. Ha tehét A jeloli a G altal tartalmazott racionalis
téglak rendszere ltal generalt o-gyfirtit, akkor A tartalmazza G nyilt részhalma-
zait. Igy B(G) C A, hiszen B(G) a legsziikebb o-gyiirti, amely tartalmazza G
nyilt részhalmazait. Mdsrészt A C B(G), hiszen minden tégla Borel-halmaz,
B(G) o-gyfrd, és A a legsziikebb o-gyfir, amely tartalmazza a G-beli tégldkat.

Ezzel beldttuk, hogy A = B(G).
A (ii) 4llitas bizonyitdsa hasonld.

43. (i) A 42. feladat megolddsdban lattuk, hogy minden tégla F,,. A 41. feladat

(1) 4llitdsa szerint minden nyilt halmaz el64ll mint megszdmlalhatdan sok tégla
unidja, és igy minden nyilt halmaz F.

A (ii) allitds nyilvanval6 (i)-bdl és a De Morgan-azonossagbdl. A (iii) allitas
nyilvdnvalé (ii)-bél, a (iv) allitds pedig nyilvdnvalé (iii)-bdl és a De Morgan-
azonossagbol.

oo
44. Tegyiik fel, hogy Q N (a,b) = ﬂ Gn, ahol G1,Go, ... nyiltak. Legyen

n=1
{ri1,72,...} aQ N (a,b) halmaz egy sorozatba rendezése. Legyen z tetszSleges
eleme (G1-nek. Mivel G nyilt, 1étezik egy nemiires J; nyilt intervallum, amely
része G1-nek. Legyen I; olyan nem-elfajulé zart intervallum J;-ben, amely nem
tartalmazza rq-et. (Ilyen intervallumot dgy taldlhatunk, hogy vesziink J;-ben két
diszjunkt nem-elfajulé zart intervallumot. Ezek koziil legfeljebb az egyik tar-
talmazhatja r;-et.) Vélasszunk egy x2 raciondlis szdmot I belsejébdl. Ekkor
ro € (o, és igy, mivel Go nyilt, 1étezik egy nemiires Jo nyilt intervallum, amely
része G2 N I1-nek. Legyen I olyan nem-elfajuld zart intervallum Jo-ben, amely
nem tartalmazza ro-t. Valasszunk egy x3 raciondlis szdmot 5 belsejébdl, majd a
fenti gondolatmenet ismétlésével valasszunk egy nem-elfajulé zart I3 C Jo inter-
vallumot, amely nem tartalmazza r3-at. Az eljarast folytatva kapjuk az egymdsba
skatulyézott [y, I, . .. zért intervallumokat, amelyekre I,, C G, és r,, ¢ I,, min-

o0
den n-re. A Cantor-axioma szerint ﬂ I, # (. Ha z eleme a metszetnek, akkor

n=1
[e.@]
T € ﬂ G, = Q, masrészt x # r, minden n-re. Ez ellentmondds, tehat QQ nem
n=1
lehet Gs.
45. Az eldz6 (44.) feladat dllitasa szerint Q nem Gg. Masrészt Q nyilvanvaldan
F,, hiszen megszamldlhatéan sok egyelemi halmaz, tehat megszdmlalhatéan sok
zért halmaz uniéja. Igy R \ Q F, és nem Gj.
Legyen A =Qn(0,1), B = (1,2)\ Qés H = AU B. Nyilvanvald, hogy az

A halmaz Gg, és igy G, is. Masrészt a B halmaz F),, tehat szintén G,. Ebbdl
kovetkezik, hogy H = A U B szintén G,
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Az A halmaz Gg, és igy F,s. Masrészt a B halmaz F,, tehat szintén F;.
Ezért H = AU B szintén F,45. Ez abbol kovetkezik, hogy két F,,s halmaz uni-

Oja szintén F,5. Valéban, ha A = m A, és B = ﬂ B,,, ahol A,, és B,, F,

n=1 n=1
halmazok minden n-re, akkor

AUB = ﬁ (An U Bp,),

n,m=1

és A, U By, F,; minden n, m-re.

A H halmaz nem lehet G5, mert akkor A = H N (0, 1) is az lenne. Holott
A =Qn(0,1) nem Gy az el6z6 (44.) feladat éllitdsa szerint. A H halmaz F,
sem lehet, mert akkor B = HN[1,2] is az lenne. Azonban HN[1,2] = (1,2)\Q,
ésha H F, lenne, akkor QN (1,2) = (1,2) \ H G lenne, holott nem az.

46. (i) Belatjuk, hogy a H, = {z: w¢(z) < c} halmaz nyilt minden ¢ > O-ra.
Valéban, ha x € H,, akkor hlign wa((x—h, x+h)) < ¢, ésigy vanolyan hy > 0,
—0+

hogy w¢((x — ho,x + ho)) < c. Beldtjuk, hogy (x — ho,x + ho) C H.. Legyen
y € (z — ho,z + ho) tetsz6leges. Ha 0 < k < min(y — (x — ho),x + ho — y),
akkor (y — k,y + k) C (z — ho,x + ho), tehat

wr(y) Sws((y —k,y + k) <wp((x —ho, x4 ho)) < c

Ezzel belattuk, hogy ha x € H,, akkor z-nek van olyan kornyezete, ami része
H_.-nek. Tehat H, nyilt halmaz.
Nyilvanvalé, hogy f akkor és csak akkor folytonos z-ben, ha wy(x) = 0. fgy

o0
f folytonossdgi pontjainak halmaza ﬂ H,,,, tehit G5 halmaz.

n=1
(i) Legyen f: A — R rogzitett fiiggvény, és legyen H, = {z € A: ws(x) < c}
minden ¢ > 0O-ra. Beldtjuk, hogy minden c-re van olyan G, nyilt halmaz, hogy
H.= ANG.. Minden x € H,-re van olyan r,, > 0, hogy wf(ANB(x,7,)) < c.
Az (i) allitast bizonyité okoskodds nyilvanvalé médositdsaval beldthatjuk, hogy
w¢(y) < cmindeny € AN B(x,r,)-re. Ha tehdt G, = U B(x,rg), akkor G,

x€EH,.
olyan nyilt halmaz, amelyre H, = AN G..

Mivel f akkor és csak akkor folytonos z-ben, ha wy(x) = 0, ezért

Cr=()Hyn=[)(ANGyy,) =ANT,
n=1 n=1

[e.e]
ahol U = ﬂ G /n, ami G5 halmaz.

n=1

47. Legyen f(z) = 0, ha x irraciondlis, és legyen f(p/q) = 1/q), ha p, q relativ
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prim egészek és ¢ > 0. (Ez az Gn. Riemann-fiiggvény.) Ismeretes (és nem nehéz
beldtni), hogy f hatérértéke minden pontban nulla. fgy f minden irracionalis
pontban folytonos, és minden racionélis pontban szakad. Igy f folytonossagi
pontjainak halmaza R \ Q, amely, amint azt egy korabbi feladatban lattuk, nem
F.

48. Jeloljik C(f)-fel az f fuggvény folytonossdgi pontjainak halmazat. A 46.
feladat dllitasa szerint C'( f) Borel-halmaz. Vilagos, hogy D(f) C C(f). Jeloljiikk
flx,y]-nal az (f(x) — f(y))/(x — y) differenciahdnyadost minden = # y-ra. Az
f fiiggvény akkor és csak akkor differencidlhaté az x pontban, ha a Z}l_r{glc flz,y]

véges hatarérték létezik. A hatarértékre vonatkozé Cauchy-kritérium szerint ez
pontosan akkor teljesiil, ha minden £ > 0-ra van olyan § > 0, hogy |f[x,y] —
flz,2]] < e minden y,z € (x — 6,z + 0) \ {x}-re. Jeloljik Ay ,-nel azon
x € C(f) pontok halmazat, amelyekre teljesiil, hogy |f[z,y] — flz,2]| < 1/k
minden y, z € (x — 1/n,z + 1/n) \ {z}-re. Azt kaptuk, hogy

D(f) = U 4kn- 31)
k=1k=n

Igy elég megmutatni, hogy A}, Borel-halmaz minden k-ra és n-re. Azt fogjuk
beldtni, hogy Ay, ,, relative zdrt részhalmaza C'( f)-nek, azaz

A = C(f) Nl Ay (32)

minden k,n € Nt-ra. Az Agn C C(f) N clAyg,), tartalmazds nyilvanvald. Az
Apn D C(f) N clAy, tartalmazist bizonyitandé legyen x € C(f) N cl Ay,
tetsz6leges. Ekkor vannak olyan z; € Ay, pontok, hogy z; — z. Be kell
latnunk, hogy = € Ay ,,. Legyenek y, z € (z — 6,z +9) \ {z} tetsz6leges pontok.
Ekkor x; — x alapjan y, z € (z; — d,z; + 9) \ {x;} minden elég nagy i-re. Mivel
x; € Apn, ezért minden elég nagy i-re | flx;, y] — flzi, 2]| < 1/k. Mivel pedig
x € C(f), ezért f(x;) — f(x), ésigy

] = flaAl] = T |flaisy] = flas, 2l < 1/,

Ezzel megmutattuk, hogy x € Ay, ,,, amivel (32)-t is belattuk.

Mivel C( f) Borel-halmaz, ezért (32) szerint Ay, , is, és igy (31) szerint D( f)
is, és ezzel a feladatot megoldottuk. Egyébként a fenti gondolatmenet egy apré
valtoztatasaval az is beldthat6, hogy D(f) F,s halmaz. Ui. konnyen ldthatéan

D(fy=c(Hn() U Ak

k=1k=n
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oo [o.¢]
Itt ﬂ U cl Ay 5, Fir5 halmaz, C(f) pedig Gy, tehét szintén F,;. Igy a metszetiik,
k=1k=n
D(f) ugyancsak Fs.

49. Legyen A, 1 = {:c € [a,b]: Zfz(:r) < 1/k} minden n,m, k € N*-

ra. A végtelen sorok konvergencidjira vonatkoz6 Cauchy-kritérium szerint a

oo
Z fn(z) végtelen sor akkor és csak akkor konvergens, ha minden k € NT-hoz
n=1

> filx)

i=n

A=U (1 Awm

k=1 N=1 N<n<m

van olyan N € N, hogy minden N < n < m-re < 1/k. Ez azt

jelenti, hogy

m

Mivel az f, fuggvények folytonosak, ezért a Z fi(x) fiiggvény is folytonos.
i=n

Ebbdl egyszerlien adédik, hogy az A,, ,, , halmaz zart minden n, m, k-ra. fgy a

o0

ﬂ Ay, m. i halmaz is zart minden N -re és k-ra, az U ﬂ Ay m, i halmaz
N<n<m N=1 N<n<m
F,; minden k-ra, tehat az A halmaz F;.
50. Osszuk fel a [0, 1] intervallumot 10" egyenld részre. Mindegyik I oszt6-
intervallumra teljesiil, hogy az I belsejében levd barmely két szam tizedestort
alakjanak els6 n jegye megegyezik. Ebbdl kovetkezik, hogy az A,, fiiggvény
konstans mindegyik osztéintervallum belsejében. Igy tetszdleges a, b szamokra
az {zx € [0,1]: |Ap(z) — a| < b} halmaz véges sok nyilt szakasz és véges sok
pont unidja, kovetkezésképpen Borel-halmaz.

A hatarérték definiciéjabol kovetkezik, hogy

e {x fim An(®) _ 110} “N U N 14u@) - (/10 < n/k}.

n—oo N k=1 N=1n=N (33)

A fentiek alapjan nyilvanvald, hogy az A halmaz Borel.

P

51. Az el6z6 (50.) feladat megoldasaban lattuk, hogy minden n-re és k-ra az
Ap i = {x : |An(z) — (n/10)] < n/k} halmaz véges sok szakasz és véges sok
pont uniéja. Jeldlje F,, ;, az A, ; halmaz lezartjat. Ekkor F, j \ A, j része az
A, i, halmazt alkot6 szakaszok végpontjai halmazanak, tehat F), i, \ A, 1 véges.
Legyen

e}

P U N B

k=1 N=1n=N
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o o o
Ekkor m F, . zért halmaz minden N-re és k-ra, az U ﬂ F, . halmaz F,

n=N N=1n=N
minden N-re, tehdt az F halmaz F,s. Marmost F' \ A megszamlalhatd, mert le-

fedhet6 az ), 1, \ Ay, 1, véges halmazokkal, ahol n és k befutja a pozitiv egészeket.
Ebbdl kovetkezik, hogy A maga is Fi,s. Ugyanis minden megszamlalhaté hal-
maz F,, tehat Gs,. Igy F'\ Ais Gs,, tehdt az R \ (F'\ A) halmaz F,;. Mivel
A=Fn(R\ (F\ A)) és két F,5 halmaz metszete szintén F,s, ezzel belattuk,
hogy A Fgs.

52. Jeloljiik A’ -vel azon z € (0, 1) irracionlis szamok halmazat, amelyek tize-
destort alakjaban az n-edik jegy . Nyilvanval6, hogy « € A akkor és csak akkor,
ha minden n-re igaz a kovetkez6 implik4cio:

haz e (A2UA3UAD UAT)ésae (A, UAS L UAS,  UAY ), akkor
van olyan m > n + 1, hogy

€(AZNAY LUAL L UAS sUAL L UAD SUAZ cUAS ).

Ha az itt szerepld négytagu unidkat B,,-nel, illetve C),-nel, a fenti nyolctagi uniét
pedig D,,-mel jeloljiik, akkor tehat

A= ﬂ 01\@\(Bnmcn>>u<((01\@ U D)]

m=n+2

Az Afl halmazokat igy kapjuk, hogy felosztjuk a [0, 1] intervallumot 10" egyenld
részre, a kapott osztéintervallumok koziil néhdnynak vessziik az uniéjat, és ezt
elmetssziik (0, 1) \ Q-val. Ebbdl kovetkezik, hogy a B,,, C,,, D,,, halmazok mind-
egyike csak egy-egy megszamlalhaté halmazban tér el egy zart halmaztdl. Az A
halmaz tehat szintén csak egy megszamlalhaté halmazban tér el egy F, 5 halmaz-
tol, igy 6 maga is F;.

(Megjegyzés: egy latszélag komplikdlt definiciéval sem tudtunk kilépni az
F,s és a G5, halmazok korébsl. Erdemes megjegyezni, hogy az analizisben el6-
fordul6 halmazok nagyon gyakran F,s vagy G, halmazok.)

53. A 41. feladat (ii) allitasa szerint A tartalmazza G nyilt részhalmazait. (Az
tires halmazt is, hiszen ha By, By diszjunkt gdmbok G-ben, akkor ) = B; N By N
Bon...e A)LegyenB={ACRP:GNAc A, G\ A€ A}. Megmutatjuk,
hogy B olyan o-algebra, amely tartalmazza R” nyilt részhalmazait.

A definiciébdl nyilvanvald, hogy ) € B, és barmely E C RP halmazra £ €
B— RP\E €B.HaA,eB(n=12,...),akkor GNA, € AésG\A, € A
minden n-re. Igy
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és

G\ <D An> O (G\ Ap)

n=1

o0
tehat U A,, € B. Ebbdl kovetkezik, hogy B o-algebra. Ha ugyanis A, B € B,

n=1
akkor AUB = AUBUBU... € B, valamint R? \ A € B, tehat A\ B =
RP \ ((RP \ A) U B) € B. Igy B gyiirti, st algebra, hiszen R? € B. Mivel
oo

Aq, As, ... Besetén U A, € B, ezért B o-algebra.
n=1
Legyen U C R? nyilt. Ekkor GNU is nyilt, tehait GNU € A. Mivel az RP\U
[e.e]

halmaz zart, ezért G5 a 43. feladat (ii) éllitdsa szerint. Legyen R \ U = ﬂ U,,

n=1

ahol U,, nyilt minden n-re. Ekkor
G\U=GNRP\U)=Gn (U Un> = J@nt,) € A,
n=1 n=1

hiszen G N U,, nyilt minden n-re. Ezzel belittuk, hogy U € B. Igy B olyan
o-algebra, amely tartalmazza RP nyilt részhalmazait. Ebbsl kovetkezik, hogy
B(RP) C B. Hatehdt B C G Borel, akkor B € B, ésigy B=GNB € A.

54. Két megoldéast adunk.

1. Legyen & = U F. Legyen A azon G raciondlis gdmbok halmaza, amelyekhez

vannak olyan A, B € F halmazok, hogy A C B, ANG = (0 és BN G # 0.

Ekkor A megszamlalhat6; legyen G, G, ... az A halmazrendszer elemeinek

egy felsoroldsa. Valasszunk minden n-re olyan A,, B,, € F halmazokat, hogy
o0

Ap € By, AyNG = és B, NG # () teljesiilion. Ha | | B, = E, akkor E F,,

n=1
tehét a feladat allitdsa igaz.

o
Tegyiik fel, hogy U B, # E,éslegyenz € E '\ U B,,. Legyen F € F

olyan, hogy =z € F. élkklor tetszbleges n-re B, C F, hi%zén F C B, lehetetlen
x € F' miatt.

Tegyiik fel, hogy A € F és F' C A. Ekkor van olyan n, hogy FF N G,, = (.
Valéban, R?P \ F' elédll raciondlis gombok unidjaként, és ezek kozott van olyan,
amely metszi A-t. Ha G ilyen gomb, akkor sziikségképpen G = G, egy alkalmas
n-re. Ez azonban lehetetlen, mert B,, C F és B, N G,, # (). Igzy A C F minden
A € F-re, tehat U F = F. Mivel minden zart halmaz automatikusan F),, ezzel a
feladatot megoldottuk.
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2. Haaz F = U F halmaz zart, akkor nincs mit bizonyitani, hiszen minden zart
halmaz automatikusan Fj. Feltehetjiik tehdt, hogy E nem zart. Ekkor van olyan
x € RP\ E pont, amelynek semmilyen kérnyezete sem része R? \ E-nek. Ebbdl
kovetkezik, hogy l1étezik egy =, € E sorozat, amelyre z,, — x. Vdlasszunk
minden n-re egy olyan A,, € F halmazt, amelyre z,, € A,. Megmutatjuk, hogy

San -k
n=1

oo
Tegyiik fel, hogy ez nem igaz, és legyen y € E \ U Ay,. Legyen A € F

olyan, hogy y € A. Az y pont valasztdsa folytan A nernn llehet részhalmaza A,,-
nak semmilyen n-re, mert akkor y eleme volna A,-nak. Igy A, C A minden
n-re. Ezért x,, € A minden n-re. Mivel A zart és z,, — x, ebbdl kovetkezik,
hogy x € A. Ez azonban lehetetlen, hiszen A C F, és igy x € FE kovetkezne,
ami ellentmond x vélasztasanak.

55. A megoldési otlet jeloléseit hasznélva elég beldtni, hogy Ey U E1 = F.
Legyen E = Ey U E;. Konny( ellendrizni (kiilonvalasztva azokat az eseteket,
amikor k péros, illetve pératlan), hogy ha (nq,...,nx) € F és (ny,...,nk,i) €
E, valahanyszor (n1,...,ng,i) € F, akkor (ny,...,n;) € E.

Tegyiik fel, hogy F'\ E # (), és legyen 2z € F'\ E. A fenti megfigyelés szerint

ekkor z-nek van olyan z; folytatdsa, amely szintén eleme F'\ E-nek. fgy -
nek van olyan z folytatdsa, amely szintén eleme F'\ E-nek. Az eljrdst folytatva
kapunk egy olyan végtelen (n1, ne, . . .) sorozatot, hogy (ni, ...,nx) € F minden
k-ra. Ez azonban ellentmond annak a feltételnek, hogy F' jolfundalt.
56. Ha F' jolfundalt fa, akkor nevezziik az F'-hez tartoz6 leképezésnek azt az
egyetlen f: F' — B(RP) leképezést, amely kielégiti az el6z5 (55.) feladatban
leirt feltételeket. Jeloljiikk A-val azon B Borel-halmazok rendszerét, amelyekre
van olyan F' j6lfundalt fa, amelyre f(()) = B, ahol f az F'-hez tartozé leképezés.
Megmutatjuk, hogy A = B(RP).

Adott i-re legyen F' = {0, (i)}, ekkor F’ j6lfundalt fa. Vildgos, hogy az F-hez
tartoz6 f leképezésre f () = f(i) = A;, ésigy A; € A.

oo

Belatjuk, hogy ha By, By ... € A, akkora B = U B; halmaz is eleme A-

i=1
nak. Mivel B; € A, van olyan F; jélfundalt fa, hogy f;(0)) = B;, ahol f; az
Fj-hez tartoz6 leképezés.

Alljon F az iires halmazbdl, az egytagi (i) sorozatokbél (i = 1,2, ...), vala-
mint azokbél az (4,4, n1, ..., ng) sorozatokbél, melyekre i € NT és (n1,...,n;) €
F;. Konnyt ellendrizni, hogy F' j6lfundalt fa.

Legyen f(0) = B, f(i) = B; (i = 1,2,...) és f(i,4,n1,...,n) =
fi(n1,...,ng) minden (ni,...,n;) € F-re. Konnyd ellendrizni, hogy f az F-
hez tartoz6 leképezés. Ezzel belattuk, hogy B € A.
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o
Most beldtjuk, hogy ha By, By ... € A, akkora C = ﬂ B; halmaz is eleme
i=1
A-nak. Legyen F; és f; mint fent.

Alljon F’ az iires halmazbél, az egytagi (1) sorozatbdl, valamint azokbdl az
(1,4,n1,...,ny) sorozatokbdl, amelyekre i € NT és (n1,...,n;) € F;. Konny(
ellendrizni, hogy F’ j6lfundalt fa.

Legyen f'(0)=f'(1)=C, f'(1,i)=B; és f'(1,i,n1, ..., ng) = fi(n1, ..., ng)
minden i-re és (ny,...,n;) € F-re. Konny( ellendrizni, hogy f’ az F'-hoz
tartozoé leképezés. Ezzel belattuk, hogy C' € A.

Az A halmazrendszer tehat tartalmazza az A; gomboket, és ha By, By ... €

oo o0
A, akkor U B; € Aés ﬂ B; € A. Igy az 53. feladat 4llitasa szerint B(RP) C A.

=1 i=1
Mivel A C B(RP), igy A = B(RP), és ezt kellett bizonyitani.

57. Az el6z6 feladat szerint 1étezik egy injektiv leképezés, amely a Borel-hal-
mazok rendszerét beleképezi a fdk halmazanak egy részhalmazéba, és igy P(X)-
ba. Mivel X (a természetes szamokbdl all6 véges sorozatok halmaza) megszam-
lalhat6, igy P(X) kontinuum szdmossagu, tehdt a Borel-halmazok rendszerének
szamossédga legfeljebb kontinuum. Madsrészt RP minden egyelemi részhalmaza
Borel, igy a kérdéses szdmossdg legaldbb kontinuum.

58. Legyen A = {0, A, B}, ahol ) # A C B. Nyilvanval6, hogy A hdlé.
Legyen u(0)) = u(B) = 0 és u(A) = 1. Ekkor p mérték, hiszen A-ban csak az
X =XUPUDU... tipust diszjunkt felbontdsok léteznek (X € A), és ezekre
teljesiil, hogy u(X) = u(X) + 0+ 0+ .... Mdsrészt  nem kiilsé mérték, mert
ACBUDUDU...,de u(A) < u(B)+0+0+...nemigaz.

59. Alljon az A halmazrendszer az N halmazbdl, az iires halmazbél és az egyele-
mi {n} halmazokbdl (n € N). Legyen u()) = 0és u(A) = 1 minden A € A,
A # () halmazra. Ekkor i végesen additiv, mert egyetlen A € A halmaznak sincs
nem trividlis felbontdsa véges sok diszjunkt A-beli halmazra. A p halmazfiigg-
vény kiilsé mérték. Valdban, legyen A C A1 U AsU.. ., ahol A, A1, Ao, ... € A.
Ekkor u(A) < 1 < u(Ay) + pu(Ag) + ... valahdnyszor az A,, halmazok kozott
van nem iires. Ha viszont mindegyik A, iires, akkor A = (), és az egyenlGtlenség
akkor is igaz.

A phalmazfiiggvény nem mérték, mert N = {0}U{1}U...,de1 # 1+1+....

60. Tegyiik fel, hogy A = A1 U As U.. ., ahol A, Ay, Asg, ... elemei A-nak, és
az Ay, Ag, ... halmazok paronként diszjunktak. Be kell latnunk, hogy p(A) =
w(Ar) + u(Az2) + .... Mivel A zért a véges unioképzésre és p additiv, ezért
w(Bp) = (A1) + ...+ u(Ay), ahol B, = A3 U...U A,. A kiilsé mérték-
tulajdonsdgbdl és a B, C AUPU D U ... tartalmazdsbol kapjuk, hogy u(B,,) <
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wu(A), tehat Z p(A;) < pu(A) minden n-re. Igy
i=1

[ee] n
D n(An) = lim Y u(Ay) < p(A).
n=1 i=1
Masrészt ugyancsak a kiils6 mérték-tulajdonsdgbdl kapjuk, hogy u(A) <
oo [e.9]
> 1(An), tehdt u(A) = > u(An).
n=1 n=1

61. (i) Legyen liminf A, = B. A (3) egyenlGtlenség bizonyitdsahoz elég meg-
n—o0
mutatni, hogy ha ¢ > lini)inf u(Ay), akkor ¢ > u(B). Tudjuk, hogy B =
n—oo

o o
|J Bw. ahol By = (| 4, (N = 1,2,...). Ekkor By C By C ..., ezért
n=N

N=1
u(B) = p < U BN) = lim p(By).
N=1

Ha ¢ > liminf p(A,,), akkor ¢ > p(A,,) végtelen sok n-re. Ebbdl nyilvanva-
n—oo
16, hogy i(By) < ¢ minden N-re. igy pu(B) < ¢, és ezt akartuk belétni.

(ii) Legyen A,, = [0,1/2), ha n pdros, és A, = [1/2,1), ha n pdratlan. Ekkor

liminf A,, = 0, tehat p-nek a Lebesgue-mértéket valasztva (3) bal oldala nulla,
n—o0o

mig a jobb oldala 1/2.

62. (i) Tegyiik fel, u(X) < oo, ahol X = A; U Ag U.... Kénnyi ellenSrizni,
hogy limsup 4,, = X \ liminf(X \ A,). Ha tehdt az X \ A,, halmazokra alkal-
n—oo

n—oo

mazzuk (3)-at, majd mindkét oldal értéket kivonjuk a véges (X ) szambdl, akkor
megkapjuk (4)-et.

(i) Legyen A,, = [n — 1,n] minden n € NT-ra. Ekkor limsup A,, = (), tehat
n—oo
u-nek a Lebesgue-mértéket valasztva (4) bal oldala nulla, mig a jobb oldala 1.

63. A 0 pontban kezdve illessziink egymdashoz a, as, . . . hosszisagu intervallu-
mokat, amig az 1-et elérjiik. Ha ez az n-edik intervallumndl kdvetkezik be, akkor
az n-edik intervallumot 1-nél vagjuk le, majd ismét a 0 pontbdl kezdve illessziink
egymashoz a, 41, an42, ... hosszisagu intervallumokat, amig az 1-et elérjiik. Ha
ez az m-edik intervallumndl kovetkezik be, akkor az m-edik intervallumot 1-nél
vagjuk le, majd ismét a 0 pontbdl kezdve illessziink egymashoz a1, am+2, - - -
hossziisdgu intervallumokat, amig az 1-et elérjiik, €s ezt az eljarast folytassuk a
végtelenségig.

A kapott I,, intervallumokra teljesiil |I,,| < a,, minden n-re. Mivel [0, 1] min-

den pontja az I, intervallumok koziil végtelen soknak az eleme, igy limsup I, =
n—oo
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[0,1].

64. Aztkell beldtni, hogy p1(A) = 0, ahol A = limsup A,,. Ekkor A = ﬂ By,

o0

o0
ahol By = U A, (N = 1,2,...). Marmost u(By) Z Ay). Mivel

hm Z,u ) — 0, ezért hm w(By) = 0. Tekintve, hogy p(A) < u(By)

rmnden N -re, ezért u(A) = 0.

65. Mindkét allitds hamis. Legyen példdul p a Lebesgue-mérték, és legyen
A, = (0,1/n) minden n-re. Zart intervallumokat is taldlhatunk: legyen A,, =
[1/(2n),1/n] minden n-re.

66. Legyen H C X tetszGleges. Mivel [ kiilsé mérték, ezért u(H) <u(H N A)
+n(H \ A), tehdt elég belétni, hogy

a(H) > p(HNA) +a(H \ A). (34)

Ez nyilvanvald, ha i(H) = oo, ezért feltehet6 i(H) < oo. Legyen € > 0
tetszéleges. Ekkor vannak olyan A, € P halmazok, hogy H C A; U Ay U...
o0

esz,u H) +e. Ekkor i(H N A) < ZH(AHHA)ésﬁ(H\A)g

n=1

Z (A, \ A). Mivel A jol vagja ketté az A,, halmazokat, és mivel i kiterjesztése
n=1

p-nek, ezért (A, N A) +1i(A, \ A) = fi(A,) = p(A,) minden n-re. Igy

HHNA)+n(H\ A) <Z/‘ )<u(H)+e.

n=1

Mivel ¢ tetszbleges volt, ezzel (34)-et belattuk.

67. Tegyiik fel, hogy p # 0. Ekkor 0 # p(R Z p([n — 1,n]), tehat van
ne”L

olyan n, hogy p([n — 1,n]) > 0. Igy u([n — 1,n]) = 1. Legyen I} = [n — 1,n].
Tegyiik fel, hogy k£ > 1, és mar definidltuk az [Ij korlatos, zart intervallumot,
amelyre (([) = 1. Felezziik el I;-t. Ekkor a két félintervallum koziil legaldbb
az egyiknek a mértéke pozitiv, tehat 1. Jeloljik I, ;-gyel az egyik ilyen zart
félintervallumot. Ezzel az Ij, intervallumokat minden k-ra definidltuk.

Az I1 D Is D ... intervallumsorozatnak pontosan egy kdzds pontja van,

hiszen |Ij;| — 0. Legyen m I, = {x}. Mivel I D I, D ...és u(I) < oo, ezért
k=1

p({z}) = lim p(ly) = 1.
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Vildgos, hogyhax € H C R, akkor u(H) = 1. Igy u(R) = 1, tehat u(R\{z}) =
0, amibdl x(H) = 0 minden olyan H halmazra, amely nem tartalmazza x-et.

68. Tegyiik fel, hogy u ¢ mérték. Ekkor f monoton novd, hiszen p; nemnegativ,
ésigy f(b) — f(a) = py([a,b)) > 0 minden a,b € I, a < b-re. Beldtjuk, hogy
f balrdl folytonos. Ha (b,) szigordan novoleg b-hez tart, akkor f(b,) — f(b).
Valdban, ha (b,,) szigordan névdleg b-hez tart, akkor a [b, b,,) halmazok sorozata
szintén nové és az unidjuk [bi, ), tehdt, mivel pp mérték, igy pr([b1,bn)) —
pig([b1, b)), azaz f(bn) — f(b1) — f(b) — f(b1). EbbSI kapjuk, hogy f(bn) —
f(b), tehdt f balrdl folytonos.

Most tegyiik fel, hogy f monoton névd és balrdl folytonos. Megmutatjuk,
hogy 1y mérték. Mivel additiv, ezért elég beldtni, hogy kiilsé mérték. Legyen

o0

[a,b) C U [an, by). Be kell latnunk, hogy

n=1

i am n (35)

Legyen € > 0 adott. Ha I alulrdl korlatos, akkor terjessziik ki f-et R-re tgy,
hogy a (—oo, min I] intervallumon konstans legyen. Mivel f balrdl folytonos,
ezért vannak olyan a < ¢ < b és ¢, < a, pontok, hogy f(b) — f(c) < € és
flayn) — f(cn) < £/2"™ minden n-re. Ekkor

la,¢] C [a,0) € (Jlan, bn) € | (cn,bn).
n=1 n=1

Igy a Borel-féle lefedési tétel szerint van olyan N, hogy

N N
[CLC Ucnyn Ucnyn

Mivel p; additiv €s nemnegativ, ebbdl egyszerilien levezethetd, hogy

N
) <D p(en,bn))
n=1

Miérmost pi5([a, b)) = f(b) = f(a) < f(¢) = f(a) + & = ps([a, ¢)) +eés

,Uf([cna b)) = f(bn) — flcn) < f(bn) — flan) +€/2" = /’Jf([am bn)) +¢/2"
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minden n-re. Ebbdl azt kapjuk, hogy

N N
nr((a0)) < p(la, ) +e <3 upllens b)) e < 3 (lan b) +£/27) +e <
n=1

n=1

< Z,uf([an, b)) + 2e.
n=1

Mivel ¢ tetszbleges volt, ezzel (35)-6t belattuk.

A piy halmazfiiggvény additiv a Py félgyfirtin, tehdt akkor €s csak akkor kiils6
mérték, ha mérték. Igy pontosan akkor lesz kiilsé mérték, ha f monoton novo és
balrdl folytonos.

69. Legyen H C R tetszbleges. Tegyiik fel el6szor, hogy 0 € H. Haa H halmazt
o0
lefedik az [a,, by, ) intervallumok, akkor Z( f(bn) — f(ay)) > 1, hiszen f(b,) —

n=1
f(an) = 1 valahanyszor 0 € [ay,b,). Mivel az [ay,b,) = [n — 1,n) (n € Z)
lefed6rendszerre a szumma értéke 1, ezért pp(H) = 1,ha0 € H. Ha viszont 0 ¢
H, akkor H-t lefedhetjiik olyan intervallumrendszerrel, amelyik nem tartalmazza

[e.e]
a nullat, tehat amelyre Z( f(bn) — f(an)) = 0. Ilyen lefedést szolgdltatnak
n=1
az [n — 1,n) (n = —1,-2,...) és [1/k,k) (k = 1,2,...) intervallumok. Igy
pe(H)=0,ha0 ¢ H.
70. A nullmértékd halmazok mindent jol vagnak ketté, tehat mérhetéek. Mivel a
Borel-halmazok is mérhetSek, az akkor éllitas vilagos.
Most tegyiik fel, hogy H mérhets. Adott ¢ > 0-ra legyenek [a,, by, ) olyan in-
oo

tervallumok, melyek lefedik H-t, és melyekre Z( f(bn) — flan))<pp(H) +e.

n=1

oo
Mivel f balrél folytonos, vannak olyan ¢,, < a,, szdmok, hogy Z( f(bn)—f(cn))

n=1

o0
<pf(H)+e HaG = U (¢, bn), akkor G olyan nyilt halmaz, amely tartalmaz-
n=1
za H-t és amelyre ;1¢(G) < py(H) +e. Mivel H mérhetd, ezért p1r(G\ H) < e.
Legyen G, olyan nyilt halmaz, mely tartalmazza H-t és melyre p¢ (G, \ H)
o0

< 1/n. Ekkor U = ﬂ G, olyan (G5 halmaz, amely tartalmazza H-t, és amelyre

n=1
pur(U\ H) = 0. Mivel [a,b) \ H is mérhet6, van olyan V' Borel-halmaz, amelyre
[a,b) \ H C V és ug(V \ ([a,b) \ H)) = 0. Ekkor W = [a,b) \ V olyan
Borel-halmaz, amelyre W C H és puy(H \ W) = 0.

71. (i)==(ii): Tegyiik fel, hogy f balrdl folytonos és korlatos valtozasu. Jelolje
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V — f egyarant monoton novd fiiggvények /-n. Nem nehéz belatm, hogy ha f
balrdl folytonos, akkor ugyanez igaz V-re is.

A 68. feladat allitdsa szerint py €s py — p mért€kek a 771( ) félgytrtin. Mivel
végesek is, ezért puy — py_ g eljeles mérték P*(I)-n. Nyilvanvalé, hogy 9 =
v — py— s, tehdt 9 ¢ el6jeles mérték P*(I)-n

(il)==-(iii): Ez ugyandgy bizonyithatd, mint a 68. feladat megolddsdban. De t&b-
bet is allithatunk. Ha = € I és xn € I egy szigordan monoton nové z-hez tartd

sorozat, akkor ¥¢([x1, 219 #([n, Tng1)). Amint azt az elGjeles mérték

[o.¢]
definiciéja utdn megjegyeztiik, ebbdl kovetkezik, hogy a Z Uy ([@n, Tnt1)) sor

n=1

oo
abszoliit konvergens. Igy Z | f(@n41) —f(xn)| <oo. Azt kaptuk, hogy valahdny-

n=1
)

szor az x, € I sorozat szigortian monoton nov3, akkor Z |f(@pg1)—f(zn)] < 0.
n=1
A fenti megfigyelés felhaszndlasaval konnyd olyan balrél folytonos (sét folyto-
nos) f fiiggvényt konstrudlni, amelyre ¥y nem el§jeles mérték PL(I)-n. Legyen
I = [-1,0], legyen f(x) = z - cos(1/x), hax € [—1,0), és legyen f(0) = 0
Ekkor f folytonos [—1,0]-ban. Ha z,, = —(n - 7))}, akkor —1 < z; < 23 <
oo

. < 0, de konnyen lathatéan Z |f(Tnt1) — f(zn)| = 0. Igy 91 nem elGjeles
n=1
mérték P! (I)-n. Tehdt az (ii))=>(iii) implikdcié nem megfordithato.
Ha f balrdl folytonos az I = [a, b] intervallumon és korldtos véltozdsu [c, b]-ben
minden a < ¢ < b-re, akkor ¥ el6jeles mérték PL(I)-n. Tegyiik fel ugyanis,

o
hogy [ag, by) = U [an, by), ahol a < ag < by < b és az [ay, by,) intervallumok

n=1
paronként diszjunktak. Ekkor ag € [ay,, b,) egy alkalmas n-re. Feltehetjiik, hogy

ap € |a1, by). Ekkor sziikkségképpen ag = a;. Mivel f balrdl folytonos és korlatos
véltozasu a [by, by| intervallumon, ezért ¥ elGjeles mérték a Pl([bl, bol) félgyd-

rlin. Mivel [by,by) = U [an, by), ezért Vr([b1,bo)) Zﬁf an,by)), tehdt
n=2
V¢ ([ao, bo)) = V¢([ag,b1)) + Zﬁf([am bn)). Ezzel belattuk, hogy ¥ elGjeles

n=2
mérték P (1)-n
Ha tehét konstrudlunk egy f fiiggvényt, amely folytonos a [0, 1] intervallumon,
korldtos vdltozasu [c, 1]-ben minden 0 < ¢ < 1-re, de nem korldtos vdltozasu
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[0, 1]-en, akkor ezzel megmutatjuk, hogy az (i)==>(ii) implikdcié nem megfordit-
haté. Ilyen fiiggvény pl. az f(z) = x - sin(1/x) (x € (0,1]), f(0) = 0 fiiggvény.

7~

72. Az (i)=>(ii) implikdcioét méar belattuk az el6z6 (71.) feladat megoldasaban.

(i))==(iii): Tegyiik fel (ii)-t, €s legyen min I < x < max [ adott. Tegyiik fel,
hogy f nem korlatos valtozasu z egyetlen bal oldali kdrnyezetében sem. Legyen

x1 € I, 1 < x tetsz8leges. Mivel f nem korlatos valtozésd [z1, z]-ben, vannak
ni

olyan z; < x2 < ... < xp, < x pontok, hogy Z’f<$i+1) — f(zy)| > 1.
i=1
Mivel f nem korldtos valtozasu [z, , z]-ben, vannak olyan z,, < Zp,+1 < ... <

ng
Tn, < x pontok, hogy Z |f(zit1) — f(xzi)| > 1. Az eljarast folytatva kap-

i=n1
o0
juk a szigordan n6vd (x,,) sorozatot, amelyre Z |f(xpt1) — f(zn)| = oo, ami
n=1

ellentmond (ii)-nek.

o~

(iii))==(1): Ha (iii) igaz, akkor az el6z6 (71.) feladat allitdsa szerint minden

min/ < x < max ] pontnak van olyan bal oldali kdrnyezete, amelyben 9 el6-
oo

jeles mérték. Legyen [ag, by) = U [an,by), ahol a < ag < by < bés az [ay, by)

n=1
intervallumok paronként diszjunktak. Be kell latnunk, hogy
7([a0, o)) Zﬂf n, by) (36)

Vildgos, hogy ag € [ay,by,) egy alkalmas n-re. Feltehetjiik, hogy ag € [a1,b1).
Ekkor sziikségképpen ag = a;. Jeloljikk S-sel azon z € [ag, by| pontok halmazat,
amelyekre teljesiil, hogy

9¢([ao, bo) N [ao, Zﬂf n, bn) N [ag, ). (37)

Ha megmutatjuk, hogy by € S, akkor ezzel (36)-ot is belattuk. Vilagos, hogy
[ap,b1] C S. Legyen sup S = xzy. Legyen [z¢ — J, x| olyan olyan bal oldali
kornyezete xo-nak, amelyben 1 elGjeles mérték. Mivel sup S = xg, ezért van
olyan g — 0 < x < xg, hogy x € S. Ekkor fenndll (37). Mivel ¥ elGjeles
mérték P ([, xo])-ban, ezért

¥4 ([ao, bo) N [z, 20)) Zé‘f an, bn) O [z, 20)).

Ha ehhez hozzdadjuk (37)-et, akkor megkapjuk (37)-et x = zg-ra. Ezzel belttuk,
hogy xg € S. Most megmutatjuk, hogy x¢g = bg. Tegyiik fel, hogy zo < bp.
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Ekkor zg € [ag, b) egy alkalmas k-ra. Vildgos, hogy ha (37) fenndll x = x¢-ra,
akkor fenndll x = by-ra is, tehat by, € S. Ez azonban lehetetlen, mert zg < by és
xo = sup S. Ezzel belattuk, hogy by € S.

73. Beldtjuk, hogy 7 kiilsé mérték. Tegyiik fel, hogy A, A1, As,... € Aés
AC A UAsU.... Legyen By = A1 és B, = A, \ U A; minden n > 1-re.
i<n

Ekkor tetszbleges B € A| 4 halmazra

e} o0

9(B)=> 9(BNB,) <> w(An),
n=1 n=1

hiszen BN B, C B, C A, minden n-re. Ebbdl nyilvanval6, hogy m(A4) <

oo
> " 7(Ay), amivel beldttuk, hogy  kiils§ mérték. Mivel 7 additiv a 32. feladat
n=1
allitasa szerint, ezért m mérték.
Marmost v megegyezik — pozitiv részével, ezért v is mérték. Végiil, ismét a 32.
feladat allitasa szerint 7 = 7w + v, tehat 7 is mérték.

74. Legyen T C RP egy rogzitett tégla, és jeloljiik C-vel azon B € B(R?) halma-
zok rendszerét, amelyekre ¥(BNT) = {(BNT). A feltétel szerint C tartalmazza
a PP félgyfrit (hiszen két tégla metszete tégla).

Nyilvanval6, hogy ha A, B € C diszjunkt halmazok, akkor AU B € C. Ezért

C tartalmazza a PP dltal generdlt R gyrfit is.
Belatjuk, hogy C monoton osztély. Valéban, ha A; C Ay C ... aC halmaz-
o0

rendszer elemei és A = U A,,, akkor
n=1

JANT) = lim 9(4,NT) = lim £(4,NT) = (ANT),

n—oo
tehat A € C. Ugyanigy lathatd, hogy ha A; D Ay O ..., A, € C minden n-re
o0
és A = ﬂ A, akkor 9(A) = £(A), tehat A € C. (Itt fel kell haszndlni, hogy

n=1
YANT)és E(ANT) végesek minden A € C halmazra, mert a feltétel szerint
NT) =&(T) e R)

A 28. feladat allitasa szerint C tartalmazza az ‘R gy(rd éltal generalt o-gyfiriit,
azaz B(RP)-t. Ezzel belattuk, hogy ¥(A) = &(A) minden A korlatos Borel-
halmazra. Mivel R”-ben minden Borel-halmaz el$4ll mint korl4tos Borel-halma-
zok n6v4S unidja, ezért J(A) = £(A) minden A Borel-halmazra. Ezzel a feladat

allitasat belattuk.

A végességi feltétel nélkiil az éllitds nem igaz, még mértékekre sem. Legyen
w(A) = oo, ha A # 0, u(d) = 0, v(A) = oo, ha A nem megszamlalhatd, és
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v(A) = 0, ha A megszamldlhat6. Ekkor p és v mértékek B(IRP)-n (valdjdban
P(RP)-n), és u(R) = v(R) € R minden R € PP-re (val6jdban minden nem-
megszamldlhaté R halmazra). Azonban u €s v kiilonboznek a megszdmldlhatéan
végtelen halmazokon. Masik példa: legyen p(A) = |A|, ha A véges, legyen
u(A) = oo, ha A végtelen, és legyen v = 2 - pu.

75. Jeloljiik A-val azon A € B(G) halmazok rendszerét, amelyekre teljesiil, hogy
w(A) = sup{u(F): F C A zart}, (38)
és
w(A) =inf{u(U): A C U C G nyilt}. (39)
Jeloljik G-vel G nyilt részhalmazainak rendszerét. Belatjuk, hogy G C A. Le-
gyen U € G. Mivel minden nyilt halmaz F, ezért U = G F,,, ahol F;, zart
migden n-re. Feltehetjiik, hogy Fi C Fy C ..., mert kiiléinge:n1 F,,-et kicseréljiik
a U F;; halmazra. Ekkor p(F,,) — p(U), tehat (38) teljesiill A = U-val. Ugyanez
nyilvinval (39)-re, tehdt U € A,

[e.e]
Most beldtjuk, hogy ha Aj, As,... € A, akkor A = U A, € A. Legyen
n=1

e > 0 adott. Mivel A,, € A, ezért vannak olyan F,, C A,, zart halmazok, hogy

oo
w(Ap \ Fp,) < £/2" minden n-re. Ekkor az F' = U F,, halmazra u(A\ F) < ¢,

n=1

o0 n
hiszen A\ F' C U (Ap\ Fp,). Legyen K,, = U F;. Ekkor a K, halmazok zartak,
n=1 i=1

monoton nové halmazsorozatot alkotnak, és az unisjuk F. gy u(K,) — u(F) >
u(A) — g, tehét elég nagy n-re u(K,) > u(A) — . Mivel € > 0 tetsz6leges volt,
ezzel belattuk, hogy A-ra teljesiil (38).

Mivel A,, € A, ezért vannak olyan A,, C U, C G nyilt halmazok, hogy

oo

w(U, \ Ay) < /2" minden n-re. Ekkor az U = U Uy, halmazra (U \ A) < ¢,

n=1

hiszen U \ A C U (Up \ Ay). Legyen U = U Up. Ekkor U nyilt, és u(U) <
n=1 n=1

1(A) + €, amivel beldttuk, hogy A-ra teljesiil (39). Tehdt A € A.
[e.e]
Hasonl6 okoskodds adja, hogy ha A1, Ao, ... € A, akkor A = ﬂ A, € A

n=1
Az 53. feladat allitasa szerint B(G) C A. Mivel A C B(G), igy A = B(G),
és ezt kellett megmutatni.

76. A Hahn-tétel szerint van olyan P C X halmaz, hogy P és X \ P legaldbb
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egyike A-ban van, és minden A € A-ray(ANP) > 0ésY(A\ P) < 0. Ha¥-rdl
attériink —-ra, akkor P és X \ P szerepe felcserélddik. Ezért feltehetjiik, hogy
P € A. Ekkor

9(A) = 9(ANP)+9(A\ P) < 9(ANP) <IANP)+9(P\ A) = 9(P)

minden A € A-ra, tehat 1 felveszi a legnagyobb értékét P-ben.
Legyen 9 értékkészletének infimuma m. Ekkor 1éteznek olyan A,, € A hal-
mazok, hogy ¥(A4,,) — m. Mivel

9(A) = 0(Ay (1 P) +9(4, \ P) 2 9(A,\ P) = m

minden n-re, ezért (A, \ P) — m.

A ¥ halmazfiiggvény a C = {A € A: AN P = ()} gylirlin nempozitiv és
additiv. Ezért itt ¥ monoton csokkend: ha A, B € C és A C B, akkor ¥(A) >
Y(B), hiszen 9(B) = V(A)+9(B \ A)< 9(A).

o

Ha tehit B = U (A \ P), akkor 9(A,, \ P) > J(B) minden n-re. Mivel

n=1
YA, \ P) — més 9(B) > m, ezért 9(B) = m. Tehat ¢ felveszi a legkisebb
értékét B-ben. Ezzel (i)-et belattuk.
Mivel ¢ additiv az A gyfirin, ezért nem veheti fel a co és —oo értékek mind-
egyikét. Igy ¥ maximuma és minimuma koziil legalabb egyik véges, tehat ) alul-
r6l vagy feliilrdl korldtos. Ezzel (ii)-t is belattuk.

o~

77. Az el6z6 (76.) feladat (i) allitasa szerint vannak olyan C, D € A halmazok,
hogy 9(C) < ¥(H) < ¥(D) minden H € A-ra. Ekkor az A = C' U D halmaz
kielégiti a feltételt. Legyen ugyanis B € A olyan halmaz, amelyre BN A = ().
Ha ¢(B) > 0, akkor (D U B) = (D) + J(B) > ¥(D), hiszen ¥(D) véges.
Ez azonban ellentmond annak, hogy ¥(D) a ¥ fliggvény maximadlis értéke. Ha
pedig ¥(B) < 0, akkor #(C' U B) = ¥(C) + ¥(B) < 9(C), hiszen ¥(C) is
véges. Ez ellentmond annak, hogy ¥(C) a ¢ fiiggvény minimalis értéke. Ezért
csak ¥(B) = 0 lehetséges.

78. Legyen A = {H : H C 7 véges}, és legyen p(H) a H halmaz pozitiv
elemeinek szdma minusz H negativ elemeinek szima minden H € A-ra. Vilagos,
hogy u elGjeles mérték A-n. A p elGjeles mértéket sokféleképpen kiterjeszthetjiik
P(X)-re additivan. Legyen pl. u(H) = oo minden végtelen H-ra.

Misrészt vildgos, hogy p nem terjeszthetd ki P(Z)-re o-additivan, hiszen ek-
kor 1(N) = 00 és u(Z \ N) = —oo teljesiilne, holott 1 nem veheti fel oo és —oo
mindegyikét.

79. Tegyiik fel, hogy ¢ alulrdl vagy feliilr6l korlatos. Feltehetjiik, hogy feliil-
6l korldtos, mert kiilonben attériink a —1) halmazfiiggvényre. Tegyiik fel, hogy
¥(A) < K minden A € A-ra. Ekkor 7 < K mindeniitt .A-n, tehat 7 véges. Igy
¥ = m — v mindeniitt A-n.
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Jeloljiik az A dltal generdlt o-gyfirtit R-rel. Mivel 7 és v mértékek, ezért
kiterjeszthetok mértékként R-re. Legyenek a kiterjesztések 7 és .

Legyen B € R tetsz6leges, belatjuk, hogy 7(B) < K. A 14. feladat szerint
vannak olyan Aj, Ay ... € A halmazok, hogy B C A; U Ay U . ... Feltehetjiik,
hogy az A; halmazok pdronként diszjunktak, mert kiilonben attériink az A, \
|J Ai halmazokra. Mivel 7(B) mérték, ezért kiils mérték, tehat

<n
00 N
7(B) < 7(A,) = i 7T(A,) = lim T(ALU...UAN) =
7(B) < 3 M) = Jim 5 7(A) = Jim T4 ..U AN)
= lim 7(4U...UAyN) < K.
N—oo

Itt az utolsé egyenlGség abbol kovetkezik, hogy A1 U...UAN € A ésT kiterjesz-
tése m-nek. Ezzel beldttuk, hogy 7 < K mindeniitt A-n. Ezért 7 — ¥ mindeniitt
értelmes, és egy elGjeles mértéket definidl A-n, ami ¥ kiterjesztése.

Most tegyiik fel, hogy ¥ kiterjeszthetd elGjeles mértékként az R o-gyfiriire.
Ekkor a Hahn-tétel kdvetkezménye szerint a kiterjesztés vagy alulrdl, vagy feliil-
161 korlatos. Igy ugyanez igaz kell, hogy legyen ¥-ra is.

80. Jeldlje R az A altal generdlt o-gyfirit. Tegyiik fel el6szor, hogy az A € R

halmaz lefedhetd egy véges ¥J-mértékd A-beli halmazzal. Legyen C azon B € R

halmazok rendszere, amelyekre teljesiil, hogy ¥ minden, elGjeles mértékként R-re

valé kiterjesztésének ugyanaz az értéke B N A-ban. Belatjuk, hogy A € C.
Mivel 9 barmely két kiterjesztésének .4 minden elemében megegyezik az ér-

téke, ezért A C C. Megmutatjuk, hogy C monoton osztdly. (A monoton osztaly

fogalmat a 28. feladatban definidltuk.) Tegyiik fel, hogy a By D Bs D ... hal-

o0

mazok elemei C-nek, és legyen B = ﬂ B,,. Mivel B,, € R és R o-gylirt, ezért

n=1
B € R. Legyenek 9 és 15 elGjeles mértékek R-en, melyek kiterjesztései 9J-nak.
Mivel B,, € C, ezért ¥1(B, N A) = ¥2(B;, N A) minden n-re. Tekintve, hogy
V1 (Bp N A) és ¥2(B, N A) végesek (hiszen A lefedhetd egy véges J-mértéki
A-beli halmazzal), ezért
§1<B N A) = lim 191(Bn N A) = lim 192(Bn N A) = 192(3 N A)
n—oo

n—oo

Ezzel belattuk, hogy B € C. Ugyanigy bizonyithatd, hogy haa By C Bs C ...
oo

halmazok elemei C-nek, akkor U B,, € C. Tehat C monoton osztaly.
n=1
A 28. feladat allitdsa szerint C tartalmazza R-et, tehat C = R. Igy A € C,
azaz az A-ra valo Kiterjesztés egyértelmd.
Most tegyiik fel, hogy az A € R halmaz lefedhet6 a véges ¥-mértékd A,, € A
halmazokkal (n = 1,2,...). Legyen By = A; és B,, = A, \ U A; (n > 1).

<n
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Mivel A gyiird, ezért B,, € A minden n-re. Ha 9; el6jeles mérték R-en, amely

o
kiterjesztése 1-nak, akkor ¥;(A) = Z Y1 (B, N A). Mivel B,NA C A, és
n=1
9(A,) véges, igy ¥ minden R-re valo Kiterjesztésének ugyanaz az értéke B, N A-
ban minden n-re. gy ugyanez igaz A-rais.

81. A megoldésban felhasznéljuk az els6 kategdridju halmaz fogalmat és az tin.
kategéria-tételt. Legyen (X, d) metrikus tér. A H C X halmaz elsd kategori-
dju, ha el6all megszdmlalhatéan sok, sehol sem stiri halmaz egyesitéseként. A
kategoria-tétel azt dllitja, hogy ha az (X, d) metrikus tér teljes, akkor a nemiires
nyilt halmazok nem elsé kategoridjuak (lasd [6, 1.7.1. Tétel]). A megoldasban
arra lesz sziikségiink, hogy R maga nem els6 kategéridju az (R, d) teljes metrikus
térben, ahol d a szokdsos metrika: d(z,y) = |z — y|.

Jelolje B(R) a szamegyenes Borel-halmazainak o-algebrdjat, és legyen Z =
{B € B(R): B els6 kategéridji}. Ekkor megszamldlhatéan sok Z-beli halmaz
unidja is Z-ben van, és minden Z-beli halmaz barmely Borel-részhalmaza is Z-
ben van. Mivel R nem els6 kategéridju, ebbdl egyszerdien kovetkezik, hogy A =
ZUA{R\ B: B € T} o-algebra. Az is konnyen ldthat6, hogy ha u(B) = 0 és
#(R\ B) = 1 minden B € Z-re, akkor y mérték .A-n. Megmutatjuk, hogy 1 nem
terjeszthetd ki mértékként B(R)-re.

Tegyiik fel, hogy ¥ mérték B(IR)-n, és kiterjesztése u-nek. Ekkor ¥(R) =
w(R) = 1, amibdl kovetkezik, hogy ¥ véges értékii. Igy

lim 9((z —1/k,x +1/k)) = d({z}) = p({z}) = 0

k—o0
minden z € R-re. Legyen r1, ra, . .. araciondlis szdmok egy sorozatba rendezése.
A fentiek szerint minden n-re van olyan 6,, > 0, hogy V((ry, — On, 7 + 9p)) <

oo
1/2"*1. Legyen G = | J(rn — 6n,7n + 0n). Ekkor G siirii nyilt halmaz R-
n=1
ben, és ¥(G) < 1/2. fgy F = R\ G sehol sem siir( zart, és 9(F) > 1/2. Ez
azonban lehetetlen, mert minden sehol sem siiri halmaz elsé kategéridju, tehat
I(F) = p(F) = 0. Ezzel belattuk, hogy 1 nem terjeszthetd ki mértékként B(R)-
re.

A fenti gondolatmenet kis moédositasaval belatjuk, hogy u elgjeles mérték-
ként sem terjeszthetS ki B(IR)-re. Tegyiik fel, hogy ¥ elGjeles mérték B(R)-n,
és kiterjesztése u-nek. Ekkor ¥(R) = u(R) = 1, amibdl kovetkezik, hogy ¢
véges értékii. Igy 1 korlitos a Hahn-féle felbontsi tétel szerint. Tudjuk, hogy
¥ = 7 — v, ahol 7 és v mértékek B(R)-n (1. a 32. és 73. feladatokat).

Mivel u({x}) = 0, ezért a pozitiv rész és a negativ rész definici6jabol azonnal
kovetkezik, hogy 7({z}) = v({z}) = 0 minden z-re. Igy

lim 7((x — 1/k,x+ 1/k)) =n({z}) =0

k—o00
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és
lim v((z —1/k,x+1/k)) =v({z}) =0

k—o0

minden z € R-re. Legyen Q = {r1,r2,...}. Minden n-re van olyan ¢,, > 0,
hogy 7((7r,— 0, T +6n)) < 1/2"2 65 U((1 — O, T +0,)) < 1/2"F2. Legyen

e}

G = U (rn, = O, Ty, + 65). Ekkor G siirti nyilt halmaz R-ben, és 9(G) < 1/2.
n=1

Ebbdl nganﬁgy jutunk ellentmonddsra, mint az el6z6 esetben.

82. Megmutatjuk, hogy f balrdl folytonos [a, b]-ben. Legyena < ¢ < bése > 0
o0
adott. Vdlasszunk egy N indexet dgy, hogy Z lun| < e teljesiiljon. Ha §

n=N+1
elég kicsi, akkor a (¢ — 4, ¢) intervallum nem tartalmazza az 1, . ..,z N szamok
egyikét sem. Igy = € (c — 8, c) esetén
o0
[f&) = f@)] < D | <e,
n=N+1

tehat f balrdl folytonos c-ben. (Ugyanezzel a gondolatmenettel azt is meg lehet
mutatni, hogy f jobbrdl folytonos minden = € [a,b)\{z;: i = 1,2,...} pontban,
de erre nem lesz sziikségiink.)

Tetszbleges a < u < v < b-re

ULy <v ULxn<v

Ebbdl nyilvanvald, hogy ha 0 = tp < 1 < ... <t = 1 tetszSleges felosztas,

akkor
k

Do) = ften) <D Jual,
n=1

i=1
tehat f korlatos valtozasu.

A 71. feladat dllitdsa szerint ¥ ; elSjeles mérték a P ([a, b]) félgytrtin. Mivel
korlatos, ezért a 79. feladat allitdsa szerint 1 ; Kiterjeszthetd elSjeles mértékként
a generdlt o-gyfrtire, ami nem mds mint az [a, b) intervallum Borel-halmazainak
B([a,b)) rendszere. (Az utdbbi 4llitds ugyantigy bizonyithatd, mint a 41. feladat
allitasa.) Jeloljiik 99-val a kapott elGjeles mértéket.

Legyen g(x,) = u, (n = 1,2,...), és legyen g(z) = 0, haz € [a,b] \
{z;:i = 1,2,...}. Beldtjuk, hogy ¥(H) = Z{g(x) x € H} minden H €
B([a,b))-re.
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Legyen £(H Z{g : x € H} minden H € B([a,b))-re. Nyilvanvalo,

hogy £ mérték 77 ([a, b])-n, és hogy megegyezik ¥ ;-fel P*([a,b]) elemein. Mi-
vel 9 véges értékd, ezért egyértelmden terjeszthet ki P*([a, b])-r61 B([a, b))-re
elGjeles mértékként (lasd a 80. feladatot). Ezért B([a, b)) elemein ¥ = &.

83. Két megoldast adunk. A megoldasokban szerepld halmazokrél mind fel-
tessziik, illetve allitjuk, hogy elemei A-nak. Ezért az A-hoz val6 tartozast kiilon
nem jeloljik és nem emlitjiik.

1. Legyen p értékkészletének szuprémuma s. Belatjuk, hogy p értékkészlete
a [0, s] intervallum. Azt fogjuk beldtni, hogy ha 0 < a < u(B), akkor van olyan
A, amelyre A C B és u(A) = a. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy p értékkészlete
tartalmazza a [0, s) intervallumot. Ha ugyanis 0 < a < s tetszdleges, akkor
van olyan B, hogy a < u(B). Masrészt nyilvanvald, hogy p felveszi az s értéket,
hiszen ha A,, olyan halmazok, melyekre 11(A,) — s, akkor (A1 UA2U...) = s.

ElGszor is vegyiik észre, hogy ha 0 < p(C'), akkor minden € > 0-ra van olyan
A C C,hogy 0 < pu(A) < e. Valdban, a feltétel szerint van olyan Ag C C
halmaz, hogy 0 < u(Ao) < w(C). Igy u(Ag) < oo. Ismét felhaszndlva a
feltételt, taldlunk egy olyan D C Ag halmazt, amelyre 0 < u(D) < u(Ap).
Ekkor D és Ap \ D mindketten pozitiv mértékiek, és legaldbb az egyikiik mér-
téke < p(Ag)/2. Legyen A; ez a halmaz (vagy az egyik, ha kettd van). Az elja-
rast A;-re megismételve kapunk egy Ay C A; halmazt, amelyre 0 < pu(Az) <
w(A1)/2 < u(Ag)/4. Az eljarast folytatva kapjuk az A,, halmazokat minden
n-re, és vildgos, hogy ha n elég nagy, akkor 0 < u(A,) < ¢ teljesiilni fog.

Legyenek B € Aés0 < a < u(B) < oo adottak. Legyenm a {u(H): H C
B, u(H) < a)} halmaz szuprémuma. A fentiek szerint m; > 0. Igy vé-
laszthatunk egy A; C B halmazt, amelyre m1/2 < pu(A;) < a. Legyen may
a{uwH): H C B\ A1, uw(H) < a — pu(A1)} halmaz szuprémuma. Ekkor
mg > 0, tehat vdlaszthatunk egy A2 C B \ A; halmazt, amelyre mg/2 <
w(A2) < a — u(Ay). Az eljarést folytatva kapjuk az A,, halmazokat és a pozitiv
m,, szamokat minden n-re, melyekre teljesiil, hogy A1, As, ... paronként disz-
junkt részhalmazai B nek, és m,, /2 < pu(Ay,) valamint pu(A;) +...+p(Ay) < a

minden n-re. Igy a Z 1(Ay,) sor konvergens (hiszen a véges), tehat 11(A,) — 0

n=1
és m, — 0.

Legyen A = Aj U Ay U ..., belétjuk, hogy u(A) = a. Tegyiik fel, hogy
Z,u ) < a,éslegyenn = a— Zu ). Mivel u(A) < a < p(B),

ezért ;L(B \ A) > 0. Mint lattuk, ebbdl kévetkezik, hogy van olyan C' C B\ A
halmaz amelyre 0 < p(C) < n. EkkorC C B\ (A1 U...UA,_1)és u(C) <

a— Z 1(A;) minden n-re , ezért m,, definicidja szerint m,, > p(C'). Ez azonban
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ellentmond annak, hogy m,, — 0. Ezzel beléttuk, hogy p(A) = a.

2. Legyen p értékkészletének szuprémuma s. A Zorn-lemmadabdl kovetkezik,
hogy létezik egy olyan F C .A halmazrendszer, amely maximadlis arra a tulaj-
donsédgra nézve, hogy barmely két A, B € F halmazra u(A \ B) = 0 vagy
w(B\ A) = 0. Legyen I = {u(A): A € F}. Megmutatjuk, hogy I = [0, s].
El6szor is belatjuk, hogy I zart halmaz. Azt kell beldtnunk, hogy ha ¢, € I és
cn — ¢, akkor ¢ € I. Ez nyilvanvald, ha ¢,, = c végtelen sok n-re. Feltehetjiik
tehat, hogy ¢, # ¢ minden elég nagy n-re. Egy részsorozat kivélasztdsa utdn
feltehetjiik, hogy c,, szigordan monoton.

Legyen ¢, = u(Ay), ahol A,, € F. Haa ¢, sorozat szigoriian monoton nvd,
akkor p(A,) < p(Ant1), tehdt (A, \ Ap+1) = 0 minden n-re. Az A,, halma-
zokat egy nullmértékii halmazzal megvaltoztatva feltehetd, hogy A; C As C .. ..
Legyen A = A; U Ay U.... Ekkor A € F, mert kiilonben hozzavehetnénk F-
hez, és igy volna egy F-nél szigorian b6vebb olyan halmazrendszer, amelyben
barmely két C, D € F halmazra u(C \ D) = 0 vagy u(C \ D) = 0 teljesiil. Ez
azonban lehetetlen, mert F maximalis volt erre a tulajdonsagra nézve. igy A € F
és

u(A) = lim u(Ay,) = lim ¢, =,

n—oo n—oo

tehdt ¢ € I. A bizonyitds hasonld, ha a ¢,, sorozat szigorian monoton csokkend.
Ekkor a B = Ay N A3 N ... halmazra teljesiil B € F, tovabba

w(B) = lim u(A,) = lim ¢, =c.

n—oo n—o0

Az utolsé 1épéshez sziikség van arra a feltételre, hogy p(A,) véges, ha n elég
nagy. Ez abbdl kovetkezik, hogy co < ¢y, tehdt p(Az) = co < 0.

Ezzel belattuk, hogy I zart. Nyilvanvald, hogy 0 € I, és azt is lattuk az
el6z6 megoldds elején, hogy s € I. Ha I # |0, s], akkor van olyan (a, b) nyilt
intervallum, hogy a,b € I és (a,b) NI = (). Legyen a = u(A) és b = u(B),
ahol A, B € F. Ekkor sziikségképpen (A \ B) = 0. Az A, B halmazokat egy

nullmértékd halmazzal megvaltoztatva feltehets, hogy A C B.

A feladat feltétele szerint van olyan C' C B\ A halmaz, amelyre 0 < p(C') <
w(B\ A) = b—a. Ekkor u(AU C) € (a,b), tehdt AU C ¢ F. Ez azonban
lehetetlen, mert az A U C halmazt hozzavéve F-hez ellentmondasba keriiliink F
maximalitdsaval.

84. Eloszor feltessziik, hogy 1étezik paronként diszjunkt atomoknak egy A, Aa,

... sorozata, amely .4 minden elemét lefedi. Legyen p(A4,) = a, (n =1,2,...),
éslegyen X = A3 U As U. ... Ekkor X € A, tehdt a feltevés szerint (X)) < oo,
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o0
és igy Z an < 0o. Tetsz6leges A € A-ra A C X, tehat

n=1

p(A) =) u(ANA4,) < .
n=1

o
Mivel u(ANA,) = 0vagy u(ANA,) = a, minden n-re, ezért u(A) = Z Enln,
n=1
ahol €,, = 0, 1 minden n-re.

o0

Ezzel belattuk, hogy p értékkészlete egyenld a Z €nay Szdmok halmazaval,
n=1

ahol £,, = 0,1 minden n-re. Jeloljik K-val azon x € [0, 1] szdmok halmazat,

amelyek tizedestort-alakjaban minden jegy 0 vagy 1. Konnyen lathatd, hogy K
a [0, 1] intervallum egy zdrt részhalmaza. Ha x = 0,e1¢2... € K, akkor legyen
o

flx) = anan. Ezzel definidltunk egy f: K — R fiiggvényt. Konnyf ellen-
n=1

6rizni, hogy f folytonos. Valéban, ha z,y € K és |z — y| < 107", akkor z és y

els6 N tizedesjegye megegyezik, tehat

[f(@) = F) <) an,

n>N

ami tetszblegesen kicsi lehet, ha IV elég nagy. Igy f folytonos, tehdtaz F' = f(K)
halmaz korlétos és zart. Mivel u értékkészlete egyenld az F' halmazzal, a feladat
allitasat ebben a specidlis esetben belattuk.

Most tekintsiik az dltaldnos esetet. Legyen p véges mérték az A o-gydrin.
Ha A-ban nincs atom, akkor minden A € A-ra, ha u(A) > 0, akkor van olyan
B € A, B C A halmaz, hogy 0 < u(B) < u(A). Amint azt az el6z5 (83.)
feladatban lattuk, ekkor 1 értékkészlete egy zart intervallum.

Tegyiik fel, hogy .A-ban van atom. Adott n-re csak véges sok paronként disz-
junkt és 1/n-nél nagyobb mértéki atom létezhet. Ha ugyanis végtelen sok lenne,
akkor véve koziiliik megszamlalhatéan végtelen sokat, ezek uniéjanak a mértéke
végtelen lenne, ami lehetetlen. Ha tehat vesziink paronként diszjunkt atomoknak
egy maximadlis rendszerét, melyek mértéke 1-nél nagyobb, majd minden n-re ve-
sziink paronként diszjunkt atomoknak egy maximadlis rendszerét, melyek mértéke
az (1/(n+1),1/n] intervallumba esik, akkor az igy kapott atomok egy véges vagy
végtelen Ay, As, . .. sorozatba rendezhetSk. Vildgos, hogy minden atom egyenld
az A, halmazok valamelyikével egy nullmértékii halmaztél eltekintve.

Legyen X = A; U Ao U.... Legyen tovabbd A = {A € A: A C X} és
Ay ={A € A: ANX = (}. Amint azt a megoldés elején lattuk, u értékkészlete
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az A; o-gylrlin egy F' korlatos és zart halmaz. Az As o-gyfr{iben nincs atom,
tehét p értékkészlete az Ay o-gyirtin egy véges [0, s| intervallum. Ha A € A,
akkor p1(A) = p(ANX) + pu(A\ X),ésitt ANX € A1 és A\ X € Ay. gy p
értékkészlete A-n egyenld az

F+1[0,s]={a+b:aecF, bel0,s]}

halmazzal, ami szintén korldtos és zart.
Az 4llitas tetszSleges mértékre dltalaban nem igaz. Legyen A = P(NT), és
legyen p(H) = Z(l + (1/n)) minden H C N't-ra. Ekkor yu mérték az A

neH
o-algebran. Azonban p értékkészlete nem zart, mert tartalmazza az 1 + (1/n)

szamokat minden n-re, de nem tartalmazza 1-et.

85. Legyen A = A; U Ay U ..., ahol Ay, Ao, ... pdronként diszjunkt A-beli
halmazok. Be kell ldtnunk, hogy

oo
p(A) =) n(4y). (40)
=1
Adott k-ra
00 k k
p(A) = lim pn(A) = nlggo;un(z‘li) > nh_{glo;ﬂn(Az) = E;M(Az)
1= 1= 1=
Mivel ez minden k-ra igaz, ezért pu(A Z w1(A;). Tegyiik fel, hogy p(A) >
=1
Z wu(A;), és legyen a = Z u(A;) > 0. Ebbdl tgy fogunk ellent-

mondasra jutni, hogy beldtjuk a kovetkezot vannak olyan diszjunkt B, C A
halmazok, melyekre p(By) > a/2 minden k = 1,2,. ..
Minden k-ra létezik egy ny, index tgy, hogy |ur (A) - /,L(A)] < a/4és

|/Ln<A1 U...UAk> _M(Al U...UAk)’ < CL/4,
valahdnyszor n > ny. Ha tehdt n > ny, akkor

,ll,n(Ak+1 U Ak+2 U.. ) = ,U,n(A> — Mn(Al U...u Ak) >
> p(A) — (A1 U...UAg) —a/2>

Zu ) —a/2=a/2.
i=1
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Igy létezik egy n-t6l fiiggd m > k index, amelyre
tn(Akr1 U...UA,) > a/2.

A fentieket £ = 1-re alkalmazva kapjuk az n; és m; indexeket gy, hogy
tn, (C1) > a/2,ahol C; = A1 U...U A, . A fenti okoskoddst k& = mq + 1-re
alkalmazva kapjuk az ny > nj és mg > m; indexeket tgy, hogy 1i,,(C2) > a/2,
ahol Cy = Ay 41 U ... U A,,. Ezt ismételve kapjuk az n3 > na és m3 > mao
indexeket tigy, hogy fin, (C3) > a/2, ahol C = Aypyq1U. . .UA,;,, ésigy tovabb.

Legyen B a C; halmazok koziil barmely végtelen soknak az uniéja. Ekkor
tn(B) > a/2 végtelen sok n-re, tehdt ;1(B) > a/2. Nyilvanvald, hogy végtelen
sok paronként diszjunkt ilyen B halmazt kaphatunk. Ez azonban lehetetlen, mert
w1 nemnegativ és additiv halmazfiiggvény és u(A) < oo, tehdt A-nak legfeljebb
véges sok ilyen részhalmaza lehet. Ez ellentmondds, amivel a (40) egyenl8séget
belattuk.

Ha p végességének feltételét elhagyjuk, akkor az 4llitds nem feltétleniil igaz.
Legyen A = P(N™), és legyen pu,(H) = 0,ha H C {1,...,n} és u,(H) = oo
egyébként. Ekkor 11, mérték az A o-algebran minden n = 1,2, .. .-re. Masrészt
apu(H) = Jim i (H) limesz 1étezik minden H C N7 -ra, mégpedig p(H) = 0,
ha H véges, és u(H) = oo, ha H végtelen. Vildgos, hogy p nem mérték.

86. Ha (i) igaz, akkor limsup x4, = liminf x4, = x4 p-m.m. A 3. feladat
n—00 n—00

allitasat felhasznalva azt kapjuk, hogy a limsup A, liminf A, és A halmazok
n—00 n—00

karakterisztikus fiiggvényei p-m.m. egyenlSek. Igy ezen halmazok csak nullmér-
tékd halmazban térnek el egymdstdl, azaz (ii) igaz.

A fenti okoskodds 1épéseinek megforditdsdval kapjuk az (ii)==-(i) implikéci-
ot.
87. Ha d(A, B) = 0, akkor A = B a megéllapodas szerint. Nyilvanval6, hogy
d(A,B) = d(B,A) > 0 minden A, B € A<*-re. A hdromszdg-egyenlStlenség
a konnyen igazolhat6

(AAB) C (AAC) U (CAB)

tartalmazésbdl kovetkezik. Ezzel belattuk, hogy (A<, d) metrikus tér.
A teljességet bizonyitandé tegyiik fel elészor, hogy d(A,, Apy1) < 1/27F1

minden n-re. Megmutatjuk, hogy az (A,,) sorozat konvergdl a B = limsup A,
n—oo

o0

halmazhoz. Legyen B, = U A; minden n = 1,2, .. .-re. Ekkor B,, € A<®
i=n

minden n-re, ugyanis

p(Bn) < p(An) + > i(Airr \ Ai) < p(An) + Z 1/2%1 < o0,

i=n
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A fenti egyenlGtlenség azt is mutatja, hogy d(A4,, B,) = u(B, \ 4,) < 1/2"
minden n-re.

oo
Legyen ¢ > 0 adott. Mivel By D By D ..., u(B1) < o0 és ﬂ B, = B,
n=1
ezért p(By,) — u(B). Igy van olyan ng, hogy d(B,,, B) = u(B, \ B) < /2, ha
n > ng. Ekkor

A(An, B) < d(An, By) +d(By, B) <277+ 5 <,

ha n > max(ng, n1), ahol 27" < ¢/2. Ezzel belattuk, hogy A,, — B.

Most legyen (A;) egy tetszSleges Cauchy-sorozat. Ekkor minden n-re van
olyan iy, hogy d(A;, A;) < 27""! minden i,j > i,-re. Feltehetjiik, hogy az
iy, sorozat szigorian monoton novd. Ekkor az A; halmazok olyan részsoroza-
tot képeznek, amelyre d(A;,, A;,,,) < 27""! minden n-re. Mint ldttuk, ebbsl
kovetkezik, hogy az (A;, ) sorozat konvergdl egy B € A< halmazhoz.

Ebbdl kovetkezik, hogy a teljes (A,,) sorozat konvergal B-hez. Ugyanis tet-
szbleges € > 0-ra valasszunk olyan N-et, hogy d(A4;, A;) < /2 teljesiiljon min-
den,j > N-re. Ha k > N, akkor minden elég nagy n-re

d(Ar, B) < d(Ay, 4i,) + d(A;,, B) < 5+ =¢.

88. Az (i)==-(ii) implik4cié nem igaz. Tekintsiik a kévetkezd ellenpéldat. Le-
gyen A, az [(i — 1)/k,i/k] intervallumok egy felsoroldsa, ahol k& € NT és
1 < i < k. Ekkor \(A,) — 0, tehdt a (A<, d) metrikus térben A, — 0.
Masrészt limsup A,, = [0, 1], tehat (ii) nem igaz.

n—oo
Az (ii))==(i) implikécié sem igaz. Tekintsiik R-et a Lebesgue-mértékkel, és
legyen A, = (n —1,n) (n = 1,2,...). Ekkor limsup A,, = 0, tehat A,, majd-

n—oo
nem konvergal az iires halmazhoz. Madsrészt A,, nem tart az iires halmazhoz a

(A%, d) térben, hiszen d(A,, )) = A(A4,) = 1 minden n-re.
89. Legyen liminf A, = A és limsup A, = A. Ekkor a feltétel szerint az
n—oo

n—oo
A, A, A halmazok csak nullmérték(i halmazban térnek el egymadst6l. Mivel

AMA=A\JN4a=N UK\ 4,

k=1n=Fk k=1n=Fk
o0
ezért a By = U (A '\ A,) halmazok metszete a nullmértékdi A \ A halmaz.
n=~k

Miérmost By O By O ... és u(B1) < u(A) < oo, ezért u(By) — 0. lgy
A\ Ay C By alapjan u(A\ Ag) — 0.
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Masrészt

A\ A= (ﬁ GAH> \A= ﬁ G(AR\A).

k=1n=k k=1n=k
o0
fgyaCy = U (A, \ A) halmazok metszete a nullmérték( A\ A halmaz. Mdrmost
—k
" o0
CirDCyD...ésu(C) <pu (U An> < 00, ezért u(Cy) — 0. fgyAk\A -
n=1

Cy alapjan u(Ax \ A) — 0.
Tekintve, hogy

d(An, A) = p((An \ A) U (A\ Ap)) < pu(An \ A) + (A Ay),

ezért d(A,, A) — 0, azaz A,, — A a (A<, d) metrikus térben.

90. A Borel-Cantelli-lemma (64. feladat) szerint p(C') = 0, ahol C jelli azon
pontok halmazat, amelyek végtelen sok A,AA, 1 halmaznak elemei. Legyen
liminf A, = A éslimsup A, = A. Hax ¢ C, akkor z ¢ A,AA, 1 minden

n—00 n—o00
elég nagy n-re. Ez azt jelenti, hogy csak két eset lehetséges: x csak véges sok

A, -nek eleme, vagy pedig véges sok kivételével mindnek eleme. igy ¢ A\ A
Ezzel beléttuk, hogy A\ A C C, tehat A\ A nullmértékd.

Igy A,, majdnem konvergil az A halmazhoz. A feladat megolddsiahoz még be
kell l4tni, hogy A € A<*, azaz j(A)) < co.

Nyilvanval6, hogy

AcC [j A, C AU [j (AnAAn+1)7

n=1 n=1
tehat -
p(A) < p(Ar) + D p((AnAAny) < oo

n=1

91. Tudjuk, hogy a 40. feladat (i) és (ii) allitdsai koziil leglabb az egyik igaz. Azt
kell megmutatnunk, hogy (i)-b6l kovetkezik (ii), feltéve, hogy a ¥,, halmazfiigg-
vények eldjeles mértékek.

Legyenek tehat A;, As, ... € A olyan paronként diszjunkt halmazok, ame-
lyekre ¥, (A;) # 0 minden i-re, ahol ny < ny < ..., és tegyiik fel, hogy (ii) nem
igaz.

A jelolés egyszeriisitése érdekében hagyjuk el az (n;) sorozathoz nem tartozé
Uy, elGjeles mértékeket, és irjunk ¥, helyett ¥;-t. Vagyis legyen 9,,(A,) # 0
minden n-re, ahol Ay, As, ... € A péaronként diszjunkt halmazok,
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Mivel 91 (A1) # 0, ezért vagy van egy legnagyobb olyan i, amelyre 91 (4;) #
0, vagy pedig 91 (A;) # 0 végtelen sok i-re teljesiil. Az utébbi esetben ¥ (A;)
azonos elGjelii lesz végtelen sok i-re. Igy mindkét esetben kivalaszthatunk egy
olyan k1 < kg < ...indexsorozatot, amelyre U1 (A, ) # 0, és vagy ¥1(Ag,) =0
minden ¢ > 1-re, vagy pedig 91 (Ay, ) és V1 (Ag,) azonos elGjeltiek minden i > 1-
re. A ky indexet elég nagynak vélasztva azt is feltehetjiik, hogy ¥y, (Ax,) = 0
minden ¢ > 1-re. Ugyanis — tekintve, hogy a feltevésiink szerint (ii) nem igaz —,
Un(Ag,) = 0 teljesiil minden elég nagy n-re, tehat elég nagy k-t véve ez a feltétel
teljesiilni fog.

Mivel ¥y, (Ag,) # 0, ezért vagy van egy legnagyobb olyan i, amelyre
Uy (Ax;) # 0, vagy pedig Uy, (Ag,) # 0 végtelen sok i-re teljesiil. Az utdbbi
esetben Uy, (Ay, ) azonos elGjeld lesz végtelen sok i-re. Igy mindkét esetben kiva-
laszthatunk egy olyan ki, < Ky, < ... indexsorozatot, amelyre U, (Ag,, ) # 0,
és vagy Uy, (Ag,, ) = 0 minden ¢ > 1-re, vagy pedig Uy, (Ax,,, ) és Vg, (Ax,,.)
azonos elgjeliek minden ¢ > 1-re. A k,,, indexet elég nagynak vdlasztva azt is
feltehetjiik, hogy Jy,,. (Ag,,,) = 0 minden i > 1-re.

Az eljarast folytatva kapjuk indexeknek két szigorian monoton novd soroza-
tit: p1 < p2 < ...ésq < g2 < ...akovetkezd tulajdonsidgokkal. Minden i-re
VUp;(Ag,) # 0,9, (Ag;) = Ominden i < j-re, tovabbd vagy ¥, (A4, ) = 0 minden
J > i-re, vagy pedig U, (Ay,) és Uy, (Ay;) azonos elGjeliiek minden j > i-re.

Legyen A = A, U Ay, U .. .. Vildgos, hogy ¥, (A) # 0 minden i-re. Ez
lehetetlen, hiszen feltettiik, hogy (ii) nem igaz. Ezzel beldttuk, hogy (ii) igaz,
amivel a feladatot megoldottuk.

k
92. Belatjuk, hogy egyik 9J;, sem azonosan nulla. Val6ban, legyen h = Z CiXA;»
i=1
k k '
ahol A4,..., A, € A. Ekkor Zci - 9p(A4;) = 1, hiszen ZCiXAi =1-h. Igy
i=1 =1

(A1), ..., 9, (Ax) legaldbb egyike nem nulla.

Tegyiik fel, hogy ¥4, , U,, . . . mindegyike o-additiv. A 91. feladat allitasa szerint
van olyan A € A, hogy ¥p,(A) # 0 végtelen sok i-re. Ez azonban lehetetlen,
hiszen x 4 eldallitdsaban csak véges sok baziselem szerepel nem-nulla egyiittha-
toval, és ¥y, (A) csak akkor lehet nullatdl kiilonbozd, ha x 4 eldallitdsdban a h;
baziselem egyiitthat6ja nem nulla. Ez ellentmondas, amivel a feladatot megoldot-
tuk.

93. El6szor belatjuk, hogy ha M, ..., M, paronként diszjunkt mérheté halma-
n

zok RP-ben és M = My U. ..UM, akkor A(HN M) =Y~ A(H N M;) barmely
i=1

H C RP halmazra. Ezt n szerinti indukciéval bizonyitjuk. Az n = 1 eset nyil-

vanvalé. Han > 1, és az dllitds (n — 1)-re igaz, akkor felhaszndlva, hogy M,
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mindent jol vag ketté, azt kapjuk, hogy

AH N M) = A\(H N M)+ A(HN M)\ M,) =
=ANHNM,)+ANHNMU...UM,_)) =
n—1
=AMHNM,) + > MHNM) =
i=1

Z (H N M;).
=1

A feladat allitdsédra ratérve vegyiik észre, hogy \ kiilsé mérték, tehat \(HNM) <

o0
Z A(H N M;). Masrészt
i=1

AHNM)>MHN (M U...UM,))=>_ AHnNM,)

oo
minden n-re, tehat \(H N M) > Z AH N M).
i=1
94. A M\(A) < k(A) egyenlGtlenség minden A halmazra igaz, hiszen A\(A) egy
olyan szdmhalmaz infimuma, amely b&vebb annél a halmazndl, amelynek k(A)
az infimuma. Igy elég a k(A) < A(A) egyenlétlenséget igazolni.
Legyen € > 0 adott. Valasszunk olyan 77,75, ... tégldkat, melyekre A C
o

T\UT, C...é Y H(Ti) < M(A)+e. AT; tégldkat kicsit megnévelve kaphatunk
n—
olyan nyilt T} tégldkat, melyekre T; C T} és t(T}) < t(T;) + /2. Ekkor a T}

nyilt tégldk is lefedik A-t, tehat A kompaktsdga miatt van olyan n, hogy A C
T{ U...UT.. Ebbdl azt kapjuk, hogy

k(A)<Zn:t <Z D +e < A(A) + 2.

=1

Mivel ¢ tetszSleges volt, igy k(A) < A(A).

95. Tegyiik fel, hogy A Jordan-mérhets. A k(H) < k(H N A) + k(H \ A)

egyenlStlenség minden H-ra és A-ra igaz, tehdt elég a k(H) > k(H N A) +

k(H \ A) egyenl6tlenséget igazolni. Legyen ¢ > 0 adott. Vilasszunk olyan
n

Ty,...,T, téglikat, melyekre H C Ty U ... UT, és Y HT;) < k(H) +e.

i=1
Ekkor a T; N A halmazok Jordan-mérhetSek és lefedik H N A-t, ezért k(HNA) <
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n

Z t(T;NA). Hasonlban, a T; \ A halmazok Jordan-mérhetGek és lefedik H \ A-t,
i=1

ezért k(H \ A) < ZtT\A Igy
=1

FCH 0 A) + K\ A) < S KT N A) + > T 4) =

i

3
_.

DTN A) + (T3 \ A)) =

%

= HT;) < k(H) +=.

1=

—

3

—_

Mivel ¢ tetszdleges volt, ezért k(H) > k(H N A) + k(H \ A).

Most tegyiik fel, hogy k(H) = k(H N A) + k(H \ A) minden H halmazra.
Legyen H egy A-t tartalmazé tégla. Konny( ellendrizni, hogy ekkor k(H \ A) =
t(H) — b(A). Ebbdl azt kapjuk, hogy t(H) = k(A) 4+ (t(H) — b(A)), tehat
k(A) = b(A), vagyis A Jordan-mérhetd.

96. Ha \(H) = oo, akkor mind a hdrom egyenlGség nyilvdnvald, hiszen H C R?,
és RP nyilt. Igy feltehetjiik, hogy A(H) < oo.

Legyen ¢ > 0 adott, és valasszunk olyan A,, € PP tégldkat, amelyek lefedik
H-t és a térfogataik osszege < \(H) +¢. Az A, tégla oldalait kicsit megnovelve
kaphatunk egy olyan B, téglat, amelyik A, -et a belsejében tartalmazza, és amely-

o

re \(B,) < A(Ay) +¢/2". Ekkora G = U int B,, nyilt halmaz tartalmazza

n=1

H-t, és a mértéke legfeljebb

i(A(An) +e/2") < (MA) + ) +e = ANA) + 2.

n=1
Ebbdl vildgos, hogy \M(H) = inf{\(G) : H C G, G nyilt}.
Ebbdl az is nyilvanvald, hogy A(H) = inf{\(A) : H C A, A € L}, hiszen
minden nyilt halmaz mérhetd.
A fentiek szerint vannak olyan H-t tartalmazé G, nyilt halmazok, melyekre
oo

AMGr) < AMH) + 1/n. Ekkor V' = ﬂ G, olyan G halmaz, amely szintén
n=1
tartalmazza H-t, és amelyre A(V') = A(H). Mivel minden Borel-halmaz mérhetd,

igy \(H) =min{\(A) : H C A, Ae L}.
97. Legyenek A,, C H olyan mérhetS halmazok, melyekre A\(A4,,) — A(H), és
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o0
legyen A = U A,,. Vildgos, hogy A C H mérhetd, és A\(A) = A(H).
n=1

98. Ha A C H mérhetd, akkor
AMA) = AE) —ANE\A) <ANE)-ANE\ H),

hiszen E\ H C E \ A. Mivel A\(H) a A(A) szdmok halmazanak szuprémuma,
ahol A befutja H mérhets részhalmazait, ezért \(H) < \(E) — A\(E'\ H).
Most legyen £\ H C A C E mérhetd. Ekkor

A(A) = AN(E) - N(E\ A) > AE) — A(H),

hiszen E \ A mérhet és része H-nak. Mivel A(E \ H) a A(A) szdmok halma-
zénak infimuma, ahol A befutja az E'\ H-t tartalmazé mérhet6 halmazokat, ezért
ME\H) > MNE) - AH). gy A\(H) > M(E) — M(E \ H), és a két egyenl6tlen-
ségbdl adodik A(H) = A(E) — A(E \ H).

99. A \N(H) < k(H) egyenldtlenség abbdl kovetkezik, hogy A(H) egy olyan
szdmhalmaz infimuma, amely b&vebb annal a halmaznél, amelynek k(H ) az infi-
muma.

Az \(H) < M(H) egyenl&tlenség nyilvanvalé A(H) definiciéjabol. Ha H-
ban felvesziink véges sok egymdasba nem nytlé téglat, akkor ezek unidja mérhetd,
tehat a térfogatosszegiik ugyanaz, mint az uniéjuk Lebesgue-mértéke. Igy A(H)
egy olyan szamhalmaz szuprémuma, amely b&vebb anndl a halmaznal, amelynek
b(H) a szuprémuma, tehit b(H) < A\(H).

100. Ha H mérhetd, akkor A(H) = A(H) nyilvanvalé \(H) definici6jabdl.

Ha viszont A\(H) = A(H ), akkor a 96. feladat dllitdsa szerint van olyan mér-
het6 A C H halmaz, hogy A\(A) = A(H) = A(H). Ekkor H korlatossdgdbol
MH) < oo, tehat \(H\ A) = A\(H) —M(A) = 0,ezért \(H\ A) = 0. Igy H\ A
mérhetd, tehat H = AU (H \ A) is mérhetd.

101. Tegyiik fel elGszor, hogy A(A) < co. A 96. feladat megoldédsdban lattuk,

hogy minden ¢ > 0-hoz van olyan G nyilt halmaz, hogy A C G és A\(G) <

A(A) +e. Mivel A mérhetd, ebbdl kovetkezik, hogy A(A) +& > AN(G) = A(A) +

MG\ A), tehat \(G\ A) < ¢, hiszen a szerepld mértékek végesek. Ha A tetszSle-

ges Lebesgue-mérhet6 halmaz, akkor a fentiek szerint minden n-re vannak olyan

G, nyilt halmazok, hogy AN B(0,n) C Gy, és A(G,, \ (AN B(0,n))) < e/2".
o0

Legyen G = U G,. Ekkor G nyilt, és A C G. Mivel a G \ A halmazt lefedik a
n—=

1
Gr \ (AN B(0,n)) halmazok, ezért A(G \ A) < e.
Az RP \ A halmaz mérhetd, ezért a fentiek szerint van olyan H nyilt halmaz,
hogy RP\ A C Hés A(H \ (RP\ A)) < e. Ekkor F' = RP \ H zart, F' C A, és
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MA\F) <e, hiszen A\ F = H\ (RP\ A). Vildgos, hogy az F' és G halmazok
kielégitik (i) feltételeit € helyett 2¢-nal. Ezzel (i)-et belattuk.
Legyen V,, olyan nyilt halmaz, hogy A C V,,, és \(V,, \ A) < 1/n. Ekkor
(e.@)

aV = ﬂ V,, halmaz Gy, tartalmazza A-t, és \(V \ A) < A(V, \ 4) < 1/n

n=1
minden n-re, tehat A\(V \ A) = 0.

Az RP \ A halmaz szintén mérhetd, ezért a fentiek szerint van olyan W G
halmaz, hogy RP\ A C W, é A(W \ (RP\ A)) = 0. Ekkoraz U = RP \ W
halmaz F,, U C A,és N(A\U) = 0. gy V\U = (V\ A) U (A \ U) alapjin
A(V\U) = 0, amivel (ii)-t is belattuk.

102. A 96. feladat allitdsa szerint vannak olyan B,, mérheté halmazok, melyekre
H, C By, és \(H,) = X(B,) (n =1,2,...). Legyen A, = B, N Bp41 N ...
minden n-re. Ekkor az A,, halmazok mérhetek, A1 C Ay C ..., tovdbbd H,, C
Ay, és A(Hy,) = A(A,,) minden n-re. Legyen A = A; UAsU.... Ekkor H C A,
tehat

AMH) < AA) = lim A(A,) = lim \(H,) < A\(H), (41)

n—oo n— oo
hiszen H,, C H minden n-re. fgy (41)-ben mindeniitt egyenl8ség 4ll.
103. (i) Legyen ry,72,... a raciondlis szdmok egy sorozatba rendezése, és je-
o0

loljik G-vel az U (rn — 27" 2,7, + 27" %¢) halmazt. A G halmaz kielé-

2 2

n=1
giti a feltételeket. Valdéban, G nyilt, és QQ C G miatt mindeniitt sfird, tovabba

AG) < i 27" =¢/2.
n=2

(ii) Legyen G az (i)-ben ¢ = 1-hez konstrudlt halmaz. Ekkor G' N (0, 1) korlétos
és nyilt. Mivel G N (0,1) strd [0, 1]-ben, ezért k(G N (0,1)) = 1. Mésrészt
AMGN(0,1) <AG) < 1.

o

(iii) Legyen G olyan mindeniitt sir(i nyilt halmaz, amelyre \(G) < 1, és legyen
F = [0,1] \ G. Ekkor F zért és a belseje iires, hiszen ha I egy nem-elfajulé
intervallum F-ben, akkor I C [0,1] és G NI # (), tehat I nem lehet része F-nek,
ami ellentmondds. Mivel pedig [0, 1] € GUF miatt 1 = \([0,1]) < M(G)+\(F),
ezért \(F') > 1 — A\(G) > 0.

104. A 66. feladat allitasa szerint egy A halmaz akkor és csak akkor Lebesgue-
mérhetd, ha PP minden elemét jol vagja ketté. Legyen T' = [a1, b1] x. .. X [ap, by]
és P = [a1,b1) X ... x[ap,by). Ekkor \(T'\ P) = 0. Ugyanis T\ P = B U...U
By, ahol B; = TN{(x1,...,z,) € RP: z; = b;}. A B; halmazok nullmértéktiek,
mert lefedhetSk tetszdlegesen kis térfogati téglakkal. fgy A(T \ P) = 0. Ebbél
nyilvdnvald, hogy egy halmaz akkor és csak akkor végja jol ketté a T halmazt,
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amikor a P halmazt. Tehat egy halmaz akkor és csak akkor végja jol ketté PP
elemeit, amikor a z4rt tengelypdrhuzamos téglakat.

105. Legyen A,, = AN [n,n + 1). Mivel A jol vagja ketté az [n,n + 1) inter-
vallumot, ezért A(A4,) + A([n,n + 1) \ A,) = 1. Mdrmost a 98. feladat 4llitdsa
szerint A(4,) = 1 — A([n,n + 1) \ 4,,) = A(A,), tehdt a 100. feladat allitdsa

o0
szerint A,, mérhetd. Mivel ez minden n-re igaz, ezért A = U A,, is mérhetd.
n=—00
106. Az A, halmazokat indukciéval definidljuk. Legyen A; = [0,c]. Legyen
n > 1, és tegyiik fel, hogy az Ay, ..., A, halmazokat mér definidltuk, és tel-
jesiilnek a kovetkezdk: mindegyik A; véges sok szakasz unidja, A\(A;) = c és
AMA; N Aj) < ¢ minden 1 <i < j < n-re, tovdbbd A(A; U...UA4,) < 1.

Az Ay,..., A, halmazok a [0, 1] intervallumot a By, ..., Bon diszjunkt rész-
halmazokra osztjak tigy, hogy mindegyik A; halmaz néhdny B; halmaz unidja.
(A Bj halmazokat ugy kapjuk, hogy vessziikk az A" N ... N A;" halmazokat,
ahol ¢; = +1 minden i-re. Itt az A} = A; és A;' = [0,1] \ A; roviditéseket
haszndljuk.) Vildgos, hogy mindegyik B; is véges sok szakasz unidja.

Az [0,1]\ (A1U...UA,) halmaz egyike a B; halmazoknak; feltehetjiik, hogy
egyenld a Bon halmazzal.

Legyen A\(Bj) = b; (j = 1,...,2"). Ekkor tehdt by» > 0. Minden j-re
vilasszunk egy C; C B; halmazt, amely véges sok szakasz unidja, és amelyre
ACj) = ¢ - bj. Ekkor az A = C U ... U Cyn halmaz mértéke c, és mindegyik
Aj-vel vett metszetének a mértéke ¢?. A C; halmazokat igy moédositjuk, hogy
ha j < 2" és b; > 0, akkor egy olyan C]/- C Bj halmazt vesziink, amelyre
)\(Cj’-) = c¢-b;j —n), ahol 1 egy olyan kis pozitiv szam, amelyre 2" -7 < byn. Ekkor
vélaszthatunk egy olyan C%, C Bon halmazt, amelyre A\(Chn) = ¢ - bon + k - 1,
ahol k jeldli azon j < 2" indexek szdmat, amelyre b; > 0.

Legyen A, 11 = CjU...UCS,. Akonstrukciébdl vildgos, hogy A(A,+1) = ¢,
MA;NApy1) < ¢ minden i < n-re, valamint A([0,1]\ (A;U...UA,;1)) < L.
Az eljarast folytatva kapjuk az A,, halmazokat minden n-re.

107. Legyen C' azon c¢ szamok halmaza, amelyekre H + ¢ nem részhalmaza az
irraciondlis szdmok halmazanak. Ha tehat ¢ € (', akkor van olyan x € H, hogy
z+c=r € Q. Igy C minden eleme el6dll —z + r alakban, ahol 2 € H és
r € Q. Mas széval, C lefedhets a (—H) + r halmazokkal, ahol » € Q. Mivel
H nullmértékd, ezért —H €s annak minden eltoltja is az. Azt kaptuk, hogy C
lefedhet6 megszamldlhatéan sok nullmérték( halmaz unidjaval, tehat C' maga is

nullmértékd.
Igy R\ C # (. Hac ¢ R\ C, akkor C' definici6janak értelmében H + ¢ C
R\ Q.

108. Jeloljiik a kérdéses halmazt N-nel. Vilagos, hogy ha q pozitiv egész, akkor
minden x € R-re csak véges sok olyan p egész szdm van, amelyre |z — (p/q)| <
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1/ ¢>. (Nevezetesen legfeljebb két ilyen p van, ha ¢ = 1, és legfeljebb egy ilyen p
van, ha ¢ > 1.) Ezért ha egy = szamra végtelen sok p/q raciondlis szdmra teljesiil
|z — (p/q)| < 1/¢>, akkor ezen racionalis szimok kozott végtelen sok kiilonbozs
nevez0ji kell, hogy legyen.

Legyen ¢ pozitiv egész. Jeloljik Ag-val azon = € [0, 1] szdmok halmazit,

a
melyekre |z — (p/q)| < 1/¢° valamely p € Z-re. Ekkor A, C U[(p/q) -
p=0
/4%, (p/a) + 1/4°), tehit A(Ag) < 2(¢ +1)/¢* < 4a/a® = 4/¢*. Mivel
(o9}

Z 4/q* < oo, ezért a Borel-Cantelli-lemma (64. feladat) szerint azon z € [0, 1]
q=1

szamok halmaza, amelyek végtelen sok A,-nak elemei, nullmértékii. Mds széval,
az N N [0, 1] halmaz nullmértékd. Nyilvanval6, hogy barmely adott n € Z-re
N N [n —1,n] az N N[0, 1] halmaz eltolt példanya, és igy nullmértékii. Ebbsl
kovetkezik, hogy N maga is nullmértékd.

109. Jelsljik az {z € [a,b]: f'(z) = 0} halmazt N-nel. Be kell litnunk, hogy
A(f(IN)) = 0. Legyen € > 0 adott. Jeloljiik H,,-nel azon = € N pontok halmazat,
melyekre |f(y) — f(z)| < € |y — x|, valahdnyszor |y — x| < 1/n. Vildgos, hogy
HiCHyC...ésHHUHyU...=N.

Ha I az [a, b] intervallum egy 1/n-nél rovidebb részintervalluma, akkor | f (y)—
f(@)| <e-ly—=z| <e-|I|mindenz,y € H, N I-re. Mas széval, az f(H, NI)
halmaz barmely két elemének a tavolsiga legfeljebb « - |I|. Igy f(H, N I) szup-
rémumdnak és infimumdnak a tdvolsdga is legfeljebb ¢ - |I|, tehat f(H, N I)
lefedhet$ egy legfeljebb ¢ - |I| hosszisdgu intervallummal. Bontsuk fel [a, b]-t
véges sok 1/n-nél rovidebb részintervallumra. Ezek 6sszhossza b— a, tehdt a fen-
tiek szerint az f(H,,) halmaz lefedhets egy legfeljebb € - (b — a) dsszhosszisagu
véges intervallumrendszerrel. Igy A\(f(H,)) <e- (b — a).

Mivel f(Hi) C f(H2) C ...és f(H1) U f(H2)U...= f(N), ezérta 102.
feladat allitdsa szerint A\(f(N)) < e - (b — a). Mivel ez minden e-ra igaz, igy
A(f(N)) =0.

110. Jeloljiik M,,-nel azon z € M pontok halmazat, melyekre | f(x)| < n, tovdb-
béa f(y) > f(x) valahdnyszor x < y < x + 1/n. Vildgos, hogy My UMy U... =
M, igy elég belatni, hogy M,, nullmértékli minden n-re. Ehhez elég belétni, hogy
M, N [e, d] nullmértékd minden n-re és minden 1/n-nél révidebb |[c, d] interval-
lumra.

Rogzitsiik n-et és [c, d]-t, és legyen H = M, N [c,d]. Ekkor f szigordan
monoton név6 a H halmazon, hiszen z,y € H ésx < yeseténz <y < x+1/n,
tehdt f(y) — f(x) > 0. Tovdbba M,, definicidja szerint |f(x)| < m minden
x € H-ra. Legyen A = f(H), és jeloljik f|q inverzét g-vel. Ekkor A C [—n, n]
és H = g(A). Legyen u = inf A és v = sup A. Terjessziik ki g-t az (u,v)
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intervallumra monoton nové fiiggvényként a

9(y) =sup{g(2): 2 <y, z € A}

képlettel. Mivel f'(z) = oo minden # € H-ra, ezért konnyen l4that6, hogy
d'(y) = 0 teljesiil A minden olyan pontjiban, amelyben g folytonos, tehét meg-
szamlalhat6an sok ponttdl eltekintve minden y € A-ban. Igy az el6z6 (109.)
feladat allitdsa szerint A\(H) = A(g(A)) = 0.

111. Azt fogjuk belatni, hogy az N halmaz megszamldlhaté. Legyen N, =
{z € N: f(z) < k}. Ekkor N = N; U Ny U ..., tehat elég beldtni, hogy Ny,
megszamldlhaté minden k-ra.

Az Nj, halmaz minden pontja izoldlt. Valéban, ha az = pont minden kornyeze-
tében van Nj-nak végtelen sok pontja, akkor (tekintve, hogy ezekben a pontokban
f értéke kisebb, mint k) f limesze z-ben nem lehet végtelen. Igy ekkor z ¢ N,
tehdt Ny, C N alapjan = ¢ Nj.

Mirmost, ha egy H halmaz minden pontja izolélt, akkor  megszamldlhaté.
Ugyanis minden « € H-ra vannak olyan p,q € Q szamok, hogy p < = < ¢ és
HnN(p,q) = {z}. Vildgos, hogy H kiil6nb6z5 pontjaihoz kiilonb6zd (p, q) parok
tartoznak. Mivel a (p, q) (p,q € Q) parok halmazanak szdimossdga megszamlal-
hat6, ezért H is megszamlalhato.

112. Jeldljiikk wy(x)-szel az f fiiggvény oszcilliciéjat az « € [a, b] pontban, azaz
legyen
we(x) = lim sup /- inf fl.
f h—0+0 ([w—h,x—&-h}ﬂ[a,b] [x—h,z+h]N|[a,b]

Nyilvanvalo, hogy f akkor és csak akkor folytonos z-ben, ha w¢(x) = 0.

Tegyiik fel, hogy f Riemann-integralhat6 [a, b]-ben. Beldtjuk, hogy minden
d > 0raaz Es = {z € [a,b]: wg(x) > ¢} halmaz Lebesgue-mértéke nulla.
Ismeretes, hogy minden € > 0-hoz vanolyan F:a =2g < 21 < ... < xp =D
felosztas, amelyre Qp(f) < e. Itt Q¢ (f) az I felosztashoz tartozé oszcillacios

n

osszeg, azafo(f):Z(M-—mi)-(xi—mi 1),ahol M; = sup fésm; =
[xz 1:337,}

inf f. Legyen ¢ > O rogzitett, és jeloljiik /-vel azon ¢ indexek halmazait,

[337, 1 7I7,]

amelyekre (z;,_1,x;) N Es # (). Vildgos, hogy i € I esetén M; — m; > ¢, tehét

e>Qp(f) > (M —my) - (zi —wim1) > Y 8- (25— zi-1) > 8- MEy),
el el

hiszen az [z;_1, x;] (i € I) intervallumok véges sok pont kivételével lefedik az Es
halmazt. Mivel ez minden ¢ > 0-ra igaz, ezért A\(Es) = 0. Médrmost f szakaddsi

oo
pontjainak halmaza U E1 /. A fentiek szerint ez a halmaz nullmértékd.

n=1
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Most tegyiik fel, hogy f szakaddsi pontjainak halmaza nullmértékd. Ekkor
A(Es) = 0 minden § > O-ra. Az f fiiggvényrdl feltettiik, hogy korldtos; legyen
|f| < K. Az f fuggvény integralhatésdagahoz elég beldtni, hogy minden ¢ > 0-
hoz van olyan F felosztds, amelyre Qr(f) < e.

Legyen 6 = ¢/(2(b — a)). Konnyf ellendrizni, hogy az E5 halmaz korldtos
és zért. Ezért a 94. feladat dllitdsa szerint k(Es) = \(Fj), tehat k(Es) = 0. gy
vannak olyan Uy, ..., U nyilt intervallumok, amelyek 6sszhossza kisebb, mint

e/(4K), és amelyek lefedik Fs-t. Hat € [a,b] \ U Uj, akkor wy(t) < 0, tehét

j=1
van olyan h; > 0, hogy
sup - inf f<o.
[t—ht,t+hi]N[a,b] [t—ht,t+hi]N[a,b]
k
AJy=(t—hy,t+hy) (t € [a,b] \U Uj> és Uy, ..., Uy nyilt intervallumok le-
j=1

fedik [a, b]-t, tehdt Borel tétele szerint koziilikk véges sok is lefedi [a, b]-t. Tegyiik
fel, hogy Ji,, ..., Jy,,, Ur,..., Uy lefedik [a, b]-t, és legyen F': a = o < 1 <
. < xp = b olyan felosztds, amelynek az osztpontjai kozott szerepelnek az

Jtyye oy dt,,, Ur, ..., Uy intervallumok végpontjai. Ekkor minden i-re (z;_1, z;)
részhalmazaa J; ,...,J;, , U, ..., U intervallumok valamelyikének.
Jeloljiik S-sel azon ¢ indexek halmazit, amelyekre (x;_1, x;) részhalmaza az
Ui, ..., Uy intervallumok valamelyikének. Vildgos, hogy
k
Z — Zi-1) Z \Uj| < e/(4K).
€S j=1

Misrészt ¢ ¢ S esetén (x;_1,x;) része valamelyik J;, intervallumnak, tehat
M; —m; <. Mivel M; — m; < 2K minden i-re, ezért

Qr(f) =S (M —mi) - (27 —2im1) + Y (M —mi) - (27 — 2im1) <

€S ¢S

<2K > (mi—mia)+6- ) (2 —2i)

i€S ¢S
< 2K - (e/(AK)) 45 - (b—a) = (£/2) + (£/2) = &.

Mivel € > 0 tetszbleges volt, ez bizonyitja, hogy f Riemann-integralhatd.

113. Legyen f(x) = A(H N [0,z]) minden = € [0, 1]-re. Ekkor f folytonos
[0, 1]-en. Valdban, ha 0 < z < y < 1, akkor

HN[0,z] Cc HN[0,y] C (HN[0,z])) U [z,y],
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tehdt f(z) < f(y) < f(x) + (y — 2). Tgy [f(y) — f(2)| < |y — x| minden
x,y € [0, 1]-re, tehdt f folytonos (st Lipschitz).

A feladat annak a bizonyitdsat kivanja, hogy f felveszi az f(1)/2 értéket
[0, 1]-ben. Ez nyilvanvalé a Bolzano-tételbdl, hiszen 0 < f(1)/2 < f(1).

114. ElSszor feltessziik, hogy H zart, és A(H N [0,00)) > 0. Beldtjuk, hogy
az f(z) = 0 (x < 0), f(z) = AMHN[0,2]) (x > 0) fiiggvény megfelel. Az
el6z8 (113.) feladat megolddsdban lattuk, hogy f Lipschitz. A A\(H N[0, 00)) >
0 feltételbdl kovetkezik, hogy f értékkészlete egy nem-elfajulé I intervallum,
mégpedig I = [0,a], ha A\(H N [0,00)) = a < oo, illetve I = [0,00), ha
A(H N [0,00)) = co. Megmutatjuk, hogy f(H) = I.

Mivel f(x) = 0 minden z < O-ra, ezért elég megmutatni, hogy ha y € [
és y > 0, akkor van olyan zop € H, hogy f(z¢) = y. Legyen zo = inf{zx >
0: f(x) = y}. Ekkor f folytonossiga alapjan f(x) = y. Igy xo a legkisebb
olyan szam, amelyben f felveszi az y értéket. Ha < x¢, akkor tehdt f(x) <
f(z0), ésigy A([z,z0)) > 0. Kovetkezésképpen H N[z, zp) # 0 minden z < x(-
ra. Mivel H zart, ebbdl kévetkezik, hogy g € H.

Most legyen H tetszbleges Lebesgue-mérhetd és pozitiv mértéki halmaz. Ek-
kor van olyan n, hogy A(H N [n,n+1]) > 0. A H halmazt n-nel eltolva feltehet-
jik, hogy n = 0. (Ha H egy eltoltjat Lipschitz-fiiggvénnyel intervallumra tudjuk
képezni, akkor nyilvén ugyanez H-ra is igaz.) Mivel A(H N[0, 1]) > 0, ezért van
olyan ' C H N[0, 1] zart halmaz, hogy A\(F') > 0. Legyen f(z) = 0, haz < 0,
és f(x) = A(F'N[0,z]), haz > 0. A fentiekben belattuk, hogy f(F) = I, ahol
I = [0, \(F)], és egyszersmind I megegyezik f értékkészletével. Mivel F' C H,
ezért f(H) = I, amivel a feladatot megoldottuk.

115. Feltehetjiik, hogy A mérhetS. Ekkor az A halmaz jol vagja ketté az X U'Y
halmazt, ezért

AMXUY)=AXUY)NA) + AXUY)\ A) = A(X) + A(Y).

116. A cl X és R? \ cl X halmazok mérhetSek (hiszen Borel-halmazok), disz-
junktak, tovabbd X C clX ésY C RP\ cl X. Igy az 4llitds az el6z6 (115.)
feladat allitasabol kovetkezik.

117. Feltehetjiikk, hogy A mérhet6. Ekkor az A halmaz jol vagja ketté a B és
A U B halmazok mindegyikét, ezért

A(B) = A(ANB) + A(B\ A)

AMAUB) = A(A) + A(AUB)\ A) = A(A) + A(B\ A).
fgy
MAUB) + MANB) = (A(A) + A(B\ A)) + N(AN B) =
AA) + (A(B\ A) + MAN B)) = \(A) + \(B).
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118. Mivel C' j6l vagja ketté A és B mindegyikét, ezért
AMA) =AANC)+AMA\NC) < ABNC)+ AB\C)=AB)=X\A).

Igy A(ANC) +A(A\C) = A(BNC)+A(B\C). Mivel \(ANC) < A\(BNCO),
A(A\C) < A(B\C) és az 6sszes szerepld mennyiség véges (hiszen A(B) < 00),
igy sziikségképpen A(ANC) = A(BNC).

119. Tegyiik fel el&szor, hogy AM(H) < oco. A 96. feladat dllitdsa szerint van olyan
A mérhetd halmaz, hogy H C A és \(H) = A(A). Ekkor az el6z6 (118.) feladat
allitasa szerint A kielégiti a feltételt.

Most legyen H tetsz6leges. Bontsuk fel RP-t megszamléalhatéan sok diszjunkt
mérhetd és véges mértékli halmaz egyesitésére. Legyen pl. M; = B(0,1) és
M, = B(0,n) \ B(0,n — 1) minden n > 2-re. Ekkor A\(H N M,,) < oo, tehat
vannak olyan mérhet$ A,, halmazok, hogy H N M,, C A, és \((HNM,)NB) =
A(A, N B) minden mérhetd B halmazra. Nyilvéan feltehetjiik, hogy A, C M,
minden n-re. Ekkor az A,, halmazok paronként diszjunktak. Legyen A = A; U
Ao U . ... Ekkor A mérhet6 és H C A. TetszOleges mérhetd B halmazra

MHNB) = Z)\ ((H N M,) N B) Z)\A NB)=\ANB).

n=1
Itt az elsd egyenlGség a 93. feladat 4llitasabodl kovetkezik.

120. Legyen A a H halmaz mérhet6 burka. Legyen C' C A \ H mérhetd. Ekkor
AMC)=AXANC)=XHNC)=0

Most tegyiik fel, hogy az A halmaz kielégiti a feladatban megfogalmazott
feltéteket. Legyen a H halmaz mérhetd burka M. Ekkor A(A \ M) = 0, hiszen
A\ MCA\ H és A\ M mérhets. Mivel M a H halmaz mérhet burka, ezért —
amint azt mar belattuk — M \ H nem tartalmaz pozitiv mértékii mérhetd halmazt.
Igy \(M\A) = 0. Tehat \(A\M) = \(M\A) = 0, ésigy \(MNB) = \(ANB)
minden mérhet§ B halmazra, amibdl nyilvanvald, hogy A is mérhetd burka H-
nak.

121. Elég beldtni, hogy (AUB)\ (HUK) nem tartalmaz pozitiv mértékdi mérhetd
halmazt. Tegyiik fel, hogy C' C (AU B) \ (H U K) mérhet§ és pozitiv mértékd.
Ekkor C' C AUB, ésigy CNA és C'NB legalabb egyike pozitiv mértékd. Tegyiik
fel, hogy A(CNA) > 0. Ekkor CN A egy mérhetd és pozitiv mértékii részhalmaza
A\ H-nak, hiszen C' N (H U K) = (). Ez ellentmond annak a feltevésnek, hogy
H mérhet6 burka A.

122. Legyen H, illetve K mérhetG burka A, illetve B. Ekkor, mint lattuk, H U K
mérhetd burka A U B. Igy

AA) + A(B) = MH) + AM(K) = MHUK) = A(AUB) < o0
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Ebbdl kovetkezik, hogy A(A N B) = 0. igy (AN K) = 0, tehat A\ (AN K)
olyan mérhetd halmaz, amely tartalmazza H-t és diszjunkt K -t6l.

123 Mivel A\(A) < oo, ezért vélaszthatunk olyan I, tégldkat, amelyekre A C
o0

U I, és t(I,) < A(A) + ¢/2. Vdlasszunk egy olyan N indexet, amely-

n=1 n=1
00 N oo
re Z t(l,) < €/2, és legyen E = U I,. Legyen G = U I,,. Ekkor
n=N+1
MG\ A) <e/2ésMG\E)< > t(I,) < /2. Mivel
n=N+1

EAA=(E\A)U(A\E) C (G\A)U(G\ E),

tehit \(EAA) < ¢

124. Jeloljiikk A-val azon A C R Borel-halmazok rendszerét, amelyekre teljesiil,
hogy minden € > 0-hoz van olyan E halmaz, amely véges sok intervallum unidja,
és u(AAFE) < e. Ekkor A monoton osztaly. Val6ban, legyen A1, Ag,... € A,
Ay C Ay C ... és A= U2 Ay, Ekkor p(A) < oo alapjan minden e-hoz van
olyan n, hogy u(A) M(A ) < /2. Mivel A,, € A, ezért van olyan E halmaz,
amely véges sok intervallum uniGja, és u(A,AFE) < £/2. Igy u(AAE) < ¢, ami
mutatja, hogy A € A. Ugyanigy lathaté (ismét felhaszndlva p végességét), hogy
ha A1, Ag,...€¢ A,A1 DAy D...és A=N02, A,, akkor A € A.

Jeloljiik R-rel a P! félgyfiri éltal generdlt gy(ir(it, vagyis azoknak a halma-
zoknak a rendszerét, amelyek elGéllnak véges sok diszjunkt [a, b) tipusu interval-
lum uniéjaként. Mivel R C A, ezért a 28. feladat allitdsa szerint 4 tartalmazza az
‘R altal generalt o-gyfirtit, ami egyenld R Borel-halmazainak rendszerével. Vagyis
minden Borel-halmaz eleme .A-nak, ami éppen a feladat allitdsa.

125. Tegyiik fel el6szor, hogy A(A) < oo, és vdlasszunk olyan I,, intervallumo-
oo o
kat, amelyekre A C | J I, és > " |I,| < 1,01-A(A). Ekkor A(I,NA) > 0,99-|Iy,|

n=1 n=1

teljesiil legalabb egy n-re. Ugyanis, ha ez nem igaz, akkor A = U nNA) alap-

. n=1
jén

Z 2nNA)<099- Zu\<099 1,01- A(A) < M(4),

n=1

ami lehetetlen.

Ha A\(A) = oo, akkor A(A4) < Z A([n — 1,n) N A), és igy van olyan n,

n—oo
hogy A([n — 1,m) N A) > 0. Mivel A([n — 1,n) N A) < 1, ezért a fentiek

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos
Megoldasok 161

szeint van olyan I intervallum, hogy A\( N ([n — 1,n) N A) > 0,99 -
AMINA)>099-|1|
126. Legyenek I, J olyan intervallumok, amelyekre A(I N A) > 0,99 - |I] és
A(JNB) > 0,99-|J|. Az I, J intervallumok végpontjait kicsit megnovelve felte-
hetjiik, hogy |I| és |.J| raciondlis szimok. Legyenek n, m olyan pozitiv egészek,
amelyekre |I|/|J| = n/m.

Legyen I = [1U...UI,,ahol I, ..., I, egymésba nem nyul6 azonos hosszu-
sdgu intervallumok. Ekkor

Z)\ NA) =XINA)>099-|I|=0,99- Z|I|
=1
amibdl kovetkezik, hogy A\(1; N A) > 0,99 - | ;| teljesiil legaldbb egy i-re.
Legyen J = Jy U ... U Jy, ahol Ji,...,J,, egymdsba nem nyudlé azonos
hossziisagu intervallumok. Ekkor A(J; N B) > 0,99 - |J;| teljesiil legaldbb egy
j-re. Vilagos, hogy |/;| = |.J;|, amivel a feladatot megoldottuk.

127. A 126. feladat éllitdsa szerint vannak olyan I, J intervallumok, hogy || =
|J|=5s>08ANANI)>2s/3, \(BNJ)>2s/3. Legyen I = .J + c. Legyen
Ay = ANIés By = BNJ,ekkor az A; és B; halmazok koziil legalabb az egyik
mérhetd. Belatjuk, hogy ¢ < d < ¢+ s/3 esetén (B +d) N Ay # 0.

Elgszor is Ay U (B1+d) C IU(J+d) = 1U( + (d—c)). Mivel
I'U (I + (d — ¢)) egy olyan intervallum, amely révidebb || + s/3 = 4s/3-ndl,
ezért \(A; U (By +d)) < 4s/3. gy a 117. feladat 4llitdsanak felhasznaldsdval

45/3 < MA1) + MNBy +d) = A(Ay U (By +d)) + MAy N (By +d)) <
< 4s/3 + A(A; N (By + d)),

tehat )\(Al N (Bl + d)) > 0. igy AN (B1 + d) 7’5 0. Hox € A N (Bl + d),
akkor x —d € By, tehitd =z — (z — d) € Ay — By C A — B. Ezzel beldttuk,
hogy A — B tartalmazza a (¢, ¢ + s/3) intervallumot.

128. Az 123. feladat szerint minden n-re van olyan A,, halmaz, amely véges sok
tégla unidja, tovabba d(A,, A) < 1/n?. Ekkor (iii) nyilvanvaléan teljesiil. Mivel
oo

Z d(An, Apy1) < oo is igaz, tehat a 90. feladat allitasa szerint (ii) is teljesiil.
n=1

129. Legyen B = R\ A, és tegyiik fel, hogy A\(A) > 0 és A\(B) > 0. Ekkor az
127. feladat 4llitasa szerint A— B tartalmaz nem-elfajul6 intervallumot. fgy A— B
tartalmaz racionalis szdmokat is. Legyen r € (A — B) N Q. Ekkorr = = — y,
aholz € Aésy € B. Ebbly = x — r € A, ami lehetetlen.

130. Legyen B = U (A + r). Vildgos, hogy minden x € B ésr € Q esetén
reQ

7z

z +r € B.Igy az el6z6 (129.) feladat szerint vagy B, vagy a komplementere
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nullmértékd. Azonban A C B és A\(A) > 0, tehat \(B) > 0, ésigy A(R\B) = 0.
Ez éppen a feladat allitdsa.

131. Tegyiik fel, hogy 0 < A(A) < 1. Jeloljiik D-vel a 10-hatvany nevezdji
raciondlis szamok halmazat. Mivel D megszdmlalhat6, ezért B = ([0, 1]\ A) \ D
és A’ = A\ D pozitiv mértékli mérhets halmazok. Igy a 127. feladat szerint
B — A’ tartalmaz szakaszt. Mivel D mindeniitt stird, ezért B — A’ tartalmaz
D-beli szdmot. Legyen d = x — 7, ahol x € B ésy € A'. Ekkor z = y + d.
Tegyiik fel, hogy d tizedestort-alakjaban az n-edik jegy utin minden jegy nul-
la. Ekkor az y és = = y + d szamok tizedesjegyei megegyeznek az (n + 1)-edik

jegyt6l kezdve. Ez azonban lehetetlen, hiszen y € A, de x ¢ A.

132. El6szor belatjuk, hogy ha o felvesz negativ értéket, akkor nem korlatos alul-
r6l. Legyen (A) < 0. Ekkor van olyan korlatos halmaz is, amelyen 1) negativ, ui.
Y ANB(0,n)) — ¥(A), han — oo, ésigy (AN B(0,n)) < 0, han elég nagy.
Ha 9(B) < 0, ahol B korlétos, akkor a B halmaznak véve n diszjunkt eltolt
példanydnak unigjat, olyan halmazokat kapunk, amelyekben ¥ értéke n - ¥(B).
Ebbdl vilagos, hogy ¥ nem korldtos alulr6l. Ugyanigy bizonyithat6, hogy ha o
felvesz pozitiv értéket, akkor nem korlatos feliilr6l.

Mivel ¢ vagy alulrdl vagy feliilr6l korlatos az 76. feladat szerint, ezért vagy
¥ > 0, vagy pedig ¥ < 0 mindeniitt. Feltehetjiik, hogy ¥ > 0, mert kiilonben
attériink a —¢ halmazfiiggvényre. Tehat feltehetjiik, hogy ¢ mérték.

Mivel ¥([0, 1]7) véges, ezért ¥([0, 1)P) is véges. Ha ¥([0,1)”) = 0, akkor ¢}
azonosan nulla, mert R? lefedhet6 [0, 1)? megszamlalhatéan sok eltolt példanya-
val. gy feltehetjiik, hogy ([0, 1)?) > 0, és egy pozitiv szammal valé beszorzas
utdn azt is feltehetjiik, hogy ([0, 1)?) = 1. Beldtjuk, hogy ekkor ¥} megegyezik
a Lebesgue-mértékkel a Borel-halmazokon.

Mivel [0, 1)? elGdll a [0,1/n)P kocka n” darab diszjunkt eltoltjanak unidja-

ként, ezért ([0, 1/n)P) = 1/n” minden n-re. Ha a;, b; racionélis szdmok, me-
lyek kozos nevez8je n, akkor az R = [a1,b1) X ... X [ap,b,) halmaz elGdll
mint a [0, 1/n)P kocka t(R)/nP darab diszjunkt eltolt példanydnak unidja, tehat
J(R) = t(R). A ¢ halmazfiiggvény monotonitdsat felhasznalva ebbdl azonnal
adodik, hogy 9(R) = t(R) minden R € PP tégldra igaz. Mivel t egyértelmiien
terjed ki mértékként a Borel-halmazokra, ezért ¥ = A a Borel-halmazokon.
133. A megoldasi otlet szerint elég megadni eltolds-invarians o-idedlokat R-en,
ekkor mindegyikhez tartozik egy eltolds-invaridns mérték P(R)-en. Ilyenek pél-
daul Z={0}; Z={A C R: A megszamldlhat6}; Z={A C R: A nullmértéki};
Z = {A C R: A els6 kategéridji}. (Egy halmazt akkor neveziink elsd kateg6-
ridjunak, ha el6all megszdmlalhat6an sok, sehol sem siiri halmaz egyesitéseként.
Egy halmaz sehol sem s{irdi, ha nincs olyan nem-elfajuld intervallum, amelyben
sird.)

Tovabbi példak: Legyen Z azon A C R halmazok rendszere, amelyek lefed-
het6k egy adott Ag halmaz megszamldlhatéan sok eltoltjdval. Az Ay halmaznak
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persze olyannak kell lennie, hogy megszamlalhatdan sok eltoltja ne fedje le R-et.
Ez teljesiil, ha pl. Ag megszamlalhat6, nullmérték vagy elsé kategoridju.

Az 6sszes eddigi példatdl kiilonbozik a szamossdgmérték, amelyre p(A) =
|Al, ha A véges és u(A) = oo, ha A végtelen.

134. Legyen G olyan nemiires nyilt halmaz, amelyre ¥(G) véges. Ekkor ¢ a
G halmaz minden részhalmazan is véges. Legyen [a,b] C G egy nem-elfajuld
intervallum, ekkor tehdt 9([a, b]) is véges.

Megmutatjuk, hogy van olyan £ C R halmaz, amelyre (i) E-nek 1étezik vég-
telen sok paronként diszjunkt [a, b]-beli eltoltja, valamint (ii) E-nek 1étezik meg-
szamlalhatéan sok eltoltja, amelyek lefedik R-et.

Definidljuk R-en a ~ reldciét a kovetkez6képpen: tetszleges x,y € R-re
legyen z ~ y, ha x — y € Q. Konnyi ellendrizni, hogy ~ ekvivalencia-relacio,
amelynek az ekvivalencia-osztalyai az {x + r: r € Q} alakd halmazok, ahol
z € R. Mivel mindegyik ekvivalencia-osztdly stirli R-ben, igy a kivélasztdsi
axiéma felhaszndldsaval mindegyik ekvivalencia-osztalybol kivalaszthatunk egy
olyan elemet, amely a [0, (b — a)/2] intervallumbe esik. Legyen E a kivalasztott
elemek halmaza; belatjuk, hogy FE rendelkezik a fenti (i) és (ii) tulajdonsagokkal.

Az E halmaznak racionélis szdmokkal val6 eltoltjai paronként diszjunktak.
Azazhar,s € Qésr # s, akkor (E + )N (E + s) = (. Valéban, ha z €
(E+7)N(E+ s), akkor x — r és x — s mindketten elemei E-nek. Ez azonban
lehetetlen, mert z — r ~ x — s, holott E mindegyik ekvivalencia-osztalybdl csak
egyetlen elemet tartalmaz.

Igy az E+(a+1/n) halmazok paronként diszjunktak. Legyen ng > 2/(b—a).
Ekkor az E+(a+1/n) (n > ng) halmazok paronként diszjunktak és részei [a, b]-
nek, hiszen E C [0, (b — a)/2]. Ezzel (i)-et belattuk.

Az E+r (r € Q) halmazok lefedik R-et. Valoban, tetsz6leges x-re van olyan
y € FE elem, amelyet az x-et tartalmaz6 ekvivalencia-osztalybol valasztottunk.
Ekkorr =2z —y € Q,tehatz =y +r € £ +r.

Ha F' C E, akkor 9 eltolds-invariancidja miatt ¥(F') = J(F +r) minden r-re.
Ha J(F") > 0, akkor

0( G 19(F+1/n)> = i H(F) = oo.

n=ngo n=no

Mivel F + 1/n C E + 1/n C [a,b] minden n > ng-ra, ebbdl kovetkezik,

hogy ¥([a, b]) = oo, ami lehetetlen, mert ¥([a, b]) véges. Ugyanigy lathatd, hogy

Y(F) < 01is lehetetlen. Ezzel belattuk, hogy ¥(F') = 0 minden F' C E halmazra.

Az eltolds-invariancia miatt ebbdl kovetkezik, hogy ¥(F) = 0 minden olyan

F halmazra, amely lefedhetd E egy eltoltjaval. Tudjuk, hogy R = U (E +r).
reQ

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos
164 Megolddsok

Igy tetsz6leges A C R halmazra

9(A) =D IAN(E+7)=> 0=0.

reQ reQ

Ezzel belattuk, hogy 19 azonosan nulla.

135. Ha A nem Lebesgue-mérhetd, akkor nincs mit bizonyitani. Ezért feltehet-
jik, hogy A Lebesgue-mérhets. A 130. feladat éllitdsa szerint A(R \ B) = 0,
ahol B = U (A + 7). Legyen E tetszGleges nem Lebesgue-mérhetd halmaz.

reQ
Ekkor van olyan r € Q, hogy az (A + r) N E halmaz nem mérhetS. Ellen-

kez$ esetben ugyanis BN E = U ((A +r) N E) is mérhets lenne. De ekkor

reQ
E = (BNE)U(E\ B) is mérhets lenne, hiszen E'\ B nullmértékd. Ez lehetetlen,

tehat (A+7)N E nem mérhetd egy alkalmas r-re. Ekkor E' = [(A+r)NE]—r =
AN (E — r) sem mérhetd.

136. Az (i) egyenl6tlenség dltaldban nem igaz. Legyen U tetszbleges nem-mérhet6
halmaz. Ekkor van olyan V' halmaz, amelyet nem vag jol ketté, azaz \(V) <

AVNU)+ ANV \U). Legyen H=UNV é K=V \U.Ekkor HNK =),

tehat

MHUE)+AHNK)=AV)+0< ANV NU)+ AV \U) =
— \(H) + A\(K).

A (ii) 4llitds igaz. Legyen H, illetve K mérhetd burka A, illetve B. Ekkor

MHUK)+AMHNK)<ANAUB)+XANB) =

A
AA) + A(B) = A(H) + A(K).

137. Jeloljik M-mel azoknak a halmazoknak a rendszerét, amelyek elGallnak
véges sok raciondlis gomb unidjaként. Ekkor M megszamlalhaté. Megmutatjuk,
hogy M mindeniitt stirti £<°°-ben.

Legyen A € £L5°° és ¢ > 0 adott. Legyen G olyan nyilt halmaz, amelyre
A C Gé MG\ A) < eg/2. (Lasd a 101. feladat (i) allitasat.) Ekkor G =
Bi1UByU.. ., ahol By, Bs, ... raciondlis gombok (1asd a 41. feladat (ii) allitasat).
Ekkor M,, = By U ... U B, € M minden n-re. Mivel My C My C ... és
My UMyU ... = G, ezért A(M,) — MG). Legyen n olyan index, amelyre
MG\ M,,) < /2. Ekkor

d(A, M,) < d(A,G) + d(G, My) = MG\ A) + \(G\ M,) < % + % =
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Ezzel belattuk, hogy M mindeniitt stirti £<°°-ben.

138. Tegyiik fel, hogy f mérhetd, és legyen C = {B C R: f~1(B) € A}. Be-
latjuk, hogy C olyan o-gyfird, amely tartalmazza a nyilt halmazokat. Ha B, Bs,
...€C,akkor fTY(B1\ By) = fHB1)\ fUBy) € Aés

! (G Bn> = fj F7H(By) € A,
n=1 n=1

o

tehat C o-gydrd.

Tetszbleges ¢ € R-re (—oo, ¢) és (¢, 00) elemei C-nek, hiszen f~1((—o0, ¢)) =
A(f <c¢) € Aés f((c,00)) = A(f > ¢) € A. Mivel (a,b) = (—00,b) N
(a,00), ezért a nyilt intervallumok elemei C-nek. Mivel pedig R minden nyilt
részhalmaza el6all megszamldlhatéan sok nyilt intervallum unidjaként, igy C tar-
talmazza a nyilt halmazokat.

A legsziikebb, nyilt halmazokat tartalmazé o-gy(rii a Borel-halmazok rend-
szere, ezért C tartalmazza a Borel-halmazokat. Ezzel beldttuk, hogy ha f mérhetd,
akkor f~!(B) € A minden B C R Borel-halmazra.

A megforditds nyilvanvald, hiszen A(f < ¢) = f~1((—o0,¢)), és (—00,¢)
Borel-halmaz minden c-re.

139. Legyen s egyszeri. Ekkor A = A; U...U A,, ahol Ay, ..., A, mérhet6
halmazok, melyek mindegyikén s konstans. Nyilvanval6, hogy minden ¢ € R-
re az A(s < ¢) halmaz iires vagy egyenls az A; halmazok koziil néhdnynak az
uniéjaval. Igy s mérhetd. Trividlis, hogy s értékkészlete véges.

Most tegyiik fel, hogy s mérhets és az értékkészlete véges. Legyen s(A) =
{c1,...,cn}. Ekkor A; = A(s = ¢;) € A, hiszen s mérhet§. Nyilvanvald, hogy
A=A U...UA,, é hogy s konstans az A; halmazok mindegyikén, tehat s
egyszerd.

140. Azon x € A pontok halmaza, amelyekben az f,(x) szdmsorozat monoton
[e.e]

novo, egyenld a ﬂ A(fn < fnt+1) halmazzal, ami eleme A-nak. Ugyanigy
n=1

lathat6, hogy azon x € A pontok halmaza, amelyekben az f,(x) szdmsorozat

monoton csokkend, szintén eleme A-nak. Igy e két halmaz unidja is eleme A-

nak.

141. Mivel az A(f,, = ¢) halmaz mérhet6 minden n-re és minden ¢ € R-re, ezért
aC, ={z € A: f,(x) raciondlis} = U A(fn = r) halmaz szintén mérhetd.

reQ
Ha P jeloli a primszdmok halmazat, akkor

B= (] ((A\Cp) U(A\Cp)).

pEP
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Ebbdl vildgos, hogy B € A.

142. Legyen A olyan o-gyfrd és A € A olyan halmaz, amelynek minden egy-
elem( részhalmaza mérhet6, de A nem minden részhalmaza mérhets. (Legyen
pl. X nem-megszamldlhato, és legyen A = {A C X: A megszdamldlhat6}.) Ha
B C Aés B ¢ A, akkor xp nem mérhetd. Masrészt xp = sup{xz: « € B}, és
X mérheté minden x € A-ra.

143. Tegyiik fel, hogy minden mérhet$ fiiggvény majdnem konstans A-n. Ha
B € Aés B C A, akkor xp mérhetd, tehat majdnem konstans A-n. Legyen
c € R olyan, hogy u(A(xg # ¢)) = 0. Ha ¢ = 0, akkor u(B) = 0, hiszen
B pontjaiban x5 # 0. Ha viszont ¢ # 0, akkor u(A \ B) = 0, hiszen A \ B
pontjaiban x g = 0. Ezzel belattuk, hogy A atom.
Most tegyiik fel, hogy A atom, és legyen f mérhet§ A-n. Beldtjuk, hogy
f majdnem konstans A-n. Tetszbleges a € R-re az A(f < a), A(f = a),
A(f > a) halmazok diszjunkt mérhetd részhalmazai A-nak, melyek uniGja A.
Mivel A atom, ezért e harom halmaz koziil kettd nullmértékd.
Tekintsik a C = {a € R: u(A(f > a)) = 0} halmazt. Ha C' = (), akkor
oo

w(A(f < a)) = 0 minden a € R-re. Ekkor A(f < o0) = U A(f < n)

n=1
nullmértékd, tehat a feladat allitdsa teljesiil c = oo-re.

Ha C # () és nem korlétos alulrél, akkor u(A(f > a,)) = 0 egy alkalmas
oo

an — —o0 sorozatra. gy A(f > —o0) = U A(f > —ay) nullmértékd, tehat a

n=1
feladat éllitasa teljesiil ¢ = —oo-re.

Végiil legyen C' # () és alulrdl korldtos. Beldtjuk, hogy a feladat éllitdsa
teljesiil ¢ = inf C’ -re. Legyenek a,, € C és b, ¢ C c -hez tart6 sorozatok. Ekkor

(f>c:UAf>an)esA(f<c UAf<b)nullmerteku

n=1

n=1
halmazok, tehédt u(A(f # ¢)) =

144. Legyen az f: A — R fiiggvény korlatos és mérhetd, és legyen ¢ > 0
adott. Tegyiik fel, hogy f(A) C [-K,K]. Ekkoraz A; = A((i — 1) -e < f <
i - £) halmazok mérhetdek minden i-re, és koziiliik véges sok lefedi A-t. Legyen
s(x) = (i — 1) - £ minden x € A;-re és minden olyan i-re, amelyre A; # 0.
Vildgos, hogy s egyszerd, és | f — s| < & mindeniitt A-n. Ezzel (i)-et belattuk.
Legyen f: A — R fiiggvény mérhets, ahol p(A) < oo, és legyen ¢ > 0
adott. Az A,, = A(—n < f < n) halmazok mérhetGek, az unidjuk A, és 4; C
Ay C ..., tehat pu(A,) — p(A). Mivel p(A) < oo a feltevés szerint, ezért van
olyan n, hogy u(A \ A,) < e. Legyen g(z) = f(z), hax € A,, és legyen
g(x) = 0,haz € A\ A,. Nyilvanvalé, hogy g korlitos és mérhets. Igy (i)
szerint van olyan s egyszeri fiiggvény, hogy |s — g| < /2 mindeniitt A-n. Ekkor
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A(|f—s| >¢e) C A(f # g), tehat u(A(|f —s| > €)) < e. Ezzel (ii)-t is belattuk.

145. Az F fliggvény monotonitdsa nyilvanvalé. Ha a ¢,, szdmsorozat szigordan
monoton novd és ¢, — ¢, akkor az A(f < t,) halmazok monoton n6vS so-
rozatot alkotnak, melyek uniéja A(f < t). Ebbdl kovetkezik, hogy F(t,) —
F(t). Ez bizonyitja a balrdl folytonossdgot. Ugyanigy adédik, hogy tllglo F(t) =
u(A). Ha a t,, szdmsorozat szigordan monoton csokkend és t,, — —oo, akkor az
A(f < t,) halmazok monoton csokkend sorozatot alkotnak, melyek metszete
iires, mert feltettiik, hogy f véges értékd. Mivel u(A) < oo, ezért F(t,) — O.
Ezzel belattuk, hogy tii{nOO F(t)=0.

Ha a t, szdmsorozat szigorian monoton csokkend és ¢, — ¢, akkor az
A(f < t,) halmazok monoton csokkend sorozatot alkotnak, melyek metszete
A(f < t). Tgy F(tn) — u(A(f < t)). EbbSl kovetkezik, hogy F jobb oldali
hatérértéke t-ben p(A(f < t)). Az F fuggvény akkor és csak akkor lesz jobb-
16l folytonos a ¢ pontban, ha u(A(f < t)) = F(t) = p(A(f < t)), azaz ha
HA(f =) =0.

146. A Borel-Cantelli-lemma (64. feladat) szerint u-m.m. z € A-hoz van olyan
ng, hogy minden n > ng-rax ¢ A(|f, — f| > 1/n), azaz | f,,(z) — f(z)| < 1/n.
Minden ilyen z-re f,(x) — f(x), és ezt kellett belatni.

o0

147. A megoldas azon az észrevételen alapszik, hogy ha Z an egy pozitiv tagd
n=1

divergens sor, akkor vannak olyan I,, intervallumok [0, 1]-ben, hogy |I,,| < a,

minden n-re, és amelyek egyiittesen minden = € [0, 1) pontot végtelen sokszor
lefednek. Ilyen intervallumokat a 63. feladatban konstrudltunk. A fenti konst-

[e.e]
rukcié alkalmazhaté az a,, = 1/(2n) sorozatra, hiszen Z 1/(2n) = oco. Igy
n=1
olyan I, C [0,1] intervallumokat kapunk, amelyekre |,| < 1/n minden n-
re, és amelyek egyiittesen minden = € [0, 1) pontot végtelen sokszor lefednek.
Ha 1 a Lebesgue-mérték, A = [0,1], f = 0és f,, = x7, minden n-re, akkor
w(A(fn — f| > 1/n%) = |I,| < 1/n minden n > 1-re, de f,(z) — f(z)
semmilyen x pontban nem teljesiil.

148. Legyen f,, olyan folytonos fiiggvény, hogy f,,(z) = 0,haz € {0}U[1/n, 1],

és [mz}x]f =1(n = 1,2,...). Vildgos, hogy f, — 0 pontonként [0, 1]-en.
0,1/n

Ha A C [0, 1] siirti [0, 1]-ben, akkor a konvergencia nem egyenletes A-n, hiszen
mindegyik f,, felvesz 1/2-nél nagyobb értéket A-n. Ha N nullmértékd, akkor
[0,1] \ N siird, tehdt a konvergencia nem egyenletes [0, 1] \ N-en.

[e.e]

149. Legyen A = U Ap, ahol A,, € A véges mértékd minden n-re. A Je-
n=1

gorov-tétel szerint minden k-ra van olyan B, ; C A, mérhetd halmaz, hogy
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(A, \ Bpi) < 1/k, és a konvergencia egyenletes B, ,-n. Legyen Ci, Co,
o0

... a B, j, halmazok egy felsoroldsa. Ekkor N = A\ U C; nullmértékd, hiszen
i=1

[e.e]
An\ U B, j; nullmértékt minden n-re.

k=1
150. Jeloljiik X-szel a pozitiv egészekbdl allo, monoton nové és végtelenhez
tarté sorozatok halmazat. Legyen A = P(X), és legyen p a szdmossdgmérték
P(X)-en. Hax = (kyi,ks,...) € X ésn € NT, akkor legyen f,(z) = 1/i,
ahol ¢ a legkisebb olyan index, amelyre n < k;. (Ilyen index van, mert k, — oo
minden (kq, ko, ...) € X-re.) Ekkor az f,, fiiggvénysorozat pontonként nulldhoz
tart X -en.

Tegyiik fel, hogy a C' C X halmazon a konvergencia egyenletes. Ekkor min-
den i-re van olyan N;, hogy f,(z) < 1/i minden z € C ésn > N; esetén. Ebbdl
kovetkezik, hogy ha = (kq, ko, ...) € C, akkor k; < N; minden i-re. Ugyanis
fr;(x) > 1/i, holott k; > N;-bdl fr. (x) < 1/i kovetkezne. Ha tehdt egy C' C X
halmazon a konvergencia egyenletes, akkor van olyan (N7, Na, .. .) sorozat, hogy
k; < N; minden (k1, k2, ...) € C sorozatra, és minden i-re.

Megmutatjuk, hogy ha X = C; U Ca U .. ., akkor a konvergencia nem lehet
egyenletes mindegyik halmazon. Ha ugyanis a konvergencia egyenletes volna
mindegyik halmazon, akkor volndnak olyan (N;*) sorozatok (n = 1,2, ...), hogy
ha (k1, ke, ...) € Cy, akkor k; < N;* minden i-re.

Ez azonban lehetetlen, mert ha a monoton novo és végtelenhez tart6 (k;) so-
rozatot ugy valasztjuk, hogy k, > N, + 1 teljesiiljon minden n-re, akkor az
x = (ki,ko,...) sorozat egyik C,, halmaznak sem lehet eleme. Ha ugyanis
x € Cy, akkor k,, < N, nem teljesiil.

Mivel a szdmossdgmérték szerint minden nullmértékd halmaz iires, ezért nincs

o0
olyan X = NU U C;, felbontds, amelyre p(N) = 0 és a konvergencia egyenletes
i=1
mindegyik C; halmazon.
151. Feltehetjiik, hogy f monoton novS. Legyen c € R tetszSleges. Ha A(f < c¢)
# (), akkor legyen b = sup A(f < ¢). Konny( beldtni, hogy A(f < ¢) =
AN (—o0,b) vagy A(f < ¢) = AN (—o0,b]. fgy A(f < ¢) mindkét esetben
Borel-halmaz.

152. Legyen c¢ € R tetsz6leges. Ha x € A(f < c¢), akkor f folytonossdga miatt
van olyan §, > 0, hogy AN B(z,0;) C A(f < c). Ebbdl kovetkezik, hogy
A(f < ¢) = AnG, ahol G = | ] B(=,6,). Mivel G nyilt, ezért A(f < c)

z€A
Borel-halmaz. Ez minden ¢ € R-re igaz, tehat f Borel-mérhetd.

153. Osszuk fel a [0, 1] intervallumot 10" egyenld részre. Mindegyik I oszt6-
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intervallumra teljesiil, hogy az I belsejében levd barmely két szam tizedestort
alakjanak els6 n jegye megegyezik. Ebbdl kovetkezik, hogy az A,, fiiggvény
konstans mindegyik osztéintervallum belsejében. gy az A,, fiiggvény 1épcsSs-
fiiggvény, és akkor ugyanez igaz az f,, = A, /n fiiggvényre is. Tehdt f,, Borel-

mérheté minden n-re, ezért lim sup f,, szintén Borel-mérhet6.
n—oo

o~

154. Legyen f az el6z6 (153.) feladatban konstrudlt fiiggvény. Ekkor f a [0, 1]
intervallum minden részintervalluméban felvesz minden [0, 1]-beli értéket. Valo-
ban, legyen 0 < a < b < 1és ¢ € [0, 1] adott. Vdlasszunk olyan ay,...,a,
tizedesjegyeket, hogy a < 0,ay...a, és 0,a1...a, + 107" < b teljesiiljon.
Konnyen lathatd, hogy az a,41, any2, . . . tizedesjegyeket megvélaszthatjuk agy,
hogy f értéke az © = 0,4y ... GpAns 10012 - .. pontban éppen c legyen. Irjunk
ui. az n-edik jegy utidn 7-es jegyeket mindaddig, amig a 7-esek ardnya nem lesz
nagyobb c-nél. Amint az ardny nagyobb, mint c, irjunk 7-t6l kiilonb6z6 jegyeket
addig, amig az ardny c ald nem megy. Ezutdn ismét irjunk 7-eseket stb. Konnyen
lathatd, hogy az igy konstrudlt = szdmra f(x) = c. Mivel a < x < b, ezzel az
allitast belattuk.

Legyen A = { € [0,1]: 0 < f(x) < 1}. Mivel f Borel-mérhets, ezért
A Borel-halmaz. Legyen g(z) = tg ((f(z) — (1/2)) - w), hax € A, és legyen
g(x) = 0, haz € [0,1] \ A. Nyilvanvalo, hogy a g fiiggvény [0, 1] minden
részintervallumédban felvesz minden értéket. TetszGleges ¢ € R-re és x € A-ra
g(x) < ¢ <= f(x) < (1/2) + (arctgc)/m. Mivel f Borel-mérhetd, ezért az
{z: g(x) < ¢} halmaz Borel minden c-re, és ebbdl konnyen adddik, hogy ¢ is
Borel-mérhet6.

155. Legyen A C RP adott. Megmutatjuk, hogy az f: A — R fliggvényt egy-
értelmiien meghatdrozzék az A(f < r) (r € Q) halmazok. Valdban, tegyiik fel,
hogy egy g: A — R fiiggvényre teljesiil, hogy A(g < r) = A(f < r) minden
r € Q-ra. Ekkor ¢ = f. Ha ugyanis f(x) # g(x) valamely © € A-ra, akkor
A(g <) # A(f < r) minden olyan r € Q-ra, amely f(z) és g(x) kozott van.

Legyen (r,) a raciondlis szdmok egy sorozatba rendezése. Minden f € F;
figgvényhez rendeljiikk hozza azt az Ag, Ay, ... halmazsorozatot, amelyre Ag
egyenld f értelmezési tartomanyaval, és A,, = Ao(f < rp) mindenn = 1,2, .. .-
re. A fentiek szerint kiilonb6z6 Fp-beli fiiggvényekhez kiilonbdz6 halmazsoroza-
tokat rendeltiink hozza.

Az 57. feladat szerint RP-nek kontinuum sok Borel-részhalmaza van. Mivel
az Ag, Aq, . .. halmazsorozatok minden tagja Borel, ezért ezen halmazsorozatok
szdma legfeljebb M0 = (280)No — 9foNo — oo — . Ezzel belattuk, hogy
Fp szamosséaga legfeljebb kontinuum. Mivel F;, szdimossaga legalabb kontinuum
(hiszen a konstans fiiggvények elemei F,-nek), ezért F;, szdmossdga pontosan
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kontinuum.

156. A megoldasi otlet gondolatét alkalmazva azonnal adédik, hogy

A= ﬂ (([CL?b]\AT) XR)U([CL,[)] X [O,T]).

reQ, r>0

Ha f Borel-mérhetd, akkor az A,, ([a,b] \ A,) x R, [a,b] x [0,r] halmazok
mindegyike Borel-mérheté minden r-re, teht ugyanez igaz A-ra.

Most tegyiik fel, hogy A Borel. Be kell ldtni, hogy ekkor f Borel-mérhetd,
vagyis hogy az E. = {x € [a,b]: f(z) > ¢} halmaz Borel minden ¢ € R-re.
Nyilvanval6, hogy © € E. <= (z,¢) € A minden z € [a,b]-re. Igy E.
megegyezik az A° = {z: (x,c) € A} szekcidval. Ezért elég annyit beldtni, hogy
ha B c R? Borel, akkor a B¢ szekcié (mint R részhalmaza) is Borel. Legyen
¢ € R rogzitett, és legyen A azon B C R? halmazok rendszere, amelyekre B¢
Borel. Konnyd ellendrizni, hogy A olyan o-gyir(, amely tartalmazza a nyilt
halmazokat. fgy A minden sikbeli Borel-halmazt is tartalmaz, amivel az 4llitast
belattuk.

157. A Dirichlet-fiiggvény majdnem mindeniitt egyenld az azonosan 0 fligg-
vénnyel, de sehol sem folytonos. fgy (ii)#=(i). Haa < ¢ < b, akkor a Xa,d]
fiiggvény egyetlen pont kivételével folytonos, de nincs olyan g : [a, b] — R foly-
tonos fiiggvény, amelyre f = ¢ majdnem mindeniitt. fgy (1)#=(ii). Tehat egyik
allitasbol sem kovetkezik a mésik.

158. Legyen c € R tetszGleges. Belatjuk, hogy az A. = {z € [a,b]: f(x) <c}
halmaz Lebesgue-mérhetd. Legyen f szakadasi pontjainak halmaza D. Ekkor a
feltevés szerint A\(D) = 0. Minden x € A, \ D pontban f(x) < cés f folytonos
x-ben. Igy van olyan &, > 0, hogy f(y) < ¢ minden y € (z — 6, x + 6, )-re. Ez
azt jelenti, hogy (z — 5, + 0;) C Ac minden z € A, \ D-re. Jeloljik G-vel az
U{(SL‘ — 0z, +65): x € Ac\ D} halmazt. Ekkor G nyilt, és G C A.. Mdsrészt
A\ D C G, tehdt A. \ G C D, ésigy \(A. \ G) = 0. Ebbdl kovetkezik, hogy
A, = GU(A;\ G) Lebesgue-mérhetd.

159. Legyen A C [a,b] sehol sem siird, zart és pozitiv mértékd halmaz (lasd a
103. feladatot). Ekkor az f = x 4 fiiggvény Lebesgue-mérhetd, mert A Lebesgue-
mérhetS. Legyen E C [a, b] tetszSleges nullmértékd halmaz. Ekkor A \ E # 0.
Haz € A\ E, akkor f megszoritdsa az [a, b] \ E halmazra nem folytonos x-ben.
Ez abbdl kovetkezik, hogy f(x) = 1, de  minden kornyezetében van olyan nyilt
intervallum, amelyen f nulla. Egy ilyen nyilt intervallumbdl E-t elhagyva még
mindig maradnak olyan pontok, amelyekben f értéke nulla, tehdt f|(, )\ z nem
folytonos z-ben.

160. El6szor beldtjuk, hogy ha A C [a, b] Lebesgue-mérhet, akkor minden & >
O-ra van olyan g: [a,b] — R lépcsdsfiiggvény, hogy A\({z € [a,b]: xa(x) #
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g(x)}) < e. Ugyanis a 123. feladat allitdsa szerint van olyan B halmaz, amely
véges sok szakasz unidja, és amelyre \(AAB) < e. Ekkor g = xp 1épcsdstiigg-
vény, és nyilvan kielégiti a feltételt, hiszen

{z € [a,b]: xa(z) # g(z)} C AAB.

Most beldtjuk, hogy ha s: [a,b] — R egyszerl fiiggvény, akkor minden
g > 0-ra van olyan g: [a,b] — R 1épcsSsfiiggvény, hogy A({z € [a,b]: s(x) #
g(x)}) < e. Legyen s, = ¢; az A; halmazon, ahol Ay, ..., Aj diszjunkt Lebesgue-
mérhet$ halmazok, melyek unidja [a, b]. A fentiek szerint mindeni =1, ..., k-ra
van olyan g; 1épcsdsfiiggvény, hogy A({z € [a,b]: x4,(x) # gi(x)}) < e/k. Le-
k

gyen g = Z ¢ - gi- Ekkor g is 1épcs@sfiiggvény. Vildgos, hogy ha s(z) # g(x),

akkor Vaniozl;an i, hogy xa,(x) # gi(x). Tey A\({z € [a,b]: s(z) # g(x)}) <
k-e/k=ce.

A 144. feladat (ii) llitdsa szerint van olyan s: [a, b] — R egyszer( fiiggvény,
hogy A({x € [a,b]: |f(x)—s(z)| > €}) < /2. Legyen g olyan 1épcsisfiiggvény,
hogy A({z € [a,b]: g(x) # s(x)}) < /2. Ekkor A\({z € [a,b]: |f(z)—g(z)| >
e}) <e.

P

161. Az el6z6 (160.) feladat szerint minden n-re van olyan g,: [a,b] — R
1épeststiiggvény, hogy A({z € [a,b]: |f(z) — gn(x)] > 1/n}) < 1/n? gy
a 146. feladat allitasa szerint g, — f A-m.m.

162. Tegyiik fel el6szor, hogy f = xp, ahol B C A mérhetd. A 101. feladat
allitasa szerint van olyan F' zart halmaz és olyan G nyilt halmaz, hogy F' C B C
Gés NG\ F)<e.

Létezik olyan g: R? — R folytonos fiiggvény, amelyre xr < g < x¢. Ilyen
példaul a
dist (z,RP \ G)

9(z) = 7= (z,RP\ G) + dist (z, F)

fiiggvény, ahol dist (x, H) jeloli az x pontnak a H halmaztdl valé tdvolsdgat.
Ugyanis konny beldtni, hogy adott H halmazra a dist (z, H ) fiiggvény folytonos
(s6t Lipschitz) RP-n. Igy a fent definialt ¢ fiiggvény mindeniitt folytonos. (Vegyiik
észre azt is, hogy a g-t defindlé tort nevezGje mindeniitt pozitiv, mert F' és RP \
G diszjunkt zart halmazok, tehat nincs olyan x, amelynek mindkett6tSl nulla a
tdvolsdga.) Konnyen lathatd, hogy {x € A: xp(z) # g(x)} C G\ F, ezért
MA((xs # 9) < =.

n

Most legyen f egyszeri fiiggvény. Ekkor f = ZCiXBw ahol B; C A
i=1

Lebesgue-mérheté halmaz minden ¢+ = 1,...,n-re. Legyenek g1, ..., g, olyan
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n
folytonos fiiggvények, melyekre A\(A(xp, # gi)) < e/n. Hag = Z ¢ig;, akkor

i=1
nyilvan A\(A(f # g)) < e.

Most legyen f: A — R tetsz6leges mérhets fiiggvény. A 144. feladat (ii)
allitdsa szerint minden ¢ > 0-hoz van olyan s egyszer( fiiggvény A-n, amelyre
w(A(lf —s| > ¢)) < €/2. A fentiek szerint van olyan g: R — R folytonos
fiiggvény, hogy A(A(s # g)) < €/2. Ekkor A(|f — g| > ¢) < ¢, amivel a
feladatot megoldottuk.

” 7z

163. Az el6z6 (162.) feladat dllitdsa szerint minden n-re van olyan g, : RP — R
folytonos fiiggvény, hogy A(A,) < 1/n?, ahol

Ay = {z € BO,n): (|f(x) — gulw)] > 1/n}.

A Borel-Cantelli-lemma (64. feladat) szerint majdnem minden z € R? pont csak
véges sok A, -nek eleme. Minden ilyen pontban minden elég nagy n-re | f(z) —
gn()| < 1/n (hiszen x € B(0,n) minden elég nagy n-re). igy g, — f majdnem
mindeniitt. Ezzel (i)-et belattuk.

Legyen € > 0 adott. Bontsuk fel RP-t az egymésba nem nyuilé Kq, Ko, . ..
kockdk egyesitésére. A Jegorov-tétel szerint minden i-re van olyan F; C K;
halmaz, hogy A(E;) < /2%, és a g, — [ konvergencia egyenletes a K; \ F;
halmazon. Igy f folytonos a K; \ E; halmazra megszoritva. Legyen E =
oo

U (E; UOK;). Ekkor A(E) < ¢, hiszen A(O(K;)) = 0 minden i-re. Nyilvanvalo,
i=1

hogy f folytonos az R” \ E halmazra megszoritva.

164. Két megoldast adunk.

1. Az A(f = o0) és A(f = —o0) halmazok Lebesgue-mérhetSek. Igy a 101.
feladat dllitdsa szerint léteznek olyan U és V' G5 halmazok, hogy A(f = c0) C U
és A(f = —o0) C V, valamintaz U \ A(f = o0) és V' \ A(f = —o0) halmazok
nullmértékiek. Legyen B = A\ (U U V), és definidljuk a g: A — R fiiggvényt
a kovetkezOképpen: g(z) = f(z), haz € B, g(x) = oo, hax € UN A és
g(x) = —oo,haz € (V\U)N A. Ekkor ¢ = f majdnem mindeniitt. Vildgos,
hogy ha h: B — R Borel-mérhetd és i = g majdnem mindeniitt B-n, akkor a h
fiiggvényt az U N A halmazon végtelennek, a (V'\ U) N A halmazon pedig minusz
végtelennek definidlva olyan Borel-mérhet$ fiiggvényt kapunk, amely majdnem
mindeniitt egyenl$ f-fel A-n.

Feltehetjiik tehét, hogy f véges értékii. Terjessziik ki f-et RP-re Lebesgue-
mérhets fiiggvényként (legyen pl. f(x) = 0 minden x ¢ A-ra). A 163. feladat
(ii) allitdsabdl kovetkezik, hogy vannak olyan FE,, halmazok, hogy \(E,) < 1/n
és f folytonos A \ E,-en minden n = 1,2,...-re. Az FE,, halmazt lefedhetjiik
egy 1/n-nél kisebb mértéki nyilt halmazzal. Igy feltehetd, hogy E,, nyilt minden
n-re.
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o0
Legyen B,, = A\ E, (n =1,2,...)é B = U B, ekkor B olyan Borel-

n=1

oo
halmaz, amelyre A\ B C ﬂ E,, tehat A\ B nullmértékd. Legyen g(z) = f(z),
n=1
haz € Bésg(x) =0,hax € A\ B. Vildgos, hogy f = ¢g majdnem mindeniitt
A-n.
Mivel f folytonos a B,, halmazra megszoritva, ezért a 152. feladat 4llitdsa
szerint f|p, Borel-mérhetd. Ha tehdt ¢ € R, akkor B,(f < c¢) Borel-halmaz
minden n-re. Igy

Blg<c¢)=B(f<c)=|JBulf <0

n=1

is Borel-halmaz minden c-re. Mivel A(g < ¢) = B(g < c¢), hac < 0, illetve
A(g < ¢) = B(g < ¢)U(A\ B),hac > 0, ezért A(g < c) Borel-mérhetd
minden ¢ € R-re, tehat g Borel-mérhetd.

2. Az A, = {z € A: f(x) < r} halmaz Lebesgue-mérhetd minden r-re. A 101.
feladat allitasa szerint minden r-re 1étezik egy V, G5 halmaz ugy, hogy A, C V,,
és AV, \ A,) =0. [gyaz N = U (Vi \ A;) halmaz nullmértékd. Ismét felhasz-

reQ
nédlva a 101. feladat allitasat, kapunk egy W halmazt, amely G, nullmérték és

tartalmazza N-et.

Legyen g(x) = f(z),hax € A\ W,és g(x) = 0,haxz € AN W. Belatjuk,
hogy g Borel-mérhetd, és f = g majdnem mindeniitt. Az utébbi allitas nyilvan-
val6 a g fiiggvény definicijabodl. Legyen B, = {z € A\ W: g(x) < r} minden
r € R-re. Har € Q, akkor

B, ={z e A\W: f(z)<r}=A4\W=V\W,

hiszen V. \ 4, C W. gy B, két G halmaz kiilonbsége, tehat Borel (és Gy, ).
Mivel g = 0 a A N W halmazon, ezért az A(g < r) halmaz egyend B,-rel, ha
r < 0, illetve B, U (A N W)-vel, ha r > 0. Tehdt A(g < r) is Borel. Ha
¢ € R tetszdleges, akkor A(g < ¢) az A(g < r) halmazok uniéja, ahol r befutja
a c-nél kisebb raciondlis szamokat. Igy A(g < c¢) is Borel minden c-re, tehét g
Borel-mérhet6.

165. Legyen el6szor A kompakt, és f folytonos. Minden z € f(A)-ra le-
gyen ¢(z) a legkisebb olyan z € A, amelyre f(x) = z. Megmutatjuk, hogy
B = ¢(f(A)) kielégiti a feltételeket. Vilagos, hogy f a B halmazt kolcsono-
sen egyértelmien f(A)-ra képezi. Csak azt kell beldtnunk, hogy B mérhetS. Ha
x € A\ B, akkor van olyan y € A, hogy y < z és f(y) = f(z). Jeloljik
F,-nel azon x € A pontok halmazait, melyekre van olyany € A,y < x — 1/n,
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hogy f(y) = f(x). Konny( belatni, hogy F,, zart halmaz minden n-re. Mivel
o
B=A\ U F,,, ezért B Borel-halmaz, tehat mérhetd.
n=1
Most tekintsiik az dltaldnos esetet. A 163. feladat (ii) allitasabol kovetkezik,
o0

hogy vannak mérhet§ A, C A halmazok ugy, hogy A \ U A, nullmérték,
n=1

és f|a, folytonos minden n-re. Tudjuk, hogy mindegyik A,, tartalmaz azonos

mértékd F, halmazt (1asd a 101. feladatot). Bontsuk fel ezeket az F,, halmazokat

megszdmlélhatéan sok kompakt halmaz egyesitésére. Azt kapjuk, hogy vannak
o0

olyan K1, K, ... kompakt halmazok A-ban, hogy N = A\ U K, nullmértékd,
n=1
és f|k, folytonos mlnden n-re. igy f(K,) is kompakt minden n-re.

Legyen L = U f(K,). Ekkor L C f(A), és f~1(f(A)\ L) C N. Vi
n=1

lasszunk minden y € f(A) \ L-hoz egy z € N-et, amelyre f(x) = y. Ezen

x pontok egy N’ C N halmazt alkotnak, amelyet f kolcsonosen egyértelmiien

f(A)\ L-re képez. Mivel N’ nullmértékd, ezért mérhetd. Ha beldtjuk, hogy van
[e.e]

olyan E C U K, mérhetd halmaz, amelyet f kolcsonosen egyértelmien L-re
n=1

képez, akkor a feladat allitdsat belattuk, mert ekkor N '"UE olyan mérhetd halmaz,
amelyet f kolcsonosen egyértelmtien f(A)-ra képez.

Mar belattuk, hogy minden n-re van olyan E,, C K, mérhet6 halmaz, melyet
f kolcsonosen egyértelmien f(K,,)-ra képez. Legyen L, = f(K,,) \ U f(K

i<n

Ekkor L,, Borel-halmaz. Igy f *1(Ln) N K, is Borel-halmaz, hiszen f folytonos
K,,-re megszoritva. Legyen

UE N (L))

[e.e]
Ekkor F olyan mérhet6 halmaz, melyet f kolcsondsen egyértelmiien U f(Kp)=
n=1
L-re képez.
166. Legyen P az f fliggvény periddusainak halmaza. Nyilvanvalo, hogy a € P
esetén n - a € P minden n € NT-ra. A feltétel szerint P tartalmaz akdrmilyen
kicsi pozitiv szamokat. Ebbdl egyszerien kovetkezik, hogy P mindeniitt stirt
R-ben.
Legyen A, = {z € R: f(x) < ¢}. Ekkor z + a € A, minden z € A, és
a € P esetén. A 129. feladat megolddsdnak gondolatmenetét alkalmazva ebbdl
azt kapjuk, hogy A(A.) = 0 vagy A\(R\ A.) = 0. (A feladat megolddsanak
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gondolatmenete minden valtoztatas nélkiil érvényes Q helyett tetsz6leges minde-
niitt stirti halmazra is.) Az 4llitas a Steinhaus-tételbdl (127. feladat) is kovetkezik.
Ui. A; és R\ A. mérhet6 halmazok. Ha mindketten pozitiv mértékiek, akkor a
Steinhaus-tétel szerint az A, — (R \ A.) halmaz tartalmaz szakaszt, és igy tartal-
mazza f egy periddusat is. Ez azonban lehetetlen, mertha a = x —y, ahol z € A,
ésy € R\ A, akkor f(x) # f(y), tehdt a nem lehet periddus.

Azt kaptuk tehét, hogy A(A.) = 0 vagy A(R\ A.) = 0 minden ¢ € R-re. Ez
azt jelenti, hogy az A(f < ¢) és A(f > ¢) halmazok egyike nullmértékd minden
c-re.

Legyen C azon ¢ € R szdmok halmaza, melyekre A\(A4.) = 0. Ha C' = ),
akkor A(A(f > ¢)) = 0 minden ¢ € R-re, tehat f = —oo majdnem mindeniitt.
Ez azonban lehetetlen, mert feltettiik, hogy f véges értékd.

Ha C # () és nem korlatos feliilr6l, akkor u(A(f < ¢,)) = 0 egy alkalmas
¢n — 00 sorozatra. gy f = oo majdnem mindeniitt, ami szintén lehetetlen.

Tehat C' # () és feliilrdl korlatos. Beldtjuk, hogy f = d majdnem mindeniitt,
ahol d = supC. Legyenek a,, € C és b, ¢ C d-hez tart sorozatok. Ekkor

oo o

A(f <d) ¢ |JA(f < an) és A(f > d) C | A(f > bn) nullméreekil
n=1 n=1

halmazok, tehit A\(A(f # d)) = 0.

167. Be kell litni, hogy A(g o f < ¢) € A minden c-re. Ez abbdl kivetkezik,

hogy g Borel-mérhet6, ezérta B = {y € R: g(y) < ¢} halmaz Borel. Igy a 138.
feladat 4llitasa szerint f~'(B) € A, tehat A(go f < ¢) = f}(B) € A.

168. El6szor konstrudlunk egy differencidlhaté és szigorian monoton f: R —
R fiiggvényt, amely egy pozitiv mértékli halmazt nullmértékibe képez. A 103.
feladat szerint van olyan zdrt F C R halmaz, amelyre int F = () és \(F') >
0. Ekkor a dist (z, F) fiiggvény (az = pontnak az F’ halzmaztél vett tdvolsdga)

mindeniitt folytonos és nemnegativ. Legyen f(z) = dist (¢, F') dt minden

x € R-re. Ekkor f mindeniitt differencialhat6 és monoton nov6. Mivel F' sehol
sem sird, ezért dist (z, F') > 0 egy mindeniitt stird nyilt halmazon, és ebbdl
egyszertien kovetkezik, hogy f szigorian monoton novo.

Ha 2 € F, akkor dist (z, F) = 0, tehat f'(z) = dist (z,F) = 0. Igy
a 109. feladat allitasa szerint f(F') nullmértékd. Legyen F C F' nem-mérhetd
halmaz. (Ilyen van a 135. feladat allitdsa szerint.) Ekkor f(E) C f(F), tehat
f(E) nullmértékd. Legyen g = x 7(E)» ekkor g nyilvan Lebesgue-mérhetd.

Azonban g o f nem Lebesgue-mérhetd, hiszen g o f = x .

169. (i) Jelolje I,, a Cantor-halmaz kiegészits intervallumainak sorozatit (n =
1,2,...). Vildgos, hogy tetszileges g: R — R fiiggvényre g o f konstans az I,
intervallumok mindegyikén. Ezért minden ¢ € R-reaz A, = {z € R: go f(z) <
¢} halmaz el6dll mint az I,, intervallumok koziil néhdny (esetleg végtelen sok)
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unidja, plusz a Cantor-halmaz egy részhalmaza. Mivel a Cantor-halmaz minden
részhalmaza Lebesgue-mérhet6 (mert nullmértékd), ebbdl kovetkezik, hogy A,
Lebesgue-mérhetd.

(ii) Az allitas nem igaz. Jel6ljikk C'-vel a Cantor-halmazt. Az 57. feladat sze-
rint R Borel-halmazainak rendszere kontinuum szamossagi. Mivel C'-nek tobb,
mint kontinuum sok részhalmaza van, ezért van olyan H C C halmaz, amely nem
Borel. Feltehetjiik, hogy H nem tartalmazza C egyetlen kiegészitd intervalluma-
nak egyetlen végpontjit sem. Ugyanis ezen végpontok halmaza megszamlalhato,
tehat elhagyva 6ket H-bdl a maradék halmaz sem lehet Borel.

Legyen g = xy(m)- Beldtjuk, hogy g o f nem Borel-mérhetS. Legyen K =
{z € R: gof(x) > 0}. Konnyen lithat6, hogy z € K < f(z) € f(H) <
x € H, mert a H-ra kirétt feltételbsl kovetkezik, hogy f~1(f(H)) = H. igy
K = H, tehat K nem Borel, és g o f nem Borel-mérhetG.

170. Tegyiik fel, hogy f: R — R Borel-mérhetd, és az értékkészlete megszam-
lalhaté. Belatjuk, hogy g o f Borel-mérhetd minden g: R — R fliggvényre.

Legyen f értékkészlete a megszdmlalhaté M halmaz. Ekkor f~*({z}) Borel-
halmaz minden x € M -re. TetszSleges g fiiggvényre a go f fiiggvény konstans az
f~1({z}) halmazok mindegyikén. Igy barmely ¢ € R-reaz {z € R: (gof)(z) <
c} halmaz az £~ ({z}) halmazok koziil néhdnynak (esetleg végtelen soknak, de
mindenképpen megszamldlhatéan soknak) az unidja. Ebbol kovetkezik, hogy
{z € R: (g o f)(x) < ¢} Borel-halmaz minden c-re, tehéit g o f Borel-mérhetG.

Most belatjuk, hogy a fent megfogalmazott feltétel sziikséges is. Ha g o f
Borel-mérhetd minden ¢ fiiggvényre, akkor ez a g(x) = x fiiggvényre is igaz,
tehat f Borel-mérhetd.

Jeloljiikk f értékkészletét Y -nal, és tegyiik fel, hogy Y nem megszamlalhatd.
Mivel f Borel-mérhetd, ezért ekkor Y kontinuum szamossagu (lasd a I11.7.9. Té-
telt és a 11.9.2. Kovetkezményt kovetd megjegyzést a [6] jegyzetben). A 155.
feladat allitasa szerint az R — R Borel-mérhet6 fiiggvények halmaza kontinu-
um szdmossagui. Igy ezen fiiggvények értékkészleteinek halmaza is kontinuum
szdmossagu, tehdt van olyan H C R halmaz, amely nem értékkészlete egyetlen
R — R Borel-mérhetd fiiggvénynek sem. Mivel Y kontinuum szdmossigu, ezért
van olyan g: R — R fiiggvény, amelyre g(Y) = H. Ekkor a g o f fiiggvény
értékkészlete H, tehat g o f nem lehet Borel-mérhetd.

171. Tegyiik fel, hogy f Lebesgue-mérhets, és van olyan N C R nullmértéki
halmaz ugy, hogy az f fiiggvénynek az R \ N halmazra valé megszoritdsanak az
értékkészlete megszamlalhatd. Az el6z6 (170.) feladat megolddsdnak gondolat-
menetét alkalmazva konny(i belatni, hogy tetszéleges g: R — R fiiggvényre a
g o f fuggvény Lebesgue-mérhetd.

Most belatjuk, hogy ez a feltétel sziikséges is. Ha g o f Lebesgue-mérhetd
minden g fiiggvényre, akkor ez a g(x) = x fiiggvényre is igaz, tehat f Lebesgue-
mérhetd. Beldtjuk, hogy az f \R\ n megszoritas értékkészlete megszamlilhato egy
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alkalmas N nullmérték{i halmazra. Ezt bizonyitandé feltehetjiik, hogy f Borel-
mérhetS. Ui. f-et egy nullmértékd halmazon megvaltoztatva sem a feltétel (vagy-
is hogy go f Lebesgue-mérhetd minden g fiiggvényre), sem pedig az allitds (vagy-
is hogy f|r\n €értékkészlete megszamldlhat6 egy alkalmas N nullmértékd hal-
mazra) nem valtozik. Mivel f Lebesgue-mérhetd, ezért a 164. feladat szerint egy
alkalmas nullmértékti halmazon megvaltoztathatjuk dgy, hogy Borel-mérhet6 le-
gyen.

Legyen tehat f Borel-mérhets fiiggvény, amelyre teljesiil, hogy go f Lebesgue-
mérhetd minden g fliggvényre. Tegyiik fel, hogy f|g\n értékkészlete nem meg-
szamlalhat6 tetsz6leges N nullmértékd halmazra. Ezt feltéve konstrudlunk egy
g: R — R fiiggvényt, amelyre a g o f fliggvény nem Lebesgue-mérhetd, ellentét-
ben a feltevéssel.

A 155. feladat 4llitdsa szerint az R — R Borel-mérhetd fiiggvények halma-
za kontinuum szamossdgu. Igy ezen fiiggvények értékkészleteinek £ halmaza is
kontinuum szdmossdgi. Nyilvanvald, hogy ha ) # A C R Borel és h: A — R
Borel-mérhetd, akkor h(A) € &, hiszen h-t kiterjeszthetjiik R-re Borel-mérhet
fiiggvényként ugy, hogy az értékkészlete ne véltozzon (legyen h(x) = ¢ minden
x € R\ A-ra, ahol ¢ € h(A)).

Tekintsiik azon (N, H ) parok halmazat, amelyekre N egy nullmértéki Borel-
halmaz és H € £. Ezen parok halmaza kontinuum szdmossagd. Legyen (N, H,,)
(o < k) ezen pérok egy transzfinit felsoroldsa, ahol x a legkisebb kontinuum
szdmossdgul rendszdm. A g fiiggvényt ugy fogjuk megkonstrudlni, hogy minden
o < K-ra

(9o f)(R\ No) # Hq (42)

teljesiiljon. Ez biztositani fogja, hogy g o f nem Lebesgue-mérhets. Ha ugyan-
is g o f Lebesgue-mérhetd lenne, akkor a 164. feladat szerint volna olyan N
nullmértékd Borel-halmaz, amelyre (g o f)|r\y Borel-mérhetd, és igy a H =
(go f)(R\ N) halmazra H € & teljesiilne. Azonban (N, H) = (N,, H,) vala-
mely a-ra, és ez ellentmond (42)-nek.

Legyen 29 € R\ Ny és yp € R\ {0} tetsz8leges. Legyen g(f(x0)) = o,
ha yo ¢ Ho, és g(f(z0)) = yo + 1, hayy € Hy. Legyen a < k, és tegyilk
fel, hogy az xg és ys szdmokat mdr definidltuk minden 3 < a-ra. A feltétel
szerint f(R\ N, ) nem megszamlalhatd. Ezért f(R\ NV, ) kontinuum szamossagu,
mert f(R\ N,) € &, és £ minden eleme vagy megszdamlalhatd, vagy kontinuum
szamossagu. (Lasd a I1.7.9. Tételt és a I11.9.2. Kovetkezményt kovetd megjegyzést
a [6] jegyzetben.) Igy vélaszthatunk egy olyan z, € R\ N, pontot, amelyre
f(za) # f(zp) minden B < a-ra. Legyen

yoa ER\{yp+k: f<a, keZ}u{0})

tetszSleges, és legyen g(f(2a)) = Ya» ha yo ¢ Ha, és g(f(2a)) = Yo + 1, ha
Yo € Hy,.
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Az eljarast folytatva definialjuk az ., Yo, 9(f (24 )) szdmokat minden o < k-
ra. Definidljuk g-t nulldnak az R \ {f(z,): o < k} halmaz minden pontjéban.
Ezzel a g fiiggvényt mindeniitt definialtuk.

Belatjuk, hogy (42) teljesiil minden c-ra. Valdban, a konstrukciébdl vildgos,
hogy ha y, € H,, akkor g o f sehol sem veszi fel az y, értéket, ha viszont
Yo & Hy, akkor g(f(zq)) = yo- EbbOI (42) nyilvanvald.

172. Vilagos, hogy ha f konstans, akkor fog is konstans, tehat Lebesgue-mérhetd
minden g: R — R fliggvényre.

Most tegyiik fel, hogy f: R — R nem konstans. Legyen f(a) # f(b) va-
lamely a,b € R-re, és legyen H C R egy tetszleges nem Lebesgue-mérhets
halmaz. Ha g(z) = a, hax € H és g(x) = b, hax ¢ H, akkor f o g nem
Lebesgue-mérhetd, mert {x € R: (fog)(z) = f(a)} = H.

173. A megoldas soran jelentse a mérhetd sz6 a Borel-mérhetd, ill. a Lebesgue-
mérhetd kifejezések barmelyikét (de végig ugyanazt).

(1) Jeloljiik A4-szal azon z € A pontok halmazat, amelyek jobb oldali torlédasi
pontjai A-nak. Ekkor D f értelmezési tartomanya A . Mivel A\ A, megszdm-
lalhat6, ezért A mérhetS, ha A mérhets.

Rogzitsiink egy c valés szamot. Belatjuk, hogy A, (D™ f < ¢) mérhetd, ha A
mérhetd.

Legyen A, azon x € A, pontok halmaza, melyekre f(y) — f(z) <
(c+(1/k))- (y—x) minden z <y <z+1/n, y € A pontra. Ekkor A, (D" < ¢) =

o

o0
ﬂ U Ap k. Igy elég belatni, hogy Ay, i, mérhetS, ha A mérhetd.
k=1n=1
Ez abbdl kovetkezik, hogy A, ;. relative zart A -ban, azaz x; € A, 1, v; —

x € Ay esetén x € A, ). Valoban, legyen z < y < x4+ 1/nésy € A.
Ekkor z; < y < m; + 1/n minden elég nagy i-re. Mivel z; € Ap 1, ezért
fly) = f(x;) < (e+ (1/k)) - (y — x;) minden elég nagy i-re. Marmost a feltétel
szerint f folytonos A-n, ezért

fy)=f (@)= lim (f(y)=f(2:) < lim (c+(1/k))-(y—zi) = (c+(1/k))-(y =)
1—00 1—00
Ezzel tulajdonképpen azt lattuk be, hogy A, . = ANclA, . Igy Appaz Ay
halmaznak egy zart halmazzal val6 metszete. Ebbd] vildgos, hogy A,, . mérhetd,
ha A mérhetd.
A tobbi Dini-derivalt mérhetdsége ugyanigy bizonyithatd. Ezzel (i)-et belat-
tuk.

(ii) Jeloljiik A;-gyel azon x € A pontok halmazat, amelyek torl6dési pontjai A-

nak, és amelyekben a véges f'(z) = lim (f(y) — f(z))/(y — =) hatérérték
y—x, yeA

létezik. Azt kell belétni, hogy ha A mérhetd, akkor A; is mérhetd, és f’ mérhetd
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Ap-en. Vildgos, hogy f folytonos Aj-re megszoritva, tehit A; C Cy. A 46.
feladat (ii) dllitdsa szerint ha A mérhetd, akkor ugyanez igaz C'y-re is.

Jeloljiik C}—Vel a C'y halmaz kétoldali torl6ddsi pontjainak halmazat. Tudjuk,
hogy C \ C} megszamlalhat6 (1. a 38. oldalt). A mar bizonyitott (i) allitas szerint
f Dini-derivaltjai mérhetSek a C’} halmazon. igy az

Ay = {w € Cj: D* f(z) = D1 f(w) = D™ f(x) = D_f(x) € R}

halmaz szintén mérhet6. Marmost A; csak egy megszamlalhaté halmazzal bé-
vebb As-nél, ezért A; is mérhetd.

174. Mivel f*( ) =ctés f(x)=¢c, mlnden n-re, ezért konnyen lathatéan

/f+du es/f dp = (An).fgyaz/fd,uintegrél
A

akkor és csak akkor létezik, ha Z crp(Ay) és Zc u(Ay) legaldbb egyike
n= 1
véges, es az integdl értéke akkor és csak akkor Veges ha mindkét 0sszeg véges,

azaz ha Z cnib(Ay,) abszoldt konvergens.

n=1

oo
175. Nyilvanvalo, hogy f = Z XA, - BEzért a nemnegativ tagu sorok tagonkénti

n=1
integrdlhatdsdga szerint

/deu=§:1/xx,4ndu=§;u(&)

176. Legyen a; = p(A;) és a;j = u(A; N A;j). Nyilvanvald, hogy / XA, dp =
b's

a; és/ XA; XA, dp = a; j minden 1 <4, j < n-re. Legyen f = ZXA Ekkor
=1

/Xf2d/~L:/ ZXA +2- ZXAQA dp = Zaz+2 Zal,]

1<j 1<j

A Cauchy—Schwarz-egyenl6tlenség szerint

/deuﬁ\//Xf2du-\//xldu=\//xf2du,
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2
azaz / f2du > ( / f du) . Ezt a fentiekkel 6sszevetve azt kapjuk, hogy
X X

Zal—i-Z > ai; > (;aJ Za +2-) aa,

1<j 1<J

Z Qg5 > Z a;tj — b, (43)

1<J 1<J

azaz

1 n

ahol b = EZ(Q —a?). Az1 < i < j < n parok szama n(n — 1)/2, ezért
i=1

(43)-bol kovetkezik, hogy legaldbb egy ¢ < j parra a; ; > a;a; — W. Mivel

x—2% < 1/4 minden = € [0, 1]-re, ezért b < n/8, n(n_bl)/Q < 4(n1_1), tehat

legaldbb egy i < j parra a; ; > a;a; — 1/(4(n —1)).

177. A megoldasi otletben 14ttuk, hogy olyan példat kell konstrudlnunk, amely-
ben [0, 1] (majdnem) minden pontja a halmazok koziil pontosan n/2-nek eleme.
Ebbdl maris adédik, hogy n paros szdm kell, hogy legyen; paratlan n-re ilyen
példa nincs (mert akkor (16)-ban nem &llhat egyenl&ség).

Legyen n pdros. A megkonstrudlandé halmazok [0, 1]-et 2" diszjunkt részre
osztjdk. Ezek az Ail N ...N A" halmazok, ahol ¢; = 41 minden i-re, ahol
A} = A; és A7 = [0,1] \ A;. Mivel minden pont a halmazok koziil pontosan
n/2-nek eleme, ezért csak azok az Ail N...NA:" lesznek nem-iiresek, amelyekre

az £;-k kozott pontosan n /2 egyenld 1-gyel. Ezek szdma < 72) . Ezért kézenfek-
n

v6, hogy [0, 1]-et osszuk fel ( n2> egyenld részintervallumra, és a részeket fe-
n

leltessiik meg azoknak az n hosszisagu +1-sorozatoknak, amelyekben pontosan
n/2 tag egyenld 1-gyel. Legyen minden ¢ = 1,...,n-re A; azon részek unidja,
amelyekre teljesiil, hogy a résznek megfeleltetett n hosszisagid +1-sorozatnak az
i-edik tagja 1.

Belatjuk, hogy ez a rendszer kielégiti a feltételeket. Az A; halmaz (( 7;2_)1 1) db
1/(, /2) hossziisagi intervallum uniGja. Igy A; mértéke (( /2) )/(n/2) 1/2
minden ¢-re. Ha i # j, akkor A; N A; azoknak a részintervallumoknak az unidja,

amelyekre teljesiil, hogy a megfe1e16 n hosszisdgui +1-sorozatnak az i-edik és a
j-edik tagja is 1. gy 4; N Aj mértéke

(@jars) 1 1
(J) 4 A1)

178. Legyen k > 1/(4e1). A 176. feladat dllitasa szerint az A,, halmazok ko-
ziil barmely k kozott van kettd, amelyek metszetének a mértéke nagyobb, mint
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¢* — e1. A Ramsey-tétel szerint ebbSl kovetkezik, hogy az A, halmazok ko-

zil kivélaszthatunk végtelen sokat gy, hogy a kivdlasztott halmazok koziil bar-
mely ketté metszetének a mértéke nagyobb, mint ¢ — ;. Legyenek ezek az
Any s Angy, - .. halmazok, ahol n; < ny < .... Az okoskoddst megismételve az
Apn,, An,, . .. halmazok sorozatdra, egy olyan részsorozatot kapunk, amelyek ko-
ziil barmely ketté metszetének a mértéke nagyobb, mint ¢? — min(e, e2). Le-

gyenek ezek az A, Am,, - .. halmazok, ahol m; < mg < ... az (ny,ne,...)
sorozat részsorozata. Ezekre megismételve az okoskoddst kapjuk az A, , A,,, . ..
halmazokat, és igy tovdbb. Ekkor az A, Ay, , Ap,, ... sorozat nyilvanvaléan

kielégiti a kovetelményeket.

179. Tegyiik fel (i)-et. A feltételt az azonosan 1 fiiggvényre alkalmazva azt kap-
juk, hogy u(R) = 1. Ha A € A feliilrél korlatos, akkor lim x4 = 0. Igy a
T—r 00

feltétel szerint / x4 dp =0, tehdt (A) = 0. Tehdt ekkor (ii) igaz.
R
Most tegyiik fel (ii)-t. Legyen f : R — R mérhet6 fiiggvény, amelyre
lim f = ¢ € R. Ekkor minden n > 1-re az {z: |f(z) — ¢| > 1/n} felulrl

T—00

korldtos, tehdt a feltétel szerint u({x: |f(x) — ¢| > 1/n}) = 0. Mivel ez minden
n-re igaz, ebbdl kovetkezik, hogy u({z: f(z) # c}) = 0, azaz f = ¢ y-m.m. Igy

a u(R) = 1 feltétel alkalmazdsaval kapjuk, hogy [ fdu = lim f. Ezzel (i)-et
R T—>00
belattuk.

[o.¢]
180. Két megoldast adunk. 1. Legyen g = Z |fn — f|- A nemnegativ tagu

n=1
sorok tagonkénti integralhatsaga szerint

_ - _ G 2
/Agd,u—nzz:l/AUn f|dﬂ<;1/n < 0.

Igy g integrdlhatd, tehat véges p-m.m. Ha egy x pontban g véges, akkor a g-t
definidlé sor konvergens, tehdt a tagjai nullidhoz tartanak. Ezért minden ilyen
pontban f,,(z) — f(x) — 0.

2. Legyen A, = A(|f, — f| > 1/+/n). Ekkor az /A\fn — fldu < 1/n?

[e.e]
feltételbdl adédéan p(A,) < 1/n2. Mivel Z 1/n%? < oo, ezért a Borel-

n=1
2 z

Cantelli-lemma elsé allitdsa szerint (64. feladat) y-m.m. x ponthoz van olyan ny,
hogy n > ng esetén x ¢ A, azaz | f,(x)— f(z)| < 1/y/n. Vildgos, hogy minden
ilyen pontban f,,(z) — f(x).

181. Tegyiik fel el6szor, hogy a = 0. Ekkor/ fifj dp = 0 minden i # j-re.
X
Legyen | f,| < K minden n-re. Legyen g, = (f1 + ...+ fn)/n. Be kell latnunk,
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hogy g, — 0 py-m.m. Mivel
no g2
24 9. o f nof2 K2
/ g2 dp = / Sl s iy, / Tt gy < 1
X X x n n

n2

minden n-re, ezért a 180. feladat (kissé mddositott) allitdsa szerint gig — 0, azaz
Jp2 — 0 p-m.m.

Megmutatjuk, hogy ha egy x pontban g,2(x) — 0, akkor g, (z) — 0. Val6-
ban, han’® < k < (n+ 1)2, akkor

f1+---+fk f1+'--+fn2

9k — gn2 = k - n2 =
(2 —k) - (fi+. ..+ fo2) +0% (frog1 + -+ fr)
N n2k '

Mivel 0 < k — n? < 2n és | f;| < K minden i-re, ezért

on-n?-K n2-2n-K<2K 2K 4K

_ < il ettt
195 = gn2] < n2k + n?k T n + n n

Ebbdl nyilvanvals, hogy ha lim g,,2(z) = 0, akkor lim g (z) = 0. gy g — 0
n—00 k—o00
p-m.m., amivel az a = 0 esetet elintéztiik.
Ha a € [0, 1] tetszGleges, akkor a h,, = f,, — a fiiggvényekre teljesiil |h,| <
K + a, / hndp = 0és / hphp dp = 0 minden n # m-re. Az utébbi azért
X

. X
1gaz, mert

[ b= [ (=)= )i =

/fnfmdu—a /fmdﬂ—a /fndqua

=a’—ad’*—d’+ad*>=0.

Igy a mér bizonyitott 4llitas szerint (h1+. ..+h,)/n — 0 u-m.m., amib&l azonnal
adodik, hogy (f1 + ...+ fn)/n — a p-m.m.

182. Legyen f,, = x4, minden n-re. Ekkor / frndp = u(A4,) = aés
X

fofmdu = p(A, N A,) = o minden n # m-re. Mivel az f,, fiiggvé-

P

nyek ko6zos korlat alatt vannak X -en, ezért az el6z6 (181.) feladat allitasa szerint
lim (fi(z) + ...+ fu(z))/n = a p-m.m. x € X-re. Konnyen lathatd, hogy
n—o0

filx)+ ...+ fu(z) = Ap(z), ésigy Ap(z)/n — a p-m.m. z-re.

183. Jelolje H,, azon x € [0, 1] szdmok halmazat, amelyek ¢ alapu szdmrendszer-

s 2 2

beli felirdsdban az n-edik jegy s. Konnyi ellendrizni, hogy H,,-et gy kaphatjuk

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos
Megolddsok 183

meg, hogy a [0, 1] intervallumot ¢" ! egyenld részre osztjuk, és az osztinterval-
lumok mindegyikébdl kivalasztjuk egy alkalmas g-ad részét. Igy \(H,) = 1/q
minden n-re. Han < m, akkor a H,, N H,, halmazt 4gy kaphatjuk meg, hogy
a H,, halmazt alkot6 1/¢" hosszisédgu intervallumok mindegyikébdl kivélasztjuk
egy alkalmas g-ad részét. Igy \(H,NH,,) = ¢"'/¢"*! = 1/¢* minden n # m-
re. Ezért az el6z6 (182.) feladat allitasa szerint, ha megszamoljuk, hogy az = pont
a Hq, ..., H, halmazok koziil hdnynak eleme, akkor a kapott A,,(X) szdmra tel-
jesiil, hogy A, (z)/n — 1/q m.m. z-re. Mivel nyilvdnvaléan A, (z) = B,(z),
ezzel a feladatot megoldottuk.

o0
184. Legyen f, = x4, minden n-re. Azt kell beldtni, hogy Z fu(z) = o0

n=1
pu-m.m. z € X-re.

Legyen a,, = u(Ay) és s, = aj + ...+ a, minden n-re. Beldtjuk, hogy

n

/(f1+...+fn—sn>2du=sn—Za%- (44)
X

=1

Valéban, ff = f; és / fi di = a; minden i-re, tovabba
X

/X fifidp = p(Ai 0 Aj) = p(A;) - u(A;)

minden ¢ # j-re, tehat (44) bal oldala

n

n
Zai+2 Z aiaj—ks%—QZaisn:
i=1

1<i<j<n i=1
n 2 n
:sn+<2ai> —Za?+s%—2si:sn—2a?.
i=1 i=1 i=1

Legyen B, = X (|f1+ ...+ fn — Sn| > sn/2). Ekkor (44) alapjan

1
Sn >/ (fi+ ...+ fo—sn)idu> Zsi.u(gn),
o0
tehdt i(By) < 4/sn. A feltétel szerint Y " a; = oo, azaz s, — co. Legyenek
=1

o
ny < ng < ... olyan indexek, melyekre s,, > k2. Ekkor 24/87% < 00,
k=1

s

[e.e]
tehat Z w(By,) < oc. Igy a Borel-Cantelli-lemma els§ éllitasa szerint (64.
k=1
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feladat) y-m.m. = € X-re x ¢ B, teljesiil végtelen sok n-re. Minden ilyen
pontban fi(x) + ...+ fn(x) > s,/2, amivel belattuk, hogy y-m.m. z € X-re
fi(@) + ...+ fulz) > s,/2 teljesiil végtelen sok n-re. Igy y-mm. 2 € X-re
oo

Z fn(z) = 00, és ezt kellett belatni.

185. Legyen B, = X \ A, minden n-re. Ekkor u(B; N B;) = u(B;) - n(By)
teljesiil minden ¢ # j-re. Val6ban,
WA By) = A\ Ay) = j(Ay) — pu(A; 1 Ay) =
= w(Ai) — p(Ai) - p(Aj) = p(Ai) - u(Bj)

w(B; N Bj) = pu(Bj \ A;) = pu(Bj) — pu(Bj N A;) =
= u(Bj) — p(4i) - u(Bj) = p(Bj) - u(Bi).

fgy a Borel-Cantelli-lemma szerint (64. és 184. feladatok) u (lim sup Bn) érté-

n—oo
ke 0 vagy 1 aszerint, hogy Z w(By) < oo vagy Z w(By) = oo.
n=1
Mivel hm mf A, = X \ limsup By, ezért u (hm inf A ) értéke 0 vagy 1
n—00 n—oo

aszerint, hogy Z(l — u(Ay)) = oo vagy Z(l — u(A,
n=1

186. Legyen Ay = {z € [0,1]: f(x) =k} (k=1,2,...). Egy x € [0,1] szdm
akkor és csak akkor eleme Aj-nak, ha x elsé k — 1 tizedesjegye kozott nincs 1-
es, és a k-adik tizedesjegye 1-es. Az 50. feladat megolddsanak gondolatemenete
szerint A véges sok nyilt szakasz és véges sok pont unidja. Azon k hosszisaga
sorozatok szdma, amelyekben az els6 k — 1 tag mindegyike a 0, 2,...,9 jegyek
valamelyike, a k-adik tag pedig 1, egyenld 9*-gyel. Tgy A\(A;) = 9%~1/10".

Ebbdl
1 o0 gk—1 1 0 o1
dX\ = ke —=—" k-(9/10)""
[0yt o b S

Az utébbi Osszeget a kovetkez8képpen hatdrozhatjuk meg. Ismeretes, hogy

o0
Z 2 =1/(1 — x) minden z € (—1,1)-re. A hatvanysor tagonként derival-
k—

[e=]

oo
hat6 (0, 1)-ben, tehat Zk ~z" 1 = 1/(1 — 2)? minden z € (—1,1)-re. Igy
k=1

1
k- (9/10)F1 = 100, és/ fdx = 10.
0

NE

i

1
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187. Jeloljikk f,(z)-szel az x € [0, 1] szdm tizedestort alakjanak n-edik tize-
desjegyét. Ekkor f,, 1épcssfiiggvény, amely konstans az [(i — 1)/10",i/10"]
intervallum belsejében minden i = 1, ..., 10"-re. Kénnyen lathatd, hogy f,, ezen
intervallumok egytizedében veszi fel a 0, . . . , 9 értékek mindegyikét. fgy

1
/ fadA=10"1-(1+...+9) = 45/10.
0

oo
Nyilvanval6, hogy a feladatban megadott fiiggvény Z fi,-107". Igy f Lebesgue-

n=1
mérhetd, és a nemnegativ tagi sorok tagonkénti integrdlhatésdga szerint

1 >t <45 45 1 1
d\ = 107" di=y —— = .- =,
[ro=3 [ a-> g -5

188. Jeloljiik f,,(x)-szel az x € [0, 1] szdm tizedestort alakjdnak n-edik tizedesje-
1
gyét. Amint azt az el6z6 (187.) feladat megolddsdban lattuk, / frndX\ =45/10.
0

Ebbdl nyilvanvald, hogy / fn(z)dXy = 45/10. A feladatban megadott
[0,1]x[0,1]
fliggvény

gy = D) AW B )

10 102
fgy f Lebesgue-mérhetd, és a nemnegativ tagu sorok tagonkénti integralhatésiga

szerint
45 & 1
fdi=—- 107" = —.
/[O,I}X[O,l} 10 ; 2

+...

189. Jeloljik gn(z)-szel az € [0, 1] szam kettes szdmrendszerbeli alakjanak
n-edik jegyét. Ekkor f 1épcsGsfiiggvény, amely konstans az [(i — 1)/2",i/2"]
intervallum belsejében mindeni = 1,...,10"-re, és f ezen intervallumok felében

1
0-t vesz fel, a tobbi intervallumban pedig 1-et. fgy / gn d\ = 1/2. Nyilvanval6,
0

oo
hogy a feladatban megadott fiiggvény Z gn - 107", gy a nemnegativ tagi sorok

n=1
tagonkénti integralhatdsdga szerint

d\ = 10 "g,dr =S — =

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos
186 Megolddsok

190. Tegyiik fel elGszor, hogy f korlatos, és legyen | f| < K, ahol K > 0. A 160.
feladat 4llitdsa szerint van olyan g: [a,b] — R 1épcsssfiiggvény, hogy A\(A) <
e/4K, ahol A = {x € [a,b]: |f(x) — g(z)| > €/2(b — a)}. Feltehetjiik, hogy
lg| < K, mert kiilonben helyettesitjikk g-t a min(max(g, —K), K) fuggvénnyel.

Ekkor
/\f gldxr = /|f g|dA+/ ATCE

< 2K - A(A) + m-A([a,b]\A)<e

Most legyen f: [a,b] — R tetszSleges Lebesgue-integralhaté fiiggvény.
Legyen f,(x) = f(x), ha |f(x)] < n, és legyen fn(x) = 0 egyébként. Ekkor
lf — fn| < f és |f— fnl — 0 pontonként. Igy a nagy Lebesgue-tétel sze-

rint / |f — fnld\ — 0. Adott ¢ > 0-hoz valasszunk egy olyan n-et, hogy
a

/ |f — fnld\ < £/2 teljesiiljon. Mivel f,, korldtos, ezért van olyan g 1épcsss-
a

b b
fiiggvény, amelyre/ |fr — gld\ < /2. Ekkor/ |f — g|d\ < e, amivel az
a

a

allitast belattuk.

191. Legyen el6szor f: R? — R olyan korldtos mérhetd fiiggvény, amely elti-
nik a B(0,r) gombon kiviil. Legyen |f| < K. Az 162. feladat 4llitdsa szerint
van olyan h: R? — R folytonos fiiggvény, hogy A\(C) < ¢, ahol C = {z €
B(0,7): | f(z) — h(z)| > e}. Nyilvan feltehetjiik, hogy |h| < K. Ekkor

/ |f—h\d)\:/|f—h|d)\+/ If — hldA <
B(0,r) c BO)\C
<2K - ANC)+ AXB(0,r) e =M -¢,

ahol M = 2K + A(B(0,r)). Legyen g: R? — R olyan folytonos fiiggvény,
amely egyenl$ h-val a B(0,7) gombon, egyenld nulldval a B(0,r + ¢) gdmbon
kiviil, és |g| < K mindeniitt. Az A = B(0,7 + ¢) \ B(0,r) halmaz mértéke
kisebb, mint R - €, ahol R csak p-t6l és r-t6l fiigg. Ezért

/|fg]d>\§2K-R-s,
A

amibdl / |f — gl d\ < L - ¢, ahol L nem fiigg e-t6l. Mivel ¢ tetszGleges volt,

RP
ezzel az dllitdst ebben a specidlis esetben belattuk.
Végiil legyen f: R” — R tetszleges Lebesgue-integralhaté fiiggvény. Le-
gyen fn(z) = f(z), ha|z| < nés|f(x)] < n,éslegyen f,(zr) = 0 egyébkent.
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Ekkor |f — fu| < f.és |f — fa| — O pontonként. Igy a nagy Lebesgue-tétel
szerint |f — fuldA — 0. Adott ¢ > 0-hoz vdlasszunk egy olyan n-et, hogy
RP

/ |f — fald\ < € teljesiiljon. Mivel f,, korldtos és eltlinik B(0,n)-en kiviil,
Rp

ezért van olyan g folytonos fiiggvény, hogy / | fn — gl d\ < e. Ekkor
RP

/lfgld)\é/ Iffn|d)\+/ |fn — gl d\ < 2e.
RP RP RP

192. Legyen ¢ > 0 adott, és legyen g: [a,b] — R olyan 1épcsGsfiiggvény,
b

amelyre / |f — gld\ < e. (Ilyen g létezését dllitja a 190. feladat.) Ekkor a
a

T

G(z) = / g d\ figgvény folytonos [a,b]-n, és |F(x) — G(z)] < ¢ minden
x € |a, b]—rg. Ez azt jelenti, hogy I egyenletesen megkozelithetd folytonos fiigg-

vényekkel, tehdt maga is folytonos.

b
193. Legyen / fdx = I. Tudjuk, hogy minden £ > 0-hoz van olyan F' : a =
a

n

2o < ... < x, = bfelosztds, hogy Sp— I < e. Itt Sp = Z M;(x; —x;—1), ahol
i=1

M; = sup f.Legyeng(x) = M; hax € [x;—1,z;) (i =1,...,n), és legyen

[ 1,24

b
g(b) = f(b). Ekkor s 1épcsosfiiggvény, f < g, és/ (9—flde=Sp—1<e.

b
Vannak tehdt olyan g,, 1épcsGsfiiggvények, melyekre / lgn — fldz < 1/n?

a
(n = 1,2,...). A 180. feladat szerint ekkor g, — f m.m. [a,b]-n, és igy f
Lebesgue-mérhetd. Mivel korldtos is, ezért Lebesgue-integrilhatd, és

b b b b b
/fd)\:/ fd\ = lim/gnd)\: hm/gndmz/ fdz.
a a n—oo a n—oo a a

194. Legyen g : [a,b] — R monoton és f : [a,b] — R Lebesgue-integralhato.
Tudjuk, hogy minden n-re van olyan f,: [a,b] — R folytonos fiiggvény, hogy

b
/ |f — fnldXA < 1/n. Legyen a < ¢, < b olyan, hogy
a

/abfn-gd)\:g(a),/acn fnd)\‘f‘g(b)./cjfnd)\' 4s)

Egy részsorozat kivalasztasa utan feltehet6, hogy a ¢, sorozat konvergens. Legyen
cn — c. Belatjuk (7)-et. Ehhez elég megmutatni, hogy n — oo esetén (45) bal
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oldala tart (7) bal oldalahoz, (45) jobb oldala pedig tart (7) jobb oldaldhoz. Az els6
Cn

allitas nyilvanvalo f,, vélasztasa alapjan. Most megmutatjuk, hogy fnd\ —
a

(&
/ f dA\. Ez abbdl kovetkezik, hogy
a

/fnd)\ /fd)\‘ /fnd)\ / fd/\‘ /fd)\ /fd)\‘

Marmost / fndA\ — / f dAnyilvanvalé f,, véalasztasa alapjan, / fdx—

C

/ f dXpediga 192. feladat allitasa. Ezzel belattuk, hogy / fnd\ — / fdA.

a

b
Hasonl6an 14that6, hogy / fndh — f d\. Igy (45) jobb oldala tart (7) jobb

oldalahoz, amivel (7)-et belattuk.
195. A 156. feladat megolddsdban lattuk, hogy

A= () b\ A) < R)U (g, 8] x [0,7])).

reQ, r>0

ahol A, = {z € [a,b]: f(z) < r}. Ha f Lebesgue-mérhets, akkor az A,,
([a,b] \ A;) X R, [a,b] x [0, r] halmazok mindegyike Lebesgue-mérhetd minden
r-re, tehat ugyanez igaz A-ra is.

Most tegyiik fel, hogy A Lebesgue-mérhetS. Ekkor a y 4 fliggvénynek 1étezik
az integralja R?-en. TetszGleges x € [a, b]-re

AumﬂuzxweRwameAbzAmJumzf@»

A Fubini-tétel szerint az = > / (xA)z d\ fuggvénynek létezik a Lebesgue-
R

integralja R-en. Igy ez a fiiggvény Lebesgue-mérhetS R-en. Mivel ennek a fiigg-
vénynek az [a, b] intervallumra val6 megszoritdsa f, ezért f Lebesgue-mérhets
[CL, b]-l’l

196. Legyen F' C |a,b] sehol sem siir(, zért és pozitiv Lebesgue-mértéki hal-
maz (14sd a 103. feladatot). Ekkor x r Borel-mérhet6, tehat Lebesgue-mérhet6 és
korldtos. A xr fiiggvény egy [a, b]-ben siirli halmazon (nevezetesen az [a, b] \ F
halmazon) nulla értéket vesz fel. Ez igaz akkor is, ha y p-t egy tetszleges null-
mértékd halmazon megvaltoztatjuk, ugyanis az [a,b] \ F' halmaz [a,b] minden
részintervallumaban pozitiv mértékdi. Tehat ha f = yr m.m., akkor f alsé in-
tegralja nulla. Ha f Riemann-integralhat6 lenne, akkor az integrélja nulla lenne.
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b
Ekkor a Lebesgue-integralja is nulla lenne a 193. feladat szerint, holott / fdx=
a

b
U/XTdA:A@U>O

197. Legyen I, a [0, 1] intervallum raciondlis végponti részintervallumainak egy
sorozatba rendezése. Minden n-re valasszunk ki egy J,, C I,, részintervallumot,
amelyre |.J,| < 1/n% Ekkor a Borel-Cantelli-lemma elsg allitasa szerint (64.
feladat) m.m. = € [0, 1] pont csak véges sok .J,,-nek eleme.

Legyen f, = |Jn|_1 - xJ, minden n-re. Ekkor f,, nemnegativ és Lebesgue-

[e.9]
mérhets fiiggvény [0, 1]-en, amelyre / fnd\ = 1. Az f = Z fn fiiggvény
In n=1
b
szintén nemnegativ, Lebesgue-mérhetd, és fd\=ocominden0 < a < b < 1-
a
re. Ugyanis minden 0 < a < b < 1-re végtelen sok I,, intervallum része [a, b]-

b
nek, tehat a nemnegativ tagd sorok tagonkénti integralhatésaga szerint / fdx=
a

o b
Z / fn d\ = o0, hiszen a végtelen sorban végtelen sok tag 1-gyel egyenld.
n=179

Mivel m.m. z € [0, 1] pont csak véges sok .J,,-nek eleme, ezért m.m. = pontra
[e.@]

az Z fn(x) végtelen sorban csak véges sok pozitiv tag van. gy f m.m. pontban
n=1

véges. Azokban a pontokban, ahol f = oo, valtoztassuk az f fiiggvény érté-
két nulldra. Ezzel egy mindeniitt véges értéki fiiggvényt kaptunk, amelynek az
integrélja tovabbra is végtelen minden intervallumban, hiszen f-et csak egy null-
mértékl halmazon véltoztattuk meg.

198. Rogzitsiink egy a < ¢, < b, ¢,, — b sorozatot, és legyen f,,(x) = f(x), ha
a < x < cp,éslegyen f(x) =0,hac, <z <b. A193. feladat szerint

b b
/hwz/hm (46)

minden n-re. Ha f > 0, akkor a monotonkonvergencia-tétel szerint (46) bal oldala
b

b
tart / f dA-hoz, mig a jobb oldal tart az / fn dx improprius integralhoz. Ezzel
(i)-et beldttuk. ’
Tegyiik fel, hogy f Lebesgue-integrdlhat6 [a, b]-n. Ekkor |f| is Lebesgue-
Cn

integrdlhat6 [a, b]-n, tehdt a monotonkonvergencia-tétel szerint |fldXN —
a

(&
/ |f| dA. Mivel f Riemann-integrdlhat6 [a, ¢, ]-en, ezért |f| is Riemann-integ-
a
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rélhaté [a, c,]-en minden n-re. Igy n — oo esetén

/:"f\d:c—/:"\f\dH/:\f\dA-

Mivel ez minden ¢, < b, ¢, — b sorozatra igaz, ezért az / | f| d improprius
b a
integral konvergens (és az értéke / | dN).

Most tegyiik fel, hogy az / | f| dz improprius integrdl konvergens, és az érté-

ke I. Ekkor a mdr bizonyitott (i) dllitds szerint | f| Lebesgue-integralhaté [a, b]-n
Mivel |f,| < |f], ezért (46)-bdl a nagy Lebesgue-tétel szerint kapjuk, hogy

/abfd)\:/abfdx.

199. Legyen N, = {x € N: f(z) < k} (k = 1,2,...),és Ng = {x €
N: f(x) = oo}. Ekkor N = N, U Ny U Na U .., tehdt elég beldtni, hogy Ny
nullmértékd minden k£ < oo-re.

A 111. feladat megoldasdban lattuk, hogy N, megszdmlalhatd, tehat null-
mértékd minden £ < oo-re. Mivel f integrdlhatd, ezért az N, halmaz szintén
nullmértékd.

200. Legyen

1/+/]z|, haO < |z| <1,

g(x) = < oo, haz =0, és
0, ha |z] > 1.
Ekkor g Lebesgue-integralhaté R-en, €s lir% g(x) = oo. Legyen ry,rs,... ara-
T—r

oo
ciondlis szamok egy sorozatba rendezése, és legyen f(z) = Z 7 gz — 1)
n=1

(r € R). A nemnegativ tagd sorok tagonkénti integrélhatése’?gébél nyilvanva-
16, hogy f Lebesgue-integralhatd, és hogy f-nek minden raciondlis pontban co a
hatarértéke.

201. Jelolje C a Cantor-halmazt. Legyen f(z) = oo, ha z € C, és legyen
f(x) = dist (z,C)~'/3, ha z ¢ C. Vilagos, hogy f hatdrértéke a Cantor-halmaz
minden pontjdban co. Beldtjuk, hogy f Lebesgue-integralhatd.

a (a,b) a Cantor-halmaz egy kiegészité intervalluma, akkor f(z) =
(x—a) 3 haa<z<(a+0b)/2, és f(x)={b—2)""% ha(a+b)/2<x<b.
Igy f integrélja (a,b)-n

(a+b)/2 a+b)/2
2-/ (z—a) Y3de = [3-(33—a)2/3 et/ =3.27253 . (b—a)?>.

a
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Ebbdl azt kapjuk, hogy
1 00
/ fdx=3-2723.3"om(1/3m)%3,
0 n=1

hiszen C-nek 2" darab 1/3" hosszdsdgud kiegészits intervalluma van minden n-
re. Mivel 3%/ > 2, ezért a jobb oldalon 4ll6 végtelen sor konvergens, tehat f
integrdlhato.

202. Legyenc =1yg < y1 < ... < yn = d egy tetszbleges felosztds, és legyen
A = Alyir < f <) (i = 1,...,n). Mivel y;_1 < f(z) < y; minden

x € Ajre,ezérty;—1 - p(A;) < / fdu < y; - u(A;) minden i-re. Osszeadva az
A;
egyenlStlenségeket azt kapjuk, hogy

> yicn - pu(A) < /Afdu <> i (). (47)
=1 =1

Ha a felosztds finomabb §-ndl, azaz ha y; — y;—1 < ¢ minden i-re, akkor (47)-
n

ben a két 6sszeg kiilonbsége kisebb, mint ¢ - Z w(A;) = - pu(A). Ha tehat
i=1

0 < e/u(A), akkor mindkét dsszeg e-ndl jobban megkozeliti f integraljat A-n.

Ezzel (i)-et belattuk.

d
Az / y d¢ Riemann—Stieltjes-integral 1étezik, mert az y fiiggvény folytonos
C

n
és ¢ monoton. Mivel Z Yi -+ b Z Yi- (6(y:i) — p(yi—1)), ezért (ii) azonnal

adodik (1)-bdl és a Stlelt]es integral deﬁnlclojabol
A Stieltjes-integralokra vonatkozé parciédlis integrédlds képlete szerint

/Cdydcb / ¢dy =

Ezt (ii)-vel 0sszevetve megkapjuk (iii)-at.
203. Legyen A,, = A(1/n < f < n). Ha van olyan n, hogy u(A4,) = oo, akkor
fdu = oo, hiszen f > 1/n a végtelen mértékd A,, C A halmazon. Mivel
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w(A(f > x)) = oo minden = € [0, 1/n|-re, ezért /OO w(A(f > x))dx = oc.
0

Ekkor tehat az éllitds igaz.

Igy feltehetjiik, hogy ji(A,) < oo minden n-re. Ekkor az el6z5 (202.) feladat
(ii) allitasat A helyett A,-nel és a [c,d) = [0,n) vélasztassal alkalmazva azt
kapjuk, hogy

[ fan= [ wants = 0)a. (48)
An 0

A bal oldal az / XA, - f du integréllal egyenld, ami a monotonkonvergencia-tétel
A
szerint tart / f dp-hoz, han — oo.
A

n
A (48) egyenl3ség jobb oldalén 4l16 integral egyenls az / p(An(f > x))dA
Lebesgue-integrallal a 193. feladat allitdsa szerint. Rogzitett x > 0-ra

An(f > =) halmazsorozat monoton novs, és az unidja A(f > «x). Igy
p(An(f > x)) novéleg konvergdl 1(A(f > x))-hez, tehdta x(o ) - u(An(f > 7))
fiiggvénysorozat monoton novdleg tart a pu(A(f > x)) fuggvenyhez

OOfgy a monotonkonvergencia-tétel szerint a (48) jobb oldalan all6 integral tart

u(A(f > x))d\-hoz, ami egyen16/ w(A(f > x))dx-szel. Ezzel az
0 0
allitast belattuk.

o0
204. Mivel A = A(f > 0) = U A(f > 1/n), ezért van olyan n, hogy
n=1

u(A(f > 1/n)) > 0. gy

1
[rauz [ pduz A > 1) >0
A A(f>1/n) n
Ha 11(A) nem o-véges, akkor van olyan n, hogy pu(A(f > 1/n)) = cc. Igy

/fduz/ fduzl-u(A(f>1/n)):
A A(f>1/n) n

205. Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz. Ez azt jelenti, hogy a B = A(f > 0)
és C' = A(f < 0) halmazok pozitiv mértéktiek. Az el6z8 (204.) feladat allitdsa

szerint/ fdu>06és / fdp < 0. Ebbodl
B C

/Afdu—/dequ/Cfdu</deu—/B\f\dﬂg/Amdﬂ
s
//4fduz/3fdu+/cfdﬂ>/Cfd“:_/cmd“z_/A|f|dﬂ'
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fgy ‘ / fdul < / | f| du, ami ellentmond a feltételnek.
A A

206. Ha f korldtos és |f| < K, akkor 6 = ¢/K megfelel, hiszen ha B C A,
B e Aés u(B) <5,akkor/ ]f]dug/ Kdu=K - u(B) <e.
B B

Most legyen f: A — R tetszSleges integrélhat6 fiiggvény. Legyen f,(z) =
|f(x)], ha |f(x)| < n,éslegyen f,(x) = 0 egyébként. Ekkor |f,| < |f|és fn, —

|f| u-m.m. A-n. Igy a nagy Lebesgue-tétel szerint / fndp — / |f| dp. Le-
A A

gyen € > ( adott. Védlasszunk egy olyan n-et, amelyre ‘ / |f] dp — / fn du‘ <
A A

£/2. Mivel | f,,| < n, ezért 6 = ¢/(2n) megfelel a feltételnek: ha B C A, B € A
és u(B) < 9, akkor

g g g
dy < = du < — 4 - = e
/B\f|/~t_2+/Bf p<gtg=e

207. Mivel | f, — f| — 0 pontonként A-n, és |f, — f| < 2s minden n-re, ahol s

integralhaté A-n, ezért a nagy Lebesgue-tétel szerint / | frn—fldp — / O0du =
A A

0.

208. Tegyiik fel elGszor, hogy f nemnegativ egyszeri fiiggvény. Legyen X =
A1 U...UA, az X halmaz felbontdsa diszjunkt mérheté halmazokra, és legyen
f(x) = ¢; > Ominden x € A; ési = 1,...,n esetén. Ha van olyan i, hogy
¢i = 08és pu(A;) > 0, akkor

/ log f du < log ( / fdu> (49)
X X

igaz, mert a bal oldal —oo. Ha ilyen ¢ nincs, akkor f-et egy nullmértékii halmazon
megvéltoztatva (ami nem véltoztatja meg a (49)-ben szerepld integralok értékét)
feltehetjiik, hogy c¢; > 0 minden ¢-re. Azt kell belatni, hogy

> loge; - p(A) < log (Z Ci - M(Ai)) :
i=1

=1

/////

Ekkor a; > 0 és Z a; = 1, tehat a konkavitas Jensen-féle feltétele szerint
i=1

n n
log (Z CLiCi) Z Z a; - log Ci,
=1 i=1
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és éppen ezt akartuk belatni.

Most legyen f olyan mérhetd fiiggvény, amelyre f > ¢ > 0 mindeniitt X -en.
Legyenek 6 < s1 < s9 < ... egyszerd fiiggvények, melyek pontonként tartanak
f-hez X-en. Ekkor logd < logs; < logsy < ...egyszerd fiiggvények, melyek
pontonként tartanak log f-hez X -en. Mar belattuk, hogy

/ log sy, diw < log (/ Sn du)
X X

minden n-re. A monotonkonvergencia-tételt alkalmazva ebbdl azonnal adédik
(49).

Végiil legyen f tetszSleges nemnegativ mérhet6 fiiggvény X-en. Ha / fdu=
00, akkor (49) igaz (feltéve, hogy a bal oldal értelmes), mert a jobb oldalXoo. Fel-
tehetjiik tehat, hogy / fdu < oco. Legyen f, = max(f,1/n). Ekkor f,, mo-
noton csokkendleg és )lgontonként tart f-hez, és log f,, monoton csokkendleg és

pontonként tart log f-hez. Mivel f,, < f + (1/n), ezért / fndp < oco. Tudjuk,
b'e

l/k%hduék%</jh@0 (50)
A A

minden n-re. Mivel / f1dp < oo, ezért a monotonkonvergencia-tétel szerint
X

hogy

/ fndy — / fdu. Igy n — oo esetén (50) jobb oldala tart (49) jobb ol-
X X
daldhoz. Masrészt (50) jobb oldala minden n-re kisebb, mint oo, tehat ugyanez

igaz a bal oldalra is. Igy a monotonkonvergencia-tétel szerint log frdp —
X

/ log f du. Vagyis n — oo esetén (50) bal oldala tart (49) bal oldalahoz, tehat

X

(49) igaz.

209. Mivel log f < f mindeniitt és / fdu <1 < oo, ezért az / log f du
A A

integral létezik. Legyen az értéke I. Ha I = —oo, akkor az 4llitds igaz. Igy
feltehetjiik, hogy I > —oo. Mivel / fdu < 1, ezért az A(f > 1/2) halmaz
A

mértéke legfeljebb 2. Mésrészt / log f dyu > —o0, ezért az A(f < 1/2) halmaz
A

mértéke véges. Igy p(A) < oo.

Ha u(A) = 0, akkor a bizonyitandé egyenlGtlenség mindkét oldala nulla.
Feltehetjiik tehét, hogy 0 < p(A).

Tekintsiik az (A, A4, v) valészintiségi mértékteret, ahol v(B) = u(B)/u(A)
minden B € A, B C A halmazra. Kénnyen lathat, hogy tetszéleges g: A — R
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fliggvényre / gdv = ,u(A)*1 . / g du, valahanyszor az integralok 1éteznek. Az
A A

el6z6 (208.) feladat llitasa szerint / log f dv < log ( / f dy> , vagyis
A A

@-Alogfduﬁlog </Afdﬂ> — log u(A). (51

Mivel / fdu < / fdu =1, ezért (51) jobb oldala legfeljebb — log 11(A). Ha

A X
beszorzunk pi( A)-val, megkapjuk a bizonyitand6 egyenlGtlenséget.
210. Legyen / fdu=1E¢és / gdp = J. Konnyi ellendrizni, hogy ha a? +
A A

b =1, és az (f,g) part az (af + bg,bf — ag) pérral helyettesitjiik, akkor az I
és J értékek megvaltoznak ugyan, de a bizonyitandé egyenl6tlenség egyik oldala

sem valtozik. Legyen a = I/\/I2+ J2ésb = J/\/I2+J2, hal> + J* # 0,
illetve legyena = 1és b = 0,hal = J = 0. Ekkor a g1 = bf — ag fiiggvény
integralja nulla, tehét

/AfldMJri'/Agld,u‘:‘/Afld,u}§A|f1|dM§A|f1+i«gl|du

minden fiiggvényre, igy az fi = af + bg fiiggvényre is.

211. Legyen / fPdp =1, / ¢ dp = J, / fgdp = K. Feltehetjiik, hogy f

A
nem majdnem mindentiitt nulla, azaz hogy I > 0. Tekintsiik az
/(tfg)Qdu:It22Kt+J (52)
A

azonossagot. Ha I.J = K2, akkor (52) jobb oldala elttinik a t = K /I pontban.
Ekkor a bal oldal is eltiinik, ami csak gy lehetséges, ha ¢ = ¢ f py-m.m. pontban.

212. A feladat allitdsa nyilvadn igaz akkor, ha f = 0 u-majdnem mindeniitt vagy
g = 0 p-majdnem mindeniitt. Igy feltehetjiik, hogy ez nem igy van, azaz [ =
/ fPdu>06é8sJ = / g%du > 0. A fiiggvényeket egy-egy pozitiv konstanssal

A A
beszorozva (ami nem véltoztatja meg sem a feltételt, sem a bizonyitand¢6 allitést),

feltehetd, hogy I = J = 1.
Mivel p~! + ¢! = 1, ezért a log z fiiggvény konkavitdsa miatt

log(fg) =p~"log P +q 'logg? <log(p™" f" +q g%,
azaz fg < p~1fP 4+ ¢ 1¢? mindeniitt A-n. Ezt A-n integrdlva azt kapjuk, hogy
fgdu < 1. Mivel a feltétel szerint itt egyenlSség 4ll, ezért fg = p~ 1 fP +
A
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¢ ‘g% p-m.m. A-n. Azonban ha a,b > 0és ab = p~'aP + ¢~ 1b%, akkor sziikség-

képpen a? = b?. Ugyanis ellenkezd esetben a log x fiiggvény szigori konkavitdsa
miatt ab < p~taP 4+ ¢~ 'b? dllna. Ezzel beldttuk, hogy (az I = J = 1 feltétel
mellett) f¥ = g9 y-m.m.

213. Az allitast el6szor karakterisztikus fiiggvényekre ellendrizziik. Legyen f =
X4, ahol A Borel. Mivel xa(z 4+ t) = xa—z(t), ezért azt kell beldtni, hogy az
x — u(A — z) fiiggvény Borel-mérhetd.

Legyen A = [a,b), és legyen ¢(z) = p([a,b) — z) minden = € R-re. Tegyiik
fel el6szor, hogy p({a}) = p({b}) = 0. Ha e > 0 adott, akkor van olyan § > 0,
hogy p([a—48,b+0)) < u([a, b))+ és u([a+d,b—0)) > u([a,b)) —e. Ugyanis
az [a—1/n,b+1/n) intervallumok egymdsba vannak skatulydzva és a metszetiik
[a, b], ezért a mértékiik tart uu([a, b]) = p(]a, b))-hez. Itt felhasznéltuk a p mérték
végességét, valamint azt a feltételt, hogy az a és b pontok mértéke nulla. fgy van
olyan n, hogy u([a — 1/n,b+ 1/n)) < u([a,b)) + . Ugyanigy lathatd, hogy
u(la+1/n,b—1/n)) > p(fa,b)) — € egy alkalmas n-re.

Ha |z| < ¢, akkor

[a+0,b—0) C[a,b) —xz C[a—3d,b+9),

tehdt u([a,b)) —e < u([a,b) — x) < u(la,b)) + e. Ezzel beldttuk, hogy a ¢
fiiggvény folytonos az zy = 0 pontban, feltéve, hogy u({a}) = u({b}) = 0.
Ugyanigy bizonyithatd, hogy tetszSleges [a, b) intervallum esetén a ¢ fiiggvény
barmely olyan xg pontban folytonos, amelyre az zo + a és xg + b pontok mértéke
nulla.

Konnyen lathat6, hogy a {z: p({z}) > 0} halmaz megszamlalhat6. Ebbdl
kovetkezik, hogy a ¢ fiiggvény megszdmlalhatdan sok pont kivételével folytonos.
Legyen E a ¢ fiiggvény szakaddsi pontjainak halmaza. Ekkor ¢ folytonos az
R\ E halmazon, tehét itt Borel-mérhet$ a 152. feladat allitdsa szerint. Mivel E
megszamlalhatd, ezért ¢ Borel-mérhetd R-en is.

Jeloljiik R-rel a P! félgyfiri altal generélt gyfir(it, vagyis azoknak a halma-
zoknak a rendszerét, amelyek elédllnak véges sok diszjunkt [a, b) tipusi interval-

n

lum unidjaként. Ha A € R és A = U[ai,bi), ahol az [a;, b;) intervallumok
i=1

diszjunktak, akkor p(A Z w([ai, b;) — x). Mivel az x — p([a;, b)) — )

fiiggvények Borel-mérhetdek, ezert az x — (A —x) fiiggvény is Borel-mérhetd.
Jeloljik A-val azon Borel-mérhetd A halmazok rendszerét, amelyekre az x —
w(A — z) fiiggvény Borel-mérhetS. Mint lattuk, R C A.
Az A rendszer monoton osztily. Valéban, legyen Ay, As,... € A, A1 C
Ay C ... 85 A =Up2  Ay. Ekkor pu(A, —z) = pu(A — x) minden z-re. Mivel
az x — u(A, — x) figgvények Borel-mérhetSek, ugyanez igaz a limesziikre,
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vagyis az x — p(A — x) fiiggvényre is. Igy A € A. Ugyanigy lithat6, hogy ha
A, Ag,...e€ ALA) DA D . és A=N72 A,, akkor A € A.

Mivel R C A, ezért a 28. feladat éllitdsa szerint A tartalmazza az R éltal ge-
nerdlt o-gy(riit, ami egyenl6 R Borel-halmazainak rendszerével. Vagyis minden
Borel-halmaz eleme A-nak, tehit z — u(A — x) Borel-mérhetd minden Borel-
halmazra.

n
Most legyen f Borel-mérhet6 egyszert fiiggvény. Ha f = Z cr - x4, akkor

=1
n

/ flz+t)du(t) = Z ¢i - 4(A; — ) minden x-re, amibdl nyilvanvald, hogy az
R i=1
T / f(x +t) du(t) fuggvény Borel-mérhetd.

R

Végiil legyen f tetszGleges korlatos Borel-mérhetd fiiggvény. A 144. feladat
allitasa szerint minden € > 0-hoz van olyan s Borel-mérhet6 egyszer( fiiggvény,
amelyre | f — s| < . Ekkor

/Rf(:c—kt)du—/Rs(aH—t)du‘S/R|f(:c+t)—s(x+t)|d,u§€',u(]R)

minden z-re. Tehdt a ¢(z) = / f(z +t)dp(t) figgvény € - u(R) pontossag-
R

gal megkozelithets a Borel-mérhetd x +— / s(x + t) du(t) fuggvénnyel. Ezért
R

¢ eléall mint Borel-mérhetd fiiggvények egyenletesen konvergens sorozatdnak a
limesze, és igy maga is Borel-mérhetd.

214. Olyan p mértéket és olyan F' zart halmazt fogunk konstrudlni, melyekre
u(F) =1, u(R\ F) = 0, és van olyan z,, — 0 sorozat, hogy (F — z,) N F = ()
minden n-re. Ekkor a ¢(x) = p(F — x) figgvényre ¢(0) = 1 és ¢(z,) = 0
minden n-re, tehat ¢ nem folytonos a nulla pontban.

Ismeretes, hogy barmely nem-megszdmlédlhat6 B Borel-halmazhoz van olyan
f bijekcié B és [0, 1] kozott, amely az inverzével egyiitt Borel-mérhet6. Ha mar
tudjuk, hogy ilyen f bijekci6 létezik, akkor definidlhatunk egy valészintiségi mér-
téket B Borel-részhalmazain: az A C B Borel-halmaz mértéke legyen A\(f(A)).
Az f(A) C [0, 1] halmaz Borel, mert f inverze Borel-mérhetS. Nyilvanval6, hogy
az igy definidlt halmazfiiggvény mérték.

Az f bijekci6 1étezését ilyen dltaldnossdgban nem bizonyitjuk, csak abban
a specidlis esetben, amely a feladat megolddsdhoz sziikséges. Legyen F' azon
x € [0, 1] szdmok halmaza, amelyeknek tizedestort alakjdban csak a 0 és 1 jegyek
szerepelnek. Ha x € F' és x € |0, 1] tizes szamrendszerbeli alakja 0, ajas..., akkor
legyen f(x) = 0,a1az ... kettes szimrendszerben leolvasva.

Ekkor f monoton az F' halmazon, és f(F) = [0,1]. Az f: F — [0,1]

P

leképezés nem bijekcid, mert a kett6hatvany-nevezdji raciondlis szdmok (a 0 és az
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1 kivételével) kétszer dllnak el képként. Ezért van egy E C F megszamlalhaté
halmaz dgy, hogy f szigorian monoton az F' \ E halmazon, és bijekcié F'\ E
és [0, 1] kozott. Legyen f|p g inverze g. Ekkor g monoton [0, 1]-en, tehdt Borel-
mérhetd a 151. feladat allitasa szerint. Ha tehat A C F'\ E Borel, akkor g1 (A) =
f(A) is Borel.

Igy az F'\ E halmaz Borel-részhalmazain létezik egy v val6szintiségi mérték:
legyen v(A) =A(f(A)) minden AC F\ E Borel-halmazra. A v mértéket konnyen
kiterjeszthetjiik R Borel-részhalmazaira: legyen pu(A) = v(A N (F'\ E)) minden
A C R Borel-halmazra. Ekkor p valdszintiségi mérték R Borel-részhalmazain,
w(F) =1, p({z}) = 0 minden x € R-re, és u(R \ F') = 0.

Nyilvénvald, hogy ha x, =2/10", akkor (F4x,,) N F =0, tehat F' N (F — x,)
= () minden n-re. Ezzel a feladatot megoldottuk.

215. Tegyiik fel el6szor, hogy f 1épcsbsfiiggvény. Legyena = zg < 21 < ... <
x, = b olyan felosztés, hogy f(z) = ¢; minden x € (z;—1,z;)-re (i =1,...,k).
Ekkor n — oo esetén

/mi f(x) - sin(nx)dx = ¢; -

cos(nx;—1) — cos(nx;)

— 0,

n

b
amibgl nyilvanvald, hogy / f(x) - sin(nx) dX\ — 0.
a

Legyen f : [a,b] — R Lebesgue-integrdlhatd, és legyen ¢ > 0 adott. A
190. feladat (i) dllitdsa szerint van olyan g: [a,b] — R 1épcsGsfiiggvény, hogy

b
/ |f — g| dz < €/2. Nyilvanval6, hogy
a

b b
/ f(x) - sin(nx) dx — / g(x) - sin(nz) dx| < e/2

b
minden n-re. A mdr bizonyitott allitds szerint / g(x) - sin(nz) d\ — 0, ezért
a

van olyan ng, hogy < ¢/2 minden n > ng-ra. Ekkor

/a b g(z) - sin(nz) dz
/a b f(2) - sin(nz) dx

216. ElGszor beldtjuk, hogy hat > 0, és g korlatos és mérhetd fiiggvény a [ta, b
intervallumon, akkor

< £ minden n > ng-ra, amivel az allitast belattuk.

b 1 bt
/ g(tx)d\ = . / g(x) dA. (53)

Tegyiik fel, hogy g = x4, ahol A C [ta,tb] mérhetS. Ekkor g(tz) = x4/(2),
tehét azt kell belétni, hogy A(A/t) = A(A)/t. Ez abbdl kovetkezik, hogy ha
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A lefedhetd egy s Osszhosszisdgu intervallumrendszerrel, akkor A/t lefedhetd
egy s/t 6sszhosszisagu intervallumrendszerrel, és igy A(A/t) < A(A)/t. Meg-
forditva, ha A/t lefedhetd egy s 6sszhosszuisdgu intervallumrendszerrel, akkor A
lefedhets egy s -t 6sszhosszisagu intervallumrendszerrel, és igy AM(A) < A(A) -t

A fentiekbdl rogton adédik, hogy (53) akkor is igaz, ha g egyszerd fiiggvény.
Végiil, ha g korlatos és Lebesgue-mérhetd, akkor alkalmazzuk a 144. feladat al-
litdsat. Eszerint g egyenletesen megkozelithets egyszer( fiiggvényekkel, amib6l

(53) vilagos.
1
Most ratériink a feladat megoldasara. Legyen / gdX\ = 1. Mivel g peri-

0
odikus 1 szerint, ezért konnyen lathatd, hogy az intergdlja minden 1 hosszisagu
intervallumon 7-vel egyenld. Tekintsiik el§szor azt az esetet, amikor / = 0. Le-
€T

gyen G(x) = / g(u) d\. Ekkor G periodikus 1 periédussal, és folytonos a 192.
0

feladat szerint. Igy G korldtos. Legyen |G| < K. Ha f = c az [a, b] intervallu-
mon, akkor (53) felhasznéaldsaval azt kapjuk, hogy

b C bt C
/a Fla)-gltr)dr = £ [ "gan=5 - (6o Gan)

t

Ebbdl

/ f(z) - g(tz) d)\‘ < 2cK/t, és igy hm/ f(z) - g(tz) dX = 0. Ezzel

(8)-at a konstans f esetére belattuk (feltéve, hogy I = 0).
Ebbdl vildgos, hogy (8) akkor is igaz, ha f 1épcsOsfiiggvény. Valdban, tegyiik
fel, hogya = 29 < 21 < ... < x, = b, és f(z) = ¢; minden = € (x;_1,x;)-

T

reés i = 1,...,n-re. A fentiek szerint lim f(z) - g(tz) dX = 0 minden
t=oo o |
1=1,...,n-re, tehdt hm / f(x) - g(tx)dX = 0.

Ha f Lebesgue- 1ntegralhat0 [a, b]-n, akkor a 190. feladat allitdsa szerint adott

b
e > 0-hoz létezik egy h 1épcsOsfiiggvény ugy, hogy / |f — h|dX\ < e. Ekkor
a

b
g(tx)d\ — / h(x) - g(tx) d)\‘ <e- K.

Mivel lim h( ) - g(tx)d\ = 0, ezért

t—o0

/f tx)d)\'<e K +e¢e,hat

elég nagy. Mivel ¢ tetszGleges volt, ezzel beldttuk, hogy hm / f(x)-g(tx) d\=

0. Tehat (8) igaz minden f Lebesgue-integralhatd fuggvenyre feltéve, hogy I =0.
Az altalanos eset ebbdl azonnal kovetkezik. Ha ugyanis g-hez hozzdadunk
egy I konstanst, akkor (8) mind a két oldala ugyanazzal a szdmmal, nevezetesen
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b
I- / f dA-val valtozik. Tehat (8) az dltalanos esetben is igaz.
a

217. Feltehetjiik, hogy A és B F,, halmazok, hiszen egy-egy nullmérték{ halmaz
elhagyasaval ez elérhetd, és a nullmértékd halmazok elhagyasa nem befolydsolja
az A, B és AN (B + x) halmazok mértékét. Legyen H = {(z,y): y € AN
(B 4 x)}. Ekkor H szintén F, halmaz. Ha ugyanis A = A; U Aa U ... és
B = B1UByU.. ., ahol az A; és B; halmazok mindegyike korlatos és zart, akkor
H;; ={(z,y): y € A; N (Bj + x)} szintén korldtos és zdrt minden 4, j-re, és H
ezek uni6ja. Igy H Lebesgue-mérhetd.
A H, szekci6 egyenld A N (B + x)-szel. Igy a Fubini-tétel szerint

\o(H) = /R)\(A N (B + z)) dA. (54)

A HY szekcei6 azon x-ek halmaza, melyekre y € AN (B + z). Tehat HY = (), ha
y ¢ Aés HY = (—B) +y, hay € A. Igy a Fubini-tétel szerint

M) = [ I aNw) = [ M) dNw) = NANB)
Ezt (54)-vel 6sszevetve azt kapjuk, hogy
/ AMAN(B+x))d\ = AA)NB). (55)
R

Ha A(A),\(B) > 0, akkor az integrdl értéke pozitiv, tehat van olyan x, hogy
AMAN(B+x)) > 0. Ezzel (i)-et belattuk.
Ha A, B C [0, 1], akkor AN (B + 2) = () minden z ¢ [—1, 1]-re. fgy az (55)
1

bal oldalan 4ll6 integrél egyenld az / AAN (B + z)) dX integrallal. Mivel az

integral értéke \(A)A(B), kell, hogy lelgyen olyan x, amelyre A(AN (B +x)) >
A(A)A(B)/2. Ezzel (ii)-t is belattuk.

A (iii) 4llitast bizonyitand6 legyen 0 < a < 1/2 és n € NT rogzitett.
Osszuk fel az [a, 1 — a] intervallumot n egyenld részre, és vegyiik minden ma-
sodik osztdintervallum egyesitését. Legyen az igy kapott halmaz A, és legyen
B =1[0,a]U[1 —a,1]. Ekkor x > Oesetén AN (B+x) C ANz, z+ a], ésigy
MAN(B+x)) < (a/2)+ (a/n). Hasonléan, ha x < 0, akkor AN (B + z) C
AN[l—a+z, 1+ x], és ismét azt kapjuk, hogy A(AN(B+z)) < (a/2)+(a/n).
Mivel A(A)A(B) = 152¢ - 2a = (1 — 2a) - a, ezért

(@/2) + (a/n) _ (a/2) +(a/n) 1 1

NANB) (1-20)-a 2-(1-20)  (1—2a)n’

Lathat, hogy ez az érték tetszGlegesen kozel lehet 1/2-hez, ha a kicsi és n nagy.

218. Jeloljik C-vel azon ¢ € R szdmok halmazit, amelyeket f egynél tobb
pontban vesz fel. Legyenek ac, b. olyan pontok, melyekre a. < b. és f(a.) =
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f(b:) = ¢ minden ¢ € C-re. Konnyen lithatd, hogy az (a.,b.) (¢ € C) in-
tervallumok péronként diszjunktak. fgy a C' halmaz megszamlalhaté. Legyen
V = U f1({c}). A 151. feladat 4llitasa szerint f~' Borel-mérhets. Igy

ceC

f~'({c}) Borel minden c-re, teht a V halmaz Borel. Ezért az U = A\ V
halmaz is Borel. Nyilvanvald, hogy f szigorian monoton az U halmazon.

Konnyi belatni, hogy ha a ¢ fiiggvény monoton n6v6 az X C R halmazon,
akkor g kiterjeszthetd monoton nové fiiggvényként egy X -et tartalmazé interval-
lumra. Legyen ugyanis h(z) = sup{g(y): y < =, y € X} minden z-re. Ekkor h
monoton novo, kiterjesztése g-nek, és azon pontok halmaza, amelyeken h véges
értékd egy X -et tartalmazé intervallum.

Legyen g az f~! fiiggvény monoton kiterjesztése az f (U) halmazrdl egy J
intervallumra. A 151. feladat 4llitdsa szerint g Borel-mérhets. Ezért g1 (U) =
f(U) Borel. Mivel f(V) = C megszamlalhaté és A = U UV, ezért f(A) is

Borel.
(o] o0
219. () Ha H C | J[an,bn). akkor f(H U bn)], és igy
~ n=1 n=1
Z ap)). Mivel ez minden lefedésre igaz, ezért A\(f(H)) <
n=1
pg(H).

A (ii) allitds bizonyitdsdhoz el8szor belatjuk, hogy 17 ({x}) egyenld f ugra-
sdval z-ben minden x € [a, b)-re. Ugyanis

g (fy) = T g+ 1/m)) = T (F(a+1/n) = f(x)) =
= [z +0) ~ f(2)

Specidlisan, ha f folytonos z-ben, akkor yif({z}) = 0. Ha tehdt f jobbrdl is
folytonos H pontjaiban, akkor j¢({x}) = 0 minden x € H-ra.

Tegyiik fel, hogy f konstans az (a,b) nyilt intervallumon. Belatjuk, hogy
ekkor i ((a,b)) = 0. Valéban, ha zg = b > x1 > ... egy szigordian csokkend és
a-hoz tart6 sorozat, akkor i ¢([z,,0)) = f(b) — f(2n) = 0 minden n > 1-re, és

o)

igy puf((a,b)) = 0, hiszen (a,b) = | J [zn, D).

n=1

7~ 2z

Sziikségiink lesz még a kovetkezd alhtasra Tetszoleges A C R halmaz

Lebesgue-féle kiils6 mértéke egyenlS azon Z(dn — ¢p,) Osszegek infimumédval,
n=1
ahol az [c,, d,,) intervallumok egy megszamlalhaté halmaz hijan lefedik A-t, és

Cnydn €A minden n-re.

Legyen U (an,byn) az A halmaz egy tetszSleges, nyilt intervallumokkal val6

n=1
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lefedése. Ha A N (an, by,) legfeljebb egyelemd, akkor az (ay, by,) intervallumot
hagyjuk el a lefedésbdl. Tegyiik fel, hogy A N (ay,b,) legaldbb kételemd, és
legyen o = inf AN (an,b,) és B = sup AN (an,b,). Ha a,f € A, akkor
cseréljiik ki az (ay, b,) intervallumot az [«, ) intervallumra. Ha o« € A és 5 ¢
A, akkor valasszunk egy szigortian monoton n6vé o = xg < 1 < T2 < ...
sorozatot, amelyre x, — [ és x, € A minden k-ra, és cseréljik ki az (ay, by,)
intervallumot az [ry_1, ) intervallumok rendszerére. Jarjunk el hasonldan, ha
a ¢ Aés P € A Végil, haa ¢ Aés [ ¢ A, akkor vdlasszunk egy a €
AN (ay,by) pontot és a szigordan monoton a = xg < 1 < T3 < ...ésa =
Yo > y1 > yo2 > ... sorozatokat, amelyekre xy,yr € A minden k-ra, valamint
xr — B és yr — «, majd cseréljiik ki az (an, by,) intervallumot az [xy_1, xy)
és [yk, yk—1) intervallumok rendszerére. Kénny ellendrizni, hogy az igy kapott
intervallumok egy megszdamlalhaté halmaz hijan lefedik A-t, és az 6sszhosszuk

o
legfeljebb Z(bn — ay,), ami tetszGlegesen kozel lehet A(A)-hoz.
n=1

Most rétériink (ii) bizonyitdsara. Legyen H C [u,v), és tegyiik fel, hogy f
jobbrdl folytonos a H halmaz pontjaiban. (i) alapjan elég belatni, hogy ps(H) <
A(f(H)).

Ha f konstans egy (a,b) intervallumon, akkor, mint lattuk, ps((a,b)) = 0.
Ha tehit (a, b)-t kivonjuk H-b6l, akkor p ¢ (H) értéke nem valtozik. Es A\(f(H))
értéke sem viltozik, hiszen a kivonds eredményeképpen f(H) csak egy ponttal
lett kevesebb. Ha (a, b) valamelyik végpontja eleme H -nak, akkor azt is hagyjuk
el H-bél. Ezzel szintén nem valtoztatjuk meg pf(H) értékét, mert p({x}) = 0
minden z € H-ra. Csak megszdmldlhatéan sok olyan nem-elfajulé intervallum
van, amelyen f konstans. Ha tehat ezen intervallumok mindegyikét kivonjuk H-
bol, akkor ezzel sem pf(H), sem A(f(H)) értékét nem valtoztatjuk meg. Felte-
hetjiik tehét, hogy f szigortian monoton novd H-n.

Legyen € > 0 adott. Mint lattuk, 1éteznek [c,, d,,) intervallumok, amelyek
Osszhossza kisebb, mint A(f(H)) + ¢, egy megszdmlalhaté halmaz hijan lefedik
f(H)-t, valamint ¢,,d,, € f(H) minden n-re. Legyen ¢, = f(ay) és d,, =
f(by), ahol a,, b, € H. Mivel f szigortian monoton névé H-n, ezért az [ay, by,)
intervallumok egy megszamlalhaté halmaz hijan lefedik H-t. Felhasznalva, hogy
H minden pontjanak 1 p-mértéke nulla, ebbdl azt kapjuk, hogy

pp(H) <Y (f(bn) = flan)) =D (dn — cn) < A(f(H)) +&.
n=1 n=1

Mivel € tetszdleges volt, ezért y1r(H) < A(H ), amivel (ii)-t belattuk.

A (iii) 4llitds nyilvanvalo (ii)-bdl, felhaszndlva, hogy p¢({z}) = f(z +0) —
f(x) minden x-re.
220. Legyen H mérhetd jir-re nézve. A 70. feladat szerint H = B U N, ahol
B Borel és pug(N) = 0. A 218. feladat éllitdsa szerint f(B) Borel. Mivel az
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el6z6 (219.) feladat (i) allitdsa szerint A(f(N)) = 0, ezért f(H) = f(B)U f(N)
Lebesgue-mérhetd.

Tegyiik fel, hogy f szigorian monoton novo, és legyen f(H) Lebesgue-
mérhetS. Ekkor f(H) = B U N, ahol B Borel és A(V) = 0. A 218. feladat
allitasa szerint f~'(B) Borel. Mivel H = f~(B) U f~'(N), ezért H mérhe-
toségéhez elég belatni, hogy f _1( ) mérhet6 ju¢-re nézve. Legyen f szakadasi
pontjainak halmaza D. Ekkor D megszamlalhat6. Az el6z6 (219.) feladat (ii) al-
litasa szerint por(H \ D) = A(f(H \ D)) = 0, tehat H \ D mérhetd 11 ¢-re nézve.
Mivel D megszamldlhatd, ezért H = (H \ D) U (H N D) szintén mérhetd 1 ¢-re
nézve.

221. A megoldasi oOtletet hasznalva az 168. feladat megoldasaban mar konstrual-
tunk egy fliggvényt a megkdovetelt tulajdonsdgokkal.

222. Legyen f : [0,1] — [0, 1] olyan szigordan monoton folytonos fiiggvény,
amely egy pozitiv mértéki A halmazt nullmérték(i halmazba képez. (Ldsd az
el6z6 (221.) feladatot.) Legyen f értékkészlete [a, b], és jeloljik g-vel f inverzét.
Ekkor g folytonos [a, b]-n

Tudjuk, hogy A-nak van olyan H részhalmaza, amely nem Lebesgue-mérhetd
(lasd a 135. feladatot). Ekkor f(H) C f(A), tehat f(H) nullmértékd, és igy

mérhetd. Masrészt g(f(H)) = H nem mérhetd.

223. Legyen f: [0,1] — R olyan folytonos fiiggvény, amely egy pozitiv mértéki
A halmazt nullmértékii halmazba képez (1asd a 221. feladatot). Terjessziik ki f-et
folytonosan R-re (legyen pl. f konstans a (—oo, a] és [b, 00) félegyeneseken). A
222. feladat megolddsaban lattuk, hogy van olyan N nullmértékid halmaz, amelyre
71 () nem Lebesgue-mérhetd.

224. Legyen Hj azon x € H pontok halmaza, amelyekre teljesiil, hogy |f(y) —
f(z)] < k-|ly— 2 mindeny € H, |y — z| < 1/k esetén. Mivel f lokdlisan
Lipschitz, ezért H = Hy U Hy U .. .. Igy elég beltni, hogy f(H)) nullmértékii
minden k-ra.

Legyen € > 0 adott. Fedjiik le Hy-t e-ndl kisebb 6ssztérfogatu téglakkal. A
téglakat kicsit megnovelve feltehets, hogy az €leik hosszisaga racionalis. Ekkor
mindegyiket felbonthatjuk egymdsba nem nyulé kockdkra. Végiil is azt kaptuk,
hogy Hj, lefedhetd egy e-ndl kisebb Ossztérfogatd K, kockasorozattal. A kocka-
kat sziikség esetén tovabb osztva feltehetjiik, hogy K, dtmérGje kisebb, mint 1/k
minden n-re.

Legyen K, élhossza a,. Ha x,y € Hj N K, akkor |y — x| < 1/k, tehdt
lf(y) — f(@)| < k-ly—2z| <k-an-/p. Igy f(H, N K,) dtmérsje legfeljebb
k+/p-an. Ezért f(HjNK,) belefoglalhat6 egy k+/p-a, élhosszi kockdba. Ebbdl

A(f(Hy)) <Zk\/f) an)? = (ky/p)? Zap ‘€.
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Mivel ¢ tetsz0leges volt, ezért A(f(Hy)) = 0.

225. Tudjuk, hogy H = AU N, ahol A F,, és N nullmértékt (1asd a 101. felada-
tot). Beldtjuk, hogy f(A) F,. Mivel A F,, ezért elGall mint megszdmlalhatéan
sok zdrt halmaz unidja. Ezen zart halmazok mindegyikét el6allithatjuk megszdm-
lalhat6an sok korlatos zart halmaz uniéjaként. A feltételbdl nyilvanvaléan kovet-
kezik, hogy f folytonos H-n. Igy f minden korldtos zért halmazt korldtos zart
halmazba képez, tehat A-t F,, halmazba képezi.

Mivel f (V) nullmértékd az el6z6 (224.) feladat éllitdsa szerint, ebbdl f(H) =
f(A)U f(IN) alapjan kovetkezik, hogy f(H) is Lebesgue-mérhetd.

226. Belatjuk, hogy az éallitds pontosan akkor igaz, ha p < ¢. Legyen p < g,
legyen H C RP Lebesgue-mérhetd, és tegyiik fel, hogy az f : H — RY leképezés
Lipschitz. Ekkor H = AUN, ahol A F,; és N nullmértéki (1asd a 101. feladatot).
Beldtjuk, hogy f(A) Fy, és f(IN) nullmértékd. Ebbdl nyilvanvalan kovetkezik,
hogy f(H) Lebesgue-mérhetd.

Az el6z6 (225.) feladat megoldasanak gondolatmenete valtoztatds nélkiil al-
kalmazhat6 annak bizonyitdséra, hogy f(A) F,.

Tegyiik fel, hogy |f(y) — f(x)| < k- |y — x| minden z,y € H-ra. A 224.
feladat megoldédsdnak gondolatmenetét és jeloléseit alkalmazva lathat6, hogy N
lefedhetd egy olyan kockasorozattal, amelynek az 6ssztérfogata < . Ha az n-edik
kocka élhossza a,,, akkor f (V) lefedhets egy olyan kockasorozattal, amelyben az
n-edik kocka élhossza legfeljebb k+/p - a,,. Hae < 1, akkor a,, < 1 minden n-re.
Igy a? < aP minden n-re, tehat

Ookpanq<k: ab < - €.
< (kvp (kD) Z
n=1

Mivel ¢ tetszGleges volt, ezért A(f(N)) = 0.

Most legyen p > ¢q. Legyen E C RY tetsz6leges nem Lebesgue-mérhets
halmaz. Belatjuk, hogy van olyan H C R? nullmértékd halmaz és olyan f: H —
RY Lipschitz-leképezés, hogy f(H) = E.

Az L = {(z1,...,2p): Tg41 = ... = xp = 0} altér nullmértékd RP-ben.
Legyen H = E x {e}, ahol e az a p — ¢q dimenziés vektor, amelynek minden
koordinatdja nulla. Ekkor H C L, tehat H nullmértékd. Legyen f(x1,...,xp) =
(21,...,24) minden (x1,...,2,) € RP-re. Ekkor f Lipschitz RP-n, hiszen
|f(y) — f(x)] < |y — x| minden x,y € RP-re. Mdsrészt f(H) = E, tehdt a
Lebesgue-mérheté H halmaz képe nem Lebesgue-mérhetd.

227. Elég belétni, hogy A\(f(H)) < (K +¢) - (A\(H) + ¢) minden £ > O-ra.

Legyen ¢ > 0 rogzitett. Jeloljikk H,-nel azon x € H pontok halmazat, amelyekre

teljesiil, hogy | f(y) — f(z)] < (K +¢)-(y—x) mindeny € HN(z,x+1/n)-re.
oo

Ekkor Hy C Hy C ... és | J H, = H. Valoban, ha = € H jobb oldali

n=1
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torl6dasi pontja H-nak, akkor a |[DT f(z)|, | Dy f(x)| < K feltételbsl kovetkezik,

hogy z € H,, han elég nagy. Ha x € H nem jobb oldali torl6d4si pontja H -nak,

akkor x € H,,ha H N (z,z + 1/n) = (), tehét szintén minden elég nagy n-re.
Igy lim AN Hy,) = A(H) (lasd a 102. feladatot). Mivel f(Hy) C f(Hs) C

. és U f(H, H), ezért hm M f(H,)) = Mf(H)). Igy elég beldtni,

hogy )\(f( n)) < (K +¢) - (\(H,)+ ¢) minden n-re.
Fedjiik le H,-et az Iy, I5,... 1/n-nél rovidebb intervallumokkal dgy, hogy

Z [Ix| < A(Hy) + € teljesiiljon. Ha Iy N H # 0, akkor A\(f(H, N Ii)) <

(K + ¢) - |Ix|. Valéban, ha z,y € H, N I} és x < y, akkor y — = < 1/n, tehét
(@)~ F@) < (K +)- (y —2) < (K +2) - I fey az f(H, 01 I;) halmaz
barmely két pontjanak a tavolsdga legfeljebb (K + ¢) - |Ix|. Ezért az f(H, N I})
halmaz lefedhetd egy legfeljebb (K + ¢) - |Ij| hosszisagd 1ntervallummal, tehat
a Lebesgue-féle kiils6 mértéke sem lehet ennél nagyobb. Marmost

SO AMFHn N I)) <D (K +e) - [T < (K +¢) - (AMHy) +¢),
k=1 k=1

amivel a feladatot megoldottuk.
228. Jeloljiik H torléddsi pontjainak halmazat H'-vel. Legyen & > 0 rogzitett.

Mivel f’ mérheté a H' halmazon a 173. feladat (ii) 4llitdsa szerint, ezért a H,, =
{x e H: (14" < f(z) < (14 ¢)"} halmaz mérhet minden n € Z-re.

o~ 2z

Az el6z6 (227.) feladat allitasa szerint

Af(Hp)) < (4e)" A(H,) = (14€)-(1+8)" - MH,) < (1+¢)- [ fdA.
Hy

Legyen Hy = {z € H': f' > 0}. Ekkor Hy = | J H,, ezért f(H,;) <
nez
(1+e¢)- f" d\. Ugyanigy kapjuk, hogy f(H_) < (1 +¢)- / |f'| d), ahol
Hy H_
H ={zeH: f <o
Ha Hy = {x € H': f' = 0}, akkor A\(f(Hy)) = 0 a 109. feladat llitdsa
szerint. Igy

A(f(H)) = AMf(Hy) UA(f(H-) <
<(l+e)- f’d/\+(1+€)-/ |f'|d\ =
H_

Hy
:(1+8)-/H|f’|d)\.
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229. Feltehetjiik, hogy K > 0. Jelsljiikk H torléddsi pontjainak halmazat H'-vel.

Legyen Y azon értékek halmaza, amelyeket f tobb, mint egyszer vesz fel.
Legyenek a, < b, olyan pontok H-ban, melyekre f(a,) = f(b,) = y. Kénnyen
lathato, felhaszndlva f monotonitdsdt, hogy az (a,,b,) (y € Y') intervallumok
paronként diszjunktak. fgy Y megszdmlélhato.

Legyen y € Y. Mivel f az f~*({y}) halmaz pontjaiban konstans, ezért f’ =
0az f~'({y}) N H' halmaz pontjaiban. Azonban f’ > K > 0 mindeniitt H N H'-
n, ezért f1({y}) ¢ H\ H'. Igy f~'({y}) megszdmlalhato.

Ezzel belattuk, hogy az U f~'({y}) halmaz megszdmlalhat6. Hagyjuk el

yey
H-bdl ezt a halmazt. Ezzel sem f(H), sem pedig H mértékét nem véltoztatjuk

meg.

Feltehetjiik tehat, hogy f szigorian monoton n6vé H-n. Egy nullmértéki
halmaz elhagydsa utdn (amely \( H ) értékét nem valtoztatja meg, A(f(H)) értékét
pedig nem noveli) azt is feltehetjiik, hogy H Borel. Ekkor f(H) is Borel a 218.
feladat 4llitasa szerint. Ha z € H N H', akkor 0 < K < f'(z) < oo, ezért f~
differencidlhaté az f(z) pontban, és itt a derivaltja 1/f'(z) € (0,1/K]. Igy a
227. feladat allitdsa szerint

AH) = XNfTHF(H))) < (1/EK) - Mf(H)),
azaz A(f(H)) = K - M(f(H)).

230. A 228. feladat szerint elég beldtni, hogy A\(f(H)) > / f'd\. Feltehet-

jik, hogy H Borel, mert kiilonben elhagyunk H-bdl egy alkeﬁmas nullmértékd
halmazt (amely az integral értékét nem viltoztatja meg, \(f(H)) értékét pedig
nem noveli). Legyen ¢ > 0 rogzitett, és legyen H,,, mint a 228. feladat meg-
olddsaban. Ekkor az f(H,) halmaz Borel minden n-re a 218. feladat dllitdsa
szerint. Ha n # m, akkor f(H,) N f(H,) megszamldlhat6. Val6ban, legyen
y € f(Hp) N f(Hp), éslegyeny = f(x) = f(a'), ahol x € H, és 2’ € H,,.
Mivel H, N H,, = 0, ezért x # z', tehat f~'{y} legaldbb kételemd. De f
monoton, ezért azon y-ok Y halmaza, amelyeket f tobb mint egy pontban vesz
fel, megszamlalhat6. Ugyanis Y azon értékek halmaza, amelyeket f a konstans
szakaszain vesz fel, és ezen szakaszok halmaza megszdmlalhato.

Tehat az f(H,) halmazok Borel-halmazok, és koziiliik barmely kett6nek a
metszete megszamlalhatd, igy nullmértékd. Ebbdl kovetkezik, hogy

NS = SN (H)),

neL
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hiszen f(H) > | J f(Hn). A 229. feladat 4llitsa szerint

Mf(Hn)) 2 (L+e)" - MHp) = (L+e)7 - (L+)" - A(Hy) 2

>(1+e)t [ fla

Hpy
Ezért
> > A >(14e) ) [ flda=
nez nez Hn
:(l—i-&?)_l-/ fldx=(1 /fd)\
H(f'>0)
Mivel ¢ tetszdleges volt, ezért \( f / frd.

231. Tetszbleges a < x < y < b-re jeldljik az (f(y) — f(x))/(y — =) differen-
ciahanyadost f[x,y]-nal.

Belatjuk, hogy U nyilt. Legyen x € U tetszdleges. Ekkor van olyan x < y <
b, hogy f[z,y] > m. Vildgos, hogy ha f folytonos z-ben, akkor f[z,y] > m
az x pont egy V kornyezetének minden z pontjara, és ekkor V. C U. Az f
fliggvény mindenképpen jobbrdl folytonos x-ben, tehat x egy alkalmas jobb oldali
V4 kornyezetére teljesiil, hogy V. C U. Ha f balrdl szakad z-ben, akkor f
monotonitdsa miatt van olyan bal oldali V_ kornyezete x-nek, hogy f[z,z] > m
minden x € V_-ra, tehdt V_ C U. Ezzel belattuk, hogy x egy kdrnyezete része
U-nak. Ez minden z € U-ra igaz, tehit U nyilt.

Legyen (u,v) az U nyilt halmaz egy komponense. Belatjuk, hogy f[u,v] >
m. Elég beldtni, hogy f[x,v] > m minden x € (u,v)-re, hiszen f jobb oldali
folytonossaga szerint ebbdl kovetkezik f[u, v] > m.

Legyen x € (u,v) adott, és legyen H = {y € (z,b) : f[z,y] > m}. Mivel
x € U, ezért H # (). Legyen z = sup H, ekkor az f fiiggvény monotonitdsédbol
kovetkezik, hogy f[z,z] > m. Ha z < v, akkor z € U, tehdt f[z,y] > m
egy alkalmas z < y-ra. De ekkor f[z,y] > m, ami ellentmond annak, hogy z
felsd korlatja H-nak. Tehat z > v. Ha z = v, akkor, mint lattuk, f[x,v] > m.
Ha viszont z > v, akkor v ¢ U alapjan f[v, z] < m, és ezt f[x,z] > m-mel
Osszevetve azt kapjuk, hogy flz,v] > m.

232. Tetszbleges g fiiggvényre jeldljik g[z,y]-nal a (g(y) — g(x))/(y — x) dif-
ferenciahanyadost.

Belatjuk, hogy ha f értékeit a szakadasi pontokban a jobb oldali hatarértékre
véltoztatjuk, akkor ezzel DV f értéke f folytonossdgi pontjaiban nem valtozik.
Val6ban, legyen f(z) = ygﬁ . f(y) minden a < x < b-re. Tegyiik fel, hogy f
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folytonos z-ben. Mivel f(x) = f(x)és f(y) > f(y) minden y-ra, ezért fz,y] >
flz,y] minden y > x-re, tehdt D" f(z) > D f(x).

Legyen v € R olyan (kiterjesztett) valés szam, hogy D f(x) < v. Ekkor van
olyan 6 > 0, hogy f[z,y] < v minden z < y < = + d-ra. Igy

DT f(z) = lim fe) = 1) <

— ’U’
z—y+0 zZ—X

hiszen f[z, 2] < v minden 2 < z < x + §-ra. Igy DT f(x) < v valahdnyszor
DT f(x) < v, tehit sziikségképpen DT f(z) < DT f(x). Feltehetjiik tehét, hogy
f jobbrél folytonos. Jeloljik az {z € (a,b): DV f(x) > m} halmazt {D*f >
m}-mel.

Legyen U = {x € (a,b) : 3y € (z,b), flx,y] > m}. Ekkor {DTf > m} C
U. Legyenek U komponensei (u;,v;). Az el6z6 (231.) feladatban lattuk, hogy
fluwi,v;] > m minden i-re. fgy

AUD* 1 > m) £ 30— w) < - 3 (F(w) = ) < (£0) — F(@)/m.

i
233. Legyenek I, Io, ... olyan intervallumok, melyek lefedik f(A)-t. Legyen
oo
Jn = f7'(In), ekkor A C | J Jy. Hac,d € Jy, ¢ < d, akkor az el6z8 (232.)

n=1
feladat allitasa szerint

MANIe,d)) <A{DTf >m}ne.d]) < (f(d) = f(c)/m < || /m,

tehdt m - A\(AN J,) < |I,| minden n-re. Ebbdl

n

és tekintve, hogy ez minden I,, lefedGrendszerre igaz, ezért A(f(A)) > m - A(A).

234. Mivel f monoton n6vé, ezért 0 < D, f(x) < DT f(z) minden z-re. Igy
a 227. feladat 4llitdsa szerint, ha A C [a, b] Lebesgue-mérhets és DV f(z) < K
minden x € A-ra, akkor A(f(H)) < K - \(H). Ebbdl a 228. feladat megoldasa-

ban kovetett gondolatmenet adja, hogy A\(f(A4)) < / DT fad.

Az 233. feladat 4llitdsdbol pedig a 230. feladat méAgoldéséban kovetett gondo-
latmenet adja, hogy A(f(A)) > / DT fd.

A tobbi Dini-derivélt esete éisszavezetheté DT fre. Ugyanis D f =
— D (—f), amib&l kovetkezik, hogy a A\(f(A)) = /A D™ f d\képletben D f-et
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kicserélhetjikk D f-re. Ha pedig g(x) = f(—=x), akkor D™ f(x) = —D;g(—x)
és D_f(x) = —DVg(—x), tehdt a képlet a D™ f és D_ f Dini-derivaltakra is
igaz.

235. Legyen f a Cantor-fiiggvény, és legyen A a Cantor-halmaz. Ekkor f(A) =
[0,1], tehat A(f(A)) = 1, mig / DY fd\ = 0, hiszen A nullmértékd.
A

236. A feltétel sziikségessége nyilvanvald. Az elégségességet bizonyitando te-
gyiik fel, hogy pu(f~Y(T')) = v(T) minden T téglara.

Legyen £(A) = u(f~'(A)) minden A C R? Borel-halmazra. Konnyen lat-
hat6, hogy ¢ mérték B(R”)-n. Mivel £(7") = v(T') € R minden T téglara, ezért
a 74. feladat dllitdsa szerint £(A) = v(A) minden A Borel-halmazra. Mas széval
w(f~1(A)) = v(A) minden A Borel-halmazra, azaz f mértéktarto.

237. Az el6z6 (236.) feladat szerint elég belatni, hogy u(f ' ([a,b))) = F(b) —
F(a) = pr([a,b)) minden a < b-re. Ez pedig nyilvanvalé F definici6jabol.

238. Ha g = x4, ahol A € Ay, akkor (10) bal oldala p2(A), a jobb oldala pe-
dig i1 (f1(A)). Ezek egyenldek, mert f mértéktarté. Igy (10) igaz akkor, ha g
egy mérhet6 halmaz karakterisztikus fiiggvénye. Ebb6] nyilvanval6an kovetkezik,
hogy akkor is igaz, ha g egyszerd fiiggvény. Most legyen g nemnegativ mérhet6
Xo-n. Ekkor vannak olyan 0 < s1 < s9 < ... egyszer( fiiggvények, amelyek
pontonként tartanak g-hez. A (10) egyenlség igaz az s,, fliggvények mindegyiké-
re, ezért a monotonkonvergencia-tétel alkalmazasaval azonnal adédik, hogy g-re
is igaz.

Ha g tetsz6leges mérhetd, akkor alkalmazzuk (10)-et a nemnegativ g™ és g~
figgvényekre. A két egyenldség bal oldalainak kiilonbsége akkor és csak akkor
értelmes, ha a jobb oldalak kiilonbsége értelmes. gy (10) bal oldala akkor és csak
akkor 1étezik, ha a jobb oldal Iétezik, és ekkor egyenldek.

239. Vegyiik észre, hogy a 237. feladat szerint f mértéktarté az (X, A, u) mérték-
térr6l az (R, B(R), ) mértéktérbe. Ha (10)-et alkalmazzuk a g(z) = = (z € R)
valasztassal, akkor megkapjuk a feladat allitasat.

240. Legyen X; = {a}, Ay = {0, X1}, 11 (0) = 0, 11 (X1) = 1, Xo = {b, ¢},
Ay = {0, X5}, p2(0) = 0, ua(Xo2) = 1. Ekkor (X7,Ay, p1) és (Xa, Az, p2)
mértékterek.

Legyen f(a) = b. Ekkor f: X; — X, mértéktarté leképezés, hiszen
f7H(X2) = Xu, és fgy p(f71(X2)) = 1 = pa(Xa). Legyen g(b) = 0 és

g(c) = 1. Ekkor g dpo nem 1étezik, mert nincs olyan mérhetd h: Xy — R
X2
figgvény, hogy g = h teljesiilne po-m.m. Xo-n. De az / (g o f)du, integral
X
l1étezik, mert g o f = 0 Xy-en. '

241. Legyen pu(A) = MAN[0,1)) minden A C R Borel-halmazra. Nyil-
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vanvald, hogy p mérték R Borel-halmazain. Belatjuk, hogy f mértéktarté a
([0,1),B([0,1)), A) mértéktérrdl az (R, B(R), 1) mértéktérbe.

A 236. feladat 4llitasa szerint ehhez elég beldtni, hogy A\(f (1)) = u(I),
azaz \(f~1(IN[0,1))) = A(IN[0,1)) minden [ intervallumra. Ha I intervallum
és IN[0,1) # 0, akkor I N [0,1) = [u,v),ahol 0 < u < v < 1.

Azt kell tehat beltni, hogy A(f ! ([u,v))) = v—uminden 0 < u < v < l-re.
Mivel

f_l([u,v)) N [(IZ', bl) = [ai + U(bl - ai), a; + ’U(bl — ai)),

ezért A\(f~([u,v)) N [ai, b)) = (v —u) - (b; — a;) minden i-re. Ebbél

oo o0

A (s 0) = DA ([, 0) Nai i) =D (0 —u)- (bi—a;) = v -1,

i=1 =1

o
hiszen Z(bZ —a;) = 1. Ezzel belattuk, hogy f mértéktarté a ([0, 1), B([0,1)), \)

i=1
mértéktérrol az (R, B(R), 1) mértéktérbe. Mivel f [0, 1)-be képez, ebbdl nyilvan-
val6an kovetkezik, hogy f mértéktarté a ([0, 1), B([0, 1)), A) mértéktérrd]l Snma-
géaba.
242. Legyen |a;,b;) = [(i — 1)/n,i/n) minden ¢ = 1,...,n-re. Nyilvdnvald,
hogy = € [a;,b;) esetén {nx} = nx — (i — 1) = (x — a;)/(bi — a;). Ezért az
allitas az el6z6 (241.) feladat dllitdsanak specidlis esete.
243. A 236. feladat llitdsa szerint elég beldtni, hogy A\(f ' ([u,v))) = v — u
minden u < v-re.

Minden y € R-re [~ ({y}) = {(y + Vv> +4)/2,y = Vy> +4)/2}. Az |

fiiggvény szigordan monoton névé a (—oo, 0) és (0, co) félegyenesek mindegyi-
kén. Ezért u < v esetén

FHu,v)) =[u — Vu2 +4)/2,0v — Vo2 +4)/2)U
Ulu+ vVu?+4)/2,0+ Vo2 +4)/2).

Ebbd1 azonnal adédik, hogy A(f~*([u,v))) = v — u minden u < v-re.

244. Borel-mérhet6 fliggvényekre az dllitds nyilvanvalé az el6z6 (243.) és a 238.
feladat allitdsabol.

Most legyen f: R — R Lebesgue-mérhetS. Ekkor a 164. feladat 4llitdsa sze-
rint 1étezik egy g: R — R Borel-mérhetd fiiggvény, amely egyenlS f-fel majd-
nem mindeniitt. Legyen A = {z: f(x) # g(x)}, ekkor tehdt A nullmértékd.

Legyen B = {x: f(x — (1/x)) # g(x — (1/x))}. Ekkor B = h™!(A), ahol
h(z) = x — (1/x). Ebbdl egyszerlien adddik, hogy B = ¢(A) U ¥(A), ahol
o(x) = (x+ Va2 +4)/2és¢(x) = (x — Va2 + 4)/2. Mivel A nullmértékii és
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¢, 1 differencidlhaté fiiggvények, ezért a 228. feladat allitdsa szerint A\(B) = 0.
Igy f(z — (1/z)) = g(z — (1/z))} majdnem mindeniitt.

Ha tehat (11)-ben f-et g-vel helyettesitjiik, akkor egyik oldal sem valtozik
(illetve nem 1étezik, ha f-re sem létezett). Mivel pedig (11) a Borel-mérhet6 g-re
teljesiil, igy f-re is teljesiil.

245. Tetszbleges 0 < u < v < 1-re

1((, v)) = /u 1‘%:"% ~ log(1+ v) — log(1 + u) = log (112) .

Ha 0 <a < b <1, akkor

P -0 (s )

n=1
tehat
A jobb oldalon 4ll6 6sszeget a kovetkez&képpen szamithatjuk ki:
N N
> log(1+1/(n+a)) = (log(n+1+a)—log(n +a)) =
n=1 n=1

=log(N +1+a)—log(l+a)

N
és hasonldan, Z log(1+1/(n+b)) =log(N + 1+ b) —log(1 + b). Ezért az

n=1
(56) jobb oldalan 4ll6 Osszeg értéke

A}im (log(N + 14 a) — log(1 + log(N +1+b) +log(1+0b)) =
—00

a) —
lim log (ST IT0Y qpp (1H0) o (1H0
= lim —_— | - = — .
Voo SA\N+1+0 S\1+0b t\1+a
Ezzel belttuk, hogy u(f ((a,b))) = u((a,b)). Mivel minden pont f ilta-
li 6sképe megszamlalhato, tehdt o szerint nullmértékd, ezért u(f ' ([a,b))) =

w([a,b)) minden 0 < a < b < l-re. Igy f mértéktarté a 236. feladat allitasa
szerint.

246. Az f + g és c - f fiiggvényekre vonatkoz6 éllitas nyilvanvals. Mivel f, g
korldtos valtozastak, ezért korlatosak is [a, b]-ben. Tegyiik fel, hogy |f|, |g| < K.
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Legyena = xp < 21 < ... < x, = b tetszbleges felosztas. Ekkor

|f(@i)g(xi) — f(zim1)g(zioa)] =

= |f(z:) - (g(z:) — g(xi-1)) + g(ziz1) - (f(25) — fziz1))] <
< [f(xi)| - |g(z:) — g(@i—1)| + g(@i—1)| - [f(z:) — f(miz1)| <
< K -lg(zi) — g(zi-1)| + K - [f(2:) — f(zi-1)]
minden i = 1,...,n-re. igy
> 1 F@i)gla) — flain)glai)| <
i—1
<K. Z|f Flai)| + K - Zlgxz — g(mi—1)| <

=1
<K-: V(f; [a,b]) + K - V(g [a,b]).

Mivel ez minden felosztdsra igaz, ezért V(f - g;[a,b]) < K - V(f;[a,b]) + K
V(g; [a,b]) < oo, tehat f - g korldtos valtozasd.

------

Osszuk fel az [a, b] intervallumot n egyenls részre, és legyen az igy kapott fel—

osztds F, : a = x5 < x < ... < x, = b. Legyen m; = min{f( )
x € [z, 2]} és M = max{f(x) : x € [z]_,,x}']}, és legyenek u',v]' €
[z 1, Z]olyanpontok melyekre f(u) = m?, f(vi') = M (i =1,...,n).

Jeloljuk F-gal azt a felosztdst, amit tugy kapunk, hogy F,,-hez hozzavessziik az

ug', v pontokat minden i-re. Ha f-nek az F,, illetve F, felosztdsokhoz tarto-

z6 varidcios Osszege V,,, illetve V', akkor n — oo esetén V,, — V(f;]a, b))

és V' — V(f;[a,b]). Jeloljik k'-vel az f([x' ,x}')) szakasz karakterisztikus

fiiggvényét minden 1 < i < n-re, tovabba legyen k], az f([z,_,,x]]) szakasz
n

karakterisztikus fiiggvénye. Ha N,, = Z k;', akkor N, (y) egyenls az F), fel-
i=1

osztas azon osztéintervallumainak szdmadval, amelyekben f felveszi az y értéket.

Ebbdl egyszeriien kdvetkezik, hogy n — oo esetén N,, pontonként /NV-hez tart, és

igy N Borel-mérhetd. Mivel

o0

If(x?)—f(ﬂﬂ?_l)!SM?—m?zIf(v?)—f(um:/ ki'(y) dy,

—0o0

e, 9]
igy V, < / Ny, (y)dy < V.7 minden n-re. Az is konnyen lathat6, hogy az Nan

— 00
fliggvénysorozat monoton novS. Ha tehat n — oo, akkor a monotonkonvergencia-
tétel szerint

| Nyay= i [~ Vet dy = V(55 la.8)

n—oo | _
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248. A rovidség kedvéért irjunk f, g helyett f-et. Nyilvdnval6, hogy f folytono-
san differencialhaté [c, 1]-ben minden 0 < ¢ < 1-re. Ezért f akkor és csak akkor
differencidlhaté [0, 1]-ben, ha a 0 pontban differencidlhatd, azaz ha f(z)/x-nek

l1étezik a véges limesze x — 0 + 0 esetén. Mivel 5 < 0, ezért sin (xﬁ > minden
—1 és 1 kozotti értéket felvesz 0 minden jobb oldali kérnyezetében. Igy a < 1
esetén f(x)/x = z° 1 .sin (xﬁ ) -nek nem létezik a jobb oldali hatérértéke 0-ban.

Ha viszont o > 1, akkor a limesz 0, mert sin (iU’B > korlatos. Igy az (i) kérdésre a

valasz o > 1.
Ha z > 0, akkor

f(x) = az®Tsin (xﬂ) + BB cog (1;6) _

— g1, [ﬁ cos (xﬁ) + az P sin (:nﬁ)} . 7

Mivel 3 < 0, ezért van olyan zg > 0, hogy |f'(x)| < 2|3| - z**#~! minden
1

0 < x < xp-ra. Ha a + 3 > 0, akkor tehat az/ | f'| dz improprius integrél
0
konvergens. Ebbdl kovetkezik, hogy f korldtos véltozasd. Ugyanis minden 0 <

c<d<l1-re
d
< [ Irla
C

tehdt barmely 0 = xg < 1 < ... < wn = 1 felosztdsra a varidcids Osszeg

legfeljebb | f(x1)| + !f |dx <1 +/ |f'] da.

Most belatjuk, hogy ha a + < 0, akkor f nem korlatos valtozasu. Legyen
zp = (km+ (7/2)"/? (k=0,1,...). Ekkor 8 < Omiatt 1 > 21 > x93 > .. .,
sin :ch = (—1)* minden k-ra. Igy

d
[f(d) = fl)l=| [ fdx

M=

|f(zr) = flor—1)] > Zx >Z ((k 4 1)m)>/?.

k=1 k=1 k=1

Ha a+ 3 < 0, akkor o/ 3 > —1, tehdt a fenti 6sszeg végtelenhez tart, ha K — oo.
Igy o + B < 0 esetén f nem korlétos valtozdsi. Vagyis a (ii) kérdésre a vélasz
a+ 5 >0.

Ha o + 3 > 1, akkor (57)-bdl kivetkezik, hogy f’ korlétos (0, 1]-ben, tehat
ekkor f Lipschitz. Ha viszont oo + 5 < 1, akkor szintén (57) felhasznalasa-
val konny{ ellendrizni, hogy f’ nem korlétos (0, 1]-ben, ekkor tehdt f nem lehet
Lipschitz. Igy a (iii) kérdésre a valasz o + 3 > 1.
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Ha f folytonosan differencidlhat6, akkor a derivéltja korlatos, tehat a+ 5 > 1.
Az (57) egyenl8ségbdl lathats, hogy f’ nem folytonos O-ban, ha o + 8 = 1, és
folytonos 0-ban, ha o« + 8 > 1. Tehat a (iv) kérdésre a valasz o + 3 > 1.

249. Jeloljiik N (y)-nal f~'({y}) szdmossagat, ha ez véges, illetve legyen N (y) =
0o, ha f~1({y}) végtelen. A 247. feladat 4llitdsa szerint az N fiiggvény Borel-

------

mérhet R-en, és | N d\ egyenls az f fiiggvény totdlis varidcidjaval az [a, b]

intervallumon. Ha J]“R totalis varidcidja véges, akkor N integralhaté R-en. Kovet-

kezésképpen N m.m. véges értékii. Ezzel beldttuk az (i)==-(ii) implikaciot.
Most tegyiik fel (ii)-t. Legyen f értékkészlete [m, M|, és legyen A,, = {y €

[m, M]: N(y) < n}. Ekkor A,, mérhetd minden n-re, és Ay C Ay C .... Az

[e.9]
A= U Ay, halmaz azon y € [m, M| pontok halmaza, melyekre N (y) véges,
n=1
tehdt A([m, M|\ A) = 0. fgy A\(A,) — M — m. Legyen £ > 0 adott. Ekkor van
olyan n, hogy \([m, M|\ A,) < e. Hatehat Y = [m, M|\ A,, akkor \(Y) < ¢,
és f minden y ¢ Y értéket legfeljebb n-szer vesz fel. Ezzel belattuk a (ii)=—>(iii)
implikécidt. A (iii))=>(ii) implikaci6 nyilvanvalé.

Legyen f(1/2n) =1/n, f(1/(2n—1)) =0 (n =1,2,...),legyen f(0) = 0,
és legyen f linedris az [1(k + 1), 1/k] intervallumokon minden k = 1,2, .. .-re.
Ekkor f folytonos [0, 1]-ben, a 0 kivételével minden értéket csak véges sokszor
vesz fel, de nem korlatos valtozasu.

250. (i) Legyena < z <y < b. Ekkor V(y) — V(z) = V(f;[z,y]) >
f(x)]. Ebbol egyrészt V(y) — V(x) > f(y) — f(x), azaz V(y) — f(y) > V
f(z) minden x < y-ra, tehdat V' — f monoton n6v6. Masrészt V (y) —
—f(y) + f(x),azaz V(y) + f(y) > V(x) + f(x) minden x < y-ra, tehd
is monoton novd.

<
+\_/
~ IV |

(i) Legyen a < x < y < b. Tetszbleges x = z9g < 1 < ... < Tp = ¥y
felosztasra
o) = fi)l =D Hg(x:) — g(wi1)) = (hla) = h(zi)| <
i=1 i=1

Mivel ez minden felosztasra igaz, ezért
V(filz,y)) = V(y) = V(z) < g(y) — g(x) + h(y) — h(z),

azaz g(x)+h(z) —V(x) < g(y)+h(y) — V(y). Ez azt jelenti, hogy az g+ h—V
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fiiggvény monoton né [a, b]-ben. Legyenn = (9+h—V)/2. Ekkorg = f+h =
f+@n—g+V),amibslg=n+ (V + f)/2ésh=g— f=n+(V - f)/2.

251. Legyena =xg < x1 < ... < x, = b egy tetszdleges felosztds. Ekkor

[ oan < [T gl
Ti_1 Ti 1

1— 1—

|f(@i) = fzi1)| =

és igy

n n T b
|f(@i) = flzim)] < lgld\ = [ |g|dA.

b
Ez minden felosztdsra igaz, ezért V' (f;[a, b]) < / lg| dX. Mivel pedig az integ-
a

ral véges, ezért f korlatos valtozasu.

b
Most beldtjuk, hogy V'(f;[a,b]) > / lg| dX\. Legyen € > 0 adott. Tudjuk,
a

b
hogy van olyan ¢ 1épcssfiiggvény [a, b]-n, hogy / lg — ol dX < e (1. a 190. fel-

adatot). Legyen ®(z / ¢(z) dz minden x € [a, b]-re. Konnyi ellendrizni,

b
hogy a V(®; [a,b]) = / |p| dA egyenl&ség minden konstans ¢ fliggvényre, és

a
igy minden 1épcs6sfiiggvényre is igaz. Médrmost

b
V(f3 [a,B]) — V(@3 [a,B])] < V(f — @; [a,8]) < / lg—dldr<e,

ahol az utols¢ el6tti egyenl6tlenség a feladat mar bizonyitott allitdsabol kovetke-
zik. Igy

V(fla,b)) > V(@ [a, bm—s—/ pldr—e >

/!grdA /|g <z>|dA—e>/ lgldx — 2z,

b
Mivel ez minden ¢ > 0-ra igaz, ezért V(f; [a, b]) > / lg| dA.
a

252. Legyena = 29 < 1 < ... < z, = b egy tetszleges felosztds. A 228.
feladat éllitdsdnak felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy

(@) — Fleio)] < AF (2o, 2a))) < / 7l

[xi717$i]

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos
216 Megolddsok

lgy )
|f(zi) — f(@i-1)] < || dA.

Mivel ez minden felosztdsra igaz, ezért V (f; [a, b]) < / |f'| dX.
[a,b]

253. Legyen f(z) = 0 minden z € [—1,0]-ra, és f(z) = 2? - sin 2>/ minden

x € (0, 1]-re. Megmutatjuk, hogy f differenciédlhat6 és korldtos valtozasu [—1, 1]-
ben,de a V(x) = V(f;[—1,x]) fiiggvény nem differencidlhat6 a 0 pontban.

Az, hogy f differencidlhaté és korldtos véltozdsd [0, 1]-ben, nyilvdnvalé a
248. feladatbdl. Mivel f jobb oldali derivéltja a nulla pontban 0, ezért f differen-
cidlhaté [—1, 1]-ben. Vildgos, hogy f korltos véltozdsd ugyanitt.

Legyen 2, = (kw4 (7/2))"%3 (k= 0,1,...). Ekkor 1 > 21 > x5 > ... és

sin(:cl:?’ﬂ) = (—1)* minden k-ra. igy minden 1 < k < K-ra

K
Vig) = V(i [=La)) = Y [f(xn) = flan)] >

n=k+1
K K
> Z 2 > Z (nm)~4/3.
n=k+1 n=k+1

e, 9]
Mivel ez minden K -ra igaz, ezért V (zy,) > 7~ /3 - Z n~4/3. Marmost
n=k+1

> s / e™dr =3 (k+1)7V3 >3 (2k) 73 > k13,
n=k+1 k+1
Ve _ (km)*?®

A > —4/3 —1/3. A
tehat V(zg) > 7 7k Ebbdl o R YETRYE

— 00, ha k — o0, és igy
V nem differencialhat6 O-ban.

254. Az allitds nem igaz. Legyen f az el6z6 (253.) feladat megoldasaban konst-
rualt fiiggvény. Tegyiik fel, hogy f = g — h, ahol g és h monoton és differen-
cidlhat6 fiiggvények [—1, 1]-en. Mivel f nem monoton, ezért g és h mindketten
monoton ndvdek vagy monoton csokkendek. Feltehetjiik, hogy g és h monoton
novoek [—1, 1]-en. A 250. feladat szerint van olyan n: [a, b] — R monoton névo
fliggvény, hogy g = VTH + n. Tudjuk, hogy van olyan z;, — 0, z;, > 0 sorozat,
hogy V (z1)/xr — oo. Ekkor
g(xr) —90) _ Vixw)  flxr) = f(0) | n(xxr) —n(0)
= + + >
Tp 2xy, 2z, T
> V (k) n f(@g) — f(0)

2xy, 2xy,

— 00+ f(0)/2.
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Igy g nem differencidlhaté 0-ban, ami ellentmondas.

255. Az f + g és c - f fuggvények abszoliit folytonossaga nyilvanvalé. Mivel
f, g abszolit folytonosak, ezért folytonosak, és igy korldtosak [a,b]-ben. Te-
gyiik fel, hogy |f|,|g| < K. Legyen ¢ > 0 adott. Mivel az f és g fiigg-
vények abszoliit folytonosak, 1étezik egy § > 0 szdm a kovetkezd tulajdon-

sdggal: ha [a1,b1],..., [an,by] egymdsba nem nyil6 intervallumok melyekre
n n

Z(bi—ai)<6,akkor2|f(bi)— a2|<6esZ|g ) —g(a;)| < e
i=1 i=1

Igy ekkor

S 1Fba)gbs) — Flagan < S 1Fb)] - labi) — glas)|+
=1 i=1

+Z!g(az’)|'\f(bz')—f(ai)\ <K-e+K-e.

i=1
Mibvel ¢ tetszGleges volt, ez bizonyitja, hogy f - g is abszolit folytonos.

256. Legyenek [a1,b1], ..., [an, by] egymdsba nem nyl’ll(’) intervallumok, melyek-

re0<a; <b <ag<by<...an<by <1esz ) < 4. Meg kell
=1

becsiilniink az S = Z(\/a — y/a;) Osszeget.

i=1

Legyen 0 < a < 1. Mivel (vz)' = 1/2y/z < 1/2\/a minden a < z < 1-re,
ezért |[v/z — \/y| < (1/2V/a) - |z — y| minden z, y € [a, 1]-re.

Feltehetjiik, hogy az a = aj egy alkalmas k-ra. Ha ugyanis ez nem igaz,
és a az egyik intervallum bels6é pontja, akkor az intervallumot a-ndl kettévig-
juk. Egyébként a rendszerhez hozzévesziink egy rovid [a,a + 7] intervallumot
gy, hogy az intervallumok tovdbbra is egymdasba nem nyudldak legyenek, és az
Osszhosszuk tovabbra is kisebb legyen, mint §. Legyen tehat @ = a. Ekkor

k—1
i=1

)
Zz; \/> Va Sz:: ai)Sm-
gy S < Va+(6/2Va).

Ha tehit ¢ > 0 adott, akkor a-t (¢/2)%-nek, o-t pedig £2/2-nek vilasztva
S < ¢ teljesiilni fog. Igy 6 = 52/2 JO vélaszés.

------

257. Jeloljiik V,-szel f totélis varidcidjét [a, x]-ben. Beldtjuk, hogy lim V, =

z—a+0
0. A 'V, fuggvény monoton nové. Ha lim V, = O nemigaz, akkor lim V, =
z—a+0 z—a+0
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c>0,ésV, > cminden a < x < b-re. Az f fiiggvény a pontbeli folytonossiga
alapjan vélaszhatunk egy n > 0 szdmot gy, hogy |f(x) — f(a)| < ¢/4 minden
a < x < a-+nra.
Legyen a < yo < a + n rogzitett. Mivel V,, > ¢/2, 1étezik egy a = xp <
n

x1 < ... < zp = yop felosztds, amelyre Z |f(zi) — f(xiz1)|] > ¢/2. Mivel
i=1

n
[f(21) = f(a)] < c/4, ezért > | f(zi) — fzio1)| > c/4. Legyenyy = a1. A
i=2
fenti okoskoddst megismételve kapunk egy a < y2 < y; szdmot és az [y, y1 ]
intervallumnak egy felosztdsét, amelyhez tartozé varidcids 6sszeg > c¢/4. Az el-
jarast folytatva kapjuk az yo > y; > ... szdmokat Ugy, hogy minden k-ra az
[Yk-+1, Y] intervallumnak van olyan felosztdsa, amelyhez tartozo variacids 9sszeg
> ¢/4. Ha egyesitjiik az els6 k ilyen felosztast, akkor egy olyan felosztist ka-
punk, amelyhez tartozé varidcids dsszeg > kec/4. Igy azt kapjuk, hogy f totalis
varidcidja [a, b]-ben végtelen, ami ellentmond a feltételnek. Ezzel beldttuk, hogy
lim V, =0.

z—a+0
Legyen € > 0 adott. A fentiek szerint van olyan a < d < b, hogy V; <

€/2. Mivel f abszoliit folytonos [d, b]-ben, van olyan 6 > 0, hogy valahdny-

szor [a1, b1], ..., [an, by] egymasba nem nyuld intervallumok [d, b]-ben, melyekre
n n
> (b — a;) < 8, akkor Y |f(bi) — f(ai)| < /2.
i—1 i=1
Beldtjuk, hogy erre a d-ra teljesiil, hogy ha [a1,b1],. .., [an,b,] egymésba
n n

nem nyuld intervallumok [a, b]-ben, melyekre Z:(bZ —a;) < 4, akkor Z | f(bi)—

i=1 i=1
f(al)| <eE.
Feltehetjiik, hogy a < a1 < b1 < a2 < by <...a, < b, <b. Megismételve
az el6z6 (256.) feladat megoldasanak gondolatmenetét azt is feltehetjiik, hogy

k-1 n
d = ay, egy alkalmas k-ra. Ekkor Z |f(bi) — fla;)| < Vi<e/2és Z |f(b;) —
i=1 i=k

n
f(a;)| < €/2 a & szdm vélasztdsa miatt. Igy Z |f(b;) — f(ai)|] < e, amivel az
=1
allitast belattuk. Z
Mivel ¢ tetszGleges volt, ezzel beldttuk, hogy f abszoliit folytonos [a, b]-ben.

258. Legyen C a Cantor-halmaz és f a Cantor-fiiggény. Legyen § > 0 adott.
Mivel a Cantor-halmaz nullmértéki és kompakt, ezért lefedhetd véges sok §-ndl
kisebb 0sszhosszusagu intervallummal. Feltehetjiik, hogy az intervallumok egy-
masba nem nyuil6ak, mert diszjunktaljuk Sket, majd a kapott intervallumoknak
vessziik a lezartjat. Vannak tehét olyan [a1,b1], .. ., [an, by] egymdsba nem nydlé
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n
intervallumok, melyekre C' C U} [a;, b;], és Z(bz —a;) < J. Mivel f monoton
i=1
novo, ezért
n

ULf (@), £(0i)] 2 f(C) = f([0,1]) = [0, 1],

i=1

n
tehdt » "(f(bi) — f(ai)) > 1. Bzzel beldttuk, hogy hogy & = 1-hez nincs j6 6, és
i=1
igy a Cantor-fiiggvény nem abszolt folytonos.

259. A rovidség kedvéért irjunk f, g helyett f-et. Ha f nem korlétos valtozasu,
o0
akkor van olyan z; > xo > ... > 0 sorozat, hogy Z |f(zn) — f(xns1)| = oo (L

a 248. feladat megoldasat). Nyilvanvald, hogy ekylioi f nem lehet abszolut foly-
tonos. (Késébb latni fogjuk, hogy minden abszolit folytonos fiiggvény korlatos
valtozast, lasd a 268. feladatot.) Tehat f csak akkor lehet abszoldt folytonos, ha
korltos valtozasu. Igy a 257. feladat 4llitasabol kovetkezik, hogy f akkor és csak
akkor abszolit folytonos, ha korldtos valtozasd. A 248. feladat éllitdsa szerint
ennek pontos feltétele a + 5 > 0.

Még be kell latnunk, hogy f” akkor és csak akkor Lebesgue-integralhato [0, 1]-
ben, ha a + 8 > 0. A a 257. feladat megoldasaban lattuk, hogy ha o + 5 > 0,

1
akkor az / |f'|, dx improprius integrdl konvergens, ekkor tehat f’ Lebesgue-
0

integrdlhat6. Most beldtjuk, hogy ha o + 8 < 0, akkor f' nem Lebesgue-
integralhat6 [0, 1]-ben. Ha 2 € [2km, 2k + 7/3], akkor cosz” > 1/2. Mivel
7% = 0,haxz — 0+ 0, ezért (57) szerint | f/(2)| > z*P~1.|8]/4, ha k elég
nagy. Legyen I}, = [(2km + 7/3)"/?, (2kx)'/P]. Ekkor |I| > ~ - k/A~1 ahol
~ egy csak 3-t6l fiiggd pozitiv konstans. Igy

|| dw > (2km) @ FB=1/B (18] /4) - |I)| > & - k75,
I,

ahol 0 egy csak [-t6l fiiggd pozitiv konstans. Ha o + 8 < 0, akkor /3 >
(e.)

—1, tehat Z k'8 divergens. Igy Z/ |f'| dx = oo, tehdt f' nem Lebesgue-
=11k

integrélhat6 [0, 1]-ben.

260. Tegyiik fel, hogy f nem Lipschitz. Megmutatjuk, hogy semmilyen ¢ > 0-
hoz nem létezik olyan 6 > 0, ami kielégitené a feltételt. Mert legyen 6 > 0
tetszGleges. Legyen K = 2¢/§. Mivel f nem Lipschitz, ezért vannak olyan
a < ¢ < d < bszdmok, hogy |f(d) — f(c)| > K - (d — ¢). S8t, a [c, d] intervallu-
mot vélaszthatjuk akdrmilyen rovidnek is. Ha ugyanis | f(d)— f(¢)| > K - (d—c¢),
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akkor a [c, d] intervallumot megfelezve a két félintervallum egyikére szintén fenn-
all egy hasonld egyenldtlenség. Van tehét egy [c, d] C [a, b] részintervallum dgy,
hogy d — ¢ < 6/2,és |f(d) — f(c)| > K - (d — ¢). Legyen n olyan egész szdm,
hogy

€
- < __
K'(d—c)_n<d—c

teljesiiljon. Az, hogy ilyen egész szdm van, a K szdm valasztasabol és d —
¢ < §/2-bol kovetkezik. Ha [ai,bi] = [¢,d] minden ¢ = 1,...,n-re, akkor
n

Y bi—ai)=n-(d—c) <9, de er flai)] = n-[f(d) = f(e)] >
i=1
n-K-(d—c)>e Ez ellentmondas amlvel az allitast beldttuk.

261. Legyen ¢ > 0 adott. Ekkor van egy 0 > 0 tdgy, hogy ha [a;,b;] C [a,b]
n

(i =1,...,n) egymdsba nem nyul¢ intervallumok, melyekre Z(b, —a;) <0,
i=1

akkorZ|f fla;)| < 6.
Belat]uk hogy ha [al, bi] C [a,b] (i = 1,...,n) egymdsba nem nyul6 inter-

vallumok, melyekre Z (b; — a;) < 6, akkor Z [V (b;) — V(a;)| < e. Ebbdl

=1
nyilvanvaléan kovetkez1k hogy V abszolit folytonos. Legyen 1 > 0 adott. Ek-

kor minden ¢ = 1,...,n-re vanolyan a; = x;0 < ;1 < ... < Tin, = b;

n;
felosztés, hogy Z |f(ij) = f(@ij—1)| > V(bi) = V(a:) = n. Az [zij-1, 25,4
j=1
(i=1,...,n, 7 =1,...,n;) intervallumok egymasba nem nyuléak, és az Gssz-
n n.ong

hosszuk Z(bi—ai) < 6. Igy 6 valasztasa folytdn Z Z |f(xij)—f(xij-1)|<e.
i=1 =1 j=1

Ebbsl Y [V (b;) — V(ai)| <e+n-n.

n
Mivel 7 tetsz6leges volt, ezért Z |V (b;) — V(a;)| < e, amivel az (i) llitast

i=1
belattuk. Ebbdl (ii) nyilvanvalo, hiszen ha f abszolit folytonos, akkor (i) alapjan
a(V+f)/2és (V — f)/2 fiiggvények is abszolit folytonosak, és egyszersmind
monoton novdek.

262. Tegyiik fel, hogy f: [a,b] — R abszolit folytonos, és H C la,b] null-
mértékd. Legyen € > 0 adott. Az abszolut folytonossdg definicidja szerint van
olyan 6 > 0, hogy ha [aq,b1],...,[ay,b,] egymdsba nem nydlé intervallumok,
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n n
melyekre Z(bz —a;) < ¢, akkor Z |f(bi) — flai)] <e.
i=1 i=1
Mivel A(H) = 0, ezért vannak olyan Iy, I, . . . intervallumok, melyek lefedik
o0

H-t, és Z |I,| < 6. Az intervallumokat kicsit megnyujtva feltehetjiik, hogy
n=1

mindegyik I,, intervallum balrdl zart és jobbrdl nyilt. Ekkor minden n-re I,, \

U I, el6éll mint véges sok diszjunkt balrdl zért és jobbrdl nyilt intervallum

m<n
unidja (lasd a 20. feladatot). Ezek az intervallumok egyiittesen lefedik H-t, és az

osszhosszuk < §. Legyen [ay, b,) ezen intervallumok egy felsoroldsa. Vildgos,
[e.e]

hogy az [a,, b,] intervallumok egymdsba nem nyuldak, és Z(bn —ay) < 0.
n=1
Mivel f folytonos, ezért felveszi a minimumat és a maximumét az [a,, by,]
intervallumban. Legyen m,, = min f = f(¢,) és M,, = max f = f(d,), ahol

an,bn] Qn,0n

Cnydp € lan, by. Ekkor f([an, by]) = [my, M,], tehdt

FH) € U Fanba)) = | Imn, M) = J[f(cn), f(d)]. (58)
n=1 n=1 n=1

Legyen J,, = [cn,dy), ha ¢, < dp, és legyen J,, = [dy, ¢y,], ha ¢, > d,. Ekkor

o0
a J, intervallumok egymadsba nem nyuldak, és Z |Jn] < 0. A 6 szdm valasztdsa

n=1
n n
szerint Z |f(ci) — f(dy)| = Z |M; —m;| < € minden n-re. Ezért (58) alapjan
=1 i=1
ANf(H)) < (f(dn) — f(cn)) < e. Mivel ¢ tetszbleges volt, ez bizonyitja,

[y

n—
hogy A(f(H)
263. Legyen A = {z € [a,b]: f'(z) = 0}. A feltétel szerint B = [a,b] \ A
nullmértékd. Mivel az el6z6 (262.) feladat allitdsa szerint f (N) tulajdonsagu,
ezért f(B) nullmértékd. Masrészt f(A) is nullmértékd a 109. feladat éllitdsa
szerint. Igy f([a,b]) = f(A) U f(B) is nullmértékd. Azonban f folytonos, ezért
f([a,b]) egy intervallum. Ez csak tgy lehetséges, ha f([a,b]) elfajuld, tehat f
konstans.

0, igy f (N) tulajdonsdgu.

264. Legyen P C |[a, b] pozitiv mérték és sehol sem sfirti zart halmaz. Legyenek
[a, b] \ P komponensei (a,,by) (n =1,2,...). Legyen f(z) = x minden z € P-
re. Az (an, by,) kiegészits intervallumban az f fiiggvényt dgy fogjuk megkonst-
rudlni, hogy linedris legyen az I, = [an, (an, + by)/2] és Jy, = [(an + bn) /2, by]
intervallumok mindegyikében.
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Minden ilyen f fiiggvény rendelkezik az (N) tulajdonsdggal. Ha ugyanis
AH) = 0, akkor f(H N P) = H N P nullmértékd, tovabba f(H N I,) és
f(H N Jy,) szintén nullmértékd minden n-re, hiszen az I,,, J,, intervallumokban
f linearis.

n
Az [a,b] \ U (a;,b;) halmaz n + 1 zdrt intervallum uniéja (amelyek kozott

lehetnek elfajulléalk). Jelolje ¢, ezen intervallumok hosszainak maximumat. Mivel
P sehol sem sfirti, ezért konnyen lathatéan ¢, — 0, ha n — oo. Vildgos, hogy a
(cn) sorozat monoton csokkend.

Definidljuk f-et a kovetkez8képpen: legyen f((an + b,)/2) = by + 2¢p, és
legyen f linedris az I, és J,, intervallumok mindegyikében. Megmutatjuk, hogy
ekkor f folytonos [0, 1]-ben, és egy megszamlalhaté halmaz kivételével P minden
elemét végtelen sokszor veszi fel.

Az f fiiggvény nyilvanval6an folytonos az (a,, by,) intervallumok mindegyi-
kében. Belatjuk, hogy minden x € P pontban is folytonos. Mivel a P halmazra
megszoritva f folytonos, ezért elég megmutatni, hogy ha x,, — x és z, ¢ P,
akkor f(z,) — f(x) = x. Ez nyilvanvald, ha = az egyik (ag, by) intervallum
végpontja, és =, € (ag, by) minden n-re. Ezért feltehetjiik, hogy =, € (ax,,, bx,, ).
ahol k, — oo. Ekkor ax, < f(zyn) < by, + 2¢g,. Marmost ag, — x, by, — x
és c, — 0, 1gy f(z,) — .

Végiil belatjuk, hogy haz € P,z > 0ésx # b, (n=1,2,...), akkor f az
x értéket végtelen sok helyen felveszi. Legyen b;, a {b;: i < n, b; < z} halmaz
legnagyobb eleme minden n-re. Ekkor a ¢,, szdm valasztdsa szerint ¢, > x — b;,,.
gy f(ai,) = a;, < xés f((a;, +b;,)/2) = b, + 2¢c;, > by, + 2¢, > z,
tehat f felveszi az x értéket az [;, intervallum belsejében. Mivel n — oo esetén
in, — 00, ezért f az x értéket végtelen sok pontban felveszi.

P

265. Az allitas nem igaz. Megmutatjuk, hogy az el6z6 (264.) feladat megol-
ddsdban konstrudlt fiiggvény ellenpélda. Legyenek az (a,b) \ P nyilt halmaz
komponensei (a,, b,) (n = 1,2,...). Legyen P’ = P\ {0,by,ba,...}. Az €l6z6
(264.) feladat megoldaséban lattuk, hogy minden y € P’-re végtelen sok olyan
x € [a,b] \ P pont van, amelyre f(z) = y. Ebbdl kovetkezik, hogy végtelen
sok olyan n van, amelyre f felveszi az y értéket az (a,, b,,) intervallumban. Mas

oo
széval P’ C U f((an, by,)) minden N-re.

n=N
oo

Legyen 0 > 0 tetszGleges. Ekkor van olyan N, hogy az £ = U (an, bn)

n=N
halmaz mértéke kisebb mint §. Mivel E képe tartalmazza a fix pozitiv mérték

P’ halmazt, ez bizonyitja, hogy f nem (S) tulajdonsag.

266. A 262. feladat megolddsanak gondolatmenetét kovetjilk. Legyen ¢ > 0
adott. Ekkor van olyan ¢ > 0, hogy ha [a;, b;] (i = 1,...,n) egymésba nem nyudl6
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intervallumok [a, b]-ben, melyekre Z(bi—ai) < 6, akkor Z\ f(bi) — fla)] < e.

i=1 i=1
Megmutatjuk, hogy ha A C [a,b] és A(A) < J, akkor A\(f(A)) < e. Legye-
nek Iy, I, ... olyan intervallumok, amelyek lefedik A-t és az dsszhosszuk < §.

Az I, intervallumokat gy is megvalaszthatjuk, hogy paronként diszjunktak le-
gyenek (lasd a 262. feladat megoldasat). Legyen f minimuma, illetve maximuma
a cl I, zart intervallumon m,,, illetve M, és legyenek a,, b,, olyan pontok cl I,,-
ben, melyekre f(a,) = my, és f(b,) = M,. Ekkor az [a,, b,] intervallumok®®
egymasba nem nytiléak és az 6sszhosszuk < 6. fgy 0 vélasztdsa folytin

n
ZM m;) Z\f flai)| <e
i=1

oo
minden n-re, tehat Z(M’ —m;) < e. Mivel f(I;) C [m;, M;] minden i-re, ezért
i=1
az [m;, M;] intervallumok lefedik f(A)-t, tehdt A(f(A)) <e.
267. Tegyiik fel (i)-et. Ha \(H) = 0, akkor A(f(H)) < ¢ minden ¢ > 0-ra
teljesiil, tehat \(f(H)) = 0. Igy f (N) tulajdonsagq. Jelsljiik N (y)-nal £~ ({y})
szamossagit, ha ez véges, illetve legyen N(y) = oo, ha f~({y}) végtelen. A
247. feladat allitdsa szerint az N fiiggvény Borel-mérhetd R-en. Belatjuk, hogy
N véges m.m.

Ha ez nem igaz, akkor az Y = {y € R: N(y) = oo} halmaz mérhet§ és po-
zitiv mértékd. Legyen F C Y pozitiv mértékii zart halmaz. Ekkor A = f~(F)
mérhetd részhalmaza [a, b]-nek (ldsd a 138. feladatot). Az 165. feladat dllitdsa
szerint van olyan mérheté A; C A halmaz, amelyet f kdlcsonosen egyértelmien
F-re képez. Mivel N(y) = oo minden y € F-re, ezért f(A\ A;) = F. Igy is-
mét alkalmazva 165. feladat allitasét taldlunk egy mérhet6 As C A\ A; halmazt,
amelyet f kolcsonosen egyértelmiien F'-re képez. Az eljarast folytatava kapjuk a
paronként diszjunkt és mérhetS A;, As, ... halmazokat [a, b]-ben, amelyek mind-
egyikét f kolcsonosen egyértelmtien F'-re képezi. Az A,, halmazok k6z6tt vannak
akarmilyen kis mértéktiek. Azonban F' mértéke pozitiv, és ellentmond az (i) fel-
tételnek. Ezzel belattuk, hogy (i)-bdl kovetkezik (ii).

Most tegyiik fel (ii)-t. Ha (i) nem teljesiil, akkor van olyan € > 0, hogy min-
den n-re van olyan A,, C [a,b] halmaz, hogy A\(A,) < 1/n? és A(f(4,)) > e.
Megmutatjuk, hogy az A,, halmazokat dgy is valaszthatjuk, hogy az f(A,,) hal-
mazok mérhetdek legyenek. Valéban, legyen A,, C B,,, ahol B, olyan Lebesgue-
mérhetd halmaz, amelyre A\(B,) = A(Ay) (I. a 96. feladatot). Ekkor B, =
Cp U Dy, ahol C,, F, halmaz és A\(D,,) = 0 (1. a 101. feladat (ii) allitdsét). Ekkor
AMCr) = M(By) = MAy) < 1/n

Ha b,, < a,,, akkor [an, by] alatt értsiik a [by,, a,,] intervallumot.
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Mivel f (N) tulajdonsdgd, ezért A(f(D,)) = 0, tehat \(f(C,)) =
A f(Bn)) > M f(Ay)) > e. Masrészt f folytonossdga miatt az f(C),) halmaz
F;, tehat mérhetd minden n-re.

Feltehetjiik tehét, hogy az f(A,,) halmazok mérhetGek.

Legyen A = limsup A,. Ekkor A\(A) = 0 a Borel-Cantelli-lemma els6

n—oo

allitasa szerint (64. feladat). Mivel f (N) tulajdonsagu, ezért A(f(A)) = 0. Mds-
részt A\(f(Ayn)) > ¢ minden n-re, tehdt a 62. feladat szerint \(B) > &, ahol
B = limsup f(A,). gy azY = B\ f(A) halmaz pozitiv mértékd. Hay € Y,

n—oo
akkory € f(A,) végtelen sok n-re, de y ¢ f(A). Ez azt jelenti, hogy az f 1 ({y}
halmaz végtelen kell, hogy legyen, mert kiilonben volna olyan z, hogy f(x) =y
és x € A, végtelen sok n-re. Ez azonban lehetetlen, mert ekkor z € A és
y € f(A). Ezzel belattuk, hogy (ii)-b8l kovetkezik (i).

268. Tegyiik fel, hogy f: [a,b] — R abszolit folytonos. Ekkor 1étezik egy § > 0

a kovetkez6 tulajdonsdggal: ha az [a;, b C [a,b] (i = 1 ,n) intervallumok

egymdsba nem nydléak és Z (bi — a;) < ¢, akkor Z |f(b;) — fla;)] < 1.
=1 =1

Legyena = ¢y < ¢1 < ... < ¢ = b egy olyan felosztas, amelynek az oszt6in-

tervallumai révidebbek d-ndl. Ekkor f totélis varidciéja a [c;_1, ¢;] intervallumon
legfeljebb 1 minden j = 1,...,k-ra. Ugyanis tetszdleges c;_1 = zg < 71 <

. < x = c¢; felosztasra az [x;_1, z;] intervallumok egymdsba nem nytl6ak és
n n

Z(mz — mi_l) =cCj—¢j—1 < 4, tehat Z ‘f(.%'z) — f(:cz_l)] < 1. Ezzel belattuk,
i=1 i=1

hogy f totdlis varidcidja a [cj_1, ¢;] intervallumokon legfeljebb 1, ezért f korlatos
valtozésu [0, 1]-ben. Mivel f nyilvdnvandan folytonos, és (N) tulajdonsagu is a
262. feladat szerint, igy a feladat ,,csak akkor” részét belattuk.

Az éllitas masik irdnyat bizonyitandé tegyiik fel, hogy f folytonos, korlatos
valtozast és (N) tulajdonsagi. Ekkor Banach tétele szerint (247. feladat) f m.m.
értéket csak véges sokszor vesz fel, tehat a 267. feladat szerint f (S) tulajdonsagu.
Jeloljiik N (y)-nal f~1({y}) szdmossagat, ha ez véges, illetve legyen N () = oo,
ha f~1({y}) végtelen.

Legyenek [a;, b;] C [a,b] (i = 1,...,n) egymdsba nem nyuld intervallumok.
Legyen J; = f((a;,b;)) minden i-re. Ekkor Ji, Jo,... olyan (esetleg elfajuld)

o

intervallumok, melyekre |J;| > |f(b;) — f(a;)| minden i-re. Ha J = U Ji,

akkor
S 1£0) = sl < 31 =3 [xadr= [ Svans [ Nax
=1 =1 =1 =1

(59)
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o
A Z xJ; < N egyenl6tlenség abbdl kivetkezik, hogy az (a;, b;) intervallumok
i=1
paronként diszjunktak. Marmost N integralhat6 R-en a 247. feladat szerint. fgy a
206. feladat allitdsa szerint minden € > 0-hoz van olyan 7 > 0, hogy ha B C R

és A\(B) < n, akkor/ NdX <e.
B

n
Az f fiiggvény (S) tulajdonsiga alapjan alkalmas § > O-ra, ha Z(bz —a;) <
i=1

J, akkor A(J) < n, és igy (59)-ben / N d\ < e. Ezzel belattuk, hogy f abszolut
J
folytonos.

269. A Cantor-fiiggvény folytonos és korldtos véltozasu (hiszen monoton), de
nem (N) tulajdonsdgi, mert f(C) = [0,1]. A 249. feladat megolddsdban konst-
rudlt fiiggvény folytonos €s (N) tulajdonsagu, de nem korldtos véltozasu. A x (o}
fiiggvény [0, 1]-ben korldtos valtozast és (N) tulajdonsdgu, de nem folytonos.

270. A 267. feladat szerint elég beldtni, hogy ha f: [a,b] — R differencidlhatd,
akkor (N) tulajdonsdgu, és m.m. értéket csak véges sokszor vesz fel.

Legyen H C [a,b], A\(H) = 0. Ekkor a 228. feladat allitdsab6l ad6dik, hogy
A f(H)) = 0. (Ez a 224. feladatbdl is ad6dik, mert minden differencidlhaté
fiiggvény lokalisan Lipschitz.) Ezzel belattuk, hogy f (N) tulajdonsagi. Jelol-
juk Y-nal azon y € R értékek halmazat, amelyeket f végtelen sokszor vesz fel.
Minden y € Y'-ra vilasszunk egy x, € [a,b] pontot, amely torléddsi pontja az
£ ({y}) halmaznak. Vildgos, hogy f'(z,) = 0 minden y € Y-ra. Az 109. fel-
adat szerintaz U = {f(x): f'(x) = 0} halmaz nullmértékd. Mivel Y C U, ezért
A(Y) = 0. Ezzel beldttuk, hogy f m.m. értéket csak véges sok helyen vesz fel,
amivel a feladatot megoldottuk.

271. Tudjuk, hogy pr({x}) egyenld f ugrdsdval z-ben (ldsd a 219. feladat (iii)
allitasat). Ha s abszoliit folytonos A-re nézve, akkor pf({x}) = 0 minden x €
[a, b)-re (hiszen A({z}) = 0), tehat f folytonos.

Mivel f monoton n6vé, igy korlatos valtozasu. Mivel folytonos is, ezért akkor
és csak akkor abszolut folytonos, ha (N) tulajdonsagu. Azt kell tehét belatni, hogy
folytonos f esetén pi; akkor és csak akkor abszoliit folytonos A-re nézve, ha f (N)
tulajdonsagu.

Az 219. feladat (iii) allitdsa szerint pup(H) = A\(f(H)) minden H C [a, b)-re.
Ebbdl az éllitds azonnal kovetkezik. Ha ugyanis f (N) tulajdonsagi és H C [a, b)
nullmértékd, akkor A(f(H)) = 0, tehét pu¢(H) = 0, és igy p 5 abszolit folytonos
A-re nézve. Megforditva, ha s abszolit folytonos A-re nézve és H C [a,b)
nullmértékd, akkor p1r(H) = 0 és igy A(f(H)) = 0, tehat f (N) tulajdonsagu.

272. Tegyiik fel el6szor, hogy f abszolit folytonos és monoton nov6. Ekkor
¢ abszolit folytonos A-ra nézve a 271. feladat szerint. Mivel \ véges [a, b]-

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos
226 Megolddsok

n, ezért alkalmazhatjuk a Radon—Nikodym-tételt. Azt kapjuk, hogy van olyan
g: [a,b] — R Lebesgue-integrilhat6 fiiggvény, hogy p(A) = / g d)\ minden
A

A C [a, b] Lebesgue-mérhetd halmazra. Ezt az A = [a, x) halmazra alkalmazva
azt kapjuk, hogy

f(@) - f(@) = pylaz) = /

[a,x)

gd)\:/ gdA.

Ezzel a feladat allitdsanak *csak akkor’ részét abszolut folytonos és monoton nové
fliggvényekre beldttuk.

Ha f abszolit folytonos, akkor a 261. feladat (ii) dllitdsa szerint f = f1 — fo,
ahol f1, fo abszolit folytonos és monoton névé [a, b]-n. Igy a fentiek szerint van-

xX
nak g1, g2 Lebesgue-integralhato fiiggvények, melyekre f;(z) = fi(a)+ / gi dX\
minden = € [a, b]-re és i = 1,2-re. Ekkor g = g1 — go Lebesgue—integrélcflaté, és
€T
f(x) = f(a) +/ g d) minden z € [a, b]-re

Most legyen Z: [a,b] — R Lebesgue-integralhaté. A 206. feladat éllitdsa
szerint minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy ha B C [a, b] mérhets és \(B) <

J, akkor/ lg| X < e. Legyenek [a;,b;] C [a,b] (i = 1,...,n) egymdsba nem
B
n

nyul6 intervallumok, melyekre Z(b —a;) < 6. Ekkora B = U a;, b;] halmazra

=1 =1
Z|f —fla)l =)

b;
/gdA‘s
i=1 i
b;
SZ/ \gldAZ/Bg\dA<6-
i=1 "

Ezzel belattuk, hogy f abszolit folytonos.

A(B) < 6, tehat

n

x

273. Tegyiik fel, hogy g: [a,b] — R Riemann-integrélhat6, és f(x) = / g(t)dt
minden x € [a, b]-re. Ekkor g korldtos, és igy f Lipschitz. Mivel g m.m. foly-
tonos (1. a 112. feladatot), ezért van olyan A C [a, b] halmaz, hogy [a,b] \ A
nullmértékd, és g folytonos az A halmaz pontjaiban. Ekkor f differencidlhat6
minden x € A pontban, és itt f'(z) = g(x). Ezzel a feltétel sziikségességét
belattuk.

A mésik irdnyt bizonyitandé tegyiik fel, hogy f(a) = 0, f Lipschitz, és van
olyan A C [a, b] halmaz, hogy [a,b] \ A nullmértékd, f differencidlhaté A pont-
jaiban, és f’ az [a,b] \ A halmazra megszoritva folytonos. Tegyiik fel, hogy
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|f(y) — f(z)] < K - |y — z| minden z,y € [a, b]-re. Ekkor |f'(z)| < K minden
olyan z pontban, ahol f differencilhaté. Igy | f'(z)| < K minden z € A-ra.

Legyen g(z) = limsup f'(y) minden # € [a,b]-re. Ekkor |g| < K

yeA, y—x
mindeniitt [a, b]-n, és g(x) = f’(x) minden z € A-ra, hiszen z € A esetén
limsup f'(y) = f'(x). Konnyen ldthaté, hogy ¢ folytonos minden z € A-ra.

yEA, y—x
Ha ugyanis x € A és |f'(y) — f'(z)| < e minden y € A, |y — x| < § esetén,
akkor konnyen lathatéan |g(y) — g(z)| < e minden |y — z| < d-ra.

Igy g korlatos és m.m. folytonos, tehat Riemann-integralhat6. Legyen F(z) =
xT
g(t)dt (x € [a,b]). Ekkor F' Lipschitz, és F'(z) = g(x) = f'(x) minden

xae A-ra. Az F' — f fiiggvény Lipschitz, tehat abszolut folytonos, és a derivéltja
m.m. nulla. EbbGl kovetkezik (1. a 263. feladatot), hogy F' — f konstans. Mivel
F(a) — f(a) =0, ezért f = I, amivel az allitast belattuk.

274. Legyen f: R — [0, 00| olyan Lebesgue-integralhaté fiiggvény, amelynek
minden raciondlis pontban co a hatarértéke (ilyen fiiggvény van a 200. feladat

T
szerint). Legyen F'(z) = / f dX\ minden z € [a, b]-re. Ekkor F' abszolit foly-
a

tonos [a, b]-ben, és F'(x) = oo minden raciondlis x € (a,b)-re. Ha F' Lipschitz
volna egy [c,d] C [a,b] intervallumban, akkor F’ véges lenne (c,d) raciondlis
pontjaiban, ami lehetetlen.

7z

275. Legyen F C [0, 1] egy pozitiv mértéki és sehol sem siirii zart halmaz, és
xX

legyen g = xp. Beldtjuk, hogy az f(x) = / XrdX (x € [0,1]) figgvény
0
kielégiti a feltételeket. Vilagos, hogy f abszoliit folytonos (st Lipschitz). Jelol-
jiik P-vel azon z pontok halmazat, melyekre A((x — d,z + §) N F') > 0 minden
0 > O-ra. Konnyd beldtni, hogy P zart, és sehol sem siird, hiszen P C F'. Tegyiik
fel el&szor, hogy (¢, d) N P # (). Ekkor P definicidja szerint A((¢,d) N F) > 0,
d

és igy f(d) — f(c) = / xXrd\ = XN(c,d) N F) > 0, azaz f(d) > f(c).

C
Most tegyiik fel, hogy (¢,d) N P = (. Ekkor minden z € (¢, d) pontnak van
olyan kornyezete, amelynek F'-fel vett metszete nullmértékd. Borel lefedési téte-
le szerint (¢, d) minden zdrt részintervalluma lefedhetd véges sok ilyen interval-

lummal, tehdt (¢, d) lefedhet6 megszamldlhatan sok ilyen intervallummal. Igy
d

A(c,d) N F) =0, amibdl f(d) — f(c) = / xrd\ =0, azaz f(d) = f(c). Ezt
(¢, d) részintervallumaira alkalmazva kapjulg, hogy f konstans (c, d)-ben.

Még be kell latnunk, hogy P # (). Tegyiik fel, hogy P = (). Ekkor a fentiek
szerint f konstans (0, 1)-ben. Ez azonban lehetetlen, mert f folytonos, és f(1) —
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1
£(0) = /0 xrdA = A(F) > 0.

276. Legyen f(1/n) = 1/n?, ha n paros, f(1/n) = 0, ha n paratlan, legyen f
linedris az [1/(n + 1), 1/n] intervallumokban minden n = 1,2, .. .-re, és legyen
f(0) = 0. Nyilvanvald, hogy f folytonos és korldtos véltozasud [0, 1]-ben. Ha
0 < ¢ < 1, akkor f Lipschitz, tehdt abszoldt folytonos a [c, 1] intervallumban. A
257. feladat dllitasa szerint f abszolit folytonos [0, 1]-ben. A 256. feladat éllitdsa
szerint 1/ is abszolit folytonos [0, 1]-ben. Azonban \/? nem abszolit folytonos
[0, 1]-ben, mert nem korldtos valtozasu.

277. Az dllitds nem igaz. A 266. feladat 4llitdsa szerint minden abszoltt folyto-
nos fiiggvény (S) tulajdonsagd. Nyilvanvald, hogy ez a tulajdonsiag megdrzddik a
kompozicié sordn. A 265. feladat megolddsaban konstrudltunk egy olyan folyto-
nos fiiggvényt, amely (N) tulajdonsdgu, de nem (S) tulajdonsdgu, és igy nem all
el6 két abszolut folytonos fiiggvény kompozicidjaként.

278. Az dllitds nem igaz. Az 254. feladat dllitdsa szerint van olyan f: [a,b] — R
differencidlhaté és korlatos valtozasu fiiggvény, amely nem all el6 két differenci-
alhat6 monoton fiiggvény kiilonbségeként. Mdarmost minden differencidlhat6 és
korlatos valtozasu fiiggvény abszolit folytonos, mert (N) tulajdonsagu, sét (S)
tulajdonsdgui (1asd a 270. és 268. feladatokat).

279. A 266. feladat allitasa szerint minden abszoltt folytonos fiiggvény (S) tulaj-
donsédgd. Mivel az (S) tulajdonsdg megbrzddik a kompozicié sordn, ezzel belat-
tuk, hogy a feltétel sziikséges.

Most tegyiik fel, hogy f folytonos és (S) tulajdonsigid. Legyen m = I[IlibI}l f
a,
és M = rEnzﬁ(f. Jeloljiik N (y)-nal f~1({y}) szamossagat, ha ez véges, illetve
a,

legyen N(y) = oo, ha f~1({y}) végtelen. Az (S) tulajdonsigbél kovetkezik,
hogy N véges m.m. (lasd a 267. feladatot). igy 0 < 1/N < 1 m.m. [m, M]-ben.
Legyen s(x) = 1/N(z), hax € [m, M], és legyen s(z) = 1, hax ¢ [m, M].
Ekkor s Lebesgue-integralhaté minden korldtos intervallumon. Legyen U(z) =

T
s dA. Ekkor U szigordan monoton novd és Lipschitz, tehat abszoltt folytonos

n{)inden korlatos intervallumon.

Mivel f = U™ o (U o f), ezért elég beldtni, hogy U~! és U o f abszoliit
folytonosak. Az U -1 fliggvény folytonos és monoton, tehit a Banach—Zareckij-
tétel szerint az abszolit folytonossagahoz elég belatni, hogy (N) tulajdonsagu.

Legyen A C R nullmértéki, és legyen B = U~ '(A). Az U fiiggvény m.m.
derivélhato, és a deriviéltja 1 vagy 1/N. (Itt felhasznaljuk a 310. feladat 4llitasat.)
fgy U’ > 0 majdnem mindeniitt. A 230. feladat 4llitisabél kovetkezik, hogy ha
A(B) > 0, akkor

AA) = NU(B)) > /BU’ X > 0,
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ami lehetetlen. Ezzel beldttuk, hogy A(B) = 0, tehdt az U fiiggvény (N) tulaj-
donségd, és igy abszolit folytonos.

Az U o f fiiggvény folytonos és (N) tulajdonsagi, hiszen U és f mindeketten
azok. Igy a Banach—Zareckij-tétel szerint (268. feladat) az Uo f fiiggvény abszolrit
folytonossdgéhoz elég beldtni, hogy korlatos valtozdsd. Jelsljikk s(y)-nal (U o
) ' ({y}) szdmossigat, ha ez véges, illetve legyen s(y) = oo, ha f~1({y})

végtelen. A 247. feladat allitdsa szerint azt kell megmutatni, hogy [ sdA < oco.
R

Mivel U szigortian monoton nové, ezért (U o f)"*({y}) = f*{U *(y)}).
tehét s(y) = N (U~ (y)) minden y-ra. Marmost

U(M) U(M)
_ s — -1 —
/R sd = /U L / N (UL (y)) dA(y)

U(m)
M M
:/ N-U’d)\:/ 1ld=M —m < 0.

Itt a helyettesitéses integralds képletét alkalmaztuk:
U(M) M
/ goU_ld)\:/ g-U"d\
U(m) m

tetszSleges ¢g: [m, M| — R Lebesgue-integralhaté fiiggvényre. Ez konnyen el-
lendrizhetd eldszor abban az esetben, amikor g egy intervallum karakterisztikus
fliggvénye, aztan 1épcsOstiiggvény, végiil tetszbleges Lebesgue-integralhato fiigg-
vény. Ezzel belattuk, hogy U o f abszolit folytonos.

280. Mivel (u(4) = 0) <= (A4 =0) < (A =10), ezért uésv
nyilvdnvaléan abszolit folytonosak egymdsra nézve. A p mértéknek van Radon—
Nikodym-derivéltja v-re nézve, nevezetesen az azonosan oo fiiggvény, mas széval

w(A) = / oo dv minden A C X-re. Ez nyilvdnval6 mind az A = (), mind pedig

A
az A # () esetben.
A v mértéknek nincs Radon-Nikodym-derivaltja u-re nézve. Ha ugyanis

v(A) = / fdp minden A C X-re, akkor ez az A = {x} egyelemi halmaz-
A

ra is igaz kellene, hogy legyen. Azonban v({z}) = 1, mig / f du értéke csak
{=}

0 vagy £oo lehet.

281. Legyen ¥(B) = / f dp minden B € C-re. Ekkor ¥ elGjeles mérték C-n,

amely nyilvanvaléan abszolut folytonos p-re nézve. A feltétel szerint az (X, C, )
mértéktér o-véges, tehat alkalmazhatjuk a Radon—-Nikodym-tételt. Azt kapjuk,

hogy van olyan C szerint mérhet$ g fiiggvény, hogy / gdy = / f dp minden
B B

B € C-re. Eppen ezt akartuk bizonyitani.
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Ha C véges, akkor van olyan X = A; U... U A, diszjunkt felbontds, hogy
A; € C minden i-re, és C minden eleme el6all mint néhdny A; unidja. Az
(X, A,C) mértéktér o-végességébdl kovetkezik, hogy 1(A;) < oo minden i-

re. A g fiiggvénynek mindegyik A;-n konstansnak kell lennie. Vilagos, hogy

ha u(A;) > 0, akkor g(x) = u(i‘i) - | fdpminden x € A;-re, vagyis g egyenld
A

f atlagéval A;-n. Ha pu(A;) = 0, akkor g tetszGleges lehet A;-n (s6t, nem is kell,
hogy definidlva legyen A;-n).

282. Legyen X = Z, A = P(Z), és legyen p a szamossagmérték P(7Z)-n.
Vildgos, hogy az (X, A, ) mértéktér o-véges. Legyen f = (o). Ekkor f in-

tegralhaté X-en, és / fdp = 1. Legyen C = {0, X}. Ekkor nincs olyan C
X
szerint mérhet6 g: X — R fiiggvény, amelyre az / g dp integral 1étezik, és
X

/ fdp= / g du. Ugyanis az / g dy integral csak akkor 1étezhet, ha g kons-
X X X

tans X-en. Mivel p(X) = oo, ezértaz [ ¢ du integrél értéke csak nulla és +00
X
lehet.

283. A u mérték akkor és csak akkor abszolit folytonos 1J-ra nézve, ha minden
A€ Ara(9(A) =0) = (u(A) = 0), azaz ha (u(A) > 0) = (J(A) > 0).
Ez pontosan akkor teljestil, ha f > 0 g-m.m. (Lasd a 204. feladatot.)

Tegyiik fel, hogy f > 0 py-m.m., és legyen g a 1 mérték Radon—-Nikodym-
derivaltja 9-ra nézve. Ez azt jelenti, hogy

p(H) = / gdv (60)
H

minden H € A-ra. Legyen A € A, és tegyiik fel, hogy 0 < u(4) < oc.
Beldtjuk, hogy ¢ = 1/f p-mum. A-n. Legyenek p < ¢ pozitiv szdmok, és
legyen H = A(g > g > p > 1/f). Ekkor f > 1/p a H halmazon, tehat
o) = [ fdu = utifpes [ 9o = q-o(H) = utH) - afo). Tey
(60)-b6l u(H) > p(H) - (¢/p). Mivel ¢/p > 1, ezért u(H) = 0. Egy hasonlé
okoskodds mutatja, hogy ha p < ¢ pozitiv szdmok, és £ = A(g <p < g < 1/f),
akkor u(E) = 0. Tehdt g = 1/f p-m.m. A-n.

Ha f = oo az A halmazon, ahol 0 < pu(A) < oo, akkor a fentiek szerint
g = 0 p-m.m. A-n. Ekkor azonban (60) szerint ;1(A) = 0, ami lehetetlen.

Azt kaptuk, hogy ha p-nek van Radon—Nikodym-derivdltja ¥-ra nézve, akkor
az X (f = 00) halmaz minden mérhetd részhalmazdnak a p-mértéke 0 vagy oo.

Megmutatjuk, hogy ez a feltétel (azzal egyiitt, hogy f > 0 y-m.m.) elégséges
is a Radon—Nikodym-derivalt 1étezéséhez. Tegyiik fel, hogy a fenti feltétel telje-
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siil, és legyen g(z) = 1/f(z), ha f(x) < oo, és legyen g(x) = oo, ha f(x) = co.
Belatjuk, hogy (60) teljesiil minden H € A-ra.
Tegyiik fel elGszor, hogy u(H) o-véges. Ekkor f < oo p-m.m. H-n. Va-
o

16ban, legyen H = U H,, ahol p(H,) < oo minden n-re. A feltétel szerint
n=1
az H,(f = oo) halmaz minden mérhetd részhalmazanak a p-mértéke 0 vagy oo.

Mivel p(H,) < oo, ezért u(H,(f = o0)) = 0. Ez minden n-re igaz, tehat
u(H(f = o0)) = 0.
Igy a H,(f < k) halmazok egy nullmértékd halmaz hijan lefedik H-t. Mivel

ﬁ(Hn(f < k)) <k- N(Hn) < o9,

ezért ¥(H ) szintén o-véges. Igy alkalmazhatjuk a Radon-Nikodym-tételt, és azt
kapjuk, hogy p-nek van Radon—Nikodym-derivaltja 1J-ra nézve H-n. Legyen ez a
h fiiggvény. Mint lattuk, a H(h # 1/f) halmaz minden mérhetd részhalmazénak
a p-mértéke 0 vagy oco. Mivel u(H) o-véges, ezért sziikségképpen p(H(h #
1/f)) = 0. Tehdt h = g p-m.m. H-n, és igy (60) fennall.
Most tegyiik fel, hogy p(H) nem o-véges. Ekkor ¥(H ) sem o-véges. Tegyiik
[e.e]

fel ugyanis, hogy H = U H,, ahol ¥(H,,) < oo minden n-re. Mivel ¥(H,,) =
n=1
fdués f > 0p-m.m., ezért a 204. feladat (ii) allitdsa szerint u(Hy,) o-véges.

Hn
Ez minden n-re igaz, ami lehetetlen, hiszen akkor u(H) is o-véges lenne.

Tehdt J(H ) nem o-véges. Mivel g > 0 mindeniitt, ezért ismét a 204. feladat
(1) allitasat haszndlva azt kapjuk, hogy (60) jobb oldaldnak értéke co. Mivel
w(H) = oo, ezért (60) fenndll.

284. Legyen C = {B € A: pu(B) = 0}. Vildgos, hogy C zirt a megszdm-
lalhaté uniéra. Legyen b = sup{v(B): B € C}, és legyenek B,, € C olyan
oo

halmazok, melyekre v(B,,) — b. Ekkor S = U B, € C. Mivel v(S) > b, ezért
n=1
sziikségképpen v(S) = b, tehdt S egy maximélis v-mértékli halmaz C-ben. Ezzel

(1)-et belattuk.
o
Legyen v o-véges, és legyen X = U Xp, ahol v(X,,) < oo minden n-
n=1
re. Ekkor (i)-et alkalmazva az X, halmazon kapunk egy maximéilis v-mértéki
oo

Sp C X, halmazt, amelyre p(S,) = 0. Legyen S = U Sh, ekkor p(S) = 0.

n=1
Belatjuk, hogy v abszolit folytonos p-re nézve az A = X \ S halmazon. Legyen
B C Aés u(B) = 0. Ekkor (B N X,,) = 0. Mivel v(S,,) < v(X,,) < oo, ezért
v(Sy,) maximalitdsa miatt (B N X,,) = 0, hiszen kiilénben a (B N X,,) U S,
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halmaz v-mértéke nagyobb volna v/(S,,)-nél, holott u((B N X,,) U S,,) = 0. Igy
v(B N X,,) = 0 minden n-re, tehat v(B) = 0. Ezzel (ii)-t is belattuk.

285. Az dllitas igaz. Belatjuk, hogy ha a abszolit folytonos -ra nézve, és f az
a mérték Radon-Nikodym-derivéltja 3-ra nézve, akkor f/(f + 1) az o mérték
Radon-Nikodym-derivaltja o + §-ra nézve.

Mivel a(H) = / fdB minden H € A-raés 0 < o < oo mindeniitt A-n,
H

ezért 0 < f < oo B-m.m. X-en. Feltehetjiik, hogy ez mindeniitt igaz. Igy
0 < f/(f+1) <1 mindeniitt X-en. Azt kell beldtni, hogy minden H € A-ra

_ f f

1 _ /
/I{Mda/I{f+1d6. (62)

Ha ugyanis (62) igaz, akkor mindkét oldaldhoz hozzdadva / f/(f +1)da-t
H
megkapjuk (61)-et. Marmost

/Hgda=/H(g-f)dB (63)

minden nemnegativ mérhetd g fiiggvényre igaz. Ugyanis g = x p-re ez vildgos

abbol, hogy o(H N B) = / f dB. Ebbdl az dllitas azonnal kovetkezik egy-
HNB
szer( fiiggvényekre, majd a monotonkonvergencia-tétel felhaszndldsdval minden

nemnegativ mérhetd fiiggvényre. Ha (63)-at 1/(f + 1)-re alkalmazzuk, akkor
megkapjuk (62)-t.

Ha « nem abszoliit folytonos 3-ra nézve, akkor a kdvetkez&képpen okoskod-
hatunk. Vegyiink egy olyan X = A U S felbontast, amelyre o abszoliit folytonos
B-ranézve A-n, és 3(S) = 0. Legyen

9(z) = {f($)/(f(56) +1), hax e A,

Elég belatni, hogy

1, hax € S.

Belatjuk, hogy g az o Radon—Nikodym-deriviltja o + §-ra nézve X -en. Azt kell
megmutatni, hogy

a(H):/Hgda—i—/Hgdﬂ (64)

minden H € A-ra. Ha H C A, akkor ez igaz a mar bizonyitott eset szerint.
Legyen H C S. Azt kell belétni, hogy a(H) = «(H) + B(H), ami vilagos,
hiszen 8(H) = 0.

286. Tegyiik fel el6szor, hogy ¥ o-véges mérték A-n. A 284. feladat (ii) allitasa
szerint van olyan X = A U S felbontés, hogy # abszolit folytonos p-re nézve

www.interkonyv.hu Hungarian Edition © Typotex



© Laczkovich Miklos
Megolddsok 233

A-n, és ;1(S) = 0. Legyen a(H) = 9(H N A) és o(H) = 9(H \ A) minden
H € A-ra. Vilagos, hogy o és 0 mértékek A-nés v = a+ 0. Ha H € Aés
w(H) = 0, akkor u(H N A) = 0, tehat A vdlasztdsa folytan ¥(H N A) = 0, azaz
a(H) =0. Igy a abszoliit folytonos pi-re nézve. Nyilvanval, hogy o szinguldris
u-re nézve.

Ha 9 o-véges elGjeles mérték A-n, akkor a Hahn-felbontési tétel szerint van
olyan X = P U @ felbontds, amelyre P,) € A, tovabba ¥} mérték Ap-n, és
—1J mérték Ag-n. Vildgos, hogy ¥ o-véges Ap-n, és —) o-véges Ag-n. Ha v =
ap+op ad mérték pi-re vonatkoz6 Lebesgue-felbontdsa Ap-nés — = ag+oq
a —v mérték p-re vonatkoz6 Lebesgue-felbontdsa Ag-n, akkor konnyen lathatéan
¥ = o+ 0 a ¥ Lebesgue-felbontdsa A-n, ahol a(H) = ap(HNP) —ag(HNQ)
éso(H)=o0p(HNP)—o0g(HNQE)minden H € A-ra.

287. Legyenek ¥ = «ay + 01 és ¥ = as + o9 Lebesgue-felbontasok. Mivel oy
és o9 szinguldrisak p-re nézve, ezért vannak olyan Ny, No € A halmazok, hogy
w(N1) = p(Na) = 0, és 01(A) = 0, valahdnyszor A € Aés AN Ny = 0, és
o9(A) = 0, valahdnyszor A € A és AN Ny = (). Legyen N = Ny U Ny. Ekkor
u(N) =0, és o1(A) = 02(A) = 0, valahdnyszor A € Aés AN N = ().

Ha A € Aés AN N = (), akkor tehat ¥(A) = a1 (A) + 0 = a(A) + 0, és
igy a1(A) = as(A). Ha A C N, akkor a1 (A) = aa(A) = 0, hiszen u(A) =0
és a1, a abszolt folytonosak ji-re nézve. Igy tetszdleges A € A-ra

p1(A) = p(A\N) = p2(A\ N) = pz(A).

Ezzel beléttuk, hogy a; = .

Ha A € Aé A C N, akkor ¥(A) = 0+ 01(A) = 0+ 02(A), és igy
01(A) = 02(A). Ha AN N = (), akkor 01(A) = 02(A) = 0 az N halmaz
vélasztdsa szerint. Igy tetszleges A € A-ra

01(A) =01(ANN) =02(ANN) =02(A).

Ezzel beléttuk, hogy o1 = 09.

288. (i) A X\ mérték abszolut folytonos p-re nézve, hiszen u(A) = O esetén A = ()
és A\(P) = 0. Igy a keresett Lebesgue-felbontds A = A + 0.

(ii) Belatjuk, hogy p-nek nincs Lebesgue-felbontdsa A-ra nézve. Tegyiik fel
ugyanis, hogy 4 = a+ o egy Lebesgue-felbontds. Mivel o szingularis A-ra nézve,
van olyan N halmaz, hogy A\(N) = 0 és o0(A) = 0, valahdnyszor A Lebesgue-
mérhetd és ANN = (). Legyen x € R\ N tetsz6leges. Mivel \({z}) = 0, ezért «
abszolit folytonossdga miatt o({z}) = 0. gy 1 = u({z}) = a({z})+o({z}) =
0 4+ 0, ami ellentmondas.

289. Tegyiik fel, hogy v szinguldris u-re nézve. Ekkor van egy olyan S € A
halmaz, hogy 1(S) = 0és v(X \ S) = 0. Ekkor a feladatban megfogalmazott
feltétel nyilvan teljesiil: minden £ > O-ra legyen A = S.
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Most tegyiik fel, hogy a feladatban megfogalmazott feltétel teljesiil. Ekkor
vannak A, € A halmazok tgy, hogy u(A,) < 1/n%és v(X \ A,) < 1/n?
minden n-re. Legyen S = limsup A4, és T = limsup(X \ A,). A Borel-

n—oo n—o0

Cantelli-lemma elsé allitasa szerint (64. feladat) p(S) = 0 és v(T") = 0. Mivel

X\ S =liminf(X \ 4,) CT,

n—o0
ezért v(X \ S) = 0, tehdt v szinguldris p-re nézve.

290. Mivel f, g korlatos valtozasuak, ezéry f+ g, f-g ésminden c € R-rec- f is
korldtos véltozdsd a 246. feladat 4llitdsa szerint. Mivel f'(z) = ¢'(z) = 0 m.m.
x € [a, b]-re, nyilvanvald, hogy f+g, f-gés c- f derivdltja is majdnem mindeniitt
nulla.

291. Tegyiik fel, hogy f szingularis. Ekkor f’ = 0 m.m., vagyis van olyan
A C [a, b] halmaz, hogy A([a,b] \ A) = 0és f'(x) = 0 minden = € A-ra. Ekkor
A(f(A)) = 0a109. (vagy a 227.) feladat dllitasa szerint, amivel az (i)=>(ii)
implikéciot belattuk.

Most tegyiik fel, hogy (ii) igaz. Hagyjuk el A-bél azokat a pontokat, ame-
lyekben f szakad. Az igy kapott halmazra szintén teljesiil, hogy A(f(A)) = 0, és
az is, hogy A([a, b] \ A) = 0, hiszen csak megszdmlalhatéan sok pontot hagytunk
el. A 219. feladat (iii) allitasa szerint ekkor z17(A) = 0. Mivel A([a,b] \ A) =0,
ezért p ¢ szinguldris A\-ra nézve. Ezzel a (ii)==(iii) implikdciot belattuk.

Most tegyiik fel, hogy p ¢ szinguldris A\-ra nézve. Ekkor van olyan A C [a, )
halmaz, amelyre A([a,b) \ A) = 0és up(A) = 0. A 219. feladat (iii) 4llitdsa
szerint ekkor A(f(A)) = 0. Ezzel belattuk a (iii)==-(ii) implikaciot.

Végiil tegyiik fel (ii)-t. Legyen ¢ > 0 tetszSleges. Ha B. = A(DTf > ¢),
akkor a 233. feladat allitdsa szerint \(f(B:)) > € - A(Be). Mivel B, C A, ezért
A(f(B:)) = 0, tehdt A(B.) = 0. Ez minden ¢-ra igaz, igy \(A(D* f > 0)) =0,
azaz DV f(x) = 0 m.m. z € A pontra. Mivel A([a,b] \ A) = 0, ezzel beldttuk,
hogy f jobb oldali derivaltja, f\ nulla m.m. [a, b]-ben. A g(z) = — f(—x) fiigg-
vény szintén monoton novs (a [—b, —a] intervallumban), és nyilvanvald, hogy
szintén rendelkezik a (ii) tulajdonsdggal. Igy gﬁr = 0 m.m., tehat f bal oldali
derivéltja is nulla Ezért f/ = 0 m.m., amivel a (ii)==(i) implikdci6t is belattuk.

292. A feltétel sziikségessége nyilvanvald. Az elégségességet bizonyitandod le-
gyen a < ¢ < d < b tetsz6leges. Az f fiiggvény monotonitasabol nyilvanvalo,

hogy az (f(c), f(c+0)), (f(z—0), f(z+0)) (x € DN(c,d)) és (f(d—0), f(d))
nyilt intervallumok paronként diszjunktak, és részei (f(c), f(d))-nek. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy

F@) = f(&) 2 (fle+0) = fle)+ D up(e)+(f(d) — f(d—0)).

z€DN(e,d)
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Hasonl6 egyenlGtlenség teljesiil az (a, c) és (d,b) szdmparokra is. Ezt a harom
egyenlStlenséget dsszeadva azt kapjuk, hogy

F0) = fla) = (fla+0) = fl@) + D ugp(z)+(f(b) = f(b—0)).

z€DN(a,b)

Azonban a feltétel szerint itt egyenl6ség all. Ez csak tgy lehetséges, ha mind a
harom egyenlétlenségben egyenléség all. Ez bizonyitja (12)-t. Mivel ez minden
a < c < d < breigaz, igy f tiszta ugréfiiggvény.

293. Feltehetjiik, hogy f balr6l folytonos. Ha ugyanis f értékét minden szakadasi
pontban f bal oldali hatarértékére valtoztatjuk, akkor az igy kapott f; fiiggvényre
teljesiil, hogy monoton névé tiszta ugréfiiggvény, és balrdl folytonos. Nem ne-
héz belatni, hogy ha egy = pontban f; differencidlhatd, akkor f dgyszintén, és
fi(z) = f'(x). Ha tehét f{ = 0 m.m., akkor f' = 0 m.m., tehdt f szinguldris.

Legyen f: [a,b] — R monoton névé és balrdl folytonos tiszta ugréfiiggvény, és
jeloljiik A-val f folytonossdgi pontjainak halmazat. Ekkor [a,b] \ A megszdm-
lalhatd, tehdt nullmértékd. Ha megmutatjuk, hogy A(f(A4)) = 0, akkor a 291.
feladat allitasa szerint kovetkezni fog, hogy f szinguldris. A tiszta ugréfiiggvény
definicidja szerint

F(0) = fla) = (fla+0) = f(@) + D ug(@)+ (f(b) — f(b—0)).

z€(a,b)\A

Az, = (f(a), fla+0)), I, = (f(b—0), f(b) € I = (f(x = 0), f(z +
(x € (a,b) \ A) intervallumok péaronként diszjunktak, részei az [f(a), f
intervallumnak, és az 6sszhosszuk f(b) — f(a). Igy az N = [f(a), f(b)] \

I, UL U U I, | halmaz nullmértékd. Nyilvanval6, hogy f(A) C N
z€(a,b)\ A
ezért A\(f(A)) = 0.

294. Legyen f monoton ndvs [a, b]-ben. Legyen az f fiiggvény (a, b)-beli szaka-
dési pontjainak halmaza {x1, x2, ...}, és legyen zg = a. Az us(a) = f(a+0) —
o

f(a) ésugp(b) = f(b) — f(b—0) jelolést haszndlva Y " us(zy) < f(b) — f(a) az
n=0
f fiiggvény monotonitdsa alapjan. A h; fiiggvényt a kdvetkez&képpen definidl-

juk. Legyen hq(a) = 0, tovabbd minden x € (a, b]-re legyen hy(z) azon u ()
szamok 0sszege, amelyek n indexére teljesiil z,, < x. Nyilvanval6, hogy h mo-
noton nové [a, b]-ben. A 82. feladat megolddsanak gondolatmenete mutatja, hogy
h balrél folytonos. Ugyanez a gondolatmenet azt is adja, hogy up, (z) = uys(z)
minden x € [a, b)-re. Ebbdl egyszeriien kovetkezik, hogy a h; fiiggvény értékeit
az x,, pontokban megvéltoztathatjuk dgy, hogy tovabbra is monoton ndvd legyen,
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és [a, b) minden pontjdban mind a bal oldali, mind pedig a jobb oldali ugrdsa meg-
egyezzen f megfelelS ugrasaval. Jeloljiik az igy megvaltoztatott fiiggvényt h-val.
Legyen tovabba h(b) = h1(b) + us(b). Ekkor h monoton névs, ésa g = f — h
fiiggvény folytonos [a, b]-n. Mivel

h(b) = h(a) = up(n) +up(b) = un(xn) + un(b),

ezért h tiszta ugrdfiiggvény.
A ¢ fiiggvény monoton novd. Valéban, ha a < ¢ < d < bés f folytonos a
¢, d pontokban, akkor

Wd) —h(c) = > upa) < f(d) = f(e),

c<xn<d

tehdt g(d) — g(c) > 0. Mivel g folytonos, ezért g(d) — g(c) > O minden a < ¢ <
d < b-re igaz.

295. Tegyiik fel eldszor, hogy f monoton név6 és folytonos. Ekkor iy véges
mérték [a,b) Borel-halmazain. gy a 286. feladat 4llitdsa szerint f-nek van
Lebesgue-felbontdsa A-ra nézve. Legyen py = a + o a Lebesgue-felbontas.
Mivel 117 véges [a, b) Borel-részhalmazain, ezért ugyanez igaz a-ra és o-ra is.

Legyen g(z) = a([a,z)) és h(z) = o([a,x)) minden x € [a, b]-re. Vildgos,
hogy g és h monoton névé fiiggvények [a, b]-n. Ekkor

f(z) = fa) + ps(la, ) = fa) + o([a, 2)) + o([a, ) = f(a) + g(x) + h(z)

minden x € [a, b]-re. Belétjuk, hogy g abszoliit folytonos és h szingulris.
ElGszor azt latjuk be, hogy g és h balrdl folytonosak. Legyen x,, € [a,b]
monoton névs sorozat, €s legyen li_>m xn = x. Ekkor [a,x1) C [a,x2) C ... 88
n oo
oo

U [a,x,) = [a, ), tehdt

n=1

9(x) = a([a, x)) = lim_a([a,z,)) = Tim g(zn),

n—oo n—oo

ami bizonyitja, hogy g balrél folytonos. Ugyanigy lathaté be, hogy A is balrél
folytonos.

Mérmost 14 és o véges mértékek [a, b) Borel-halmazain, amelyek megegyez-
nek a P ([a, b]) félgytirtin. Valdban, ha a < ¢ < d < b, akkor

pg([e; d)) = g(d) — g(¢) = a([a, d)) — a([a, ) = a([¢, d)).

fgy g €s o megegyeznek a Pl([a, b]) félgytirtin 4ltal generélt gy(iriin is. Ezért
a 80. feladat allitdsa szerint ji, és o megegyeznek [a, b) Borel-halmazain. Ebbdl
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kovetkezik, hogy a ;1, = o Lebesgue-Stieltjes-mérték abszolit folytonos A-ra
nézve. A 271. feladat éllitdsa szerint ebbdl kovetkezik, hogy g abszolit folytonos.

Ugyanigy adddik, hogy u;, = o, tehat a uj, Lebesgue—Stieltjes-mérték szin-
guldris A-ra nézve. A 291. feladat 4llitasa szerint ebbdl kovetkezik, hogy h szin-

guldris. Ezzel belattuk, hogy f el6dll a monoton és abszolut folytonos g + f(a)
és a monoton és szinguldris h fiiggvény 6sszegeként.

Most legyen f monoton n6vS (de nem feltétleniil folytonos). Az el6z6 (294.)
feladat allitasa szerint ekkor f = g1 + hq, ahol g1, h; monoton nové fiiggvények,
g1 folytonos, h; pedig tiszta ugréfiiggvény. A fentiek szerint g3 = g + h, ahol
g, h monoton n6évé fliiggvények, g abszolut folytonos, h pedig szingularis. Mivel
a 293. feladat 4llitasa szerint h; szinguldris, ezért f el6all a monoton és abszolut
folytonos g és a monoton és szingularis h + h fliggvény 6sszegeként.

Ha f korlatos véltozasu, akkor f = fi — fo, ahol f1, fo monoton n6vé fiiggvé-
nyek (1. a 250. feladat (i) allitasat). A fentiek szerint fi = g3+ hg és fo = g4+ hay,
ahol g3, g4, h3, hy monoton nové fiiggvények, gs, g4 abszolit folytonosak, hs, hy
pedig szinguldrisak. Igy f el6dll az abszoliit folytonos g3 — g4 és a szinguldris
hs — hy4 fiiggvény 06sszegeként.

Végiil belatjuk, hogy az eléallitas (konstans 0sszeadandoktol eltekintve) egy-
értelmd. Tegyiik fel, hogy f = g+h = G+ H, ahol g és G abszolit folytonosak,
h, H pedig szingularisak. Ekkor g — G = h— H. Haog— G = h— H = ¢,
akkor a c fiiggvény egyszerre abszolit folytonos és szingularis. Igy ¢ () =0
m.m. = € [a, b]-re, tehat a 263. feladat 4llitdsa szerint c konstans. Igy g = G + ¢
és h = H + ¢, amivel az allitast belattuk.

296. Legyen A = {z € (a,b): D4 f(z) < oo} és B ={x € (a,b): D_f(z) <
oo}. Vilagos, hogy (a, b)\ Ex, = AUB. Mivel f monoton novd, ezért Dy f(x) >
0és D_ f(x) > 0 minden z-re. gy D f(z) és D_ f(x) véges minden z € AUB-

re, tehdt a 234. feladat dllitdsa szerint A(f(A)) = / Dy fd\és N\ f(B)) =
A

D_fd)\. Mivel f szinguldris, ezért f = 0 m.m., és minden ilyen pontban

B
Dif(z) = D_f(z) = 0. Ezért D, f = O mum. és D_f = 0 m.m., tehat
mindkét integrl értéke nulla. Igy A(f(A)) = A(f(B)) = 0. Méarmost

(f(a), fF(0)) \ f(Ex)) C f(A) U f(B),

hiszen f folytonos, tehét f(a,b) D (f(a), f(b)). EbbdI (i) nyilvanvalg.

A (ii) dllitast bizonyitand6 vegyiik észre, hogy f([a,b]\ Ex) C [f(a), f(D)]\
f(Es). Valéban, ha x € [a,b] \ Ex, y € Eu, és f(x) = f(y), akkor  # y
és f monotonitdsa alapjan f konstans az [z, y| (vagy az [y, z]) intervallumon. Ez
azonban lehetetlen f'(y) = oo miatt. Igy (i) alapjan f([a,b] \ Ew) nullmértékd,
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tehat (i) azonnal kovetkezik a 219. feladat (iii) allitdsabol.

oo
297. A Cantor-halmaz pontjai az z. = 2 - Z en/3" alakd szamok, ahol ¢ =
n=1
(e1,€2,...) tetsz8leges 0—1 sorozat. Legyen f a Cantor-fiiggvény, ekkor f(z.) =
e.@)

Z €,/2" minden € 0 — 1 sorozatra.
n=1

Legyen adott a £ > 2 egész szam, és legyen € olyan 0 — 1 sorozat, amely-
ben nincs k£ egymads utdni 0 tag, sem pedig k egymds utdni 1 tag. Megmutatjuk,
hogy ekkor f/(x.) = oo. Nyilvanvald, hogy z. a C' Cantor-halmaznak kétoldali
torloddsi pontja. Ezért elég belétni, hogy

y—x+0, yecl Y — Te y—ze—0, yeC Y — Te

Ha ugyanis y1,y2 € C, y1 < e < 32 és (f(y) — f(z))/(y — xe) > K min-
deny; <y < y2ésy € C\ {x.} szdmra, akkor konnyen lathatéan (f(y) —
f(ze))/(y —x2) > K minden y1 < y < yo2, y # xe-rais teljesiil.

Legyen N > 1 adott, és legyen z. < y < z, + 1/3N, y € C. Ekkor y = xy),
ahol n = (11,72, ...) egy 0 — 1 sorozat. Mivel x. < x,, ezért van olyan n, hogy
€; = n; minden ¢ < n-re, €, = 0 és n, = 1. Masrészt x,, < x. + 1/3N alapjan

n > N. Ekkor
T K (]
6 =1 =3 (5-5) 25~ X 52
=n 1=n—+1

1 ( 1 1 > 1
> | —— — | = ——
= 9n omn on+k on+k’

hiszen az €n41, - . . , entk tagok kozott kell, hogy legyen legalabb egy nulla. Mas-

részt
> un i > 1 1
vom=2 3 (5-3) < g
i=n i=n

foy (f(y) = flx2)/(y — 22) > (3/2)"/(3 - 2%). It k fix, mig n — oo, ha
y — x: + 0. Ezzel (65) elsé limeszreldcidjat belattuk. A mdasodik ugyanigy
bizonyithato.

Az x. € C szam akor €s csak akkor racionalis, ha az ¢ sorozat valahonnan
kezdve periodikus. Ha . € C raciondlis és a nevezdje nem 3-hatvany, akkor az
€ sorozatban van végtelen sok nulla és végtelen sok 1 tag is, tehét az € sorozatra
teljesiil, hogy nincs benne k egymads utdni O tag, sem pedig k£ egymds utdni 1
tag, ahol k a periédus. Azt kaptuk, hogy f'(x) = oo teljesiil C' minden olyan
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raciondlis pontjdra, amelynek a nevezGje nem 3-hatvany. Ilyen példdul az 1/4
Szam.

298. Legyen U(z) = 2 - cos(1/z), ha z # 0, és legyen U(0) = 0. Konnyi
ellendrizni, hogy U mindeniitt differencidlhato, U'(0) = 0, és & # 0 esetén
U'(x) = 2z-cos(1/z) + f(z). Legyen v(z) = 2z -cos(1/x) hax # 0,ésv(0) =
0. Ekkor v mindeniitt folytonos, tehét van primitiv fiiggvénye R-en. Ha V' = v,
akkor (U — V)’ = f, amivel beldttuk, hogy f-nek az U — V fiiggvény primitiv
fliggvénye. Hasonldan bizonyithatd, hogy g-nek is van primitiv fiiggvénye.

Ha z # 0, akkor

g(x) = cos(1/z) = 1 — 2sin®(1/2z) = 1 — 2f?(2x).

Ha f?-nek van primitiv fiiggvénye, akkor 1 — 2 f2(2a:)—nek is van. Legyen F
egy primitiv fiiggvény. Ekkor x # 0 esetén F'(x) = g(z), valamint F’'(0) =
1-2 fZ(O) = 1. Mint lattuk, g-nek is van primitiv fiiggvénye; legyen G egy
primitiv fiiggvény. Ekkor (F — G)'(z) = g(z) — g(z) = 0, haz # 0 és
0, haz#0
1, haz=0
van primitiv fiiggvénye. Ez azonban lehetetlen, mert egy primitiv fiiggvény kons-
tans kell, hogy legyen a (—o0, 0) és (0, co) félegyeneseken, tehdt a folytonosség
miatt konstans kell, hogy legyen mindeniitt, de akkor a nulldban a derivéltja nul-
la és nem 1. Ezzel belittuk, hogy f2-nek nincs primitiv fiiggvénye. Hasonléan
bizonyithat6, hogy g-nek sincs primitiv fiiggvénye.

(F —G)(0) =1—0 = 1. Eszerint a h(z) = " fiiggvénynek is

299. Legyen W (x) = /2. cos(1/x), ha x # 0, és legyen W (0) = 0. Konnyi
ellendrizni, hogy W mindeniitt differencidlhaté, W’(0) = 0, és x # 0 esetén
W' (z) = (3/2)z'/% - cos(1/z) — f(z). Legyen s(z) = (3/2)x"/? - cos(1/z) ha
x # 0, és s(0) = 0. Ekkor s mindeniitt folytonos, tehdt van primitiv fiiggvénye
R-en. Ha S’ = s, akkor (S — W)" = f, amivel beldttuk, hogy f-nek az S — W
fliggvény primitiv fliggvénye.

Legyen g(z) = z'/?sin(1/z), ha z # 0, és ¢(0) = 0. Vildgos, hogy g folytonos.

Az el6z6 (298.) feladatban lattuk, hogy f - g-nek nincs primitiv fiiggvénye R-en.
300. A Borel-féle lefedési tételbdl kovetkezik, hogy f minden korldtos és zart
intervallumon korlatos. Igy f minden korlatos és zart intervallumon Lebesgue-
x
integrdlhat6. Legyen F(x) = / fdX\ (z € R). Megmutatjuk, hogy F'(z) =
0

f(z) minden z-re. Legyen £ > 0 adott, és legyen A, = {y € [z, z+ h]: |f(y) —
f(x)] > ¢} minden h > O-ra. Legyen |f(y)| < K minden y € [z, z + 1]-re. Ha
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0 < h <1, akkor

x - z+h

1

h d)\ <
_}11 / N 1 (66)
=3 /A @lave g [ 1) - i
<K A(h

Mivel f approximative folytonos z-ben, ezért A(A,)/h — 0, ha h — 0. Igy
(66) szerint ‘w - f(x)‘ < 26, ha h elég kicsi. Ezzel belattuk, hogy

hlil(r)n O(F(l‘ + h) — F(x))/h = f(x). Hasonlé gondolatmenettel kapjuk, hogy
—0+

, lil(r)n O(F(l‘ +h)—F(x))/h = f(z),ésigy F'(xz) = f(x). Mivel ez minden x-re
_> —
igaz, ezért F primitiv fiiggvénye f-nek.

301. Jeloljiik M-mel f szigoru lokalis maximumhelyeinek halmazat. Minden
x € M-re legyenek p,, g, olyan raciondlis szdmok, melyekre p, < = < g, és
fly) < f(z) minden y € (pg,qs) és y # x esetén. Vilagos, hogy kiilonbozs -
ekhez kiilonbozd (p,, ¢, ) parok tartoznak. Ebbdl azonnal adédik, hogy f szigoru
lokdlis maximumhelyeinek halmaza megszamldlhaté. Ugyanigy kapjuk, hogy f
szigoru lokdlis minimumhelyeinek halmaza is megszdmlélhato.

302. Tegyiik fel, hogy f jobbrdl és balrdl is differencidlhaté c-ben, és f/ (¢) <
f1(c). Konnyi beldtni, hogy ha f’ (c) < p < f!(c), akkor az f(z) — p - z fiigg-
vénynek a c pont szigort lokdlis minimumhelye. Hasonléan, ha f’ (¢) > p >
f%.(c), akkor az f(x) — p- x fiiggvénynek a c pont szigort lokdlis maximumhelye.
Ha tehét vessziik az f(z) — p - x figgvények szigoru lokalis szélsGértékhelyei
halmazdnak unigjat minden raciondlis p-re, akkor egy olyan megszdmldlhaté hal-
mazt kapunk, amely minden olyan pontot tartalmaz, amelyben f bal és jobb oldali
derivéltjai 1éteznek de kiilonbozbek.

303. Legyen A = {x € [a,b]: D, f(z) < D" f(x) < co}. Ekkor A Borel-
mérhets a 173. feladat 4llitdsa szerint. Tegyiik fel, hogy A(A) > 0. Ekkor a 234.
feladat allitdsa szerint

AfA) = [ Degar< [ Dfran= s,
ami lehetetlen. Igy A(A) = 0.
Legyen B = {z € [a,b]: D" f(z) = oo}. Ekkor B szintén Borel-mérhetd,
és a 233. feladat 4llitasabdl kovetkezik, hogy A(f(B)) > m - \(B) minden m-re,
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tehdt A\(B) = 0. Ezzel beldttuk, hogy f jobbrdl differencidlhaté m.m. x € [a, b]
pontban.

Ezt a — f(—x) fuggvényre alkalmazva adédik, hogy f m.m. balrdl differen-
cidlhat6. Mivel megszamlalhat6 sok pont kivételével a bal és jobb oldali derivalt

P

megegyezik az el6z6 (302.) feladat allitasa szerint, ezért f m.m. differencialhatd.

304. Mivel minden korlatos véltozasu fiiggvény két monoton fiiggvény kiilonb-
sége (1. a 250. feladat (i) dllitasat), ezért elég az 4llitdst monoton névo fiiggvé-
nyekre bizonyitani. Tegyiik fel tehét, hogy f monoton novd. Az el6zé feladat
allitasa szerint f m.m. differencialhato.

Osszuk fel [a, b]-t n egyenld részre az a = z¢ < x1 < ... < x, = b pontok-
kal. Legyen g,,(z) = (f(x;) — f(zi—1))/(zi — x;—1) minden z € (x;_1,z;)-re
(i =1,...,n). Konny beldtni, hogy ha egy = pontban f differencidlhatd, y,, <
x < z, minden n-re és z, — y, — 0, akkor (f(2,) — f(yn))/(zn —yn) — f'(2).
Ebbdl vildgos, hogy g, — f' m.m. = € [a, b]-re. A Fatou-lemma szerint

b b
#/dA < liminf / gndA = F(b) — f(a),

tehat f’ Lebesgue-integralhato.

305. Haa < z < y < b, akkor minden n-re

f(y) f Zfzy Zfzy fz

Y-

hiszen a fiiggvények monotonitdsa miatt mindegyik differenciahdnyados nemne-
gativ. Ebbs] kovetkezik, hogy ha az T € (a, b) pontban mindegyik f, és f is

differencidlhat6, akkor f'(z Z fl(z). Mivel ez minden n-re igaz, ezért

o0
> Z f;(x) minden ilyen pontban, tehdt m.m.

i=1
00

Mivel a Z fn(a) sor konvergens (és az 6sszege f(a)), ezért az f,, fiiggvé-
n=1
nyeket kicserélhetjiik az f,, — f,,(a) fliggvényekre. Ez a csere nem befolydsolja a
szerepld fliiggvények derivéltjat (ahol 1étezik), sem a sor pontonkénti konvergen-
cigjat. Igy feltehetjiik, hogy f,,(a) = 0 minden n-re. Ekkor 0 < f,(z) < fn(b)
minden n-re és minden x € [a, b]-re.
n

Legyen s, = Z fn minden n-re. Legyenek n; < ny < ... olyan indexek,

i=1
amelyekre f(b) — sp, (b) < 1/k* Ekkor f — s, < 1/k* mindeniitt [a,b]-n
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[o.¢]
tehdt a Z( f — sn,) sor (egyenletesen) konvergens [a, b]. Legyen az Osszege g.
k=1

A ) (f — sp,) sor tagjai szintén monoton nové fiiggvények, tehat, amint lattuk,

NE

1

o0
> (fl(x) = sh(2) < ¢g'(x) mm. zre. Igya Y (f'(z) - s, (x)) sor m.m.
k=1 k=1
konvergens, tehdt f'(z) — s}, () — 0 m.m. z-re. Mivel m.m. z-re az s, ()
sorozat monoton nd, ezért m.m. x-re s, (x) — f'(x), amivel az 4llitast beldttuk.

306. Feltehetjiik, hogy H C [0,1]. Azt kell beldtnunk, hogy m.m. = € H-ra
f'(z) = 1, ahol f(z) = AN(H N[0, z]). Legyen G,, olyan nyilt halmaz, amelyre
H C G,és \NGy\ H) <1/2" éslegyen gn(x) = AN(Gy, N[0, z]). Ekkor g, — f
monoton nd, és 0 < g, — f < 1/2". Igy a Z(gn — f) sor konvergens, legyen

8?r
Il

n
az osszege GG. Tudjuk, hogy m.m. pontban az f, g,, G fuggvények mindegyike
differenciélhaté. Egy ilyen x pontban Z(g;l(m) —f(z)) < G'(x), tehdt g/, (x) —
n
f'(z) — 0. Mivel z € H esetén g/, () = 1 minden n-re, ezért m.m. x € H-ra

f(x) = 1.

307. Legyen A a H halmaz egy mérhets burka. A 119. feladat allitdsa szerint
AH NI) = AANI) minden I mérhet halmazra, tehat minden intervallumra.
Ebbdl nyilvanvalo, hogy egy x pont akkor és csak akkor siirtiségi pontja H-nak,

o~ P

ha sfiriségi pontja A-nak. Mivel az el6z6 (306.) feladat allitdsa szerint m.m.

x € A pont sliriségi pontja A-nak, ezért m.m. = € H pont slirliségi pontja
H-nak.

308. Jeloljiik f-fel a Cantor-fiiggvényt (1asd a 169. feladatot). Terjessziik ki f-et

R-re dgy, hogy f(xz) = 0 legyen minden x < O-ra, és f(z) = 1 legyen minden

x > 1-re. Ekkor f: R — R monoton név§ és folytonos. Legyen (r;,) a raci-
o

ondlis szamok egy sorozatba rendezése. Ekkor a Z 2% f(z — ry) fuggvénysor
n=1
egyenletesen konvergens R-en, tehat az 6sszege, f folytonos. Fubini tétele szerint

f' = 0 m.m., hiszen f(x — r,) derivéltja m.m. nulla. Az f fiiggvény szigortan
monoton n6v6. Valéban, ha z < y, akkor van olyan n, hogy = < r, < y. Mivel
a Cantor-fiiggvény pozitiv (0, 1)-ben, ezért f(z — ) < f(0) =0 < f(y — ),
amibdl vildgos, hogy f(z) < f(y).

oo
309. Tegyiik fel, hogy az Z fn(zo) sor konvergens. Az f,, fiiggvényt kicserél-
n=1
hetjiik f,, — fn(x0)-ra; ez nem befolydsolja sem a szerepl§ fiiggvények derivltjat
(ahol 1étezik), sem a fiiggvénysor konvergenciajat, sem pedig az f, fiiggvények

------
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oo

Legyen V,, = V/(fn;[a,b]) minden n-re. A feltétel szerint a Z V,, sor
n=1

konvergens. Mivel | fn( ) = |fa(x) = fn(zo)] < Vi, minden n-re és minden

x € [a,b]-re, ezért a Z fn fiiggvénysor mindeniitt konvergens [a, b]-ben. Le-
n=1
gyen az 6sszege f.

Legyen gn(z) = V(fn;[a,x]) minden n-re és minden = € [a, b]-re. Ekkor
grn, monoton névo fiiggvény [a, b]-n. Mivel |g,| < V;, mindeniitt [a, b]-n, ezért a
oo oo

Z gn, fiiggvénysor mindeniitt konvergens [a, b]-n. Ha Z gn = g, akkor Fubini

n=1 n=1
o

tétele szerint Z g, = ¢ mm. [a,b]-n
n=1

Kénnyen lathato, hogy g, — fy, is monoton n6vé fl’jggvény [a, b]-n minden n-

re. Mivel Z — fn) = g— f, ezért Fubini tétele szermtz a—f)=g—f

n=1

m.m. [a, b]-n. Igy Z fl = f ' mm. [a,b]-n
n=1

310. A 190. feladat 4llitdsa szerint minden n-re van olyan g, : [a,b] — R Iép-

b x
csdsfiiggvény, hogy/ |g — gn| A\ < 1/n?. Legyen f,,(z) = / gn d\ minden
a a
x

x € [a,b]-re. Ekkor f(x) — fo(x) = / (9 — gn) d\ minden = € |a,bl-re,

tehat a 251. feladat 4llitdsa szerint f — f,, iorlétos valtozasd, és V (fn;[a,b]) <

1/n?. Mivel f(a) — f,(a) = 0 minden n-re, ezért a 309. feladat llitdsa szerint
oo

a Z(f’ — f/) sor m.m. konvergens [a, b]-ben. Igy f' — f/, — 0, azaz f, — f’
n=1

m.m. [a, b]-ben. Mivel f,, egy lépcsbsfiiggvény integrélfiiggvénye, ezért f,, = gy

véges sok pont kivételével, tehdt g, — f' m.m. [a, b]-ben. Azonban g,, — g m.m.

[a, b]-ben (1dsd a 180. feladatot), igy ' = g m.m. [a, b]-ben.

311. Ha f: [a,b] — R abszolit folytonos, akkor van olyan g Lebesgue-integralhaté
xT
fiiggvény, hogy f(x) = f(a)+ / g d\ minden x € [a, b]-re (ldsd a 272. felada-
a
tot). Az 310. feladat allitasabol kovetkezik, hogy g = f/ m.m.

312. Legyen f: [a,b] — R szinguldris. Ekkor f korldtos vdltozasu, tehdt f = g—

h, ahol f és g monoton nové fiiggvények. Ekkor g és h m.m. differencidlhatdak,

ésigy ¢ — W' = f/ = 0 m.m., hiszen f szinguldris. Az 304. feladat szerint ¢’
x

Lebesgue-integralhato [a, b]-ben. Legyen A(x) = / ¢ d\ minden z € [a, b]-re.
a
Ekkor A" = ¢’ m.m. [a, b]-ben.
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Az 304. feladat megolddsaban azt is lattuk, hogy egy monoton nové fiiggvény
derivéltjanak az integralja legfeljebb annyi, mint a fiiggvény megvéltozdsa. Igy
d
minden ¢ < ¢ < d < bre / g d\ < g(d) — g(c), azaz A(d) — A(c) <
(&

g(d) — g(c). Mivel b’ = ¢’ m.m., ezért ugyanigy kapjuk, hogy A(d) — A(c) <
h(d) — h(c). 1gy g(c) — A(c) < g(d) — A(d) és h(c) — A(c) < H(d) — A(d)
minden a < ¢ < d < b-re, tehdta g — A és h — A fiiggvények monoton névéek
[a,b]-ben. Mivel (g — A)Y =g — A ' =0és (h—A) =g — A" = 0 m.m.,, ezért
g — A és h — A szinguldris monoton nové fiiggvények, melyek kiilonbsége f.

313. Az (i)=(ii) implikacié nyilvanvalé a Banach—Zareckij-tételbdl (268. fel-
adat) és abbdl, hogy minden differencidlhat6 fiiggvény (N) tulajdonsdgi. (Az
utobbi allitast illetéen lasd a 224., 228. és 270. feladatok barmelyikét.) A (il)=-(iii)
implikécié nyilvanvalé a 311. feladat allitasabol. Végiil a (iii)=—-(i) implikécio
nyilvdnvalé6 a 252. feladat allitasabol.
314. Feltehetjiik, hogy f-nek az x( pontban lokdlis minimuma van, mert kiilon-
ben attériink a — f figgvényre. Azt is feltehetjiik, hogy f(xo) = 0, mert kiilonben
attériink az f — f (o) fiiggvényre. Ekkor van olyan > 0, hogy f(z) > 0 minden
x € (xg — 1,0 + n)-ra.

Legyen f primitiv fiiggvénye F. Tetszéleges 0 < h < n-ra F/ = f > 0
az I = [xg,xo + h] intervallumban, tehdt itt F' monoton n6vS. Az el6z6 (313.)
feladat 4llitdsa szerint I abszolit folytonos I-ben, tehdt F'(zg + h) — F(zg) =

zo+h
/ f dX (felhasznélva a 311. feladat allitasat).
xo

Legyen ¢ > 0 adott, és legyen Ay, = {z € (zo,z0+h): |f(x)— f(xo)| > €}.
Ekkor

F(zo+h) — F(zo) 1 /%*h

2 - S A SV

0 hJa, h
Mivel h — 0 esetén (F'(zo + h) — F(z0))/h — f(x0) = 0, ezért A\(Ay)/h — 0.
Ugyanigy lathatjuk be, hogy A(B},)/h — 0, ahol By, = {x € (xog—h,x0): | f(z)—

f(zo)| = e}
Ezzel beléttuk, hogy

Mivel ez minden € > 0-ra igaz, f approximative folytonos z-ban.

315. Nyilvdnval6, hogy fi(z) = 0 minden z € (0,1) \ C-re. Beldtjuk, hogy
fi(z) = oo minden z € (0,1) N C-re. Legyen = € (0,1) N C tetszdleges. Ekkor

s

oo
r=2- an/?;”, ahol ,, = 0 vagy 1 minden n-re. Ha2-37" < h < 2.37 "1

n=1
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akkor ¢,, = 0 esetén

Fla+h)— fla—h) > fle+2-37") — f(z) =27,
mig e, = 1 esetén

flath)—fa—h) > f(@)~ fla—2-3") =27,

Tehat e, értékétdl fiiggetlentil

> = —-
2h 4.3t 12

fx+h)— f(x—h) 2" 1 3\"

(=)
Ebbél vildgos, hogy h — 0 esetén (f(z + h) — f(x — h))/(2h) — oo, azaz
fi(@) = o0.

316. Nincs olyan folytonos és nem-konstans fiiggvény [a, b]-n, amelyre minden
x € [a,b] pontban f'(x) = 0 vagy f'(z) = oco. Tegyiik fel ugyanis, hogy f ilyen
fiiggvény. Mivel f nem konstans, ezért van olyan pont, amelyben f'(z) = oo.
Masrészt f'(z) = oo csak egy nullmérték halmaz pontjaiban dllhat a 110. feladat
szerint, ezért olyan pont is van, amelyben f(z) = 0.

A g(z) = f(x) — x fuggvény folytonos, és nem monoton, hiszen van olyan
pont, amelyben a derivéltja —1, és olyan is van, amelyben a derivdltja végtelen.
Ezért van olyan x € (a,b) pont, amelyben g-nek lokdlis szélsGértéke van. Ez
azonban lehetetlen, mert ¢'(z) = —1 vagy ¢'(r) = oo, és igy a g fiiggvény vagy
szigordan lokalisan nd, vagy pedig szigortian lokdlisan csokken x-ben.

Ha az f fiiggvényrdl nem tessziik fel, hogy folytonos, csak azt, hogy nem
konstans, akkor nyilvan van ilyen fiiggvény. Legyen

—1, haz <0,
f(z) =<0, haz=0,
1, hax > 0.

Az f fuggvénynek mindeniitt nulla a derivaltja, kivéve a nulla pontban, ahol vég-
telen.

A feladat harmadik kérdése tgy szol, hogy van-e olyan fiiggvény, amelyik
semmilyen intervallumban sem konstans, és a derivéltja minden pontban nulla
vagy végtelen. A feladatnak erre a részére kivételesen nem adunk megoldést,
és a valaszt sem daruljuk el. Az olvasénak most az egyszer segitség nélkiil kell
megtaldlnia a valaszt.

317. (i)=(ii): Adott & > O-ralegyen A = {x € G: |f(x) — f(xo)| > €}.
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Ekkor

1
e B MG EDIE
- 1'J/ [f(z) = f(zo)| dX =
~ ANB(zo,7)) ANB (o) >
)‘(A N B(IL‘(), ’l"))
e e

Ha xy Lebesgue-pont, akkor » — 0 esetén a bal oldal nulldhoz tart, tehat A\(A N
B(zo, 7)) /N B(xg,7)) — 0, és igy f approximative folytonos zo-ban.
(1)==(iii): Mivel

V(B(o, 7)) 1

S 0= KBy SN

ezért r — 0 esetén

I(B(xo,r) ol 1 o
B = 10| < SE) / @ = Sl o

318. Az el6z6 (317.) feladat allitasat felhaszndlva csak azt kell beldtnunk, hogy
ha f approximative folytonos xg-ban, akkor xy Lebesgue-pontja f-nek. Tegyiik
fel, hogy |f(z)| < K ha |x — 29| < 1. Adott 0 < € < n-ralegyen A = {x €
G: |f(z) — f(xo)| > e}. Ekkor

/ |f(z) = f(xo)] dX =
B(wo,r)
— [ p@ - folda [ @) - fa)ldr <
B(zo,r)NA

B(zo,r)\A
< 2K - )\(B(ﬂj'o, 7") N A) +e- )\(B(ZE(), 7")),
tehat

o
A(B(xo,7))

A B(xg,7) N A)

‘ /B(mo,r) ’f(x) - f(xO)‘ ar < 2K - )\(B(aj‘o, 7”)) e

Marmost f xg-beli approximativ folytonossaga miatt

A B(xg,7) N A)/N(B(xg,7)) — 0, ha r — 0,

ezért
1

MmmmyémﬂV@—ﬂme<%
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ha r elég kicsi. Mivel ez minden 0 < € < n-ra igaz, ezért

1

W . /B(:L’o,r) |f(z) — f(x0)| dX — O,

ha r — 0, tehat zy Lebesgue-pontja f-nek.

319. Az f fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye a 298. feladat szerint. Legyen
F egy primitiv fiiggvény. Mivel f minden intervallumban Riemann-integralhato,
x

ezért a Newton—Leibniz-formula szerint / f(t)dt = Fi(z) — F1(0). Tudjuk,
0

hogy/ fdA —/ f(t) dt (1asd a 193. feladatot), tehat F'(x / f(t)

Fi(z) — F1(0) minden z-re. igy F/ = F| = f.
Pontosan ugyanigy bizonyithatd, hogy ha g(z) = cos(1/x), g(0) = 0 és
x

G(z) = / gdX (z € R), akkor G’ = g mindeniitt.

0
Most belatjuk, hogy az x = 0 pont nem Lebesgue-pontja f-nek. Minden
x> 0-ra

/ | f(t) 0)|dX = /\sm l/t)\d)\>/0 sin?(1/t) d\ =

:/Oxsin2(1/t)dt:/0 1_(3028(2/t)d)\:

:%-Gumy

Mivel G'(0) = 0, ezért 2 — 0 esetén G(x/2)/z — 0. Igy

hmmf— / | (%) \d)\>hmmf(2 (I/2)>_;7

z—0+0 T z—0+0 x

tehdt az = 0 pont nem Lebesgue-pontja f-nek.

Ebbdl az is kovetkezik, hogy f nem approximative folytonos 0-ban, hiszen f
korlatos, és igy a 318. feladat allitdsa szerint, ha f approximative folytonos lenne
0-ban, akkor az x = 0 pont Lebesgue-pontja lenne f-nek.

7z

320. Tegyiik fel, hogy H olyan mérhetd halmaz, hogy x stirtiségi pontja H -nak,
xo € H, és f a H halmazra szoritkozva folytonos xp-ben. Legyen £ > 0 adott,
éslegyen A = {x € G: |f(x) — f(xo)| > €}. Mivel f a H halmazra szoritkozva
folytonos xp-ban, ezért van olyan > 0, hogy = € H és |z — xg| < 7 esetén
|f(z) — f(zo)| < e,azazx ¢ A. A B, = B(xo,r) jelolést hasznélva ezt Ggy is
megfogalmazhatjuk, hogy ha 0 < r < 7, akkor ANB, C B, \ H.Igy0 <r <7
esetén
)‘(A N Br) < )‘(Br \ H) = )‘(Br) - )‘(BT N H)7
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= MANB) _ . AB,H)

ABr) T ABy)
Mivel z stirliségi pontja H-nak, ezért r — 0 esetén A\(B, N H)/\(B,) — 1, és
igy A(ANB;)/A(By) — 0. Mivel ez minden ¢ > 0-raigaz, ezért f approximative
folytonos az zy € G pontban.

Most tegyiik fel, hogy f approximative folytonos az xg € G pontban. Legyen
H.={z € G: |f(x) — f(zo)| < e}. Ekkor r — O esetén \(B, \ H:)/\(B;) —
0. Ebbdl
ANBrNH,) AN B, N H)

A(B;) A(Br)
tehat x stiriségi pontja H.-nak minden £ > (O-ra. A H. halmazok segitségével
most konstrudlunk egy olyan H halmazt, amelynek zq slirliségi pontja, g € H,
és f a H halmazra szoritkozva folytonos xg-ban.

Vilasszunk egy szigordan monoton csokkend és nulldhoz tarté (ry) sorozatot,
amelyre teljesiil, hogy A\(Hy,, N B;) > (1 — (1/k)) - A(B;) minden 0 < r < 7-
raés k = 1,2,...-re. Nyilvén azt is feltehetjiik, hogy 711/, — 0 ha k — oc.
Legyen

1-— — 0, — 1,

oo
H = {xo} U | J (Hip \ Bro).
k=1
Ekkor f a H halmazra megszoritva folytonos lesz xp-ban. Tegyiik fel ui., hogy
r € HN By, és  # xo. Ekkor van olyan n, hogy = € Hy, \ By, ,. Mivel
xr e B ezért sziikkségképpen n > k, x € Hyy, és [ f(x) — f(wo)| < 1/k.

Tk4+2°

Harpy <r <y, akkor HN B, D (Hy, N B;) \ By, alapjdn
Tk+2) =

— \(B,)- (1_;_A§If]3)>> > \(B,)- <1

Mivel A(By,_,)/A(Br,.,) — 0hak — oo, ezért \(H N B,)/\(B;) — 1 ha

r — 0, azaz xq slirliségi pontja H-nak.

MH N B,) > A(Hy N By) = A(Br,,,) > (1= (1/k)) - \(B,) — \(B
1
2=

Tk+1)

321. El6szor is belatjuk, hogy i1 < 9 < ... < i5. Az 1y,...,%s indexek kiilon-
bozbek, hiszen a BZ-]. gdombok paronként diszjunktak. Mivel ¢; = 1, ezért i1 < is.
Mivel iz volt a legkisebb index, amelyre B;, N B;, = 0, és B;, N B;, = 0 is igaz,
ezért sziikségképpen 19 < 3. Ugyanigy adddik, hogy i3 < i4 stb.

Belatjuk, hogy minden 7 = 1,...,n-re van olyan k, hogy a B;, gombot a
kozéppontjdbdl 3-szorosdra nydjtva, az igy kapott B, . gomb lefedi B;-t. Ez nyil-
vanvald, ha ¢ = i; valamely j = 1,...,s-re. Tegyiik fel, hogy ; < ¢ < ij41.
Mivel i1 volt a legkisebb index, amelyre B;,_, diszjunkt a kordbban kivélasztott

gomboktsl, ezért B;-re ez nem igaz. Igy van olyan 1 < k < j, hogy B;, NB; # 0.
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Legyen x € B;, N B;. Ekkor tetszbleges y € B;-re
ly —ai | <ly —z|+ |z —a; | < 2ri+ri, <3r,,

hiszen 4j, < ¢ miatt r; < r;, . Ezzel beldttuk, hogy y € B;k. Ez minden y € B;-re

igaz, tehiat B; C ng.

322, Minden x € H;-hez valasszunk egy x kozépponti B, gombot, amelyre

1(Bz) > A(By) - t. Lindelof tétele szerint a B, gdmbok koziil megszamlalhatéan

sok lefedi H;-t. Legyenek By, Bo, ... olyan gombok, melyekre pu(B;) > A(B;) -t
o

mmmmamcU&&m
=1

i=1 i=1

n
Igy elég beldtni, hogy A (U B; | <37 u(RP)/t minden n-re.
i=1

Legyen n rogzitett. A gdmbokre vonatkozé lefedési tétel (321. feladat) szerint
vannak olyan i1, . .., is indexek, hogy a B;; gdbmbok paronként diszjunktak, és ha
a B;, gombok mindegyikét a kdzéppontjabdl 3-szorosara nyujtjuk, akkor az igy

n
kapott BZ{J_ gdombok lefedik az U B; halmazt. Igy

=1
n S S S
AVEIERYIVEA IS TR SERERE
i=1 j=1 j=1 j=1
S S
3P 3P
< 1 N(Bz]) ? : Z:U’(sz) -
j=1 j=1
3P N 3P
=75 U%f§7ﬂWﬁ
j=1

Itt az utolso eldtti egyenldség abbol kivetkezik, hogy a B;; gdmbok paronként
diszjunktak. Ezzel az allitast belattuk.

323. Feltehetjiik, hogy G = RP, mert kiilonben f-et kiterjesztjiik RP-re az f(z) =
0 (x ¢ G) definiciéval. Jelljik C-vel azon pontok halmazat, amelyek nem
Lebesgue-pontjai f-nek. Ha C), jeloli azon x( pontok halmazat, amelyekre

. 1
lim sup

1
vz M B(x0,7)) /B(xw) |f(x) — f(z0)| A\ > =
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o
akkor C' = U Cy. Tegyiik fel, hogy A(C') > 0. Ekkor van olyan n, hogy
n=1
A(Cy) > 0. Rogzitsiink egy ilyen n-et, és legyen € = min(1/n, A\(C,,))/ (37 +1).
A 191. feladat éllitdsa szerint van olyan g: R” — R folytonos fiiggvény, hogy

/ |f — g|dX\ < €% Legyen h = f — g, és jeloljiik A.-nal azon z € R pontok
RP

halmazat, melyekre van olyan » > 0, hogy / |h|dX > € - A(B(z,7)). A
B(z,r)
fiiggvényekre vonatkoz6 maximal-egyenlGtlenség szerint A\(A.) < 3Pe. Legyen

B, = {z € RP: |h(z)| > €}. Mivel/ |h|d\ < €%, ezért \(B.) < . Ha
RP
xo ¢ A U By, akkor

) 1
lim sup

=0 W /B(xo,r) ‘f(x) a f(x0)| dA < 3e. (67)

Valéban,

[ 1@ - s <
B(xzo,r)

g/ M@—h@wMA+/ l9() — glzo)| dA <
B(zo,r) B(zo,r)

= /B(xo,r) [P () dA + [A(zo)| - A(B(o, 7)) + /B(:to,r) 9(x) — g(x0)| dX =
=11 + [h(zo)| - A(B(zo,7)) + 12
(68)

minden r > O-ra. Mivel xg ¢ A., ezért I} < e - A(B(xo,7)). Mivel zy ¢ Be,
ezért |h(zo)| < e. Mivel g folytonos, ezért Iy < € - A\(B(xo, 7)), ha r elég kicsi.
Igy (68) alapjan megkapjuk (67)-et.

Mivel 3e < 1/n, ezért (67) alapjan megallapithatjuk, hogy ha z¢ ¢ A. U B,
akkor z¢ ¢ C,,, vagyis C), C A.U Bc. Ez azonban lehetetlen, mert A\(A. U B;) <
(37 + 1)e < A(Cy). Ezzel beldttuk, hogy A(C) = 0, azaz m.m. x( Lebesgue-
pontja f-nek.

324. A Radon-Nikodym-tétel szerint van olyan g Lebesgue-integralhat6 fiigg-

vény, hogy ¥(A) = / g dX minden A C G Lebesgue-mérhets halmazra. Igy az
A

allitas a 323. és 317. feladatok allitasaibol kovetkezik.

325. Tegyiik fel el6szor, hogy ¢ véges mérték. Mivel ¢ szinguldris A-ra nézve,
létezik egy N C G Borel-halmaz, amelyre A(N) = 0 és 9(G \ N) = 0. Legyen
e > 0 adott. A 75. feladat dllitdsa szerint van olyan G\ N C U C G nyilt halmaz,
amelyre 9(U) < €% Legyen 91 (H) = 9(H NU) minden H Borel-halmazra. Ek-
kor 91 mérték RP Borel-halmazain, és 91 (RP) < £2. Jeloljiik A.-nal azon z € U
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pontok halmazat, melyekre van olyan r > 0, hogy ¥1(B(x,r)) > ¢ - A(B(z,7)).
A maximal-egyenlStlenség szerint A(A;) <3Pc. Haz e G \ (A: U N), akkor

msu HB(z,71))
s N (B(z.r)

hiszen G\ N C U és U nyilt, tehat elég kis r-re 9(B(z,r)) = 01(B(z,7)).
Jeloljitk C-vel azon x € U pontok halmazat, amelyekre

<e, (69)

lim sup Y(B(z,r))

——= > 0.
r—0+0 AN(B(z,7))

Ha C,, azon pontok halmaza, amelyekben a lim sup értéke > 1/n, akkor C' =

oo
U Cp. Tegyiik fel, hogy A\(C) > 0. Ekkor van olyan n, hogy A(C,) > 0.
n=1
Legyen ¢ = min(1/n, A(Cy,)/3"). Mivel A(A: UN) < 3Pe < A\(C},), ezért van
olyan x € C), pont, amelyre = ¢ A. U N. Ekkor (69) alapjan = ¢ C,, (hiszen

¢ < 1/n), ami lehetetlen. Ezzel belattuk, hogy A\(C') = 0, azaz A-m.m. pontban
%(x) =0.

Most legyen ¢ véges elGjeles mérték, amely szinguldris A-ra nézve. Legyen
N C G olyan Borel-halmaz, amelyre A\(N) = 0és ¥(H) = O minden H C G\ N
Borel-halmazra. Hahn felbontasi tétele szerint van olyan P C G Borel-halmaz,
hogy 9(A\ P) < 0 < J9(AN P) minden A C G Borel-halmazra. Legyen

a(A) = (AN P)é v(A) = —9(A\ P) minden A C G Borel-halmazra.

Ekkor « és v véges mértékek B(G)-n, és ¥ = a — v. Az o és v mértékek

szinguldrisak \-ra nézve, hiszen o(G\N) = J9((G\N)NP) =0&év(G\N) =
. da , dv . dY

—9((G\N)\ P) =0.Igy ﬁ(:c) =0¢és a(m) = 0m.m. Igy ﬁ(x) =0 m.m.,

hiszen ¥ = a — v.

326. Legyen ¢} Lebesgue-felbontasa A-ra nézve o + o. A Radon—Nikodym-tétel

szerint van olyan f: G — R Lebesgue-integralhat6 fiiggvény, hogy a(A) =

/ f dX minden A € B(G)-re. Mivel \-m.m. pont Lebesgue-pontja f-nek a 323.
A

d
feladat dllitdsa szerint, ezért a 324. feladat allitasa szerint %(m) = f(x) A-m.m.

d .
x € G-re. Marmost a 325. feladat allitasa szerint %(x) =0mm. Igyd =a+o

dy
alapjan a(m) = f(x) m.m. A fentiekbdl az (i), (ii), (iii) 4llitdsok mindegyike
azonnal kovetkezik.

dv
327. Legyen N azon z € G pontok halmaza, amelyekre a(:}:) = 0 nem teljesiil.

dv
A feltétel szerint A\(N) = 0. Haxz € G\ N, akkor a(m) = 0, és vanolyanr > 0,
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hogy 9¥(B(x,r)) véges. Ekkor ¢ véges minden A C B(x,r) Borel-halmazra. Igy
alkalmazhatjuk az el6z6 (326.) feladat allitasat, és azt kapjuk, hogy ¢ szingularis
A-ra nézve B(z,r)-ben.

Azt kaptuk, hogy minden 2 € G \ N pontnak van olyan gémb-kdrnyezete,
amelyben ¢ szinguldris A-ra nézve. Lindelof tétele szerint ezek koziil megszam-
lalhatéan sok lefedi G \ N-et. Legyenek By, Ba, . .. olyan gombok, amelyekben
9 szinguldris A\-ra nézve, és amelyek lefedik G \ N-et.

Legyen N; C B; olyan Borel-halmaz, amelyre A(V;) = 0 és ¥(A) = 0

oo

minden A C B; \ N;-re. Ekkoraz M = N U U N; halmaz Lebesgue-mértéke

i=1
nulla, és ¥(A) = 0 minden A C G\ M-re. Ezzel beldttuk, hogy ¥ szinguléris
A-ra nézve.
328. Legyen U azon x € G pontok halmaza, amelyekre ¥(B(x, 7)) véges leg-
aldbb egy r > 0-ra. Ha ¥(B(z,r)) véges, akkor J(A) is véges minden A C
B(x,r)-re, tehat U nyilt halmaz. A 326. feladat (i) dllitdsa szerint, ha B(z,r) C

dd ,
G és U(B(z, 1)) véges, akkor a I derivalt 1étezik B(z, ) m.m. pontjdban. Igy

dy
U minden pontjanak van olyan kornyezete, amelyben N m.m. létezik. Lindelof

dy
tétele szerint ezen kornyezetek koziil megszamlalhatéan sok lefedi U-t, tehat i

létezik U m.m. pontjaban.

dg
Masrészt a — derivalt 1étezik minden x € G \ U pontban is. Ha ugyanis

x € G\ U, akkor 9(B(z,r)) = oo minden elég kis r > 0-ra. Adottz € G\ U-
ravagy Y(B(z,r)) = oo minden elég kis > 0-ra, vagy pedig ¥(B(x,r)) = —o0
minden elég kis r > 0-ra, hiszen ha A C B és 9¥(A) = oo, akkor sziikségképpen
¥(B) = oo, és ha ¥(A) = —oo, akkor ¥(B) = —oo. Igy z € G\ U esetén
dy dy

ﬁ(cc) = 00 vagy 5(:10) = —00.

329. Tegyiik fel el6szor, hogy H korlitos és mérhet6. Ekkor xpy Lebesgue-
integrdlhatd, tehat a 323. feladat 4llitdsa szerint m.m. z pont Lebesgue-pontja
xr-nak. Igy a 317. feladat 4llitasa szerint m.m. 2 € H pontra

ANH N B(x,r))

A By @=L

Ha H tetszbleges mérhetd halmaz, akkor a fentiek szerint minden n-re teljesiil,
hogy m.m. = € H N B(0,n) pont strtiségi pontja H N B(0, n)-nek, tehat H-nak
is. Ebbdl nyilvanvald, hogy m.m. x € H pont siirliségi pontja H-nak.

Most legyen H C R tetszdleges. A 119. feladat allitasa szerint van olyan A mér-

het6 halmaz, amelyre H C A, és A\(HNB)=A(ANB) minden mérhet6 B halmaz-

ra. A siir@iségi tétel szerint m.m. z € A-ra h%)rio MANB(z,7)) /AN B(z,r)) = 1.
T
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Mivel A(A N B(z,r)) = AM(H N B(x,r)) minden z € RP-re és r > O-ra, ezért a
fenti limeszben A helyett ithatunk H-t. Mivel pedig H C A, ezért a limesz m.m.
x € H-raegyenld 1-gyel.

330. Ha H mérhets, akkor m.m. x € R? \ H-ra

AHNB(x,r)) - AMRP\ H) N B(x,7)) )
ABlar) A(B(x,r)) —0, ha r—0

Most tegyiik fel, hogy m.m. z ¢ H-ra lirr(l) AH N B(z,r))/\NB(z,r)) = 0.
r—

Legyen A olyan mérhetd halmaz, amelyre H C A, és A\(H N B) = A(AN B)
minden mérhet6 B halmazra (1. a 119. feladatot). Ekkor mm. z € A\ H-ra
lir% MNH N B(z,r))/N(B(x,r)) = 0. De tudjuk (lasd az el6z6 (329.) feladatot),
r—

hogy m.m. x € A-ra, és igy m.m. x € A\ H-rais

lim ANH N B(x,r)) — lim AMAN B(z,r))

B BT AB@r)) -

Ez azt jelenti, hogy A \ H nullmértékd, ésigy H = A\ (A \ H) mérhetd.

331. Legyen A olyan mérhetd halmaz, amelyre RP\ H C A, és A\((RP\H)NB) =
A(A N B) minden mérhet6 B halmazra (1. a 119. feladatot). Ekkor a 98. feladat
allitasat felhasznalva azt kapjuk, hogy minden x € H-ra és r > O-ra

AH N B(z,71)) B AM(RP\ H)N B(z,1)) 1 AMANB(z,7))

AB(z,r) A(B(z, 7)) A(B(z,7))

Igymm. z € H-rar — 0esetén \(A N B(z,7))/\(B(x,r)) — 1 nem teljesiil.
De azt is tudjuk, hogy A(A N B(z,7))/NB(z,7)) — 1 mm. = € A-ra. {gy
H N A nullmértékd, tehat H = (RP \ A) U (AN H) mérhet6.

332. Legyen f mérhetS. Ekkor az A,, = {z € G: p < f(z) < ¢} halmaz

mérhetd minden p, ¢ € R-re. A siirliségi tétel (329. feladat) szerint A, ,-nak m.m.
pontja siiriségi pont, azaz A(N,, ) = 0, ahol N}, , jeldli azon z € A, , pontok hal-

mazit, amelyek nem sfir{iségi pontjai A, ,-nak. Ekkor az N = U{vaq: D, q €
Q, p < ¢} halmaz nullmértékd. Belatjuk, hogy f approximative folytonos min-
den zyp € G\ N pontban.

Legyen xg € G\ N ése > 0 adott. Vélasszunk p, ¢ raciondlis szamokat, melyekre
flzo) —e < p < f(zo) < ¢ < f(zo) +e. Ekkorzg € Apq, ésaz A =
{z € G: |f(z) — f(z0)] > €} halmazra teljesiil, hogy AN A,, = 0. Igy a
B, = B(xo, ) jelolést haszndlva AN B, C B, \ A4, tehat

MANB,) < AXBr\ Apg) = ABr) = A(BrNA,,)
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minden r > 0-ra. Igy

f MANBD) | AB 04y

=0 A(Bp) T A(Br)

hiszen zg € Ap g \ Npq. €s igy x stirliségi pontja A, ;,-nak. Ez minden € > O-ra
igaz, tehat f approximative folytonos xg-ban.

Most tegyiik fel, hogy G = R” (azaz f mindeniitt értelmezve van), és f m.m.
pontban approximative folytonos. Azt kell belatni, hogy f mérhetd, azaz hogy
tetszbleges ¢ € R-re az A, = {z € RP: f(x) < ¢} halmaz mérhets. Tegyik
fel, hogy f approximative folytonos az xy € RP \ A. pontban. Ekkor f(xg) > c,
tehét valaszthatunk egy pozitiv ¢ szamot, amelyre f(zg) — & > c¢. Ekkor az
A ={z € G:|f(x) — f(xo)| > €} halmazra teljesiil A. C A. gy ismét a
B, = B(xg,r) jelolést haszndlva B, N A. C B, N A minden 7 > 0-ra. Igy

. AMBrNA) _ . AMBrNA)

MG ST By Y

hiszen f approximative folytonos xg-ban. Ez m.m. zy € RP \ A.-re igaz. Ezért a
330. feladat allitdsa szerint a R \ A, halmaz mérhetd, és igy A, is mérhetd.

Végiil legyen G C R? nyilt, és legyen f: G — R m.m. 2y € G pontban approxi-
mative folytonos. Legyen B C G egy tetsz6leges gémb, és legyen g(z) = f(x),
haz € Bés g(x) = 0, haz € RP\ B. Konnyen ldthat6, hogy g m.m. pontban
approximative folytonos, tehét a fentiek szerint g mérhetd. Igy f mérhet minden
G-ben fekvd gombben. A Lindelof-tétel felhaszndlasaval ebbdl vildgos, hogy f
mérhetd.

333. Legyen H = U]—" . Haz € H, akkor van olyan F' € F halmaz, hogy
z € F. Tudjuk, hogy F' konvex €s a belseje nem iires. Legyen B C F' egy nyilt
gémb. Legyen B sugara 0, és legyen R = sup{|y — z|: y € B}. Tetszleges
0 <r < R-re HN B(x,r) tartalmazza az (1 — (r/R))x + (r/R) - B gombét.
Igy A(HN B(z,7)) > 7 (ré/R)P, ahol ~ jeloli az egységsugarii gomb mértékét.
Ebbdl

lim inf M > lim inf LS/R)I’

= p
r—0+0  A(B(z,r)) L R (6/R)P > 0.

Mivel ez minden x € H-ra igaz, ezért a 331. feladat éllitdsa szerint H mérhetd.
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