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Jegqyzetek

El6szo

1. Edward Frenkel, Don't Let Economists and Politicians Hack Your Math, Slate,
February 8, 2013, http:/ /slate.me/128ygaM

1. fejezet. Egy varazslatos bestia

1. A kép forrasa: Physics World, http:/ /www.hk/phy.org/index2.html
2. A kép forrésa: Horvath Arpad.

2. fejezet. A szimmetria l1ényege

1. Ebben a gondolatmenetben a ,valamely targy szimmetridja” kifejezést
olyan transzformécié megjelolésére hasznéljuk, amely nem valtoztatja meg
a targyat. Példaul, ha megforgatunk egy asztalt. A ,valamely targy szim-
metridja” kifejezést nem hasznéljuk annak a tulajdonsidgnak a megjelolé-
sére, hogy az adott targy szimmetrikus.

2. Ha az éramutato jarasa szerinti forgatdsokat hasznaljuk, ugyanazok-
hoz a forgatdsokhoz jutunk: az éramutaté jardsa szerinti 90 fokos forga-
tds megegyezik az 6ramutat6 jarasaval ellentétes, 270 fokos forgatassal, stb.
Megéllapodas alapjan a matematikusok rendszerint az 6ramutat6 jarasaval
ellentétes forgatasokat haszndljék, ez azonban csupan vélasztas kérdése.

3. Ez feleslegesnek latszhat, mégsem csupan pedantéridr6l van szo.
Ha kovetkezetesek akarunk lenni, akkor feltétlentil sziikség van erre. Azt
mondtuk, hogy a szimmetria olyan transzformaci6, amely meg6rzi az adott
targyat. Az identikus leképezés is egy ezek koziil.
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A félreértések elkeriilése érdekében hangstlyozni akarom, hogy ebben
a gondolatmenetben csak az adott szimmetria végs6 tulajdonsdgéval toro-
diink. Az nem szédmit, hogy menet kdzben mi torténik az adott targgyal,
csak az szamit, hogy az adott targy pontjai végezetiil hova kertilnek. Pél-
daul, ha egy asztalt 360 fokkal elforgatunk, akkor az asztal 0sszes pontja
végtil is a kiindulé helyzetébe fog visszakeriilni. Emiatt szdimunkra a 360 fo-
kos forgatds ugyanaz a szimmetria, mintha egyaltalan nem forgattuk volna.
Ugyanezen ok miatt, az éramutat6 jarasaval ellentétes, 90 fokos forgatas
ugyanaz, mint az éramutato jardsdval megegyez6, 270 fokos forgatds. Egy
masik példa: tegyiik fel, hogy az asztalt a padlén 10 1dbbal eltoljuk valamely
iranyban, majd visszatoljuk 10 ldbbal, vagy pedig elvissziik egy masik szo-
baba, majd visszahozzuk. Mindaddig, amig ugyanabba a helyzetbe kertiil
vissza, és minden egyes pontja ugyanazt a helyet foglalja el, mint kezdetben,
az igy ad6do6 szimmetriat az identikus szimmetriadval azonosnak tekintjiik.

4. Fontos tulajdonsaga a szimmetridk kompozicidjanak az an. asszocia-
tivitds: ha adott hdrom szimmetria — S, S és S" — akkor ezeket két kiilon-
b6z6 sorrendben végrehajtva — (S o $)o0S" és S0 (S 08")- ugyanaz az
eredmény adédik. Ez a tulajdonsag a csoportok definiciéjaban mint tovabbi
axiéma szerepel. A konyv f6 részében ezt nem emlitettiik kiilon, mert az ott
tekintett csoportok esetén ez a tulajdonsag nyilvanvaléan fennall.

5. Amikor egy négyzet alaku asztal szimmetridirdl beszéltiink, kényel-
mes volt szdmunkra a négy szimmetridt az asztal négy sarkdval azonositani.
Ugyanakkor ez az azonositas fiigg attol, hogy az egyik sarkot hogyan va-
lasztjuk meg — azt, amelyik az identikus szimmetriat reprezentédlja. Ha ezt
mar megvalasztottuk, akkor mar valéban minden egyes szimmetriat azo-
nosithatunk azzal a sarokkal, amelyikbe ezt az elsének megvélasztott sar-
kot atviszi az adott szimmetria. Ennek hatranya, hogy ha egy masik sarkot
valasztunk ki arra a szerepre, hogy az identikus szimmetriat reprezentélja,
akkor az el6z6t6] kiilonboz6 azonositast kapunk. Ezért célszertibb megkii-
16nboztetni az asztal szimmetridit és az asztal pontjait.

6. Lasd Sean Carrol, The Particle at the End of the Universe. How the Hunt
for the Higgs Boson Leads Us to the Edge of a New World, Dutton, 2012.

7. 1872-ben, a nagy hatédsu erlangeni programjédban alkalmazta kiin-
dulépontként a matematikus Félix Klein azt a gondolatot, hogy a forma-
kat meghatdrozzdk a szimmetriatulajdonsdgaik — eszerint tetsz6leges geo-
metria esetén a lényeges tulajdonsdgokat egy szimmetriacsoport hatdrozza
meg. Példaul az euklideszi geometria esetén a szimmetriacsoport az euk-
lideszi tér sszes olyan transzformdciéjabdl all, amely megtrzi a tavolsa-
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got. Ezek a transzformdciok forgatasok és eltolasok kompoziciéi. Nem-
euklideszi geometridk mas szimmetriacsoportoknak felelnek meg. Ez lehe-
t6vé teszi a lehetséges geometridk osztilyozdsat a hozzajuk tartozé szim-
metriacsoportok osztilyozésa segitségével.

8. Ez nem azt akarja mondani, hogy egy matematikai allitds semmilyen
vonatkozdsban sem lehet interpretaci6 targya: példdul az olyan kérdések,
hogy egy adott allitdss mennyire fontos, milyen széles korben alkalmazhato,
mennyire befolydsolta a matematika fejl6dését stb., lehetnek vita targyai.
Azonban az éllitds értelme — hogy pontosan mit is mond — nem interpreta-
ci6 kérdése, feltéve, ha az allitas logikailag konzisztens. (Az 4llitas logikai
ellentmonddas-mentessége nem vita targya, ha egyszer megvélasztottuk azt
az axiémarendszert, amelyben az allitadst megfogalmaztuk.)

9. Vegyiik észre, hogy minden egyes forgatds tetsz6leges kor alaku targy
- pl. a kerek asztal — szimmetriatranszformadcidja is egyben. Ezért elvben
beszélhetnénk a forgatdscsoportnak a sik helyett a kerek asztal szimmet-
riatranszformdciéi dltal meghatarozott reprezentaciéjardl is. Ugyanakkor a
matematikdban a ,reprezentdcié” fogalmat specidlisan arra az esetre tartjuk
fenn, amikor az adott csoport elemei az n-dimenzids euklideszi tér szim-
metridihoz vezetnek. Ezek a szimmetridk sziikségszertien megegyeznek
azokkal, amelyeket a matematikusok linedris transzforméaciéknak nevez-
nek. A 14. fejezet 2. jegyzete fejti ki ezt a fogalmat.

10. A forgatdscsoport tetszbleges g eleme esetén az n-dimenzids tér
megfelel6 szimmetridjat jelolje S,. Ez tetszbleges g esetén sziikségképpen
linedris transzformécid, tovabba a kovetkezé tulajdonsdgoknak kell telje-
stilnitik: el6szor is, a csoport tetszéleges két eleme, g és h esetén, az S,.p,
szimmetria meg kell egyezzen az S, és S, szimmetridk kompozicidjaval.
Maésodszor, a csoport egységelemének megfelel$ szimmetria a tér identikus
szimmetridja kell legyen.

11. A késtbbiekben felfedezték, hogy van még tovabbi harom kvark —
ezek neve c-kvark, t-kvark, illetve b-kvark —, tovabba a megfelels antikvark-
jaik.

3. fejezet. Az 6tddik probléma

1. Marina Roshaban is volt egy kicsiny, félhivatalos zsinagéga. A pereszt-
rojka utan javult a helyzet, mivel Moszkéban és mas varosokban egyre tobb
zsinagoga és zsid6 kozosségi kozpont nyilt meg.

www.interkonyv.hu Hungarian translation © Michaletzky Gyorgy, Rejt6 Lidia, Tusnady Gabor



© Typotex Kiadd

JEGYZETEK 291

2. Mark Saul, Kerozinka: An episode in the history of Soviet mathematics,
Notices of the American Mathematical Society, vol. 46., November, 1999, p.
1217-1220. Online elérhet6ség:
http:/ /www.ams.org/notices/199910/ fea-saul.pdf

3. George G. Szpiro, Bella Abramovna Subbotovskaya and the ,,Jewish People’s
University”, Notices of the American Mathematical Society, vol. 54., Novem-
ber 2007, p. 1326-1330. Online elérhet6ség:
http:/ /www.ams.org/notices/200710/tx071001326.pdf

4. Alexander Shen az Entrance examination to the Mech-Mat cimi cik-
kében felsorolt néhény olyan feladatot, melyeket meg kellett oldaniuk az
Moszkvai Allami Egyetemre felvételiz6 zsid6 hallgatoknak. (Mathematical
Intelligencer, vol. 16., No. 4., 1994, p. 6-10.) Ez a cikk szerepel a You Fai-
led Your Math Test, Comrade Einstein cim konyvben is (szerk. M. Shifman).
(World Scientific, 2005) Ez a konyv a Lomonoszov Egyetem felvételi vizsga-
javal kapcsolatosan tovébbi cikkeket is tartalmaz, pl. I. Vardi és A. Vershik
cikkét. Online elérhet6ség:
http:/ /www.ftpi.umn.edu/shifman/Comradeeinstein.pdf.

A feladatok egy masik listdja megtalalhaté T. Khovanova és A. Radul,
Jewish Problems cimti konyvében. Online elérhet&ség:
http:/ /arxiv.org/abs/1110.1556.

5. George G. Szpiro, ibid.

4. fejezet. A Kerozinka
1. Mark Saul, ibid.

5. fejezet. A megoldas fonata

1. A Zsid6 Népi Egyetem torténete és Bella Mucsnyik Szubbotovszkaja ha-
lalanak kortilményei megtaldlhatéak D. B. Fuchs és masok cikkeiben is. M.
Shifman (ed.), You Failed Your Math Test, Comrade Einstein, World Scientific,
2005.

Lasd még George G. Szpiro, ibid.

2. Ha az identitasfonatot egy masik fonat tetejére helyezziik és eltavolit-
juk a kozéps6 lemezt, akkor a fonalak megroviditése utan visszakapjuk az
eredeti fonatot, azaz egy tetszéleges b fonat és az identitdsfonat 6sszeadasa
megegyezik magédval a b fonattal.
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3. Az dbra bemutatja, hogy mi lesz egy fonat és tiikorképe 0sszeaddsa-
nak eredménye:

Most a fenti kép jobb oldalan szerepld fonatban htizzuk jobb oldalra azt
a fonalat, amelyik a jobb széls6 ,szognél” kezd6dik és végzdédik. Az ered-
ményt a lenti bal oldali fonat mutatja. Ezutdn tegyiik ugyanezt a harmadik
szognél kezd6d6 és végz6d6 fonallal. Ekkor a jobb oldali fonat adédik.

Ezek utan htzzuk balra a mésodik szognél kezd6d6 és végz6d6 fonalat.
Az igy kapott fonatban ldtszélag keresztezi egymast az els6 és a médsodik fo-
nal. Ez azonban csak latszélagos: a masodik fonalat jobbra hiizva, eltinik az
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% %

atfedés. Ezeket a mozgasokat mutatja a kovetkezd abra. Az eredményként
kapott fonat, melyet a lenti dbra jobb oldaldn lathatunk, nem més, mint az
identitdsfonat, melyet mar fent lathattunk. Pontosabban, ahhoz, hogy meg-
kapjuk az identitasfonatot, ki kell feszitentink a fonalakat. Szabélyaink ezt
lehet6vé teszik (meg is kell roviditeniink a fonalakat, hogy a kapott fonat
ugyanolyan magas legyen, mint az eredeti volt). Vegyiik észre, hogy egyik
lépésben sem vagjuk el vagy csomézzuk 6ssze a fonalakat, és nem engedjiik
meg, hogy az egyik a mésikon menjen keresztil.

4. Ez j6 lehet6ség arra, hogy a ,definicié” és a ,tétel” kozotti kiilonb-
ségre ramutassunk. A masodik fejezetben definidltuk a csoportot. Eszerint
a csoport olyan halmaz, melyen egy olyan mfiveletet is értelmeztiink (a ko-
riilményektdl fiiggben szokas ezt kompoziciénak, 0sszeaddsnak vagy szor-
zdsnak nevezni), amely rendelkezik a kovetkezé tulajdonsdgokkal (vagy
axiomakkal): a halmaz tartalmaz egy egységelemet (a 2. fejezetben kifej-
tett értelemben), tovdbbd minden elemnek van inverze, és a mtivelet eleget
tesz a asszociativitds tulajdonsdgdnak, melyet a 2. fejezet 4. jegyzetében
mar lefrtunk. Ha megadtuk ezt a definiciot, akkor ezzel a csoport fogalma
egyszer és mindenkorra le van rogzitve. Semmiféle valtoztatast nem hajt-
hatunk végre rajta.

Ha most adott egy halmaz, akkor megkisérelhetjiik csoportstruktiraval
ellatni. Ez aztjelenti, hogy valamilyen mftiveletet definidlunk a halmazon, és
megmutatjuk, hogy ez a mtivelet rendelkezik a fent felsorolt tulajdonsédgok-
kal. Ebben a fejezetben az n fonallal rendelkez6 Gsszes fonatot tekintettiik
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(azokat a fonatokat, melyek egymasbdl csavardssal keletkeznek, azonosnak
vettiik, amint ezt a konyvben kifejtettiik), és bevezettiik két fonat 6sszeada-
sdnak mtiveletét a megadott szabélyok szerint. A tételiink az az éllitas, hogy
ez a miivelet rendelkezik a fenti tulajdonsagokkal. A tétel bizonyitdsa ezen
tulajdonsagok kozvetlen ellendrzése. Az els6 két tulajdonsagot ellendriztitk
mar (lasd a fenti 2. és 3. megjegyzést), az utolsé tulajdonsag (az asszociati-
vitas) azonnal adédik abbél, ahogy két fonat dsszeaddsat megkonstrualtuk.

5. Mivel szabalyaink alapjan a fonat sajat magaval nem csomézodhat
Ossze, az egyetlen fonalbdl 4ll6 fonat esetén a fondlnak nincs mds lehetd-
sége, mint hogy a fenti lemez egyetlen sz6gébdl egyenesen menjen a lenti le-
mez egyetlen szogéhez. Ugyanakkor akarmilyen bonyolult titvonal mentén
haladhat, példdul akédr egy kanyargé hegyi 6svény vagy kigy6z6 tit mentén
is. Azonban - ha sziikséges — leroviditve elérhetjiik, hogy a fonal fiiggtle-
gesen lefelé tartson. Mas szavakkal, a B1 csoport egyetlenegy elemet tartal-
maz, amely az egységelem (ez egyben sajat maga inverze, és a sajat magaval
val6 0sszeadds eredménye is).

6. Matematikai zsargonnal azt mondhatjuk, hogy a , B2 fonatcsoport
izomorf az egészek csoportjaval”. Ez azt jelenti, hogy a két csoport elemei
kozott 1étezik olyan kolcsonesen egyértelmii megfeleltetés — minden egyes
fonathoz hozzarendeljiik az 4tfedések szamat —, hogy a fonatok 6sszeadasa
(a fent leirt értelemben) megfelel az egész szdmok szokdsos Osszeadasa-
nak. Valéban, két fonatot egymas tetejére helyezve olyan 4j fonatot kapunk,
melyben az atfedések szdma megegyezik a két kiindulé fonathoz hozza-
rendelt szamok 6sszegével. Tovabbd, az identitdsfonat, amelyben egyetlen
atfedés sem fordul el6, a 0 egész szamnak felel meg, végezetiil az inverz
fonat megfelel annak, hogy az egész szam ellentettjét vessziik.

7. Lasd David Gerber, Braid group cryptography. Braids: Introductory Lec-
tures on Braids, configurations and Their Applications, szerk. A. Jon Berrick, e.
a., p. 329-403,, World Scientific, 2010. Online elérhet6ség:
http:/ /arxiv.org/pdf/0711.3941v2.pdf.

8. Lasd pl. Graham P. Collins, Computing with Quantum Knots, Scientific
American, April 2006, p. 57-63.

9. De Witt Sumners, Claus Ernst, Sylvia J. Spengler és Nicholas R. Coz-
zarelli, Analysis of the mechanism of DNA recombination using tangles, Quar-
terly Reviews of Biophysics, vol. 28., August 1995, p. 253-313.
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Mariel Vazquez and De Witt Sumners, Tangle analysis of Gin recombina-
tion, Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, vol.
136., 2004, p. 565-582.

10. Valamivel pontosabb allitds — ezt a 9. fejezetben targyaljuk majd —,
hogy a B, fonatcsoport a sik rendezetlen, kiilonb6z6 pontokat tartalmazo
pont n-eseinek fundamentdlis csoportja. A sik rendezetlen, kiilonb6z6 pon-
tokat tartalmazé pont n-esei n-ed fokd polinomok segitségével is megad-
hat6éak — amint azt a kovetkezd hasznos gondolatmenet mutatja. Tekint-
siink egy masodfokd, 1 féegyiitthatés polinomot — 2% + a1x + a2 —, ahol
a1 és az komplex szamok (az , 1 f6egytitthat6s” itt azt jelenti, hogy a z-ben
legmagasabb fokt tag, azaz az x* egyiitthatéja 1). Ennek két gyoke van,
melyek komplex szamok. Megforditva, ezek a gyokok egyértelmtien meg-
hatdrozzak a méasodfokd, 1 f6egytitthatés polinomot. A komplex szdmokat
tekinthetjiik tigy, mint a sik pontjait (lasd 9. fejezet). Ezért a két kiilonb6z6
gyokkel rendelkez6 masodfokd, 1 f6egytitthatés polinom ugyanaz, mint a
sik kiilonb6z6 pontjait tartalmazé pontparja.

Ehhez hasonléan, egy n kiilonb6z6 komplex gyokkel rendelkezd n-ed
fokd, 1 féegyiitthatés polinom — 2™ +a, 12"~ +...a12 4+ ag — megegyezik a
sik egy n kiilonb6z6 pontbdl 4116 halmazaval, a gyokei halmazaval. Rogzit-
stink egy ilyen polinomot: (x—1)(z—2)...(x—n), melynek gyokei 1,2,. .., n.
Az 6sszes ilyen polinom terében futé gorbe, amely az (z—1)(z —2)...(x —n)
polinomnél kezdédik és végzddik, elképzelhets tigy is, mint n fonalbdl allé
fonat: az egyes fonalak az egyes gyokok altal bejért utak. Igy tehat megal-
lapithatjuk, hogy a B,, fonatcsoport nem mas, mint a kiilonb6z6 gyokokkel
rendelkez6 n-ed fokt polinomok fundamentalis csoportja (14sd a 14. fejeze-
tet).

11. A fonalak kozotti dtfedéshez +1-et rendeliink, ha a balrol lefelé jovo
fondl a jobbrol lefelé jov6 fonal alatt megy at, és —1-et rendeliink a forditott
esetben. Tekintsiik példdul a kovetkez6 oldal dbrajan lathat6 fonatot!

Ha 0sszeadjuk ezeket az egyes atfedésekhez tartoz6 szamokat (41 és
—1), megkapjuk a fonat teljes dtfedésszamat. Ha megcsavarjuk a fonalakat,
akkor mindig ugyanolyan szdmu +1-et adunk hozza vagy vesziink el, mint
ahdny —1-et, ezért a teljes atfedési szdm valtozatlan marad. Ez azt jelenti,
hogy a teljes atfedési szam jdl definidlt: nem valtozik meg, ha megcsavarjuk
a fonatot.

12. Vegytiik észre, hogy két fonat 6sszeadasa esetén a teljes dtfedési szam
a két fonat teljes atfedési szdmanak sszege lesz. Ezért, ha olyan fonatokat
adunk ossze, melyek teljes atfedési szama 0, akkor ismét olyan fonatot ka-
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punk, melynek 0 a teljes atfedési szdma. A B;l kommutétor részcsoport
ezekbdl a fonatokbdl 4ll. Pontosan is megfogalmazhat6 értelemben ez a B,
fonatcsoport maximalis nem-abeli része.

13. A Betti-szamok fogalma a topol6giab6l szarmazik, amely a geomet-
riai alakzatok lényeges tulajdonsagait tanulmanyozza matematikai eszko-
zokkel. Egy adott geometriai alakzat, mint példaul a kor vagy a gémb,
Betti-szdmai szdmsorozatot alkotnak — bo, b1, b2, ... — melyek mindegyike
vagy 0, vagy természetes szam. Példaul valamely lapos halmaz esetén, mint
pl. az egyenes vagy a sik, by = 1, a tobbi Betti-szam értéke 0. Altalanosan by
a geometriai alakzat 6sszeftiggd komponenseinek szamét adja. Kor esetén
bo = 1,b1 = 1, a tobbi Betti-szam értéke 0. Ebben az esetben b, azt tiikrozi
vissza, hogy nemtrividlis egydimenziés része van az alakzatnak. Gomb ese-
ténby = 1,b1 = 0,b2 = 1, a tobbi Betti-szam értéke 0. Itt by értéke azt tiikrozi
vissza, hogy nemtrivialis kétdimenzios része van az alakzatnak.

A B, fonatcsoport Betti-szamait az n kiilonb6z6 gyokkel rendelkezé n-
ed foku, 1 féegyiitthatés polinomok terének Betti-szamaiként definialjuk.
A B;L kommutator részcsoport Betti-szdmait egy ezzel szorosan 6sszeftiggd
tér Betti-szdmai adjdk. Ez azon n-ed fokd, kiilonb6z6 gyokokkel rendelkezé
1 féegytitthatés polinomok halmaza, melyek azzal a tovabbi tulajdonsag-
gal is rendelkeznek, hogy a diszkrimindnsuk (a gyokok Osszes kiilonbségei
szorzatanak négyzete) valamely rogzitett nem nulla értéket vesz fel (pl. fel-
tehetjiik, hogy ez az érték 1). Példaul, az z* + a1x + ao polinom diszkrimi-
nansa aj — 4ao. Ehhez hasonl6 képlet adhato tetszéleges n esetén.
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A diszkriminéns definici6jabodl kovetkezik, hogy értéke pontosan akkor
0, ha a polinomnak t6bbszoros gyokei vannak. Tehat a diszkriminédns olyan
leképezést ad meg, amely a kiilonboz gyokokkel rendelkezé n-ed foku, 1
féegytitthatés polinomokat leképezi az origéd nélkiili komplex sikra. Azaz
ezen tér ,fibralasat” kaptuk az origétol megfosztott komplex sik felett. B,
Betti-szdmai a fibrumok topolégiajat tiikrozik vissza (topologikusan ezek
ugyanazok), ugyanakkor B, Betti-szdmai a teljes tér topolégidjat tiikrozik.
Az a véagy, hogy megértsiik a fibralt terek topolégiajat, motivalta Varcsen-
két, hogy els6ként ezt a problémat javasolja nekem. A Betti-szdmokkal
és az ezzel Osszefliggé homoldgia és kohomolédgia fogalmaval kapcsola-
tos tovabbi ismeretekért érdemes az aldbbi bevezeté tankonyveket tanul-
manyozni:

William Fulton, Algebraic Topology: A First Course, Springer, 1995.

Allen Hatcher, Algebric Topology, Cambridge University Press, 2001.

6. fejezet. A matematikustanonc

1. Egyesek azt gondoljak, hogy Fermat talan bloffolt, amikor azt a megjegy-
zést a margora feljegyezte. Fn nem igy gondolom. Szerintem egyszerien
csak tévedett. Mindegy, hdlasaknak kell lenntink neki — ez a kis, margora irt
megjegyzés hatdrozottan pozitiv hatdssal volt a matematika fejlédésére.

2. Pontosabban, bebizonyitottam, hogy az n tetsz6leges d osztdja esetén
a g-adik Betti-szdm, ahol ¢ = n(d — 2)/d pontosan ¢(d), tovdbbd, hogy az
n — 1 mindegyik d osztdja esetén a g-adik Betti-szdm, ahol ¢ = (n — 1)(d —
2)/d pontosan ¢(d). B, minden tovabbi Betti-szama 0-val egyenld.

3. 1985-ben Mihail Gorbacsov kertilt hatalomra, és nem sokkal ezutdn
ttjéra inditotta az Gj irdnyvonalat. Ez a peresztrojka. En tgy tudom, hogy
az a fajta szisztematikus diszkriminéci6, melyben tapasztalatom szerint a
zsid6 szarmazast jelentkez6k részesiiltek a Moszkvai Allami Egyetem fel-
vételi vizsgdja soran, 1990 koriil véget ért.

4. S. Zdravkovska és P. Duren, Golden Years of Moscow Mathematics, Ame-
rican Mathematical Society, 1993, p. 221.

5. Julij Iljasenko matematikus a The black 20 years at Mech-Mat cim in-
terjajdban azt fejtette ki, hogy ez a esemény inditotta el a zsidéellenes irdny-
vonalat. Ezt a cikket a Polit.ru weboldal publikalta 2009. jalius 28-4n.

http:/ /www.polit.ru/article/2009/07 /28 /ilyashenko?2

6. Az volt a kérdés, hogy hanyféleképpen lehet egy reguldris, 4n oldala
sokszog éleit parosaval Osszeragasztani tigy, hogy olyan Riemann-feliiletet
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kapjunk, melynek génusza n. A 9. fejezetben mutatunk erre egy specidlis
eljarast, amikor a sokszog atellenes éleit azonositjuk.

7. Edward Frenkel, Cohomology of the commutator subgroup of the braid
group, Functional Analysis and Applications, vol. 22., 1988, p. 248-250.

7. fejezet. A Nagy Egyesitett ElImélet

1. A Mathematics Newsletter szamdra Robert Langlands-szal készitett interja.
University of British Columbia (2010). A teljes véltozat elérhet6 az alabbi
cimen: http://www.math.ubc.ca/Dept/Newsletters/
Robert_Langlands_interview_2010.pdf

2. Tegytik fel, hogy létezik két olyan m és n egész szam, melyekre
V2 = m/n. Feltehetjiik, hogy m és n relativ primek, azaz nincsen az 1-
t6l kiilonboz6 kozos osztojuk. Egyébként m = dm’ ésn = dn’ ad6dnék, és
ekkor v/2 = m / n'. Ezt addig lehetne ismételni, ha sziikséges, ameddig két
olyan szamot nem kapunk, melyek maér relativ primek.

Tehat tegyiik fel, hogy v/2 = m/n, ahol m és n relativ primek. Négy-
zetre emelve a v/2 = m/n képlet mindkét oldalat kapjuk, hogy 2 = m?/n.
Mindkét oldalt n’-tel megszorozva kapjuk, hogy m> = 2n?. Ebbdl kovetke-
zik, hogy m péros szdm. Ugyanis, ha pédratlan lenne, akkor m? is az lenne,
amely ellentmondana a fenti képletnek.

Ha most m pdros, akkor m = 2p valamely p természetes szdm esetén.
Behelyettesitve ezt az el6z6 képletbe, kapjuk, hogy 4p® = 2n?, ezért n*> =
2p2. Azonban most n szintén péros szam kell legyen, ugyanazon okfejtés
alapjan, melynek segitségével megmutattuk, hogy m paros. Azaz, m ésn
is paros szdmok. Ez azonban ellentmond annak a feltevésnek, hogy relativ
primek. Tehét ilyen m és n szdm nem létezik.

Ez j6 példdja az ,indirekt bizonyitasnak”. Azzal az allitassal kezdjik,
amelyik éppen ellenkez6je annak, amit bizonyitani prébalunk (ebben az
esetben azzal az éllitdssal, hogy /2 racionalis szdm, ami éppen az ellenke-
z6je annak, amit bizonyitani akarunk ). Ha ebbd&l hamis allitds kovetkezik
(esettinkben az, hogy m és n paros szdmok, annak ellenére, hogy feltettik,
hogy relativ primek), akkor arra kovetkeztethetiink, hogy a kiindulé allitas
szintén hamis. Tehat az az allitds, amit be akartunk bizonyitani (azaz, hogy
/2 nem racionélis szdm), igaz. Ezt az eljrast hasznéljuk majd a 8. fejezet-
ben is: el6szor akkor, amikor a nagy Fermat-tétel bizonyitasat elemezziik,
majd a 6. szdm jegyzetben akkor, amikor Eukleidész bizonyitasat kozoljiik
végtelen sok prim létezésére.
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3. Példaul szorozzuk 0ssze a kovetkezd két szamot: % +v26s3— V2.
Egyszerfien felbontjuk a zaréjeleket:

(§+\/§><3_¢§>:;3_;ﬁ+ﬁ.3_¢5-¢5.

Azonban v2 - V2
valaszt kapjuk:

2, ezért ezeket a tagokat Osszegyfijtve a kovetkezd

3 1 1 5
2z —2=—=+=-2.
5 2\/§+3f 2 2+2f

Ez ismét ugyanilyen alakti szdm, ezért ez is az Gj szamrendszeriink eleme.

4. Az Gj szdmrendszeriinknek csak olyan szimmetridit tekintjiik, ame-
lyek kompatibilisek az 6sszeadassal és a szorzassal, tovabba, amelyek soran
a 0 nullaba megy, az 1 az 1-be, az additiv inverz az additiv inverzbe, a mul-
tiplikativ inverz a multiplikativ inverzbe. Azonban, ha az 1 az 1-be megy,
akkor a 2 = 1 4 1 sziikségképpen az 1 + 1 = 2-be megy. Hasonléképpen,
mindegyik természetes szdm képe 6nmaga lesz, ezért ennek ellentettje is és
multiplikativ inverze is. Ezért tehat az ilyen szimmetria minden raciondlis
szamot megoriz.

5. Konnyfi ellendrizni, hogy ez a szimmetria valéban kompatibilis az
Osszeadassal, kivonassal, szorzassal és osztassal. Tekintsiik példaul az 6ssze-
adas mfiveletét. Vegytink két kiilonb6z6 szdmot az Gj szamrendszerinkbdl:

s+yV2 és 1z +y V2,
ahol z, y, a:/, y/ raciondlis szdmok. Adjuk 6ssze Gket:
@+yvV2) +(z +yV2) = (@+2)+ (y+y V2.
Alkalmazhatjuk a tekintett szimmetriat. Ebb6l
x—yx/i 6 o —yl\/ﬁ
adédik. Adjuk ezeket Gssze:
(@-yV2) + (@ —y V) =(e+a)~(y+y)V2.

Lathatjuk, hogy a kapott szdm megegyezik azzal a szdmmal, amit a szim-
metridnak az eredeti 6sszegre val6 alkalmazasaval kapndnk:

@+a)+@y+y)V2 = (r+a) - (y+y)V2.
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Mas széval, kiilon is alkalmazhatjuk a két szdmra a szimmetridt, és aztdn
adjuk 6ssze 6ket. Vagy el6bb tsszeadjuk Sket, és aztdn alkalmazzuk a szim-
metridt. Az eredmény ugyanaz lesz. Pontosan ez jelenti azt, hogy a szim-
metridnk kompatibilis az 6sszeadds miiveletével. Hasonloképpen ellendriz-
het6, hogy a szimmetridnk kompatibilis a szorzds, a kivonds és az osztas
miiveletével is.

6. Példaul abban az esetben, amikor a szamtestet a racionalis szamok
V/2-vel torténd bovitésével kapjuk, a Galois-csoport két szimmetriab6l 4ll:
az identitasbdl, illetve a v/2-nek —v/2-re valé cserélésébol. irjuk le explici-

Iol=1 ToS=S5 Sol=S5,

és a legérdekesebb:
SoS=1I.

Val6ban, ha megcseréljiik az /2 és a —+/2 szdmokat, és ezt tGjra végrehajtjuk,
akkor a nett6é végeredmény az identitas lesz:

THyV2 - z—yV2 = z— (—yV2) =z +yV2.

Ezzel teljesen leirtuk ezen szdmtest Galois-csoportjat: két elemet tartalmaz
— 1 és S —, és ezek kompozicidjat a fenti formuldk definialjak.

7. Néhany évvel kordbban, Niels Henrik Abel megmutatta, hogy léte-
zik olyan 6todfokt egyenlet, amelyet nem lehet megoldani gyokvonasok-
kal. (Joseph-Louis Lagrange és Paolo Ruffini is fontos eredményeket ért el
ezen a téren.) Galois bizonyitdsa azonban altalanosabb volt és tjszertibb el-
veket tartalmazott. Tovabbi részletek taldlhat6ak a Galois-csoportokkal és a
magasabb foku egyenletek megoldasanak gazdag torténetével kapcsolatban
Mario Livio, The Equation That Couldn’t Be Solved cimi konyvében (Simon és
Schuster, 2005).

8. Altalénosabban, tekintsiik az ax® + bz + ¢ = 0 mésodfokt egyenletet,
melyben a, b, c raciondlis szamok. Ennek x: és x> megoldasat a kovetkezé
képlet adja meg:

- —b+ Vb?% — dac - —b — Vb2 — dac
1= 9 ="
2a 2a

Ha a b? — 4ac diszkriminans nem valamely racionélis szdm négyzete, akkor
ezek a megoldasok nem raciondlis szdmok. Ezért, ha az 1 és 2 szdmokkal
kib&vitjiik a raciondlis szdamokat, akkor 4j szdmtestet kapunk. Ezen szam-
test szimmetriacsoportja szintén két elemet tartalmaz: az identitast és a két
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megoldas — z1 és x2 — felcserélésébdl ad6do szimmetriat. Méas szavakkal, ez
a szimmetria felcseréli a /b2 — 4ac és —/b2 — 4ac szamokat.

A Galois-csoport megadasahoz azonban nincsen sziikség arra, hogy exp-
liciten megadjuk a megoldasokat. Valéban, mivel a vizsgalt polinom foka
2, ezért tudjuk, hogy két megoldas van, tehat jelolje ket x; és x2. Ekkor

adédik, hogy

az’® + bz +c=alx —z1)(x — z2).
Felbontva a zaréjelet, kapjuk, hogy =1 + 22 = —%, igy tehdt 22 = —g —
z1. Ugyanakkor (z1)* = f%, mivel z; megoldésa a fenti egyenletnek.

Ezért, ha a diszkrimindns nem négyzete valamely racionalis szdmnak, ak-
kor az a szamtest, melyet racionalis szdimok b&vitésével kapunk gy, hogy
hozzavessziik az =, és x2 szdmokat, az a + Sz alakt szamokbdl fog allni,
ahol « és (3 raciondlis szamok. Az x1 és x2 szamokat felcseréld szimmetria
esetén az o + [z szam az

a4+ Bra = (a—ﬁg) — Bx1

értékbe megy at. Ez a szimmetria kompatibilis az 6sszeaddassal, stb., mert z;
és x» ugyanazon raciondlis egytitthatds egyenlet gyokei. Azt kapjuk tehat,
hogy ezen szamtest Galois-csoportja az indentitasbol és az 1 és zo értéke-
ket felcseréls szimmetriabol all. Még egyszer hangstilyozom, hogy semmi-
féle informdcioét nem hasznéltunk fel arra vonatkozoéan, hogy az x1 és
megoldasokat hogyan lehet felirni a, b, c segitségével.

9. Szemléltetésiil tekintsiik példdul az z° = 2 egyenletet. Az egyik
megoldas 2 kobgyoke, azaz /2. Két tovabbi megoldas is van, ezek komplex
szamok: /2w és +/2w?, ahol

== + if
(lasd a 9. fejezet komplex szamokrol sz616 részét). Az a legkisebb szamtest,
amely tartalmazza mindharom megoldast, ezek négyzeteit is tartalmazza:
V4 = (\3/5)2, V4w és Y/Aw?, illetve ezek hanyadosét: w és w?. Ugy ti-
nik tehét, hogy ezen szamtest megkonstrudlasidhoz 8 tovabbi szdmot kell a
raciondlis szamokhoz hozzévenni. Teljestil azonban az alabbi dsszeftiggés:

l+w+w?=0,

Py

amely lehetévé teszi, hogy w? értékét kifejezziik 1 és w segitségével:

2
wi=-1—-w.
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Ezért tehat:
Va2 = 3 Vrw, VA = VA - V.

Tehat ahhoz, hogy megkapjuk a keresett szamtestet, csak 5 Gj szamot kell
hozzédvenni a raciondlis szamokhoz: az w, v/2, ¥/2w, v/4 és /4w szamokat.
Ezértaz ad6d6 szdmtest —melyet a 2° = 2 egyenlet felbontdsi testének neve-
ziik — tetsz6leges eleme felirhat6 hat tag kombinaci6jaként: raciondlis szdm
plusz raciondlis szdmszor w plusz racionélis szdmszor /2 és igy tovéabb.
Vessiik 6ssze ezt az 22 = 2 egyenlet felbontdsi testével, amelynek elemei két
tagot tartalmaznak: racionélis szdm plusz racion4lis szdmszor v/2.

Lattuk, hogy az 22 =2 egyenlet felbontasi testéhez tartozé Galois-
csoport elemei az egyenlet két gyokét — /2 és —/2 — permutdljdk. Két ilyen
permutécié van, az egyik felcseréli ezt a két megoldast, a masik az identitas.

Ehhez hasonldan, tetsz6leges raciondlis egytitthat6s egyenlet esetén gy
definidljuk a hozza tartozé felbontési testet, hogy a raciondlis szdmokhoz
hozzavessziik az egyenlet 6sszes gyokét. A 4. megjegyzéshez hasonléan az
igy kapott szdmtest tetszéleges szimmetridja, amely kompatibilis az ssze-
adéssal és a szorzdssal, meg®rzi a raciondlis szdmokat. Ezért az ilyen szim-
metridk sordn az egyenlet tetsz6leges megoldasa egy masik megoldasba kell
hogy dtmenjen. Tehdt ezen megolddsok permutéci6it kapjuk. Az * = 2
egyenlet esetén a fent felsorolt hdrom megoldéds van. Minden egyes per-
mutacié esetén az elsé, /2 ezen megoldasok valamelyikébe megy 4t, a ma-
sodik, v/2w a megmaradé két megoldas valamelyikébe, végiil a harmadik,
V2w® sziikségképpen a megmaradé megolddsba megy at (tetszéleges per-
mutaci6 kolesonosen egyértelmi kell legyen ahhoz, hogy 1étezzék inverze).
Ezért 6sszesen 3 - 2 = 6 lehetséges permutacidja van ezen harom megoldas-
nak. Ezek a permutdciok csoportot alkotnak, és megmutathatd, hogy ez a
csoport kolcsosen egyértelm(i megfeleltetésben 4ll az z° = 2 egyenlet fel-
bontasi testének Galois-csoportjaval. Azaz a Galois-csoport explicit lefrasat
kaptuk meg a megolddsok permutaciéinak formdjéban.

A fenti szamoldsban az egyenlet gyokeit expliciten megadé képleteket
hasznaltunk. De hasonl6 gondolatmenet alkalmazhat6 tetsz6leges, raciona-
lis egytitthatés harmadfokt egyenlet esetén is, nincsen sziikség olyan kép-
letre, amely megadja az egytitthatok fliggvényében a gyokoket. Az ered-
mény a kovetkezd: jeldlje z1,x2 és x3 az egyenlet gyokeit. Tegytik fel,
hogy mindegyik irraciondlis. Ugyanakkor konnyen lathat6, hogy az egyen-
let diszkriminénsa, azaz

(w1 = 22)* (21 — 23)° (w2 — 73)°
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mindig raciondlis szdm. Megmutathatd, hogy ha ennek négyzetgyoke nem
raciondlis szam, akkor az egyenlet felbontési testének Galois-csoportja meg-
egyezik ezen gyokok permutaci6ibol 4ll6 csoporttal (ekkor ez 6 elemet tar-
talmaz). Ha a diszkrimindns négyzetgyoke racionalis, akkor a Galois-csoport
harom permutaciét tartalmaz: az identitast, az 1 — x2 — x3 — 1 ciklikus
permutéciét és ennek inverzét.

10. Példaul nem nehéz megmutatni, hogy tipikus 6todfokd egyenlet
esetén (n = 5), amikor is 5 gyok van, a Galois-csoport ezen 6t szdm per-
mutdcidinak csoportja. A permutaci6 ezen szamok kolcsonosen egyértelmfi
atrendezése. Az aldbbi dbra példaul egy ilyen dtrendezést mutat.

Ilyen permutdaci6 esetén az x1 megolddas az 6t lehetéség akarmelyikébe
megy at (esetleg sajat magéba), azaz 6t lehetséges valasztas van, azutdn
a megmarado6 négy megoldds akarmelyikébe, x3 a megmarad6 harom vala-
melyikébe és igy tovabb. Igy sszesen 5-4 -3 -2 -1 = 120 permutécié van,
tehat a Galois-csoport 120 elembél 4ll.

OO ORNOYSO
& & T ©

(n elem permutdcidinak csoportja, melyet n elem szimmetriacsoportjanak
ishivnakn! =n-(n —1)...2-1 elembdl all.) Eltér6en a masodfoku, har-
madfoku és negyedfoku egyenletek Galois-csoportjatol, ez nem feloldhaté
csoport. Ezért, Galois érvelése alapjan, az dltalanos 6todfokt egyenlet meg-
oldésait nem lehet gyokvondsok segitségével felirni.

11. Elérhet6 az Institute for Advanced Study, Princeton weboldalan:
http:/ /publications.ias.edu/sites/default/files /weill.pdf

12. Az ébra az Institute for Advanced Study digitélis gytijteményébol
szarmazik: http://cdm.itg.ias.edu/cdm/compoundobject/
collection/coll12/id /1682 /rec/1
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8. fejezet. Magikus szamok

1. Robert Langlands, Is there beauty in mathematical theories? Lasd: The Many
Faces of Beauty, szerk. Vittorio Hosle, University of Notre Dame Press, 2013.
Online elérhet&ség:

http:/ /publications.ias.edu/sites /default/files/ND.pdf

2. A sejtésekrdl tovabbi informdciok talalhatéak a kovetkezé mélyen-
szant6 cikkben: Barry Mazur, Conjectures, Synthése, vol. 111., 1997, p. 197-
210.

3. A nagy Fermat-tétel torténetérdl tovabbi érdekességek taldlhatéak az
aldbbi kényvben: Simon Singh, Fermat’s Enigma: The Epic Quest to Solve the
World’s Greatest Mathematical Problem, Anchor, 1998.

4. Lasd Andrew Wiles, Modular elliptic curves and Fermat’s last theorem,
Annals of Mathematics, vol. 141., 1995, pp. 443-551.

Richard Taylor és Andrew Wiles, Ring-theoretic properties of certain Hecke
algebras, Annals of Mathematics, vol. 141., 1995, 553-572.

Bebizonyitottdk a Shimura-Taniyama-Weil-sejtést a legtipikusabb (az
an. szemistabil) esetben, melyrdl kideriilt, hogy elegend6 a nagy Fermat-
tétel bizonyitasahoz. Néhdny évvel késtbb, a sejtés kimaradt eseteit C. Bre-
uil, B. Conrad, F. Diamond és R. Taylor igazoltak.

Minthogy bebizonyitottdk, helyesebb lenne a Shimura—-Taniyama-Weil-
sejtésre tételként hivatkozni. Valéban, szdmos matematikus , modularitasi
tételnek” nevezi. A régi megszokasok azonban nehezen mdlnak el, és né-
hanyan, hozzdm hasonléan, még mindig a régi nevet hasznéljék. Ironikus,
hogy a nagy Fermat-tételre mindig is tételként hivatkoztak, noha valéjaban
sejtés volt. Kétségkiviil ennek oka Fermat azon kijelentésének tiszteletben
tartdsa, miszerint 6 megtaldlta a megoldast.

5. Ha N nem prim, akkor N = zy valamely z és y természetes szam
esetén, melyek értéke 1 és N — 1 kozé esik. Ekkor « nem rendelkezik mod
N multiplikativ inverzzel. Mdas szavakkal, nem létezik olyan z természetes
szdm, melynek értéke 1 és N — 1 kozott van, melyre

rz =1 modulo N .

Valéban, ha teljesiilne a fenti egyenl6ség, akkor mindkét oldalt megszo-
rozva y értékével kapnank, hogy

zryz =y modulo N .

Azonban zy = N, tehdt a bal oldal értéke Nz, ami azt jelenti, hogy y oszt-
haté N-nel. Ekkor azonban y nem lehet 1 és N — 1 kozott.

www.interkonyv.hu Hungarian translation © Michaletzky Gyorgy, Rejt6 Lidia, Tusnady Gabor



© Typotex Kiadd

JEGYZETEK 305

6. Az Eukleidésznek tulajdonitott bizonyitds a kovetkez6képpen szol.
Az ,indirekt” bizonyitas elvét alkalmazzuk. Ezt mar hasznaltuk ebben a
fejezetben, amikor a nagy Fermat-tétel bizonyitasarol esett sz6.

Tegytik fel, hogy csak véges sok prim van: p1, pa,...,pn. Vegyiik azt az
A szamot, melyet Ggy kapunk, hogy ezeket 6sszeszorozzuk és még egyet
hozzaadunk: azaz legyen A = p1p>...pn + 1. Azt allitjuk, hogy A is prim.
Indirekt érveliink: ha nem prim, akkor az 1-en és sajat magan kiviil mas
szammal is oszthat6. Azaz A oszthat6 a felsorolt primek valamelyikével,
mondjuk p;-vel. Ekkor A = 0 modulo p;. Ugyanakkor A definici6jabol
adédik, hogy A = 1 modulo p;. Ellentmondasra jutottunk. Tehat A még-
sem oszthat6 sajat magén és 1-en kiviil méds természetes szammal. Igy A is

primszam.
Azonban A nyilvanvaléan nagyobb a p1,p2, ..., p~ szdmok mindegyi-
kénél. Ez ellentmond azon feltevésiinknek, hogy csak a p1, p2, ...,pn sza-

mok a primszamok. Tehat az a kiindul6 feltevésiink, hogy csak véges sok
prim van, hamis. Tehat végtelen sok primszam van.

7. Fejtsiik ezt ki részletesebben: az adott szamrendszerben egy a szam
multiplikativ inverze olyan b szdm, melyre a-b = 1. Tehat példdul a raciona-
lis szamok esetén a % racionalis szam inverze %. Abban a szamrendszerben,
melyet most vizsgalunk, az 1 és p— 1 kozott 1évd a természetes szam inverze
az a b természetes szam, amelynek értéke ugyanebbe a tartoményba esik és
amelyre

a-b=1 modulop.

Teljesen mindegy, hogy milyen szdmrendszert tekintiink, a 0 szdm, azaz az
additiv egységelem nem rendelkezik multiplikativ inverzzel. Ezért zartuk
ezt ki.

8. Alljon itt egy bizonyitds. Vegyiink egy a szamot, mely 1 és p — 1
kozé esik, ahol p primszam. Szorozzuk meg ezt a szdmot az 9sszes olyan
b szdmmal, amely ugyanebbe a tartomdnyba esik, és vegyiik az eredményt
modulo p. Az eredményekbdl kétoszlopos tablazatot allithatunk 6ssze: az
els6 oszlop a b szdm, a masodik pedig a - b modulo p.

Példédul, ha p = 5 és a = 2, akkor a tédbldzat a kovetkez6képpen alakul:

1
2
3

N

4|3
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Azonnal latjuk, hogy az 1, 2, 3, 4 szdmok mindegyike pontosan egyszer
szerepel a jobb oldali oszlopban. Azaz, amikor 2-vel szorzunk, ugyanazokat
a szamokat kapjuk vissza valamilyen permutalt alakban. Példaul az 1 szam
a harmadik sorban jelenik meg. Ez azt jelenti, hogy ha a 3-at megszorozzuk
2-vel, akkor 1-et kapunk modulo 5 eredményiil. Mds szavakkal, 3 lesz a 2
inverze, ha modulo 5 tekintjiik az aritmetikat.

Ugyanez teljestil dltalanosan is: ha a fentihez hasonlé tablazatot készi-

tiink tetsz6leges p prim ésaz 1,2, ..., p— 1 listdbdl vélasztott a szdm esetén,
akkoraz1,2,...,p—1szdmok mindegyike pontosan egyszer fog szerepelni
a jobb oldali oszlopban.

Bizonyitsuk ezt be, ismét az indirekt bizonyitds médszerét alkalmazva.
Tegytik fel, hogy nem ez az eset. Ekkoraz 1,2, ..., p—1 szdmok valamelyike
kétszer fordul el a jobb oldali oszlopban. Legyen ez a szdm n. Ez aztjelenti,
hogy az1,2,...,p — 1 szdmok kozott két olyan is van — legyenek ezek c; és
co (feltehetjiik, hogy c¢1 > c2) —, hogy

a-c1 =a-cg =n modulo p.
Azonban ekkor
a-ci1—a-c2=a-(c1—c2) =0 modulo p.

Az utolsé képlet szerint a - (¢ — ¢2) oszthat6 p-vel. Viszont ez lehetetlen,
mivel p prim, és mind a, mind pedig ¢1 — ¢2 az {1,2,...,p — 1} halmazbdl
szarmazik.

Kovetkezésképp a tdbldzat jobb oldali oszlopabanaz 1,2,...,p — 1 szé-
mok mindegyike csak egyszer jelenhet meg. Azonban pontosan p — 1 ilyen
szam van, és éppen ugyanennyi szdmu sor van a tabldzatban. Ezért az
egyetlen lehet6ség az, hogy mindegyik szdm pontosan egyszer szerepel-
jen. Ekkor azonban az 1 szam is valahol szerepel a jobb oldali oszlopban.
Legyen b a bal oldali oszlopban ennek megfelel6 szam. Ekkor azonban

a-b=1 modulo p.

Ezt akartuk bizonyitani.
9. Példaul eloszthatjuk a 4-et 3-mal az 5 elem szamtestben:

4/3=4-3""=4-2 = 8modulo5

= 3 modulo5
(itt kihasznéltuk azt, hogy a 2 lesz a 3 multiplikativ inverze modulo 5).
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10. Vegyiik észre, hogy tetsz6leges olyan a szam esetén, melynek abszo-
lat értéke kisebb mint 1, teljestil, hogy

1

l+a+a®+d®+a*+-- =
1—a

k]

amit egyszertien lehet igazolni, ha mindkét oldalt megszorozzuk 1 — a-val.
Felhasznélva ezt az egyenléséget, és a helyére g + ¢*-t helyettesitve felirhat-
juk a Fibonacci-szdmok

g+ @+d)+@+d) + @+ +...)

generatorfliiggvényét
q
1-q—¢?
alakban. Ezek utdn els6foku tényez6k szorzatdra bontva az 1 — g — 7
mennyiséget, ad6dik, hogy

i () (55 ).

Ismét a fenti egyenléséget hasznélva, most a = %ﬁq mellett, kapjuk, hogy

a generatorfliggvényben a ¢" tag egyiitthatéja (amely éppen F,):

P ((57) - (57))

Ezért tehét olyan zart formulat talaltunk az n-edik Fibonacci-szdmra, amely
fggetlen az el6z6ektol.

Megjegyezziik, hogy a fenti képletben szerepl6 szam, 1+2‘/g az an. arany-
metszés. A fenti képletb6l adodik, hogy az F), /F, 1 hanyados tart az arany-
metszéshez, ahogy n értéke névekszik. Az aranymetszésrél és a Fibonacci-
szamokrol tovabbi részletek taldlhaték Mario Livio, The Golden Ratio, Broad-
way, 2003 konyvében.

11. Az eredmény bemutatasa Richard Taylor, Modular arithmetic driven
by inherent beauty and human curiosity, The Letter of the Institute for Advan-
ced Study, Summer 2012, p. 6-8 konyve alapjan torténik. Koszonet Ken
Ribet-nek hasznos megjegyzéseiért. André Weil Dirichlet Series and Auto-
morphic Forms, Springer-Verlag, 1971 konyve szerint az ebben a fejezetben
elemzett harmadfoktu egyenletet Robert Fricks nyomdn John Tate vezette
be.
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12. Ez a csoport egyike az SL3(Z) csoport an. ,kongruencia-részcso-
portjainak”. Ez a csoport az egész szdmokat tartalmazoé 2 x 2-es matrixokbol
all, melyek determinansa 1, azaz az olyan

()

egész szamokbol all6 elrendezésekbdl, melyekben ad — be = 1. A matrixok
szorzatdt a megszokott képlet adja meg:

a b a v ad + be ab + bd
c d ¢ d ca +dc cb +dd '

Tetsz6leges ¢ komplex szamot, mely az egységkor belsejében van, fel lehet
277v=1 alakban, valamely 7 komplex szdm mellett, melynek képzetes
része pozitiv: 7 = x + y/—1, ahol y > 0 (ldsd a 15. fejezethez tartozo 12.
megjegyzést). A ¢ szamot egyértelmien meghatarozza 7 és megforditva.

irni e

Ezértaz SL2(Z) csoport hatdsét a ¢ szamon leirhatjuk a 7 szdmon vett hatds
segitségével. Ez utébbit az aldbbi képlet adja meg;:

a b _ar+b

c d | T e+d
Az SLy(Z) csoport (pontosabban ennek az I egységmatrixbdl és annak —I
ellentettjébdl 4116 kételemii részcsoportja szerinti faktorcsoportja) megegye-
zik a korlap szimmetriacsoportjaval, ha a korlapot valamely speciélis nem-
euklideszi metrikaval latjuk el. Ez a Poincaré-féle korlapmodell. A tekin-
tett fliggvény ,2 stlyd” moduldris forma, ami azt jelenti, hogy invarians
a SLy(Z) kongruencia-részcsoportjanak a korlapon tekintett fenti hatdsara,
ha ezt a hatést korrigaljuk a (¢ + d)? tényezével valé szorzassal.

Lasd pl. Henri Darmon, A proof of the full Shimura—Taniyama—Weil con-
jecture is announced, Notices of the American Mathematical Society, vol. 46.,
December 1999, p. 1397-1401. Online elérhet6ség:

http:/ /www.ams.org/notices /199911 /comm-darmon.pdf

13. Lars Madsen készitette ezt a képet, az 6 engedélyével szerepel itt.
Ko6szonom, hogy egy igen hasznos beszélgetés sordan Ian Agol felhivta rd a
figyelmemet.

14. Lasd pl. Neal Koblitz, Elliptic curve cryptosystems, Mathematics of
Computation, vol. 49., 1987, p. 203-209;

I. Blake, G. Seroussi és N. Smart, Elliptic Curves in Cryptography, Camb-
ridge University Press, 1999.
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15. Véges sok p primszdm kivételével igaz ez altalanosan is. Tovébbi
invarians pdr is tartozik a harmadfoku egyenlethez (az tin konduktor) és a
moduldris formahoz (tin. szint); ezeket az invaridnsokat is megé&rzi a k6zolt
megfeleltetés. Példaul a vizsgalt harmadfoku egyenlet esetén mindkettd ér-
téke 11. Megjegyzem, hogy az itt szereplé 6sszes modularis forma zérus
konstans taggal rendelkezik, a g el6tt 4116 by egytitthat6 értéke 1, tovabbé a
tobbi b, egylitthato értékét n > 1 esetén meghatdrozza a p primnek megfe-
lel6 b, egytitthato.

16. Tegytik fel, hogy a, b, c megolddsa az a™ +b" = c" Fermat-féle egyen-
letnek, ahol n pératlan primszam. Ekkor — Yves Hellegouarch és Gerhard
Frey nyoman — tekinthetjiik az

v =x(x—a")(z+b")

harmadfoku egyenletet. Ken Ribet (Frey javaslatat és Jean-Pierre Serre rész-
eredményét kovetve) bebizonyitotta, hogy ez az egyenlet nem tehet eleget
a Shimura-Taniyama-Weil-sejtésnek. Az n = 4 esettel egytitt (melyet maga
Fermat bizonyitott) ebb6l mér kovetkezik a nagy Fermat-tétel. Valoban, tet-
szbleges n > 2 szam felirhaté n = mk szorzat alakjdban, ahol m vagy 4 vagy
pératlan prim. Ezért abbdl, hogy az ilyen m értékekre nincsen megoldésa a
Fermat-egyenletnek, kovetkezik, hogy tetszbleges n > 2 esetén sincsen.

17. Goro Shimura, Yutaka Taniyama and his time. Very personal recollec-
tions, Bulletin of London Mathematical Society, vol 21. 1989, p, 193.

18. ibid. p. 190.

19. Lasd az 1. 14dbjegyzetet a 1302-1303. oldalon Serge Lang, Some his-
tory of the Shimura—Taniyama conjecture, Notices of the American Mathema-
tical Society, vol. 42., 1995, p. 1301-1307. cikkben, amely a sejtés gazdag
torténetét targyalja.

Online elérhet6ség: http:/ /www.ams.org/notices/199511/ /forum.pdf

9. fejezet. A rozetta-ko

1. The Economist, August 20, 1998, p. 70.

2. A konyvben szerepl6 képek a Riemann-feliiletekrsl a Mathematica®
szoftver felhasznalasaval késziiltek, melynek koédjat Stan Wagon kedvesen
rendelkezésre bocséatotta. Tovabbi részletért ldsd az alabbi konyvet: Stan
Wagon, Mathematica®in Action: Problem Solving Through Visualization and
Computation, Springer-Verlag, 2010.

3. Ez nem pontos definicid, azonban megfelel6 elképzelést ad a valés
szamokrol. Pontos definiciot gy kapunk, ha minden valdés szamot ugy
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képzeliink el, mint raciondlis szdmok konvergens sorozatanak hatarértékét
(melyet Cauchy-sorozatnak is neveznek); példaul a V2 végtelen tizedes tort
kifejtésének csonkitésai ilyen sorozatot eredményeznek.

4. Ennek érdekében jeldljink ki egy pontot a koron, és helyezziik el
a kort az egyenesen gy, hogy ez a kijelolt pont az egyenest a 0 pontban
érintse. Ezek utdn gorgessiik a kort jobbra addig, amig a kijelolt pont ismét
nem érinti az egyenest (ez akkor fog bekovetkezni, amikor a kor egy teljes
fordulatot megtett). A kor és az egyenes ezen érintkezési pontja felel meg a
2m-nek.

5. A komplex szdmok (és mas szamrendszerek) geometridjat szépen ma-
gyaradzza Barry Mazur, Imagining Number, Picador, 2004 kényve.

6. Pontosabban, megkapjuk a fank feltiletét egyetlen pontot kivéve. Ez
az extra pont felel meg a ,,végtelen megoldasnak”, amikor is mind =, mind
pedig y végtelenhez tart.

7. Ahhoz, hogy g génusszal rendelkez6 Riemann-feliiletet kapjunk, -
ben 2g + 1-ed fokd polinomot kell az egyenlet jobb oldaléra irni.

8. Ez a kapcsolat az algebra és a geometria k6zott René Descartes mé-
lyenszanté meglatasa volt, melyet el6szor a La Géometrie cim{i munkajaban
irt le. Ez a Discours de la Méthode cimti, 1637-ben megjelent konyvének fiig-
geléke volt. E. T. Bell a kovetkez6t irja Descartes médszerérél: ,Es most jon
moédszerének igazi ereje. Tetszbleges kivint vagy javasolt komplexitdsii egyen-
letbdl induljunk ki, és ennek algebrai vagy analitikai tulajdonsdgait interpretdljuk
geometriailag (...) Tehdt az algebra és az analizis kell hogy vezessenek minket a
tér és geometridja fel nem térképezett tengerén.” (E. T. Bell, Men of Mathematics,
Touchstone, 1986, p. 54.). Megjegyezziik, hogy Descartes mddszere valds
egylitthatos egyenletek megolddsaira alkalmazhat6, ugyanakkor ebben a
fejezetben a véges testek, illetve komplex szamok korébe esé megoldasok
érdekelnek benntinket.

9. Példdul a 8. fejezetben megtanultuk, hogy az y* + y = z° — z? har-
madfoku egyenletnek négy megolddsa van modulo 5. Igy tehat — naivan —
az 5 elem{i véges test felett az ennek megfelel$ gorbe négy pontot tartalmaz.
Val6jaban azonban ennél sokkal gazdagabb a strukttira, mivel olyan meg-
oldasokat is tekinthetiink, amelyek az 5 elemfi véges test kiilénb6z6 kiter-
jesztéseib6l veszik fel értékiiket; példaul az z°> = 2 egyenlet megoldésaival
kib&vitett testbSl. Ezt majd a 14. fejezet 8. megjegyzésében fogjuk elemezni.
Ezek a testb6vitések 6sszesen 5™ elemet tartalmaznak n = 2, 3,4, ... esetén,
tehat ilyen médon véges testbeli értékii megolddsok hierarchiajat kapjuk.
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A harmadfoku egyenleteknek megfelel$ gorbéket hivjak ,elliptikus gor-
béknek”.

10. The Bhagavad-gita, Krishna tandcsai hdbort idején. Forditotta Bar-
bara Stoler Miller, Bantam Classic, 1986.

Erdemes megjegyezni, hogy Weil az 1930-as évek elején két évet toltott
Indidban, és sajat bevallasa szerint hatott r4 a hindu vallés.

11. Lasd pl. Noel Sheth, Hindu Avatara and Christian Incarnation: A com-
parison, Philosophy East and West, vol. 52., No. 1., p. 98-125.

12. André Weil, Collected Papers, vol. 1., Springer-Verlag, 1979, p. 251.
(sajat forditas).

13. Ibid. p. 253. Az az otlet, hogy ha valamely véges test felett adott
egy gorbe, akkor vehetjiik a rajta értelmezett raciondlis fliggvényeket. Ezek
a figgvények két polinom hényadosai. (Megjegyezziik, hogy az ilyen fligg-
vényeknek , pélusuk” — olyan hely, ahol a fliggvény értéke nincs definidlva
- van minden olyan pontban, ahol a nevezében szerepld polinom értéke
nulla.) Kideriil, hogy egy adott gorbén értelmezett raciondlis fliggvények
halmaza a raciondlis szdmok, vagy ennél dltaldnosabb szamtest halmazahoz
hasonl6 tulajdonsdgokkal rendelkezik, hasonléan a 8. fejezetben targyaltak-
hoz.

A pontosabb magyarazat érdekében tekintsiink Riemann-feliileten ér-
telmezett raciondlis fliggvényeket; az analdgia itt szintén fenndll. Példaul
vegyiik a gombot. Sztereografikus projekciét alkalmazva ezt a gombot ugy
is tekinthetjiik, mint egy pont és a komplex sik egyesitését (az extra pontot
tekinthetjiik Gigy, hogy az reprezentdlja a végtelent). Jelolje t = r + s/—1
a komplex sikon vett koordinatat. Ekkor minden P(¢) komplex egyiitt-
hat6s polinom a sikon értelmezett fliggvény. Ezek a polinomok felelnek
meg a szdmelméletben szerepld egész szamoknak. A gombon értelmezett
raciondlis fliggvény két, kozos tényezd nélkiili polinom P(t)/Q(t) hanya-
dosa. Ezek a racionalis fliggvények analégok a racionalis szdmokkal, me-
lyek olyan egész szdmok m /n hanyadosai, melyeknek nincsen k6zos oszt6-
juk. Ehhez hasonldan, altaldnosabb Riemann-feliileten a raciondlis fliggvé-
nyek anal6égok az altalanosabb szamtestek elemeivel.

Ezen analdgia ereje abban rejlik, hogy szamos, a szamtestekrdl sz616
eredményhez hasonl6 eredmény lesz igaz a véges testek felett tekintett gor-
bék raciondlis fliggvényei esetén és megforditva is. Néha egyszertibb észre-
venni és/vagy bizonyitani valamely allitast az egyikre. Ekkor az analégia
azt sugallja nekiink, hogy ehhez hasonl¢ allitas kell hogy igaz legyen a ma-
sikra is. Ez volt az egyik olyan eszkoz, melyet Weil és mas matematikusok
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felhasznaltak 1ij eredmények elérésére.

14. Ibid. p. 253. Itt Martin H. Krieger forditasat haszndlom. Léasd
Notices of the American Mathematical Society, vol. 52., 2005, p. 340.

15. Hérom olyan Weil-sejtés volt, melyet Bernard Dwork, Alexander
Grothendieck és Pierre Deligne bizonyitott.

16. Ez a definici6 redundéans. Ennek kifejtéséhez tekintsiink a sikon két
gorbét — amint azt az aldbbi dbra mutatja —, az egyiket folytonos, a masikat
pontozott vonal jeloli. Vildgos, hogy az egyiket a mdasikba &t lehet alakitani
folytonos deformaciéval anélkiil, hogy szét kellene szakitani. Esszerti és
gazdasdgos azt mondani, hogy két olyan zart gorbét, melyet igy egymasba
lehet alakitani, egyenlének tekintiink. Az atalakitdsokat végrehajtva drasz-
tikusan lecsokkentjiik a csoportunk elemeinek szamat.

Ez az elv hasonl6 ahhoz az elvhez, melyet az 5. fejezetben a fonatcsoport
definici6ja sordn hasznéltunk. Ott két fonatot azonosnak tekintetttink, ha
egymaésba lehet deformélni (vagy csavarni) 6ket anélkiil, hogy a fonalakat
elvagtuk vagy egymason atftiztiik volna.

A Riemann-feliilet fundamentalis csoportjat tehat tgy definidljuk, hogy
elemei a P pontban indul6 és végz6d6 zart gorbék, azzal a tovabbi megko-
téssel, hogy azokat a gorbéket, melyeket folytonos deformaciéval egymédsba
at lehet vinni, azonosnak tekintjik.

Jegyezziik meg, hogy ha a Riemann-feliilet 6sszefiiggd, s ezt hallgato-
lagosan mindig feltessziik, akkor a P referenciapont megvalasztasa lényeg-
telen: a kiilénb6z6 P referenciapontokhoz tartozé fundamentalis csoportok
kolcsonosen egyértelmti megfeleltetésben vannak egymdssal (pontosabban
egymadssal ,izomorfak” lesznek).

17. Az egységelem a ,konstans” gorbe. Ez soha nem hagyija el a megje-
I6lt P pontot. Valéban, célszerti minden egyes zart gorbét tgy elképzelni,
mint valamely részecske trajektoridjat, amely a P pontb6l indul ki és oda tér
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vissza. A konstans gorbe azon részecske trajektoridja, amely a P pontban
marad. Vildgos, hogy ha tetsz6leges gorbét hozzdadunk a konstans gorbé-
hez, abban az értelemben, ahogy a konyvben leirtuk, akkor az eredeti gorbét
kapjuk vissza.

Egy adott gorbe inverz gorbéje ugyanaz a gorbe lesz, azonban az el-
lenkez6 irdnyban bejarva. Ennek ellenérzésére adjuk 6ssze a gorbét és az
inverzét. Olyan 14j gorbét kapunk, amely ugyanazon az tton kétszer megy
at, de ellentétes iranyban. Ezt az Gj , kett6s” gorbét folytonos deformaciéval
a konstans gorbébe alakithatjuk at. El6szor is a két gorbe egyikét egy kicsit
csavarjuk meg. Az eredményként kapott gorbe egy pontra hidzhaté ossze,
amint az aldbbi dbra mutatja.

— (D
T Q

18. Az 5. fejezet 10. jegyzetében megismerttdl eltéréen a B,, fonatcso-
portot lehet Ggy is interpretalni, mint az n kiillonb6z6 gyokkel rendelkezé
n-ed foku 1 féegytitthatés polinomok terének fundamentalis csoportjat. A
P referenciapontnak az (z —1)(z—2) ... (z —n) polinomot vélasztjuk, mely-
nek gyokei 1,2, ...,n (ezek a fonat ,sz6gei”).

19. Ahhoz, hogy megmutassuk, hogy a két gérbe kommutal egymadssal,
vegylik észre, hogy a téruszt megkaphatjuk tgy, hogy egy négyzet (négy-
csticsti sokszog) dtellenes oldalait dsszeragasztjuk. Osszeragasztva a két
vizszintes oldalt — a;-et és all—t — hengert kapunk. A henger atellenes vé-
gein 1év6 koroket Osszeragasztva (ez lesz az els6 ragasztas eredményeként
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a négyzet két fliggbleges — az és ay — oldalabl), kapjuk a téruszt. Latjuk,
hogy az ai és az oldalak a térusz két fiiggetlen zart gorbéjévé alakultak. Ve-
gylik észre, hogy a téruszon a négy cstics ugyanazt a pontot adja, igy tehét
ezek a gorbék zartak lesznek — a térusz ugyanazon P pontjabél indulnak és
ott végzédnek. Tovabba a; = a;, mivel Osszeragasztottuk Sket, és hason-
l6an az = a/z.

y "

A négyzeten, ha az a, gorbét vessziik, majd az a» gorbét, akkor ez az
egyik csticsbdl az atellenes csticsba visz 4t minket. Az eredményként kapott
gorbe a1 + a2. Azonban ezen csticsok kozott mas gorbe mentén is halad-
hatunk: el6szor vessziik az a/g majd az all gorbét. Az eredményként kapott
gorbe as+ay. A négyzet atellenes oldalait 6sszeragasztva az ay gorbe az a;
lesz, az a; gorbe az az. Azaz a'g + a; =asz + a.

Vegyiik észre, hogy mind a: + a2, mind pedig a2 + a1 4talakithaté a
diagonalis gorbébe, amely két 4tellenes csticsot kot Ossze egyenes vonallal
(a szaggatott nyil mutatja, hogyan kell deformalni ezt a két gorbét).

Ez aztjelenti, hogy a1+as és az+a1 a térusz fundamentalis csoportjanak
ugyanazt az elemét eredményezik. Megmutattuk, hogy

ar+azx =az+a.

Ebbdl kovetkezik, hogy a térusz fundamentalis csoportjanak egyszerti szer-
kezete van: az elemei felirhatéak M - a1 + N - as alakban, ahol a; és a2 a
téruszon az a két kor, melyet a 131. oldal dbrdjan mutattunk be, tovabba M
és N egész szamok. A fundamentélis csoportban az 6sszeadas megegyezik
ezen kifejezések szokdsos Osszeaddsédval.
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20. Pozitiv g génusszal (azaz g lyukkal) rendelkez Riemann-feliilet fun-
damentalis csoportjanak legegyszertibb leirasat kapjuk, ha ismét elképzel-
jik, hogy valamely sokszog étellenes éleinek Osszeragasztasaval megkap-
hatjuk a feliiletet — azonban most 4g csticst sokszog esetén. Péld4ul ra-
gasszuk Ossze egy nyolcszog (azaz 8 csticcsal rendelkez6 sokszog) atelle-
nes éleit. Ebben az esetben négy darab atellenes él van, mindegyik parban
azonositjuk ezeket a oldalakat. A ragasztdst nehezebb elképzelni, mint a t6-
rusz esetében, azonban ismert, hogy ekkor olyan Riemann-feliiletet kapunk,
melynek génusza 2 (ez az tin. dan péksiitemény feliilete).

Ezt a konstrukciot felhasznélhatjuk arra, hogy megadjuk egy altaldnos
Riemann-feliilet fundamentdlis csoportjat, hasonl6an ahhoz, ahogy ezt a t6-
rusz fundamentélis csoportja esetén tettitk. A térusz esetéhez hasonléan
a g génusszal rendelkez6 Riemann-feliilet fundamentalis csoportjdban 2g
elemet konstrudlunk meg azaltal, hogy a sokszog egymds utdn kovetkezd,
2g darabszamu oldala mentén tekintjiik a gorbéket. (A kimaradé 2g oldal
mindegyikét ezek valamelyikével azonositottuk.) Jelolje ezeket a1, as,.. .,
azg4. Ezek generaljak a Riemann-feliiletiink fundamentalis csoportjat abban
az értelemben, hogy ezen csoport mindegyik eleme megkaphat6 tigy, hogy
ezeket Osszeadjuk, akdr tobbszor is. Példdul g = 2 esetén szerepel a kovet-
kez6 elem: a3 + 2a1 + 3a2 + as. (Jegyezziik meg, hogy ezt nem lehet atirni
2a3 + 2a1 + 3az alakba, mivel a3 nem kommutal az a» és a1 elemekkel, igy
nem vihetjiik a jobb sz€1s6 a3 elemet a bal oldalra.)

Ugyantgy, ahogyan a térusz esetén, a sokszog két atellenes csticsat 6sz-
szekotd gorbét két kiilonboz6 médon felirva, az aldbbi sszefiiggést kapjuk,
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amely a térusz esetében ad6dé kommutativitas dltalanositdsa:
ai + a2 +...a29-1 + Q29 = A2g + A2g—1+ -+ a2+ ay.

Megmutathat6, hogy aktudlisan ez az egyetlen Osszefliggés ezek kozott az
elemek kozott. Igy pontosan lefrtuk a fundamentalis csoportot: az a1, az, . . .,
azg elemek generaljak a fenti relacionak eleget téve.

21. Pontosabban kifejtve, tekintsiik a Riemann-feliileten értelmezett 6sz-
szes raciondlis fliggvényt — a fenti 13. megjegyzés értelmében. Ezek ana-
16gok a racionalis szdmokkal. A megfelel6 Galois-csoport azon szdmtest
szimmetriacsoportja, melyet Ggy kapunk, hogy valamely polinomegyenlet,
példaul az 2° = 2 gyokeivel bévitjiik a racionalis szaimok testét. Ehhez ha-
sonl6an, az X Riemann-feliileten értelmezett raciondlis fliggvényekhez hoz-
zéavehetjiik a polinomegyenletek megoldésait. Kidertil, hogy ennek sordn
egy masik X " Riemann-feliilet racionalis figgvényeit kapjuk, amely ,fedi”
az X feltiletet; azaz létezik egy véges fibrummal rendelkez6 X " 5 X leké-
pezés. Ebben az esetben a Galois-csoport az X ' olyan szimmetridibdl all,
melyek X 6sszes pontjat fixen hagyjak. Mds szavakkal, ezek a szimmetridk
azX — X leképezés fibrumain hatnak.

Vegyiik észre, hogy ha vesziink az X Riemann-feliileten egy zart gor-
bét, amely X valamely P pontjab6l indul és ott végz6dik, akkor tekinthet-
jik a P pont feletti fibrum tetsz6leges pontjat, és ,kovethetjiik” ezt az adott
gorbe mentén. Amikor visszaériink, altaldban a P pont feletti fibrum ma-
sik pontjdhoz jutunk, azaz ezen fibrum egy transzformaciéjat kapjuk. Ez a
monodrémia jelensége, melyet majd a 15. fejezetben elemziink részleteseb-
ben. A fibrum ezen transzformaci6jabdl eljuthatunk a Galois-csoport egy
eleméhez. Tehdt a fundamentalis csoport és a Galois-csoport kozott talal-
tunk valamilyen kapcsolatot.

10. fejezet. Flet a hurokban

1. A ,specidlis” jelzd arra utal, hogy ezek a ortogondlis transzformdciok
megdrzik az irdnyitast — ezek pontosan a gombon vett forgatasok. Példa
olyan ortogonadlis transzformaciéra, amely nem &rzi meg az irdnyitast (azaz
nem eleme a SO(3) csoportnak), a valamelyik koordinatasikra val6 tiikro-
zés. Az SO(3) csoport szorosan Osszeftigg az SU(3) csoporttal (a 3-dimen-
zibs tér specidlis unitér csoportja). Ez utébbit vizsgaltuk a kvarkokkal kap-
csolatban a 2. fejezetben. Az SU(3) csoport az SO(3) csoporthoz hasonléan
definidlhat6; a valds 3-dimenzids teret fel kell cserélni a komplex 3-dimenziés
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térre.

2. Még egy mésik médon is belathatjuk, hogy a kor egydimenzids: em-
lékezziink vissza arra, hogy a kort Ggy is tekinthetjiik, mint az 2° + > = 1
egyenlet valés megolddsait; ezt vettikk a 9. fejezetben. Igy tehat a kor
a stk azon pontjainak halmaza, melyek egyetlen egyenletnek tesznek ele-
get. Ezért dimenzidja megegyezik a sik dimenzidja — ami kett — minusz az
egyenletek szamaval, tehat egy.

3. Ez az idézet szerepel Duchamp jegyzetében, melynek cime: A I'Infinitif,
amint azt Gerald Holton, Henri Poincaré, Marcel Duchamp and innovation in
science and art, Leonardo, vol. 34., 2001, p. 130. idézi.

4. Linda Dalrymple Henderson, The fourth Dimension and Non-Euclidean
Geomerty in Modern Art, MIT Press, 2013, p. 493.

5. Gerald Holton, ibid. p. 134.

6. Charles Darwin, Autobiographies, Penguin Classics, 2002, p. 30.

7. Tovébbi részletekért lasd példdul: Shing-Tung Yau és Steve Nadis,
The Shape of Inner Space, Basic Books, 2010.

8. Kidertil, hogy e csoport dimenzidja n(n — 1)/2. Mas szavakkal, a
csoport valamely elemének leirdsdhoz n(n — 1)/2 fliggetlen koordindtéra
van sziikség (n = 3 esetén 3(3 — 1)/2 = 3 koordinatara, amint azt a konyv
{6 részében lattuk).

9. Matematikailag minden egyes hurkot tekinthetiink tigy is, mint a
kor valamely , leképezését” a haromdimenziés térbe, azaz olyan szabdly-
nak, amely a kor minden egyes ¢ pontjdhoz a haromdimenzios tér valamely
f(#) pontjat rendeli hozza. Csak ,sima” leképezéseket tekintiink. Durvan
sz6lva ez azt jelenti, hogy a hurokban nincsenek éles szogek vagy sarkok,
vagyis ahhoz hasonld, amilyet a konyv {6 részében 1év6 dbra mutat.

Altalénosabban, valamely S sokasagbdl egy M sokaségba vald leképe-
zés nem mas, mint egy olyan szabély, amely az S minden egyes s pontjadhoz
hozzarendel egy pontot az M-b6l, melyet az s képének neveziink.

10. Lasd példdul: Brian Greene, The Elegant Universe, Vintage Books,
2003.

11. Pontosabban, az SO(3)-beli hurok nem mds, mint SO(3) elemeinek
valamely {f(¢)} gytjteménye, melyet a ¢ szog parametrizdl (ez utbbi a
koron vett koordindta). Ha adott egy masik hurok, amely a {g(¢)} elemek
egylittese, akkor tekintsiik a két forgatds kompozicidjit, amely f(¢) o g(¢)
minden egyes ¢ esetén. Ekkor egy Gj {f(¢) o g(¢)} elemegyiittest kapunk,
amely egy mdsik, SO(3)-beli hurok. Tehdt SO(3)-ban vett tetszéleges hu-
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rokpdr esetén el6allithatunk egy harmadik hurkot. Ez a hurokcsoport szor-
zasi szabdlya. A hurokcsoport egységeleme az a hurok, amely a SO(3) egy-
ségelemére koncentralddik, azaz I'(¢) az SO(3) identitdsa minden egyes ¢
esetén. Az {f(¢)} hurok inverze az {f(#)~*} hurok. Kénnyen megmutat-
hat6, hogy az dsszes csoportaxioma teljestil. Ezért tehat az SO(3) huroktere
valéban csoport.

12. Ennek igazolasara vegytink egy egyszer(ibb példat: a sik hurok-
terét. A sik két koordinatdval rendelkezik, legyenek ezek z és y. Ezért a
sikon barmely hurok nem mds, mint a sik pontjainak az x(¢) és y(¢) koor-
dindtdkkal rendelkez6 gyf{ijteménye minden olyan ¢ szog esetén, melynek
értéke 0 és 360 fok kozé esik. (Példaul, az z(¢) = cos(¢),y(¢) = sin(¢) kép-
letek specialis hurkot adnak meg: ez az 1 sugard, origé kozéppontt kor.)
Tehat egy ilyen hurok megaddsdhoz (z(¢,y(¢)) szdmpdrok végtelen gytij-
teményét kell megadnunk, minden egyes ¢ szog esetén egy part. Ez az oka
annak, hogy a sikon a hurkok tere végtelen dimenziés. Ugyanezen ok mi-
att barmely véges dimenzids sokasdg esetén a hurkok tere szintén végtelen
dimenzids.

13. R. E. Langer idézi a René Descartes, The American Mathematical
Monthly, vol. 44., No. 8. October 1937, p. 508. konyvben.

14. Az érint6sik az ezen a ponton atmend 6sszes sik koziil a gombhoz
legkozelebbi sik. Ez csak érinti a gombot ebben az egy pontban. Ugyanak-
kor, ha barmilyen kicsit is elmozditjuk ezt a sikot (igy, hogy még mindig
atmenjen a gomb ugyanazon rogzitett pontjan), olyan sikot kapunk, amely
mar tobb pontban metszi a gombot.

15. Definici6 szerint egy adott Lie-csoport Lie-algebraja az a lapos tér
(mint példdul az egyenes, a sik és igy tovabb), amelyik a legkdzelebb van a
Lie-csoporthoz az 6sszes olyan lapos tér koziil, amelyek a Lie-csoport egy-
ségelemének megfelel ponton mennek ét.

16. Egy altalanos kor nem tartalmaz speciélis pontot. Azonban a , kor-
csoport” igen: ez a csoport identitdseleme, amely egy specidlis pont a koron.
Ahhoz, hogy a kor csoport legyen, ki kell jelolni ezt a pontot.

17. A vektortér pontosabb definici6ja kovetkezik.

Ha valamely n-dimenziés lapos térben mar megvalasztottunk egy koor-
dinédta-rendszert, akkor ezen tér pontjait azonosithatjuk valés szamokbdl
allé (z1, z2, . .., zn) szdm n-esekkel. Az z; szdmok a pont koordindtdi. Ezek
kozott 1étezik egy specidlis pont: (0,0, ...,0), melyben mindegyik koordi-
nata értéke nulla. Ez az orig6.

Rogzitstink le most egy (1, x2, ..., zn) pontot ebben a térben. Definidl-
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juk a tér egy szimmetridjat, amely tetsz6leges masik (21, 22, . .., zn) pontot
a (z1 + @1, 22 + ®2,. .., 2n + Tn) pontba visz dt. Geometriailag ezt a szim-
metridt ugy képzelhetjiik el, hogy az n-dimenzids teret eltoljuk azon kijelolt
intervallum irdnyédban, amely az origét és az (z1,x2, ..., zn) pontokat koti
Ossze. Jelolje ezt a vektort < z1,22,...,zn >. KoOlcsonosen egyértelmti
megfeleltetés létezik az n-dimenzids lapos tér pontjai és a vektorok kozott.
Emiatt a rogzitett koordinata-rendszerrel rendelkez6 lapos teret a vektorok
terének is tekinthetjiik. Ezért vektortérnek nevezziik.

Hogy vektorokban gondolkodunk és nem pontokban, annak az az el6-
nye, hogy a vektorokon két természetes mfivelet is van. Az elsé miivelet a
vektorok 0sszeadasa, amely a vektorok terét csoportta alakitja. Amint azt a
2. fejezetben kifejtettiik, a szimmetridkat komponalhatjuk egymdssal, ezért
a szimmetridk csoportot alkotnak. Az el6z6 bekezdésben leirt eltoldsszim-
metridk kompozicidja a vektorok kovetkez6 osszeaddsdhoz vezet:

< T1,T2,...,Tn > + <y1,y2,---,yn >=< $1+y1,$2+y27---axn+yn > .

A vektorok csoportjanak egységeleme a < 0,0, ...,0 > vektor. Az < x1, x2,

.., Tn > vektor additiv inverze az < —x1, —x2, ..., —x, > vektor.
A masodik mftivelet a vektorok valés szdmmal valé szorzdsa. Az <
Z1,T2,...,Ts > vektorta k valds szdmmal szorozva a < kz1, kxa, ..., kx, >
vektort kapjuk.

Tehat egy vektortéren két struktura is 1étezik: az 6sszeadas, amely eleget
tesz a csoporttulajdonsagoknak, és a szammal val6 szorzas. Ezek a struktu-
rak természetes tulajdonsagokkal kell rendelkezzenek.

Ugyanakkor az érint6tér is vektortér, ezért barmely Lie-algebra is vek-
tortér.

Amit fent leirtunk, az a valds szamok feletti vektortér. Valoban, a vekto-
rok koordinatéi valos szamok, és vektorokat valds szamokkal szorozhatunk.
Ha a valés szdmokat a fenti leirasban komplex szamokra cseréljiik, akkor a
komplex szdmok feletti vektortér fogalmat kapjuk.

18. A Lie-algebra ezen mfiveletét rendszerint szogletes zéréjellel jelo-
lik, igy ha @ és b egy Lie-algebra (ami egyben vektortér is, amint azt az el6z6
megjegyzésben kifejtettiik) két elemét jeloli, akkor a rajtuk végrehajtott ezen
mivelet eredményét [d, b] jeloli. Ez a kovetkez6 tulajdonsagokkal rendelke-
zik: [@,b] = —[b, @), @+ b,d = [@,& + [b,d, [kd,b] = k[, b], tetszGleges k
szam esetén, tovabb4 teljestil az tin. Jacobi-azonosséag:

-

[[671;]76] + [[E,E],(_i] + [[E’,(_ﬂ,b] =0.
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19. A haromdimenzi6s tér két vektoranak — G-nak és b-nek —a vektorialis
szorzata maga is vektor, melyet @ x b jelol, és amely meroleges azdésb
vektorokat tartalmazé sikra, hossza megegyezik az @ és b vektorok hossza és
a koztiik 1év6 szog szinuszanak szorzataval, ésaz @, b és @ x b vektorhdrmas
irdnyitasa pozitiv (ez az Gn. jobbkéz-szabdly segitségével is kifejezhetd).

20. Példéul, az SO(3) Lie-csoport Lie-algebraja a haromdimenzids vek-
tortér. Ezért az SO(3) hurokcsoportjanak Lie-algebraja ezen hdromdimen-
Zi6s tér 6sszes hurkdbol dll. A haromdimenzids tér vektorialis szorzata Lie-
algebra-struktirat ad ezeken a hurkokon. Azaz, ha adott két hurok, akkor
egy harmadikat is el6éllithatunk, bar szavakkal nem egyszerfi leirni, hogy
ez pontosan mi lesz.

21. Pontosabban a Kac-Moody-algebra a hurokcsoport Lie-algebrajanak
kibovitése egy egydimenzids térrel. Tovdbbi részleteket tartalmaz Victor
Kac, Infinite-dimensional Lie Algebras (Third Edition, Cambridge University
Press, 1990) konyve.

22. A Virasoro-algebra szimmetridval rendelkez6 modelleket konform
térelméletnek nevezik. Ezeket el6szor Alekszander Belavin, Alekszander
Poljakov és Alekszander Zamolodcsikov orosz fizikusok vezették be 1984-
ben. Nagy hatdst munkajuk Feigin és Fuchs, tovdbba Victor Kac eredmé-
nyein alapultak.

23. Ezek koziil a legismertebbek a Wess—Zumino-Witten-modellek. To-
vabbi részletekért lasd Edward Frenkel és David Ben-Zvi, Vertex Algebras
(Second Edition, American Mathematical Society, 2004) munkat.

24. Ezen , kvantummez6knek” (angolul quantum fields) semmi koziik
sincsen a ,szamtestekhez” (angolul number fields) vagy a ,véges testek-
hez” (angolul finite fields), melyeket a kordbbi fejezetekben elemeztiink. Ez
egy masik példa a zavar6 matematikai terminolégiara, &ambar mas nyelve-
ken nem 1ép fel ez a zavar: francidul példaul a ,mez6” sz6t hasznaljak a
kvantummezére, és ,testet” a szamtestre és a véges testre.

11. fejezet. A cstics meghdditasa

1. A pontos konstrukcié: tegyiik fel, hogy vesziink egy elemet az SO(3)
hurokcsoportjabol, amely az SO(3) elemeinek {g(¢)} egyiittese, melyet a
¢ parametrizal (a koron vett koordinata). Ugyanakkor a gomb hurokte-
rének eleme a gomb {f(¢)} pontjainak egytittese, melyet ¢ paraméterez.
Adott {g(¢)} és {f(¢)} esetén tekinthetjiik a gdmb hurokterének egy ma-
sik elemét is mint az {g(¢) (f(¢))} pontok egyiittesét. Ez azt jelenti, hogy
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alkalmazzuk a g(¢) forgatdst a gomb f(¢) pontjdra, minden egyes ¢ esetén
egymastol fiiggetlentil. Tehdt lathatjuk, hogy az SO(3) hurokcsoportjdnak
minden egyes eleme a gomb hurokcsoportjanak egy szimmetridjdhoz vezet.

2. A zéaszlésokaséag tetsz6leges pontja tobb elembdl all: valamely rog-
zitett n-dimenzids tér egy egyenese, egy sik, amely tartalmazza ezt a egye-
nest, egy hdromdimenzids tér, amely tartalmazza a sikot, stb. egészen egy
(n — 1)-dimenzids hipersikig, amely mindegyiket tartalmazza.

Allitsuk szembe ezt a projektiv terekkel, melyeket kezdetben tanulméa-
nyoztam: a projektiv tér egy pontja mindossze egyetlen egyenes az n-di-
menzids térben, semmi mas.

A legegyszertibb, n = 2 esetben, amikor a rogzitett tér kétdimenzios, az
egyetlen valasztdsunk csak az egyenes (egyetlen sik van, maga a tér). Ezért
ebben az esetben a zaszl6sokasdg ugyanaz, mint a projektiv tér, és kidertil,
hogy egybeeesik a gombbel. Fontos megjegyezni, hogy az egyeneseket, a
sikokat és igy tovabb komplex térben (és nem valds térben) tekintjiik, és
csak azokat, amelyek dtmennek a rogzitett n-dimenzios tér origéjan.

A kovetkezé példa n = 3, ekkor a hdromdimenzids térrel van dolgunk.
Ebben az esetben a projektiv tér ezen hdromdimenzids tér 6szes egyene-
sét tartalmazza, azonban a zdszlosokasag parokbol 4ll dssze: egy egyenes
és egy sik, amely ezt tartalmazza (csak egyetlen haromdimenziés tér van).
Ezért ebben az esetben kiilonbség van a projetiv tér és a zaszlésokasag ko-
z0tt. Az egyenest tekinthetjiik egy zadszl6 radjanak, a sikot pedig a z4szl6
vasznanak. Innen szdrmazik a ,,zdszl6sokasag” elnevezés.

3. Boris Feigin és Edward Frenkel, A family of representations of affine Lie-
algebras, Russian Mathematical Surveys, vol. 43., No. 5., 1988, p. 221-222.

12. fejezet. A tudas fdja

1. Mark Saul, Kerozinka: An episode in the history of Soviet mathematics, Notices
of the American Mathematical Society, vol. 46., November 1999, p. 1217-
1220.

2. Késébb megtudtam, hogy Gelfand, aki szivspecialistdkkal is egytitt-
miikodott (ugyanazon ok miatt, amiért Jakov Iszajevics urolégusokkal),
szintén sikerrel alkalmazta ezt a megkozelitést az orvosi kutatasban.

14. fejezet. A bolcsesség kévéinek 6sszerakasa

1. A vektortér pontos definicidja szerepel a 10. fejezet 17. jegyzetében.
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2. A vektorterek kategoridja esetében valamely Vi vektortérbdl egy V2
vektortérbe mutaté morfizmusok a Vi-bol Va-be képezé linearis transzfor-
maciok. Ezek olyan f leképezések V1-b6l Va-be, melyekre f(a+ I;) = f(a)+
£(b) tetsz6leges d és b Vi-beli vektor esetén, tovabba F(k-a@) = kf(d@) tetsz6-
leges @ Vi-beli vektor és k szam esetén. Specidlisan, valamely V' vektortér
sajat magdba hat6 morfizmusai a V-b6l sajat magédba hat6 linearis transzfor-
maciok. V szimmetriacsoportja azokbodl a morfizmusokbdl all, melyeknek
van inverziik.

3. Lésd példaul Benjamin C. Pierce, Basic Category Theory for Computer
Scientists, MIT Press, 1991.

Joseph Goguen, A categorical manifesto, Mathematical Structures in Com-
puter Science, vol. 1., 1991, p. 49-67.

Steve Awodey, Category Theory, Oxford University Press, 2010.

4. Lasd példaul http:/ /www.haskell.org/haskellwiki/Category_theory
és az ottani hivatkozasokat.

5. Lasd példdul Masaki Kashiwara és Pierre Schapira, Sheaves on Mani-
folds, Springer-Verlag, 2010.

6. A modulo valamely p prim szerint vett aritmetika ezen meglepd tulaj-
donsdgénak egyszer(i magyardzata van, ha a csoportelmélet szemszgébol
nézziik. Tekintsiik a véges test nem nulla elemeit: 1,2, ...,p—1. A szorzasra
nézve csoportot alkotnak. Valéban, a szorzds miiveletének egységeleme az
1 sz&dm: ha egy a elemet 1-gyel megszorzunk, akkor visszakapjuk a értékét.
Minden egyes elemnek van inverze, amint azt a 8. fejezet 8. jegyzetében
megmagyaraztuk: tetsz6leges a szdm esetén, mely az {1,2,...,p — 1} hal-
mazba esik, létezik olyan b elem, melyre a - b = 1 modulo p. Ennek a cso-
portnak p — 1 eleme van. Altalénosan igaz tény, amely tetsz8leges véges G
csoport esetén teljesiil, hogy ha N eleme van, akkor a csoport tetszbleges
elemének az N-edik hatvanya megegyezik az egységelemmel (melyet az 1
jelol):

N=1.

Ennek bizonyitdsara tekintsiik a G csoport kovetkezd elemeit: 1, a, a?,. ...
Mivel a G csoport véges, ezért ezek az elemek nem lehetnek mind kiilonbo-
z6ek. Kell hogy legyenek ismétlések. Legyen k az a legkisebb természetes
szam, melyre a® vagy 1 vagy a’ valamely j = 1,...,k — 1 esetén. Tegytiik
fel, hogy az utébbi eset teljestil. Legyen a ™' az a inverze, azaza-a™' =1, és
vegyiik ennek j-dik hatvanyat: (a~!)”. Szorozzuk meg az a* = o’ egyenlet
mindkét oldalét az (a_l)j mennyiséggel jobbrél. Minden egyes alkalom-

1

mal, ha a - a7 addédik, akkor cseréljiik ki 1-re. Az 1-gyel szorozva nem
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valtozik meg az eredmény, igy az 1 mindig eltavolithat6 a szorzatbol. Lat-
hatjuk tehat, hogy mindegyik a”t egyet kitorol az a-kbol. Tehat a bal oldal
értéke a7 lesz, a jobb oldal pedig 1-gyel egyenld. Kapjuk, hogy a*l =1,
Azonban k — j kisebb mint k, ez pedig ellentmond k megvalasztidsanak.
Kovetkezésképpen, a listainkban az els6 ismétlsdés sziiségképpen a* = 1
k=1 elemek mind kiilonbozéek. Ez azt jelenti,
hogy k elembél 4116 csoportot alkotnak: {1,a,a?,...,a*"'}. Ezaz N elem-
bél all6 eredeti G csoportnak részcsoportja abban az értelemben, hogy G
elemeinek részhalmazabol 4ll, és ezen részhalmaz tetsz6leges két elemének
szorzata ismét ennek a részhalmaznak lesz eleme, a részhalmaz tartalmazza
a G csoport egységelemét, és ez a részhalmaz minden egyes elemének in-

alakd, igy az 1,a,a°,...,a

verzét is tartalmazza.

Ugyanakkor ismert, hogy tetsz6leges részcsoport elemeinek szdma osz-
téja a csoport elemei szamdanak. Ezt az 4llitast nevezik Lagrange-tételnek.
Az olvasé6ra hagyom a bizonyitast (vagy akar Google-n meg lehet keresni).
Az {1,a,a?,..., ak’_l} részcsoportra — amely k elemet tartalmaz — alkal-
mazva Lagrange-tételét azt kapjuk, hogy k oszt6ja n-nek, a G csoport ele-
mei szdménak. Ezért N = km valamely m természetes szdm esetén. Mivel
a® = 1, azt kapjuk, hogy

Pontosan ezt akartuk igazolni.

Térjink vissza az {1, 2, ..., p — 1} csoporthoz, melyen értelmezve van a
szorzds mfiivelete. Ennek p—1 eleme van. Ez tehdt a G csoportunk, igy most
N éppen p — 1. Alkalmazzuk az 4ltaldnos tételt erre a esetre. Azt kapjuk,
hogy a?~! = 1 modulo p, tetszdleges a esetén, az {1,2,...,p — 1} szdmok
kozil. Ekkor azonban

-1
a’? =a-a’" " =a-1=a modulo p.

Konnyen lathaté, hogy ez utébbi képlet tetszoleges egész a érték esetén
igaz, ha megallapodunk abban, hogy

x =y modulo p,

ha z — y = rp valamely r egész szam mellett.

Ez a kis Fermat-tétel allitdsa. Fermat el6szor egy baratjahoz irt levelében
fogalmazta meg. Elkiildom majd a bizonyitdst — irta —, de attol félek, tul
hosszu.
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7. Az eddigiekben modulo valamely p primszam szerinti aritmetikat
tekintettiink. Ugyanakkor kidertil, hogy a kis Fermat-tétellel analég allitas
teljestil barmely n természetes szdm mint modulus szerint vett aritmetika
esetén. Ahhoz, hogy ezt megmagyarazzuk, fel kell idézniink az Euler-féle ¢-
fliggvényt, amelyet a 6. fejezetben a fonatcsoport kapcsdn mar elemeztiink.
(A fonatcsoporttal kapcsolatos vizsgdléddsaim soran azt kaptam, hogy a
fonatcsoport Betti-szamai kifejezhet6ek ezen fliggvény segitségével.) Emlé-
keztetek arra, hogy ¢(n) azon 1 és n—1 kozé esd természetes szamok szama,
amelyek relativ primek n-nel, azaz amelyeknek nincsen az n-nel (1-t6l kii-
16nb62z06) kdzos osztojuk. Példaul, ha n prim, akkor mindegyik 1 és n — 1
kozé es6 szam relativ prim n-nel, és igy ¢(n) =n — 1.

Az a®™' = 1 modulo p képlettel — melyet az el6z6 jegyzetben bizonyi-
tottunk — anal6g képlet a kovetkezo:

a®™ =1 modulo n.

Ez tetsz6leges n egész szam és tetszbleges olyan a természetes szdm esetén
fenndll, amely relativ prim n-nel. Pontosan ugyantgy igazolhaté, mint az
elébb: vegyiik azon természetes szdmok halmazat 1 és n — 1 kozott, melyek
relativ primek n-nel. Ebb&l ¢(n) darab van. Kénnyen megmutathat6, hogy
a szorzas miiveletével csoportot alkotnak. Ezért Lagrange tétele alapjan a
csoport tetszGleges eleme esetén annak ¢(n)-edik hatvanya az egységelem
lesz.

Példaként tekintsiik azt az esetet, amikor n két prim szorzata, azaz n =
pgq, ahol p és g kiillonb6z6 priszamok. Ebben az esetben azok a szdmok,
melyek nem relativ primek n-nel, vagy p-vel, vagy ¢ val oszthatdéak. Az
el6zéek p - ¢ alaktaak, ahol ¢ = 1,2,...,q — 1 (ebb6l ¢ — 1 darab van), az
utébbiak pedig ¢ - j alaktak, ahol j = 1,...,p — 1 (ebb&l p — 1 darab van).
Azt kapjuk tehat, hogy

pn)=n-1)-@g-)-@-)=>rE-1(@-1).

Ezért tehat

a? V@Y = 1 modulo pq

tetsz6leges olyan a szdm esetén, amely nem oszthat6 sem p-vel, sem g-val.
Konnyti 14tni, hogy az
o' tmP=D=Y — ¢ modulo pg

Osszefliggés tetszbleges a természetes szam és m egész szam esetén teljestil.
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Ez az egyenlet az egyik legaltalanosabban hasznalt titkositdsi algorit-
mus, az Gin RSA-algoritmus alapja (az elnevezés Ron Rivest, Adi Shamir és
Leonard Adleman nyomdn sziiletett, akik 1977-ben irtak le az algoritmust).
Az otlet lényege, hogy valasztunk két primet — p és ¢ — (kiilonféle algorit-
musok léteznek ezek generdldsdra), és legyen n a szorzatuk. Az n szamot
nyilvdnosan kozoljiik, azonban a p és g primeket nem. Ezutan valasztunk
egy e szamot, amely relativ prim (p — 1)(¢ — 1) értékével. Ezt a szdmot
szintén kozzétessziik.

A titkositdsi eljaras tetszéleges a szdmot (pl. egy hitelkdrtyaszdmot) ki-
cserél a® modulo n értékre.

a — b=a® modulon.

Megmutathat6, hogy hatékonyan vissza lehet allitani a értékét az a“ szdm
ismeretében. Nevezetesen, kerestink egy olyan d szdmot 1 és (p — 1)(qg — 1)
kozott, melyre
de=1 modulo (p—1)(¢g—1).
Mas szavakkal,
de=14+m(p—1)(g—1)
valamely m természetes szdm esetén. Ekkor

de

a mOdulo n = a1+77l(p71)(q71)

modulo n

= a modulon

a fenti képlet alapjan.
Ezért, ha adott b = a®, akkor az eredeti a szdmot a kovetkez6képpen
kaphatjuk vissza:
b — b* modulon.

Foglaljuk 6ssze: Az n és az e szdmokat nyilvdnnossa tessziik, azonban d
értékét titokban tartjuk. A titkositast a kovetkezd képlet adja meg:

e

a — b=a° modulon.

Ezt barki meg tudja tenni, mert e és n nyilvanosan elérhet6ek.
A visszafejtést a kovetkezd képlet irja le

b — b* modulon.

Ezt az a® szamra alkalmazva visszakapjuk az eredeti a szamot. De csak
azok tudjak ezt a mtiveletet végrehajtani, akik ismerik d értékét.
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A fenti titkositasi eljaras azért j6, mert a kddolt szdm visszafejtését le-
het6vé tevs d szdam megismeréséhez ismerniink kell (p — 1)(g — 1) értékét.
Ehhez azonban tudnunk kell, hogy mi volt p és g, az n két primosztdja. p
és g értéke azonban titkos. Elegend&en nagy n esetén, a primfaktorizaciok
ismert médszereit alkalmazva, sok-sok hénapba keriilne — még igen gyors
szamitogépek hdl6zatdval is — p és g értékének meghatdrozasa. 2009-ben ku-
tatok egy csoportja tobb szaz igen gyors szamitégépet parhuzamosan hasz-
nélva, képes volt primekre bontani egy 232 szamjegyti szamot: az eljaras két
évet vett igénybe (lasd: http:/ /eprint.iacr.org/2010/006.pdf). Ha azonban
valaki el6dllna valamilyen hatékonyabb modszerrel, melynek segitségével
a természetes szdmokat primek szorzatéra lehet bontani (példaul kvantum-
szamitégépet hasznalva), akkor kezében van az az eszkdz, melynek segitsé-
gével fel lehetne torni ezt a titkositdsi sémédt. Ez az oka annak, hogy intenziv
kutatas folyik a szamok primfaktorokra valé bontésa terén.

8. Lattuk, hogy az x> = 2 alakti egyenletnek nincs megoldésa a raciona-
lis szamok kozott. Ebben az esetben egy tj szdmrendszert hozhatunk létre
a két megoldés, v/2 és —+/2 hozzéavételével. Azt is lattuk, hogy a v/2 és a
—/2 felcserélése szimmetridt eredményez a szdmok ezen Gj rendszerén.

Hasonl6képpen, tekinthetjiik az x valtoz6 polinomjai dltal megadott
egyenleteket is, példaul az z* = 2 vagy z° — 2 = 1 egyenleteket mint a
{0,1,2,...,p—1} véges testben vett egyenleteket. Ekkor megkérdezhetjiik,
hogy vajon az adott egyenlet z-re megoldhat6-e ezen véges testen beliil. Ha
nincsen megoldasa, akkor a megoldasokat hozzavehetjiik a véges testhez,
ugyantigy, ahogy a v/2 és —/2 értékét hozzavettiik a racionalis szdmokhoz.
Ezen a médon 4j szamtesteket szerkeszthettink.

Példaul, ha p = 7, akkor az #? = 2 egyenletnek két megoldésa van — 3
és 4 —, mert

32=9=2 modulo7, 4°=16=2 modulo7.

Jegyezziik meg, hogy a 4 megegyezik a —3-mal a modulo 7 vett aritmetika
szerint, mert 3 + 4 = 0 modulo 7. Tehét ez a két megoldas egymads ellen-
tettje, ugyantigy, mint v/2 és —v/2 is egymas ellentettjei. Ez nem meglepé:
Az * = 2 egyenlet megolddsai mindig egymas ellentettjei kell legyenek,
mert ha a® = 2, akkor ugyancsak (—a)® = (—1)%a® = 2. Ez azt jelenti, hogy
ha p # 2, akkor a véges testben mindig két elem lesz, melyeknek ugyanaz
a négyzete, és ezek egymads ellentettjei (ha p # 2, akkor p sziikségképpen
pératlan, és ezért —a nem lehet egyenl6 a-val. Egyébként p értéke meg-
egyezne 2a-val). Ezért az {1,2,...,p — 1} véges test elemeinek csak a fele

lehet négyzetszdm.
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(A hires Gauss-féle reciprocitasi elv leirja, hogy mely n szdimok négyzet-
szamok a modulo p vett aritmetikaban, és melyek nem azok. Ez kivtil esik
konyviink hatékorén, annyit azonban megjegyziink, hogy a valasz csak p
modulo 4n vett értékétdl fiigg. Tehat tudjuk példdul, hogy n = 2 négyzet-
szdm modulo p = 7. Ebben az esetben 4n = 8. Tehat minden olyan p primre
n négyzetszam lesz modulo p, amely p értéke 7 modulo 8, fliggetlentil attol,
hogy milyen nagy szam p. Megdobbent6 eredmény.)

Hap = 5, akkor 12 = 1,2% = 4,32 = 4 és 42 = 1 modulo 5. Tehat
1 és 4 négyzetszamok modulo 5, azonban 2 és 3 nem. Specialisan, latjuk,
hogy az z? =2 egyenletnek a {0, 1,2, 3,4} véges testben nincsen megol-
dasa, ugyantgy, mint ahogyan a raciondlis szdimok esetében sem volt. Ezért
egy Uj szdmrendszert hozhatunk létre a {0, 1, 2, 3, 4} véges testnek az 2° = 2
egyenlet megoldésaival torténg kibgvitésével. Jelolje ezeket megint /2 és
—V/2 (ne feledjiik el, hogy ezek nem ugyanazok a szdmok, amelyekkel ko-
rédbban a raciondlis szdmokat bévitettiik).

Ezaltal olyan Gj szdmtestet kapunk, melynek elemei

a+bv2

alaktak, ahol a és b értéke a {0, 1,2, 3, 4} halmazba tartozik. Mivel két para-
métertink van — a és b —, melyek értékei 0, 1, 2, 3, 4, ezért adoédik, hogy az tj

szadmtestnek 5 - 5 = 25 eleme van. Altaldban, a {0,1,...,p — 1} test tetsz6-
leges véges bovitése p™ elemet tartalmaz valamilyen m természetes szdm
esetén.

Tegyiik fel, hogy a {0, 1,2,...,p — 1} véges szdmtesthez hozzdvessziik
az Osszes egyvaltozo6s polinomegyenlet gydkeit. Ekkor egy olyan tj szam-
rendszert kapunk, melyet a véges test algebrai lezdrdsinak neveziink. Az
eredeti véges testnek p eleme volt. Kidertil, hogy az algebrai lezarasanak
végtelen sok eleme van. A kovetkez6 kérdésiink, hogy mi ezen algebrai le-
zéras Galois-csoportja. Ezek az algebrai lezaras olyan szimmetridi, melyek
meg0rzik az Osszeadds és a szorzds miiveletét, és az eredeti szdmtest p da-
rabszdmu elemét sajat magukba viszik at.

Ha a raciondlis szamok testét vessziik kiindulasul, és ennek algebrai le-
zarasat tekintjiik, akkor az ennek megfelel6 Galois-csoport igen bonyolult.
A Langlands-program célja részben éppen az volt, hogy a harmonikus ana-
lizis eszkozeivel leirja ezt a Galois-csoportot és ennek reprezentacioit.

Ezzel ellentétben a {0,1,2,...,p — 1} véges test algebrai lezdrtjanak
Galois-csoportja egészen egyszer{inek bizonyul. Nevezetesen, a szimmet-
ridk egyikét mar ismerjiik: ez a Frobenius-szimmetria, amely a p-edik hat-
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vanyra valé emelés a — a” mfivelete. A kis Fermat-tétel alapjan a Frobenius
megdrzi az eredeti p elem(i véges test mindegyik elemét. Ugyancsak meg-
Orzi az Osszeaddst és a szorzast is az algebrai lezdrdsban:

(a+b)? =a? +0°, (ab)’ =alb’.

Ezért a Frobenius a véges test algebrai lezartjanak Galois-csoportjahoz tar-
tozik.

Jeloljiik a Frobeniust F-fel. Nyilvanval6, hogy a Frobenius tetsz&leges
egész hatvanya — F™ — is eleme a Galois-csoportnak. Példdul az F* az a
miivelet, melynek soran a p®-dik hatvanyra emeliink: a — o = (aP)P. Az
F" szimmetridk, mid6n n végigfut az egész szamokon, a Galois-csoportnak
részcsoportjat alkotjak, melynek neve Weil-csoport, André Weil irdnti tisz-
teletb6l. Maga a Galois-csoport a Weil-csoportnak tn. teljes lezarasa, az
F egész kitev6s hatvanyain talmenden még olyan elemeket is tartalmaz,
melyek F" bizonyos hatarértékei, midén n tart a végtelenbe. Bizonyos ér-
telemben tehat a Frobenius generélja a Galois-csoportot.

Lassunk egy példat arra, hogy a Frobenius hogyan hat egy véges test
algebrai lezartjdnak az elemein. Tekintsiik a p = 5 esetet, és az algebrai
lezért fenti alakt elemeit:

a+b\/§,

ahol a és b értéke 0,1, 2,3 vagy 4. A szdmok ezen rendszerének egy szim-
metridja, ha a V2 értékét kicseréljiik a —V/2-re.

a+b/2 - a—bV2,

ahhoz hasonléan, mint amikor a racionélis szdmokat b&vitettiik a v/2-vel.
Meglepd (és nincsen megfelel6je a raciondlis szdimok esetén), hogy ez a fel-
cserélési szimmetria val6jaban megegyezik a Frobenius-szimmetridval. Va-
16ban, a Frobenius alkalmazasa a v/2-re azt jelenti, hogy az 5-dik hatvanyra
emeljiik. Adédik, hogy

() = ()" (3)' VB=22 VEo1 vi= Vi

mivel 4 = —1 modulo 5. Ebbdl kévetkezik, hogy p = 5 esetén a Frobenius
az a + bv/2 elemet az a — bv/2 elembe viszi 4t. Ugyanez teljesiil tetsz6leges
olyan p primszdm esetén, melyre az 2> = 2 egyenletnek nincsen megoldasa
a{0,1,2,...,p — 1} véges testben.

9. Egy n-dimenziés vektortér tetszéleges szimmetridjat — helyesebb li-
nedris transzformacionak nevezni (ldsd a 2. jegyzetet) — matrix segitségével

www.interkonyv.hu Hungarian translation © Michaletzky Gyorgy, Rejt6 Lidia, Tusnady Gabor



© Typotex Kiadd

JEGYZETEK 329

lehet reprezentdlni. Ez nem mds, mint az a;; elemek négyzet alakban val6
elrendezése, ahol i és j értéke 1 és n kozott fut, ahol n a vektortér dimen-
zi6ja. A matrix nyoma a matrix diagonalis elemeinek Osszege, azaz az a;
alakt elemeké, ahol ¢ értéke 1 és n kozott fut.

10. A jelen szovegtsszefiiggésben a ,visszavezetés” azt jelentené, hogy
egy adott fliggvény esetén taladljunk a sokasag felett egy olyan kévét, hogy
a sokasag minden s pontjahoz tartozé fibrumon vett Frobenius nyoma ép-
pen az f fliggvény s pontbeli értéke legyen. Tetszbleges szam el6allithatd
egy vektortér valamely szimmetridjdnak nyomaként. A nehézség abban 4ll,
hogy ezeket a vektortereket valahogy koherensen kellene ¢sszevalogatni,
hogy teljestiljenek a kéve tulajdonségai.

15. fejezet. Nemes keringok

1. A Galois-csoport H csoporton vett reprezentaciéja olyan szabély, amely
a Galois-csoport minden egyes eleméhez hozzarendeli a H csoport vala-
mely elemét. Eleget kell tegyen annak a feltételnek, hogy ha a, b a Galois-
csoport két eleme és f(a), f(b) a hozzdjuk rendelt H-beli elemek, akkor a
Galois-csoportban vett a - b szorzat képe a H-ban az f(a)f(b) szorzat le-
gyen. Megfelel6bb elnevezés, hogy ez a Galois-csoport egy homomorfizmusa
a H csoportba.

2. Ahhoz, hogy ezt pontosabba tegyiik, idézziik fel a 10. fejezet 17.
jegyzetébdl az n-dimenzids vektortér definiciéjat. Amint azt a 2. fejezetben
elemeztiik, egy adott csoport n-dimenziés reprezentacidja olyan szabdly,
amely a csoport minden egyes g eleméhez az n-dimenzios vektortér egy S,
szimmetridjat rendeli hozza. Ez a szabély a kovetkez6 tulajdonsdggal kell
rendelkezzék: A csoport barmely két eleme — g és h — és ezek csoportbeli gh
szorzata esetén az Sy, szimetria megegyezik az S, és Sy, szimmetridk kom-
hogy S, (@ + b) = Sy(@) + Sy(b) és Sy(k - @) = k - Sy(a@) tetszGleges @, b
vektorok és k szam esetén. (Ezeket a szimmetridkat linedris leképezéseknek
nevezziik; 1asd a 14. fejezet 2. jegyzetét.)

Egy n-dimenzids tér 6sszes invertalhat6 linedris transzformaciéinak cso-
portjat altalanos linedris csoportnak nevezik. Azaz az el6z6 bekezdésben
szerepld definici6 alapjan egy adott I' csoport n-dimenzids reprezentacidja
ugyanaz, mint I'-nak G L(n)-beli reprezenticidja (vagy masképpen egy ho-
momorfizmus I'-b6l GL(n)-be, lasd az 1. jegyzetet).
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Példdul, a 10. fejezetben beszéltiink az SO(3) csoport haromdimen-
zi6s reprezentdcidjarol. Az SO(3) csoport minden egyes eleme a gomb
egy forgatdsa, amelyhez hozzarendeljiik a gombot tartalmazé hdromdimen-
zi6s vektortér megfelel6 forgatdsat (amely maga linedris transzformacio).
Ez SO(3) reprezentacidjat adja meg a GL(3) csoportban (vagy ekvivalen-
sen egy homomorfizmust SO(3)-bol GL(3)-ba). Intuitiven a rotdciét ugy is
felfoghatjuk, mint amely a haromdimenzios vektortéren hat, ezen tér min-
den egyes vektorat ezen tér egy masik vektoraba forgatja. A Langlands-
reldcié (melyet Langlands-megfeleltetésként is ismernek) egyik oldaldn a
Galois-csoport n-dimenzids reprezentaciojat vessziik. A masik oldalon au-
tomorf fliggvényeink vannak, melyeket fel lehet haszndlni arra, hogy az
n-dimenzids vektortér szimmetridinak GL(n) csoportja automorf reprezen-
tacioit épitsiik fel - 4ambar nem a val6s szdmok felett, hanem az tn. ,,adélok”
felett. Meg sem kisérelem megmagyarazni, hogy ezek mik, azonban a ko-
vetkez6 diagram mutatja, hogy a Langlands-rel4cié mit takar:

a Galois-csoport
n-dimenzids —
reprezentacioi

A GL(n) csoport
automorf reprezentacioi

Péld4ul, a Galois-csoport kétdimenzios reprezentaciéi 6sszefiiggenek az
GL(2) csoport automorf reprezenticidival, amelyeket a 9. fejezetben elem-
zett moduldris formadkbol lehet megszerkeszteni. Ezen relaci6 altalanosita-
sat kapjuk, ha a GL(n) csoportot dltaldnosabb Lie-csoportra cseréljiik. Ek-
kor a reléci6 jobb oldaldn a GL(n) automorf reprezentacidja helyett a G cso-
port automorf reprezentacidjat kapjuk. A bal oldalon a Galois-csoport rep-
rezentéci6ja lesz az “ G Langlands-dualis csoportban, nem pedig G'L(n)-ben
(vagy mésképpen a Galois-csoportnak a “G csoportba haté homomorfiz-
musai). Tovabbi részletekért lasd az ¢sszefoglal6 cikkemet: Edward Fren-
kel, Lectures on the Langlands-program and conformal field theory, a Frontiers in
Number Theory, Physcis and Geomerty II. kotetben. Szerk.: P. Cartier, e.a., p.
387-536, Springer-Verlag, 2007. Online elérhet6ség:

http:/ /arxiv.org/pdf/hsp-th/0512172.pdf

3. Lasd az alabbi videét:
http:/ /www.youtube.com/eatch?v=CYBqIRMS8GiY

4. Ezen tdnc neve ,binasuan”. Lasd pl. az alabbi videot:
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http:// /www.youtube.com/watch?v=N2T00z_eaTY

5. A gorbe megszerkesztésével és azzal kapcsolatosan, hogy ha kétszer
megyiink at ezen a gorbén, akkor a trividlis gorbét kapjuk, lasd példaul
Louis H. Kaufmann kényvét: Knots and Physics, Theird Edition, p. 419-420.,
World Scientific, 2001.

6. Més szavakkal, az SO(3) fundamentalis csoportja két elembdl 4ll: az
egyik az identités, a masik pedig ez a gorbe, melynek a négyzete az identi-
tés.

7. Ezen csoport matematikai neve SU(2). A kétdimenziés komplex vek-
tortér ,specidlis unitér” transzformdcioibél all. Ez a csoport az SU(3) cso-
port unokatestvére, melyet a 2. fejezetben a kvarkokkal kapcsolatban tar-
gyaltunk, és amelyik a haromdimenziés komplex vektortér specidlis unitér
transzformdciéibol all.

8. Pontosabban, a most megszerkesztett zart gérbe (amely a bogre els6
teljes korbeforduldsanak felel meg) felemelése az SO(3) csoportbol a kétsze-
res fedésébe, az SU(2) csoportba olyan gorbe lesz, amely az SU(2) eltérd
pontjaibdl indul és végzédik (mindkettének ugyanaz a vetiilete az SO(3)
csoportban), és igy nem lesz zart gorbe SU (2)-ben.

9. Altalénosségban ez az osszeftiggés bonyolultabb, azonban az egy-
szerliség kedvéért ebben a konyvben fel fogjuk tenni, hogy a duélis csoport
dualis csoportja maga az eredeti csoport.

10. Valamely Riemann-feliilet principélis G-nyalabja (roviden G-nyalab)
nem mads, mint olyan fibralds a Riemann-feliileten, amelyben minden fi-
brum a G csoport , komplexifikdcidjanak” (a csoport definicidjdban a va-
16s szamokat komplex szdmokra cseréljiik) mésolata. Az X téren tekintett
G-nyalabok modulusterének (pontosabb ezt kupacnak nevezni) pontjai az
X-en értelmezett G-nyaldbok ekvivalenciaosztalyai.

A térgyalds egyszertisitése érdekében ebben a konyvben nem tesziink
kilonbséget a Lie-csoport és a komplexifikaciéja kozott.

11. A fundamentalis csoportban azonosnak tekintjiik azokat a zart gor-
béket, amelyek folytonos deformdcidval atalakithatéak egymdsba. Mivel
a sikon tetsz6leges olyan zart gorbe, amely nem keriili meg az eltavolitott
pontot, egyetlen pontra hiizhaté 0ssze, ezért a fundamentalis csoport nem-
trividlis elemei azok a zart gorbék, amelyek korbekertilik ezt a pontot (eze-
ket nem lehet 6sszehtizni — a sikbdl eltavolitott pont megakadélyozza az
Oszehtizést).

Konnyen lathat6, hogy tetsz6leges két zart gorbe, amelyek ugyanazzal
a korbejarasi szammal rendelkeznek, egymasba édtalakithato. igy a sikbol
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egyetlen pont eltdvolitdsaval kapott halmaz fundamentdlis csoportja nem
mas, mint az egészek csoportja. Vegyiik észre, hogy ez a gondolatmenet
emlékeztet az 5. fejezetben, a két fonallal rendelkezd fonatok elemzésére,
amikor szintén azt kaptuk, hogy megegyezik az egészek csoportjdval. Ez
gikusan ekvivalens a sikb6l egyetlen pont eltavolitdsdval ad6dé térrel.

12. A hires Euler-képlet,

V7T = cos(6) + sin(0)v/—1

az oka annak, hogy a monodrémia a kor csoportjabol veszi fel értékeit. Més
szavakkal, az ¢’V =T komplex szam az egységsugari kor azon pontjaval rep-
rezentalhatd, amely a 0 szognek felel meg, ha a szoget radianban mérjiik.
Emlékezziink arra, hogy 27 radidn egyenld 360 fokkal. (Ez a kor teljes kor-
beforduldsénak felel meg.) Tehdt a radidnban mért 6 szog értéke 360 - /2w
fok.

Specidlis esete ennek a képletnek a § = 7 eset, amikor is

eVl = 1.

Ezt Richard Feynman ,,az egész matematika egyik legjelent8sebb, szinte el-
képeszt6 képletének” nevezte. Jelent6s szerepet jatszott Yoko Ogawa The
Housekeeper and the Professor cimt regényében. (Picador, 2009) Egy masik,
nem kevésbé fontos specidlis eset az eVl =1,

Ez azt jelenti, hogy ha a komplex sik pontjainak koordinatéjat ¢ jeloli,
akkor az egységkor a t = ?V~1 alakt pontokbdl 4ll, ahol 6 értéke 0 és 2
kozott van. A differencidlegyenlet megoldasat ezen t fliggvényében adtuk
meg. Ahogy az éramutaté jardsaval ellentétesen mozgunk az egységko-
ron, az z(t) = t" megoldast a t = ’V~! pontokban szdmitjuk ki, ahogy a
0 szog 0-t6l 27-ig (radidnokban) né. Teljes kort megtéve 0 értéke 27 lesz.
Ezért az ehhez tartozé érték meghatdrozasdhoz be kell helyettesitentink a

2mV=1 griéket az t" fiiggvénybe. Az eredmény ¢>™"V~1. A megoldas

t=ce
kiindulé értéket tgy kapjuk meg, ha a t = 1 értéket helyettesitjik a t" fligg-
vénybe, amelynek értéke 1. Azt kaptuk tehat, hogy amint végigmegytink
az 6éramutato jardsaval ellentétesen bejart egységkoron mint zart gorbén, a
megoldasunk értékét a e2™V=T
ezen a gorbén adédé monodrémia.

Ez a monodrémia — 2™V =1 — olyan komplex szam, melyet egy mdsik
komplex sik egységkorének pontjdval lehet reprezentdlni. Ez a pont a 27n

radiannak felel meg, masképpen a 360n foknak, és éppen ezt akartuk meg-
27ny/—1

szammal meg kell szorozni. Ez tehat az

mutatni. Val6ban, tetsz6leges z komplex szamot e értékkel szorozni
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annyit jelent, hogy a z értéknek megfelel6 pontot 360n fokkal elforgatjuk.
Ha n egész szam, akkor ¢*™"V~1
azonban ha n nem egész szam, akkor nemtrivialis monodrémiat kapunk.

A félreértés elkertilése érdekében hangstlyozni akarom, hogy két kii-
lonb6z6 komplex sik szerepel itt: az egyik az a komplex sik, ahol a meg-
oldéast definidltuk — ez a ,t sik”. A masik az a sik, ahol a monodrémiat
reprezentéljuk. Ennek semmi koze a ¢ sikhoz.

Osszefoglalva, a megolddsnak +1 koriiljdrasi szimmal rendelkez8, a ¢-
sikon vett zart gorbe mentén tekintett monodrémidjat egy madsik egység-
kor egy pontja segitségével szemléltettiik. Hasonloképpen, ha a kortiljarasi
szam w, akkor az ezen gorbe mentén adédé monodrémia 2wV =T Jagy
amely 2mnw radidnnal, avagy 360wn fokkal val6 forgatasnak felel meg. Te-
hat a monodrémia a fundamentalis csoportnak az egységkor csoportjaban
torténd reprezentacidjat eredményezi. Ezen reprezentacié soran a kilyu-
kasztott ¢ sik olyan gorbéje, melynek w a kortiljarasi szdma, a 360wn fokkal
torténod elforgatdsba megy.

13. Vegyiik észre, hogy fontos szerepet jatszik az origé eltdvolitdsa a
sikbol. Egyébként minden gorbe egy pontba hiizhat6 lenne, és igy a funda-
mentdlis csoport trivialis lenne. Ezért ekkor nem lehetséges a monodrémia.
Sziikség is volt arra, hogy ezt a pontot eltdvolitsuk, mert a t™ megoldas nin-
csen értelmezve az origéban, ha n nem természetes szdm vagy 0 (ebben az

= 1, azaz nem lép fel a monodrémia,

esetben nincsen monodrémia).

14. Pontosabban, a fundamentalis csoport “G -beli reprezentacisjanak
nem mindegyike kaphaté meg operbél. A diagramban azokat adtuk meg,
melyekre ez lehetséges. Mds reprezentaciok esetén a kérdés még nyitott.

15. Edward Frenkel, Langlands Correspondence for Loop Groups, Camb-
ridge University Press, 2007. Online elérhet6ség:
http:/ /math/berkeley.edu/~frenkel .

16. fejezet. Kvantumdualitas

1. Az olvasé elttin6dhet azon, hogy vajon mi tortént 1991 és 2003 kozott. Va-
I6ban, 6 célom ebben a konyvben, hogy a Langlands-program szamomra
legérdekesebb vonatkozésairél szdmot adjak, tovédbba arrél, hogy hogyan
sziilettek ezen a teriileten a felfedezések, amelyekhez szerencsémre én is
hozzajarulhattam. Nem akarok naprakész beszamolét adni az életemrdl. A
kivancsiak szdmara mégis elmondom, hogy ezek alatt az évek alatt csalddo-
mat Oroszorszagbdl dthoztam az USA-ba, a nyugati partra, Berkeley-be, Ka-
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lifornidba koltoztem, szerelmes lettem és kidbrandultam, meghdzasodtam
és elvaltam, szamos PhD hallgatét neveltem fel, utaztam és el6adasokat tar-
tottam szerte a vildgon, konyvet és tucatnyi tudomanyos cikket irtam. Kii-
16nbo6z6 tertileteken tovébbra is megprébalom felfedni a Langlands-program
rejtélyeit: a geometriatol az integralhat6é rendszerekig, a kvantumcsopor-
toktdl a fizikdig. Utazasom ezen részének részleteit egy masik konyv sza-
mara 8rzom meg.

2. Léasd http:/ /www.darpa.mil/Our_Work

3. G. H. Hardy, A Mathematician’s Apology, Cambridge University Press,

2009, p. 135.
4. Idézet az aldbbi szovegbdl: R. R. Wilson’s Congressional Testimony,
April 17, 1969.

http:/ /history.fnal.gov / testimony.html
5. Vakuumban a Maxwell-egyenletek a kovetkezé alakot 6ltik:

ahol E jelsli az elektromos mez&t és B jeloli a méagneses mez6t (a képletek
egyszer(ibb formdja miatt olyan mértékegységrendszert valasztunk, mely-
ben a fénysebesség pontosan 1). Vildgos, hogy ha az

E—B, B—E

cserét megtessziik, akkor a bal oldali egyenletek a jobb oldali egyenletekké
alakulnak és megforditva. Tehdt az egyes egyenletek kiilon megvaltoznak,
az egyenletrendszer azonban nem.

6. Lasd Dayna Mason ,flickr” oldalat:
http:/ /www.flickr.com/photos/daynoir

7. Ezt az SU(3) mércecsoportot nem szabad Gsszekeverni a 2. fejezetben
targyalt masik SU(3) csoporttal. Ez utébbit Gell-Mann és mdsok haszndl-
tak arra, hogy az elemi részecskéket osztdlyozzdk (ezt hivjak ,izcsoport-
nak”). Az SU(3) mércecsoportnak a kvarkok egy masik jellemz&jéhez van
koze, ezt ,szinnek” nevezik. Kidertilt, hogy mindegyik kvark harom kiilon-
boz6 szin egyikével rendelkezik, és az SU(3) mércecsoport a felelGs ezen
szinek cseréjéért. Ezért a kvarkok kozotti kolesonhatdsokat lefré mérceel-
méletet kvantum-szindinamikanak nevezik. David Gross, David Politzer
és Frank Wilczek kaptak Nobel-dfjat azért a meglep6 felfedezésért, melyet
a kvantum-szindinamikdban (és mas nem-abeli mérceelméletben) meglévé
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aszimptotikus szabadsagnak neveznek, és amely segitett a kvarkok miszti-
kus viselkedésének értelmezésében.

8. D. Z. Zhang, C. N. Yang and contemporary mathematics, Mathematical
Intelligencer, vol. 15., No. 4. 1993, p. 13-21.

9. Albert Einstein, Geometry and Experience, Address to the Prussian Aca-
demy of Sciences in Berlin, January 27, 1921, Forditas: G. Jeffrey és W. Per-
rett, Geometry and Experience in sidelights on Relativity, Methuen, 1923.

10. Eugene Wigner, The unreasonable effectiveness in the natural sciences,
Communication on Pure and Applied Mathematics, vol. 13., 1960, p. 1-14.

11. C. Montonen és D. Olive, Magnetic monopoles as gauge particles, Phy-
sics Letters B, vol. 72., 1997, p. 117-120.

12. P. Goddard, J. Nuyts és D. Olive, Gauge theories and magnetic charge,
Nuclear Physics B, vol. 125., 1997, p. 1-28.

13. S. a G maximadlis téruszdnak komplex egydimenziés reprezentaci-
6inak halmaza, és S,,, a G' maximadlis téruszdnak fundamentalis csoportja.
Ha G a koresoport, akkor a maximalis toérusza sajat maga, és ez a két halmaz
kolcsonosen egyértelmii megfeleltetésben van az egész szamok halmazaval.

17. fejezet. Feltarjuk a rejtett kapcsolatokat

1. Az M (X, G) teret tobbféleképpen lehet leirni; példaul valamely X-en ér-
telmezett differencidlegyenlet-rendszer megoldasainak halmazaként. (Ezt
el6szor Hitchin vizsgalta, tovabbi részletekért 1asd a lenti 19. jegyzetet). Eb-
ben a fejezetben a kés6bbiekben szamunkra hasznos lesz az a leiras, hogy
M(X,G) az S Riemann-feliilet fundamentalis csoportjdnak a G csoport
komplexifikdciéiba haté reprezentaciéinak modulustere (Idsd a 15. fejezet
10. jegyzetét). Ez azt jelenti, hogy M (X, G) minden egyes pontjdhoz egy
ilyenfajta reprezentaciét rendeltink.

2. A Hitchin el6adésarol sz616 videot lasd a Fields Institute honlapjan:

http:/ /www.fields, utortonto.ca/video-archive/2012/10/108-690

3. Itt Ngo Bao Chau friss kutatdsaira utalok, melyet a Langlands-prog-
ram ,fundamentalis lemmaéjanak” bizonyitadsaval kapcsolatosan végzett.
Lasd pl. a kovetkez6 attekint6 cikket: David Nadler, The geometric nature of
the fundamental lemma, Bulletin of the American Mathematical Society, vol.
49., 2012, p.1-50.

4. Ne feledjiik, hogy a szigma-modellben mindent tigy szdmolunk ki,
hogy 6sszegziink a rogzitett ¥ Riemann-feliiletnek az S képsokasagba haté
Osszes leképezése szerint. A hiirelméletben még egy tovabbi lépést tesziink:
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azon tdlmenden, hogy sszegziink a rogzitett ¥-bol az S-be hat6 leképe-
zések szerint, ahogyan azt a szigma-modellben tessziik, még az Gsszes le-
hetséges ¥ Riemann-feliilet szerint is 6sszegziink (az S képsokasdg marad
végig rogzitett — ez a mi térid6-tertink). Specidlisan, tetsz6leges génusszal
rendelkez6 Riemann-feliiletek szerint is 6sszegziink.

5. A szuperhidrok elméletérsl tovabbiakat is tartalmaz a kovetkezd
konyv: Brian Greene, The Elegant Universe, Vintage Books, 2003, The Fabric
of the Cosmos: Space, Time and the Texture of Reality, Vintage Books, 2005.

6. A Calabi-Yau-sokasagokrol és a szuperhtirelméletben bet6ltott szere-
piikrdl 1dsd Shing Tung Yau és Steve Nadis, The Shape of Inner Space, Basic
Books, 2010, 6. fejezet.

7. A térusznak két folytonos paramétere van: lényegében az ebben a
fejezetben targyalt R, és R, sugarak; a jelen elemzés sordn azonban ezekt6l
eltekinttink.

8. Az utébbi id6kben aktivan elemzett lehetséges megoldast adna az
az o6tlet, hogy ezen sokasdgok mindegyike sajét fizikai torvényekkel rendel-
kez6 sajat univerzumhoz vezetne, kiegészitve ezt az antropikus elv egy val-
tozatdval: ezek koziil a mi vilagegyetemiinket az a tény valasztja ki, hogy
a fizikai térvényeknek olyanoknak kell lennitik, amelyek lehetévé teszik,
hogy létezzen intelligens élet (igy tehat megkérdezhetd, hogy ,miértilyen a
mi vildgegyetemiink?”). Ugyanakkor ez az elképzelés, szinkronban a ,htr-
elméleti tdjképpel” vagy ,multiverzummal”, szdmos kritikdval szembestilt
mind tudomanyos, mind pedig filozéfiai alapon.

9. A kiilonb6z6 dimenziéju kvantumtérelméletek szamos érdekes tu-
lajdonsédgat fedezeték fel és értelmezték ezen elméleteknek a szuperhdrel-
méletekhez val6 kapcsolasaval — a dimenziéredukci6, illetve a branok se-
gitségével. Egy bizonyos értelemben a szuperhtirelméletet mint valamely
gyarat hasznaltak fel (tobbnyire szuperszimmetrikus) kvantumtérelméletek
gyartasara és elemzésére. Példdul, ezen az tton gyonyor(i interpretacidjat
lehet kapni négydimenziés szuperszimmetrikus mérceelmélet elektromdg-
neses dualitasanak. Igy, bar még nem tudjuk, hogy vajon a szuperhtrelmé-
let lefrja-e a vildgegyetemiink fizikdjat (és még csak nem is értjiik teljesen,
hogy mi is a szuperhtdrelmélet), a kvantumtérelmélettel kapcsolatban maris
sok fontos meglatast eredményezett. Tovdbba szdmos teriileten hozzajarult
a matematika fejlédéséhez.

10. Az M (X, G) Hitchin-féle modulustér dimenzidja a G csoport dimen-
ziéjénak (amely megegyezik az “G dimenziéjéval) és (g — 1)-nek a szorzata,
ahol g jeloli az X Riemann-feliilet génuszat.
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11. A branokrdl tovabbiakért lasd: Lisa Randall, Warped Passages: Un-
raveling the Mysteries of the Universe’s Hidden Dimensions, Harper Perennial,
2006, kiilonosen a IV. fejezet.

12. Pontosabban, az M (X, G) tér A-branjai egy kategoria objektumai.
Ezt a fogalmat a 14. fejezetben elemeztiik. Az M (X,” G) tér B-branjai egy
masik kategéria objektumai. A homologikus tiikorszimmetria allitasa az,
hogy ez a két kategoéria ekvivalens egymassal.
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