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FE1. Az elemi aritmetika nyelve

A Fuiggelékben a f6 célunk, hogy megadjuk a Goldbach tipusti
allitasok formalis definicidjat, és hogy ejtstink néhdny szét a
nemteljességi tétel eredeti, Godel-féle valtozatanak Rossert6l
szarmazo élesitésérél. Az Olvaso, aki a nemteljességi tétel bi-
zonyitdsaval is meg akar ismerkedni, haszonnal forgathatja a
[Smullyan 92] kényvet®, amelynek olvasdsdhoz semmilyen lo-
gikai el6ismeret nem sziikséges.

Az elemi aritmetika nyelvét a 7.2. alfejezetben definidltuk.
Ezt most néhdny tj fogalommal kiegészitve elevenitjitk fel.
Kezdjtik a terminus fogalmaval. A terminusok valtozékbdl (x, v,
z stb.), a 0 szamjelbdl, az sszeadds + és a szorzds - jelébd], vala-
mint rakovetkezésfiiggvény s jelébdl épiilnek fel. (A rdkovetke-
zés — vagy szukcesszor — az a fliggvény, amely egy n szdmhoz az
n + 1 szamot rendeli.) A 0, 1, 2, 3...természetes szamokat ezen

a nyelven tehat 0, s(0), s(s(0)), s(s(s(0)))...jeloli. Az n szamot

SMagyarul: Godel nemteljességi tételei, Typotex, tobb kiadds.
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jelold (formaélis) szdmijelre az n réviditést haszndljuk. A valtozé-
kat tgy hasznaljuk, ahogy a matematikdban altaldban; segitsé-
giikkel példaul olyan terminusokat képezhetiink, mint x + s(0),
(x +y) - z stb.; amennyiben a valtozokhoz természetes szamokat
rendeliink, tigy ezek a terminusok is természetes szamokat je-
16Inek. Ha példdul x-hez a 8, y-hoz a 0, z-hez pedig a 2 szdmot
rendeljiik, akkor (x +s(y)) - z értéke 18. A formuldkat az s = ¢
alaku egyenldségekbdl (ahol s és t egyarant terminusok) képezziik,
logikai konnektivumok (,nem”, ,és”, ,vagy”, ,ha—akkor”, ,ak-
kor és csak akkor”), az univerzilis kvantor (,,minden x természe-
tes szdm esetén...”) és az egzisztencidlis kvantor (,,van legalabb
egy x természetes szam, hogy...”) segitségével.

Ezen a nyelven aztédn olyan allitdsokat fogalmazhatunk meg,

amilyen példaul a kovetkezd:

Minden x természetes szdmhoz létezik olyan y természetes
szdm, hogy valamely z-vel y = x +s(z) és valamely w-vel
y = s(s(w)), és barmely u és v természetes szdmok esetén,
hay = u-w, akkor vagy u = s(0) ésv =y, vagy u =y

és v =s(0).

Az allitds — mint latni fogjuk — azt fejezi ki, hogy végtelen sok
primszam létezik. Az aritmetika nyelvét kib&vithetjiik definidlt
jelekkel és kifejezésekkel is. Igy példaul ha a ,valamely z-vel
y = x +5(z)” helyett azt irjuk, hogy x < y, a ,létezik w, hogy
y = s(s(w)), és tetszbleges s és v természetes szamok esetén,
ha y = u-w, akkor vagy u = s(0) és v = y, vagy u = y és
v = 5(0)” helyett pedig azt, hogy y primszam, akkor az iménti

allitas konnyebben értelmezhet6vé valik:
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Minden x természetes szdmhoz létezik olyan y természetes

szdm, hogy x < y és y primszdm.

Amikor formuldkrol beszéliink, meg kell kiilonboztetniink a
véltozok szabad és kotott el6forduldsait. Egy valtozé kotott eléfor-
duldsai azok, amelyek egy kvantor hatokorébe esnek. Igy pél-
ddul a ,valamely z-vel y = x + s(z) és valamely w-vel y =
= s(s(w)), és barmely u és v természetes szdmok esetén, ha
y = u-w, akkor vagy u = s(0) és v = y, vagy u = y és
v = 5(0)” formuldban a w, az u és v valtozok valamennyi el6for-
duldsa kotott. Ezeket a valtozokat csupan arra hasznéljuk, hogy
a ,minden szdm esetén...” és a ,van olyan szam, hogy...” lo-
gikai konstrukciékat precizen kifejezhessiik. Az y valtozé eld-
forduldsa ugyanakkor szabad, ami azt jelenti, hogy a formula
egésze az y egy tulajdonsagat fejezi ki — esetiinkben azt, hogy v
prim.

Ha A olyan formula, amelyben az egyetlen szabad valtozé
x, akkor igy jeloljiikk: A(x); azt a formuldt pedig, amelyet ugy
kapunk, hogy x helyébe mindeniitt a ¢ terminust irjuk, A(t) je-
16li. Mondatnak nevezziik azokat a formuladkat, amelyekben nincs
szabad valtoz6. Egy mondat tehat egy allitast fejez ki, amelyr6l
értelmesen felvethetd, hogy igaz-e vagy hamis, mig azok a for-
muldk, amelyben az x, y...szabad valtozok szerepelnek, olyan
feltételeket fejeznek ki, amelyek x, y...bizonyos értékei mellett
igazak, mdaskor pedig hamisak. Ha a fenti formulat, amely azt fe-
jezi ki, hogy y prim, PrRiM(y) jeloli, akkor PrRiM(17) igaz mondat,
amely azt fejezi ki, hogy 17 primszam, primM(15) pedig hamis

mondat, amely azt fejezi ki, hogy 15 primszam.
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Godel fedezte fel azt a figyelemre mélto tényt, hogy az dssze-
adds és a szorzds segitségével a hatvanyozas is definidlhaté — az
aritmetikdban hasznalt tobbi szokdsos mtivelettel egyetemben.
Az, hogy a hatvdnyozés definidlhat6, a kovetkez6t jelenti: 1éte-
zik olyan Exp(x,y,z) formula, hogy tetszbleges m, n és k sza-
mok esetén a behelyettesitéssel kapott Exp(m, n, k) mondat pon-
tosan akkor igaz, ha k = m". Mi tobb, ennek a definiciénak az
alapjdn PA-ban bizonyithat6ak a hatvanyozasra vonatkozé alap-
vetd osszefiiggések: x0 = 1 és x¥T! = x¥ - x, tetszSleges x és y
esetén. (Ezekbdl, valamint az indukcids axiomakbél a hatvanyo-
zasra vonatkozo 0sszes tobbi szabdly levezethetd.) Amikor tehat
az elemi aritmetikdrdl logikai vagy filozofiai kontextusban esik
sz0, akkor elegendd, ha az Osszeaddsra és a szorzdsra, valamint

PA axiémaira szoritkozunk.

Egy kis szimbolizmus

Hasznalni fogjuk a szokdsos logikai jeleket: Vx jeloli azt, hogy
,minden x esetén”, dx azt, hogy ,van olyan x, hogy”, = A azt,
hogy nem-A (nem az a helyzet, hogy A), AV B azt, hogy , A
vagy B”, AN B azt, hogy ,A és B”, A D B azt, hogy ,ha A,
akkor B”, A = B pedig azt, hogy ,,A akkor és csak akkor, ha B”.

Az példaul, hogy x < y, igy irhat6 fel: 3z(y = x + s(2)).
Az ,y prim” formula az 4ttekinthet6bb Jw(y = s(s(w))) A VuVo
(y=u-w>dDum=1Nv=y)V(u=yAv =1)) alakot olti, a
»végtelen sok primszam van” mondat pedig ez a formula lesz:

VxJdy(x <y Ay prim).
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F.2. Az els6 nemteljességi tétel

Immar abban a helyzetben vagyunk, hogy formalisan is rogzit-
hetjiik, miben is 4ll ,,az aritmetika ama bizonyos része”, amely-
nek magdaba foglaldsa elegendé ahhoz, hogy egy formalis rend-
szerre az els6 nemteljességi tétel érvényes legyen. A kovetkezte-
tési szabalyokat nem hatarozzuk meg, ehelyett egyszertien fel-
tessziik, hogy barmely informalis aritmetikai érvelés a vizsgalt
rendszerekben is formalizdlhaté. Mivel ,informalis érvelés” itt
azt jelenti, hogy ,az els6rendii logikaban formalizalhat6 érve-
1és” (1. a 7. fejezetet), ez a feltevésiink jogos (amennyiben a vizs-
gélt formalis rendszer magéba foglalja az elsérendfi logika sza-
bélyait is). Feltessziik azt is, hogy a rendszer tételeinek halmaza
felsorolhat6 (1. a 3.4. alfejezetet).

Tegytik fel tehat, hogy elméletiink nyelve magéba foglalja az
elemi aritmetika nyelvét, axiomdi kozott pedig ott van PA els6

hat axiéméja:
1. Vx=s(x) =0
2. VaVy(s(x) =s(y) Dx =y
3. Vx(x+0=x)

4. VxVy(x +s(y) =s(x+y))

6. VaVy(x-s(y) =x-y+x)

Vizsgéljuk most ,,a D(xy,...,x,) = 0 diofantikus egyenlet-

nek van legaldbb egy megolddsa (a természetes szamok
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korében)” alaka allitdsokat. Feltessziik, hogy ezek PA nyelvén
is felirhatdk; igy példaul az x - x — y - y = 1 helyett azt irhatjuk,
hogy x - x = y -y + 1. Az ilyen alaku igaz allitdsok bizonyitasa-
hoz csupédn a (3), (4), (5) és (6) axiémakra van sziikség, elvégre ha
egy s(x1,...,xn) = t(x1,...,x,) egyenletnek a ki, ..., k; szdmok
egy megoldasat adjik, akkor (3)-(6) alapjan bizonyithat6, hogy
valamely m-re s(kq, ..., kn) = més t(ky, ..., ky) = m, amib6l egy
egyszer( logikai kovetkeztetéssel kapjuk, hogy az egyenlet meg-
oldhaté. Ha a vizsgdlt T elmélet konzisztens, akkor (mint azt a
3.4. alfejezetben lattuk) az MRDP-tételb6] kovetkezik, hogy van-
nak ,a D(xq,...,x,) = 0 diofantikus egyenletnek nincs megol-
désa” alaku igaz allitdsok, amelyek T-ben nem bizonyithaték.
Ha pedig T-ben egyetlen, ,az D(xi,...,x,) = 0 diofantikus
egyenletnek van megoldasa” alaka hamis allitds sem bizonyit-
hato, akkor vannak T-ben eldénthetetlen ilyen alaka allitasok is.

Jegyezziik meg: igazabdl nem sziikséges, hogy a T rendszer
magdba foglalja az aritmetika nyelvét, és hogy axiomai kozott ott
legyenek az (1)—(6) formuldk. Elegendd, ha +, - és s definidlhatéak
az elmélet nyelvén, és felirhat6 egy N(x) formula, hogy a neki
eleget tev objektumokra (1)—(6) bizonyithatéak. A halmazelmé-
letben példaul azt, hogy x egy természetes szam, definidlhatjuk
egy tisztdn halmazelméleti (azaz kizarélag az ,eleme” jelet hasz-
nald) N(x) formuldval, és hasonléan definidlhatjuk ,az x termé-
szetes szdm az y és z természetes szamok Osszege”, ,,az x termé-
szetes szdm az y és z természetes szamok szorzata”, és ,,az x ter-
mészetes szam az y természetes szam rdkovetkezbje” kifejezése-
ket, amelyekkel — és a 0 definici¢javal — az (1)—(6) formulak mind

bizonyithatéak. A nemteljességi tétel gondolatmenete ezutan —
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az értelemszer(i médositdsokkal — a halmazelméletre is alkal-
mazhato.

Jegyezziik meg azt is, hogy az (1) és a (2) axiémdra a fenti
gondolatmenetben nincs is sziikségiink. Az (1) és a (2) axiémak
alapjan minden ,m = n” alakd hamis allitds cdfolhatd, a (3)—(6)
axiémaékat is csatasorba allitva tehat minden ,D(xq,...,x,) =
= 0”7 alaki hamis &llitast cafolhatunk. Ezeknek az axiomék-
nak az alapjan tehat mar kimondhatjuk a nemteljességi tétel
Godeltdl szarmazoé, az w-konzisztencidn alapulé véltozatat: ha
egy T rendszerre teljesiil, hogy nincs olyan A(xy,...,x,) arit-
metikai formula, hogy T-ben bizonyithaté a ,létezik x1,...,x,,
hogy A(x1,...,xu)”, de valamennyi A(ky, ..., k,) allitds cafol-
haté, akkor T nem teljes. (Val6jaban elegendd feltenniink azt,
hogy a T rendszer X-helyes — a X-helyesség formalis definici¢jat
is hamarosan megadjuk —, mivel a feltétel teljesiilését csupan a
D(xy,...,x,) = 0 alaka formuldkra kell megkovetelniink.)

A nemteljességi tétel RossertSl szarmazo élesitése szerint
egyetlen, az aritmetika egy elegendd részét magaba foglalé kon-
zisztens rendszer sem teljes. Azzal, hogy az w-konzisztencia
vagy a X-helyesség helyett a konzisztenciat kotjiik ki, tgy ti-
nik, a nemteljességi tételt csak szerény mértékben élesitettiik.
Valdban, az olyan elméletek esetében, mint a PA vagy a ZFC,
amelyek matematikai tudasunk egy részét formalizaljak, a X-
helyesség nem problematikusabb, mint a konzisztencia, igy az
erGsebb nemteljességi tétel nem szolgdl 1j informaciéval. Elvben
eléfordulhat, hogy valaki csupdn PA vagy ZFC X-helyességében
kételkedik, az elméletek konzisztencidjdban viszont nem — a va-

l6sagban azonban ilyen szkeptikus, gy tinik, nem létezik.
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A Rosser-féle valtozatnak mindazonaltal fontos alkalmazasai
vannak. Amikor a tételt egy T elméletre alkalmazzuk, akkor izo-
laljuk T , aritmetikai komponensét”, amelyen beliil definidlhat6
az ,x egy természetes” szdm tulajdonsag, a 0, az Osszeadds, a
szorzas és a rdkovetkezés Ggy, hogy a targyaldsi univerzumot az
igy definidlt természetes szdmokra sztikitve az (1)-(6) axiémak
bizonyithaték. Eléfordulhat azonban, hogy az, amit mi a T el-
mélet aritmetikai komponensének vélasztottunk, masképpen is
interpretalhat6. Emiatt el6fordulhat, hogy semmi baj nem szar-
mazik abbdl, ha T-ben bizonyithat6 olyan, ,a D(x1,...,x,) =0
diofantikus egyenletnek van megoldédsa” alaku allitds, amely a
természetes szamokrol sz6l6 kijelentésként interpretdlva hamis.
Tegytik fel példaul, hogy T nem csupan az (1)-(6) axiémakat
bizonyitja, de azt is, hogy

Aritmetikai allitasként értelmezve ez nyilvanvaldéan hamis, hi-
szen az 1 + x = x egyenletnek nincs megolddsa a természetes
szdmok korében. De el6fordulhat, hogy valaki, aki a T elmélet-
ben dolgozik, a valtozok lehetséges értékeinek nem a természe-
tes szdmokat, hanem a megszamlalhaté rendszamokat (a termé-
szetes szamok halmazelméleti dltaldnositdsait) tekinti. Az (1)—(6)
axiomék eszerint az interpretdci6 szerint is igazak maradnak, vi-
szont az 1 + x = x egyenletnek is lesz (méghozza végtelen sok)
megoldésa.

Amikor tehét egy T elméletre a nemteljességi tétel Rosser-féle

erGsebb véltozatat alkalmazzuk, akkor a kovetkezé a helyzet:
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barmilyen ésszer(i valasztdsnak tiinik is T aritmetikai kompo-
nensének izoldldsa (attol fiiggden, hogy az elmélet az aritmetika
,egy bizonyos részén” kiviil még mit bizonyit), ez a komponens
nem lesz teljes — csak akkor, ha inkonzisztens, ami viszont min-
denképpen ,rossz” tulajdonsdg, barmiképpen interpretdljuk is
T-t.

Rosser bizonyitdsaval réviden a 2.7. alfejezetben foglalkoz-
tunk. A bizonyitdsnak tobb véltozata és dltalanositdsa ismert, de
egyik sem hasznalja az MRDP-tételt azon a nyilvdnval6 médon,
ahogy abbdl a tétel Godel-féle véltozata megkaphat6. A Godel-
Rosser-tételt dltalaban olyan elméletekre alkalmazzak, amelyek
az (1)-(6) axiomédkhoz képest valamivel ,,t6bb” aritmetikat fog-
lalnak magukba. Az aritmetikdnak ezt az elméletét Robinson-
aritmetikdnak nevezik (R. M. Robinson nyoman). Egyik valtozatat
ugy kaphatjuk meg, hogy az elemi aritmetika nyelvét kib6vit-
jik: a < relaciét nem definialjuk, hanem definialatlan alapjelként
vessziik fel, és a szokdsos, ,szigortian kisebb, mint” értelemben
interpretaljuk. Az (1)-(6) axiémékhoz pedig hozzavessziik a ko-
vetkez6 harmat, amelyek koziil az elsd kettd ugyanazt teszi a <
relaciéval kapcsolatban, mint az (1)-(6) axiomdk az 9sszeaddsra,

a szorzésra és a rakovetkezésre vonatkozdan:
7. Vx—x <0
8 VaVy(x <s(y) =x<yVx=y)
9. aVy(x <yVy <xVx=y)

Az érdeklsds Olvas6é Smullyan kényvében megtalalja annak

bizonyitasat, hogy egyetlen, az (1)—(9) axiéméakat magdba foglalé
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konzisztens elmélet sem teljes. Mi a tovdbbiakban a Robinson-
aritmetikat a kiszdmithat6sidg elmélete szempontjabdl vizsgal-
juk, hogy megadhassuk a Goldbach tipust éllitdsok formdlis de-

finiciojt.

E3. Goldbach tipusu allitasok, 2-formulak

és felsorolhaté relacidk

A < relaci6 segitségével definidlhatjuk formuldk egy osztalyét,
amelyekben csak korlatos kvantorok szerepelnek, és amelynek
elemeit korldtos formuldknak nevezziik. Egy ilyen formuldban az
univerzdlis kvantorok kizdrdlag Vx(x < t D A) formdban, az
egzisztencidlis kvantorok pedig kizdrélag Ix(x < tV A) for-
maban jelennek meg (t mindkét esetben olyan terminus, amely
nem tartalmazza x-et). Ezeket a formuldkat Vx < t A(x), illetve
dx < t A(x) roviditi.

A korléatos formuldk lényegi tulajdonsaga, hogy létezik algo-
ritmus, amelynek alapjan tetsz6leges mondatrél, amelyben ki-
zardlag korlatos kvantorok fordulnak eld, eldonthetd, hogy igaz
vagy hamis. Annak eldontéséhez, hogy a Vx(x < t O A) mondat
igaz-e, elegendd, ha sorra vessziik azokat az A(n) mondatokat,
amelyekben n < t, és hasonléan kell eljarnunk a Ix < fA(x)

mondat esetében is. Tekintsiik példdul a

Vx <10002 < xAJdw < x(x =2-w) D

Dy <x3Iz<x(z=x+yA xprimszdm A z primszam)
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mondatot, amelyben azt, hogy ,y primszam”, immadr olyan for-
muléval definidljuk, amelyben kizarélag korlatos kvantorok sze-
repelnek: 1 < yAVu < yVo < y—=(u-v = y). A fenti mod-
szert alkalmazva azt, hogy a fenti mondat (amely Goldbach sej-
tésének az 1000-nél kisebb szamokra valé megszoritdsa) igaz-e
vagy sem, véges szdmu, s = t, illetve s < t alakd mondat el-
len6rzésével eldonthetjitk. Ugyanez dll minden olyan mondatra,
amelyben kizarélag korlatos kvantorok szerepelnek. Egy korla-
tos mondat igazsdga mindig eldonthetd olyan gondolatmenet
alapjan, amely a Robinson-aritmetikdban is formalizdlhato.

Mindebbdl az kovetkezik, hogy minden olyan természetes
szamokbol 4ll6 E halmaz kiszdmithat6, amely egy A(x) korlatos
formuldval definidlhaté. Annak eldontéséhez, hogy n eleme-e az
E halmaznak, csupan azt kell kideriteni, hogy az A(n) mondat
igaz-e. A megforditds nem igaz, vannak ugyanis olyan kiszamit-
haté halmazok, amelyek nem definialhaték korlatos formulédval.
De miként latni fogjuk, a kiszamithatésdgot mégis definidlhatjuk
ennek a fogalomnak az alapjan.

Jegyezziik meg, hogy egy korlatos formula tagadésa is min-
dig megadhaté egy korldtos formuldval. Ennek magyardzata az,
hogy —Vx < t A(x) logikailag ekvivalens a 3x < t ~A(x) formu-
laval, -3x < t A(x) pedig a Vx < t ~A(x) formulaval. Ezeknek
a szabalyoknak az egymds utdni alkalmazasaval — és figyelembe
véve mas logikai ekvivalencidkat, példaul azt, hogy —(A V B)
ekvivalens a =A A —B formuléval — minden korlatos formula ta-
gadasa egy korlatos formulara redukélhato.

Immar megadhatjuk a , Goldbach tipusi mondat” formalis

definiciéjat. Idézziik fel a 2.1. alfejezetbdl a kovetkezbket:
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Beldttuk tehdt, hogy Goldbach sejtése megfogalmazhato a
kovetkezd formdban: ,minden természetes szdm P tulaj-
donsdgu”, ahol P egy kiszdmithaté tulajdonsdg. Logikai
szempontbol ez a Goldbach-sejtés rendkiviil fontos jellem-
zbje; a kovetkezOkben az ilyen formdjii dllitdsokat Gold-
bach tipusu dllitdsoknak fogjuk nevezni. .. Az iménti fej-
tegetésben egy fontos pont felett dtsiklottunk: a széban
forgé P tulajdonsdgnak nem csupdn kiszdmithaténak, de
elegendben egyszeriinek is kell lennie ahhoz, hogy a fenn-
dlldsdt vagy fenn nem dlldsdt eldontd algoritmus , kiolvas-

haté” legyen P definiciéjabol.

Goldbach tipustt mondatnak nevezziik marmost a VxA(x)
alaka mondatokat, ahol A(x) korlatos formula. A fentiekb6l ko-
vetkezik, hogy ez a definici6 kielégiti azt a feltételt, miszerint az
algoritmus, amelynek alapjan eldonthet6, hogy valamely n szdm
esetén A(n) igaz-e vagy sem, az A(x) feltétel alapjan felirhato.

Bar maga a Goldbach-sejtés konnyen megfogalmazhat6
Goldbach tipust allitdsként (nem kell mast tenniink, mint a pél-
déankban szerepld ,,< 1000” korlétot eltiintetni a Vx kvantor mo-
giil), egyaltalan nem nyilvanvald, hogy az 1.2. alfejezet informa-
lis definici¢janak megfelel6 mondatok az iménti, formalis meg-
hatdrozdasnak is eleget tesznek.

Hogy ezt belassuk, néhany twjabb fogalomra is sziikségiink
lesz. A dxA(x) alakt formuldkat, ahol A(x) korlatos formula, X-
formuldnak nevezziik. (Egy elmélet X-helyes, ha minden benne bi-
zonyithaté X-mondat igaz.) Tegyiik fel, hogy a 3xA(x) mondat-
nak van egy szabad véltozéja, igy JxA(x,y) alakban is
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felirhatjuk. Ekkor azoknak az n szdmoknak a halmaza, ame-
lyekkel 3xA(x,n) igaz, felsorolhaté halmaz: felsoroldsdhoz az
A(m,n) alaka mondatokat kell sorra venniink, és amikor igaz
mondatot taldlunk, n-t hozzd kell csapnunk a listdhoz. Ennek
a megforditdsa is igaz: minden felsorolhat6 E halmazhoz léte-
zik egy JxA(x,y) X-formula, hogy E pontosan azoknak az n
szdmoknak a halmaza, amelyekkel 3xA(x, n) igaz. Ennek bizo-
nyitasdhoz — példdul Turing-gépekre hivatkozva — formalizalni
kell felsorolhaté halmazok 3. fejezetben szerepl6 informadlis de-
finici¢jat. (Ehhez komoly technikai arzenalt kell mozgositani, itt
nem is kiséreljiik meg.) Ha egy E halmazt olyan definiciéval ad-
nak meg nekiink, amelynek alapjan tudjuk, hogy E felsorolhat6
(példaul ,legyen E olyan ZFC-beli bizonyitdsoknak a halmaza,
amelyek valamely allitdsnak és az allitds tagaddsanak konjunk-
cigjat bizonyitjak”), akkor megkonstrudlhatjuk az E-t definidlo
IxA(x,y) formulat. A ,minden n-re, n nem eleme E-nek” 4lli-
tas igy formalizalhato: Vy—3xA(x, y), vagy ami ezzel ekvivalens:
VzVy < zVx < z—A(x,y) — ez utdbbi viszont a formalis defini-
ci6 alapjan Goldbach tipusu 4llitas. Specidlisan, ha adott egy P
tulajdonsdg, amelyrél tudjuk, hogy eldonthetd, akkor ,a minden
természetes szam P tulajdonsdgu” allitds felirhaté VxA(x) alak-
ban, ahol A(x) korlatos formula. Egy eldonthet$ halmaz komp-
lementuma ugyanis mindig kiszamithato; a VxA(x) éllitds pedig
ekvivalens azzal, hogy ,minden n esetén, n nem eleme a P tu-
lajdonsagt szamok halmaza komplementumanak”.

Figyelembe véve, hogy egy halmaz pontosan akkor eldont-
hets, ha 6 maga és a komplementuma egyardnt kiszdmithato,

egy hasonlé gondolatmenet alapjan azt is beldthatjuk, hogy az
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eldonthet6 halmazok pontosan azok a halmazok, amelyek egy
dxA(x,y) L-formulaval és egy VxA(x,y) Il-formuldval is defi-
nidlhatok. (A IT-formuldk a VxA(x) alaka formulédk, ahol A(x)

korlétos.)
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