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El6szo

Az alabbi jegyzet a korabbi 6téves gazdasagmatematikai képzés keretében
a Corvinus egyetemen tartott matematikai el6adasaim kibévitett verzidja.
A koényv lényegében két részbol all. Az egyik rész, amely egyetlen fejezet-
bél a harmadik fejezetbdl all, a sztochasztikus integralas és a sztochasztikus
differencidlegyenletek elméletét tartalmazza. Ez utobbi nem szerepelt az el6-
adasokon, igy csak a teljesség kedvéért keriilt az anyagba. A maésik rész a
tobbi fejezetbdl all, amelyek a matematikai pénziigyek klasszikus, mondhat-
nam standard elméletét mutatjak be. Némiképpen ezt a részt is kibdvitet-
tem, ugyanis hozzécsaptam az anyaghoz néhany speciélis szarmaztatott ter-
mék részletes targyalasat. Igy toébbek kozott részletesen bemutatom az azsiai
opcidkat vagy a kiilonboz6 barrier opcidkat. Ezektdl eltekintve a tananyag
megegyezik a korabbi el6adasok anyagaval.

Egy ilyen jellegi tankdnyv megirdsakor a szerzdé f6 probléméja az, hogy
milyen tipusi elGismeretekre épitsen. Kar tagadni, a jelen tankényv 6nmaga-
ban nem igazan kovethets, ugyanis a sztochasztikus folyamatok elméletének
aktiv ismeretét tételezem fel. El§szor arra gondoltam, hogy a labjegyzetekben
visszautalok korabbi kényveimre, vagy az irodalomban fellelhets egyéb forra-
sokra, de aztan ezek elhagyéasa mellett dontottem, ugyanis ezek az utalasok
csak elbizonytalanitandk az olvasot és az elképzettséggel nem rendelkezs
olvasonak amugy sem segitenének. Altalaban a jegyzet nem tartalmaz iro-
dalomjegyzéket. Miel6tt ezt valaki a szememre hanyné megjegyzem, hogy a
pénziigyi matematika irodalma olyan nagy, hogy attekintése szamomra elkép-
zelhetetleniil nehéz lenne, idegen tollakkal, vagyis masok irodalomjegyzéké-
nek az atvételével meg nem akartam ékeskedni. Ha valaki a konyv elolvaséisa
utén a teriileten akar kutatni, akkor szamos olyan konyvet talalhat, amelyek
részletesen bemutatjik az irodalmat és megfelel§ utaldsokat tartalmaznak. A
legkimeritébb talan Monique Jeanblanc, Marc Yor és Marc Chesney kivalo
monografidja, amelynek cime Mathematical Methods for Financial Markets,
és a Springer kiadé gondozasaban jelent meg 2009-ben. En ezt a konyvet és
szamos més hasonld miivet részletesen dttanulményozva probéaltam az anya-
got Osszeallitani.

Végezetiil kellemes kotelezettségemnek szeretnék eleget tenni. Oszinte ha-
laval tartozom egy sor embernek, akik segitettek a konyv megirasakor. Ezek
koziil is kiemelkedik Badics Tamas, aki a konyvet atnézte és az abban talalha-
t6 szdmtalan hibat kijavitotta. Természetesen csak reménykedhetek abban,
hogy a megmaradt hibdk nem teszik a konyvet hasznalhatatlanné.

Medvegyev Péter
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1. fejezet

A varhaté jelenérték
szabalya és
martingalmértékek

Ebben a bevezet fejezetben a legegyszertibb kérdést feszegetjiik : Hogyan kell
az arakat meghatéarozni véletlen jovébeli kifizetések esetén. A targyaléas sziik-
ségszertien igen absztrakt, de a funkcionalanalizis néhény kozismert tételén
kiviil semmilyen més mélyebb matematikai teriiletre nem kell hivatkozni. A
fejezet legfontosabb kérdése, hogy miként indokolhaté a varhaté jelenérték
szabalya, vagyis hogy minden jovibeli kifizetés jelen id6pontban érvényes ara
a jovébeli kifizetés diszkontalt varhato értéke. A dologban az egyetlen csavar
az, hogy a varhato értékhez tartozo valoszintiségi mértékrsl nem tudunk sem-
mit. Csak annyit tudunk, hogy létezik a matematikai pénziigyek legtobbet
hivatkozott fogalma, a misztikus Q mérték. A fejezet megirasanak legfonto-
sabb indoka az volt, hogy megprébaltam kiiktatni a megengedett portfolio
fogalmat a szarmaztatott termékek arazasanak elméletébdl. Miként latni fog-
juk a konyv hétralevs részében a szdrmaztatott termékek drazasanak elmé-
lete a fedezés fogalméra épiil. De milyen modon lehet fedezni? Diszkrét és
véges idShorizonton, amelyet a masodik fejezetben fogunk térgyalni a fedezé
portfolionak egyediil 6nfinanszirozonak kell lenni. Az 6nfinanszirozas ilyenkor
megadott, definicioja igen egyszerd és meggy6z6. Joval nagyobb problémat
jelent azonban a folytonos id6horizont esete, amellyel a konyv tébbi fejezete
foglalkozik Ha el is tekintiink attol, hogy lehetetlen a fedezd portfolioban a
stlyokat folytonosan valtoztatni két tovabbi probléma marad: Egyrészt az
onfinaszirozas definiciéjdban diszkrét idGhorizonton szerepls késleltetés, ne-
vezetesen a t és a t+ 1 id6pontok explicit szerepeltetése folytonos idéhorizon-

3
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4 1. A VARHATO JELENERTEK SZABALYA ES MARTINGALMERTEKEK

ton matematikailag nem értelmezhetd, masrészt, és ez a fontosabb, a végtelen
szami idGpont megjelenése miatt lehetségesé valoé duplazési stratégia kovet-
keztében 1étezd arbitrazslehetdség kiiktatasara be kell vezetni a megengedett
portfoliok fogalméat, amely fogalomra a véges idépontot tartalmazo modellek
esetén nincsen sziikség. Az els§ probléma megkeriilését avval szokas indo-
kolni, vagy inkdbb szényeg alé soporni, hogy a harmadik fejezetben targyalt
Ito-kalkulus integralfogalma valamiképpen tartalmazza az Onfinanszirozés-
ban szereplé idépontkésleltetést. Hogy ez mennyire helyes, vagy helytelen
nem érdemes feszegetni, ugyanis joval nagyobb gondot jelent a megengedett
portfoliok bevezetése. Az irodalomban két megkozelités létezik: Az els6ben
feltessziik, hogy a megengedett portfolio alulrdl korlatos. Ennek kétségtelen
elénye, hogy viszonylag egyszertien interpretalhato, illetve emlékeztett a tény-
leges pénziigyi gyakorlatra: Adott valamilyen kezd6osszeg, vagy limit, amibsl
gazdalkodni kell, és amikor ez a kezddlimit elfogy, akkor a portfoliot le kell
zérni. Ugyanakkor evvel azt érjiik el, hogy az eladas, illetve a vétel nem lesz
azonosan megengedett, vagyis a fedez6 portfoliok halmaza nem lesz linearis
tér, hanem kup lesz, igy a szarmaztatott termékek arazasaban kulcs szere-
pet jatszé heurisztikus gondolat, miszerint a vev6k és az eladok egyszerre
vannak jelen elvész, és a vételi és az eladasi oldalon més és méas gondolat-
menetet kell az ar indoklasakor alkalmazni. A masik megoldas szerint pedig
a megengedett porfoliok azok a portfoliok, amelyekre a portfolio értéke a
kockéazatsemleges arrendszer esetén martingal lesz. A kérdés jogos: Miért is?
Nem éppen a martingadlmértéket akarjuk bevezetni? Mi van akkor, ha t6bb
martingalmérték van? Akkor melyik szerint kell a fedezd portfélionak martin-
galnak lenni? Erre mintha nem lenne vélasz. Kétségtelen, hogy a megengedett
portfolié ezen definicioja helyreallitja a fedezd portfoliok azon véges szdmi
pontbol 4all6 idGhorizonton esetén fenalld tulajdonsigat hogy a vevsk és az
eladok szempontjabodl a helyzetet azonosan kell kezeli, de a korrekcié durvan
technikai jellegti és némiképpen kilog a nevezetes 161ab.

1.1. Bevezetés

A pénziigyi elmélet legfontosabb, s6t talan egyediili eszkoze a varhato jelen-
érték szabdly. E rendkiviil praktikus és latszolag igen egyszeri szabaly szerint
egy jov6ben esedékes kifizetéskor két tényezdt kell figyelembe venni: Az id6ta-
vot, illetve a kifizetés bizonytalansagat. Az idShorizonttol valo fiiggést a disz-
konttényezdvel szokas figyelembe venni. A jovében biztosan kifizetett dsszeg
értéke a jelenben kevesebb, vagy legalabbis nem t6bb, mint a jovében kapott
érték. Hogy mennyivel kevesebb, az a piaci szereplSk idével kapcsolatos pre-
ferencidinak a fiiggvénye. A jelen és a jov6 kozotti transzforméciot megadd
szorzoszém kozonséges arként viselkedik, és elvileg semmiben nem kiilonbozik
két egyszerre megvasarolhato termék cserearanyatol. A kifizetés bizonytalan-
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1.1. BEVEZETES 5

sdga hasonldoan miikodik. A modosito érték a bizonytalansaggal kapcsolatos
preferenciak altal meghatéarozott kereslet és kinalat ereddje. Talan az egyetlen
eltérés az, hogy a bizonytalansag fogalma nehezebben ragadhato meg.

Ebben a bevezets fejezetben vizsgalt kérdés a kovetkezs: Ha m (&) jeldli
a £ jovobeli véletlen kifizetés jelen idSpontban érvényes aréat, akkor milyen
tulajdonsagokkal, illetve reprezentécioval rendelkezik a 7 fiiggvény ? Az arazd
fliggvény alapvet6 tulajdonsaga a linearitas. Bar ez nem teljességgel nyilvan-
valo, mégis a pénziigyi modellekben mindig evvel a hallgatolagos feltétellel
éliink. Tovabbi kézenfekvé tulajdonsagnak tiinik a 7w nem negativitasa, vagyis
ha £ > 0, akkor 7 (£) > 0. Azonban ez a két feltétel egyszerre minden tovabbi
megkotés nélkiil altaldban nem teljesiilhet.

1.1. Példa. A valészintiségi valtozok LC terén altaldban nincs a trivialistol
kiilonb6z8 nem negativ linearis funkcional.

Jelolje LY a [0,1] szakaszon mérhetd fiiggvények Lebesgue-mérték szerinti
ekvivalenciaosztalyait. Az L° téren a topoldgiat a sztochasztikus konvergenci-
aval szokas definidlni, ugyanakkor vegyiik észre, hogy a linearis funkcionélok-
tol a folytonossagot nem koveteljitk meg. Megjegyezziik, hogy a K = {¢ > 0}
fliggvények olyan kupot alkotnak, amely zart a sztochasztikus konvergen-
cidban, de a kapnak a sztochasztikus konvergencia &ltal generélt topolo-
giaban nincsen bels6é pontja, igy a végtelen dimenzi6s szeparécios tétel, a
Hahn-Banach-tétel, nem alkalmazhato. Tegyiik fel, hogy egy alkalmas A li-
neéris funkciondlra A (§) > 0, ha £ > 0, és egy alkalmas &, > 0 fiiggvényre
a = A (&) > 0. Nyilvanvaléan a A monoton, vagyis ha & < 5, akkor A (§) <
< A(n), ugyanis A(n) — A(&) = A(n—¢&) > 0. Ekkor a &x[0,1/2] és a
&ox (1/2,1] fiiggvények Osszege &y, amibdl a kettd koziil az egyikre a A értéke
> a/2. Jelolje & az igy kapott fiiggvény négyszeresét. Vilagos, hogy & > 0,
és A (&1) > 2a. Felezziik meg az intervallumot és ismételjiik meg az eljarast a
& -re, stb. Az igy kapott (£,) sorozatra az n = sup,, &, € LY fiiggvény véges,
ugyanis legfeljebb egyetlen olyan pont van, amelyre nem teljesiil, hogy a (&)
sorozat tagjai egy indextSl mar nulldk. Mivel &, < 7, ezért a A monotonitéisa
miatt 2"a < A(&,) < A(n), amibdl A (n) = oo, ami lehetetlen, ugyanis a
linearis funkcionalok értéke definicié szerint véges.

O

1.2. Példa. A valoszintiségi valtozok L° terén nincsen folytonos linearis funk-
cional.

Az el6z6 példa egyszert modositasaval azonnal lathatod, hogy tetszéleges
olyan & esetén, amelyre A (§) = o > 0, &, = 0, és A (£,) — oo, amibdl a
A nem lehet folytonos a sztochasztikus konvergenciaban, vagyis az L° téren
nem adhat6 meg A # 0 a sztochasztikus konvergenciaban folytonos lineéris
funkcional. O
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Az L0 tér a sztochasztikus konvergenciaval egy teljes metrizalhato linearis
tér. A metrikat az [|£||, = E(|{| A1) képlettel definidlhatjuk. Nyilvanvalo-
an [+ 1], < €y + [Inllp- A két példat a kovetkezs egyszert észrevétellel
kapcsolhatjuk Ossze:

1.3. Allitas. Legyen L C L° eqy linedris tér, és tegyiik fel, hogy ha € € L,
akkor |§| € L. Tegyiik fel, hogy az L-en adott egy ||&|| figgvény, amelyre

1. €|l = 0 és ||€]| = 0 pontosan akkor, ha & = 0.

2. |lgl = [1=¢ll-
3. &+l < gl + lnll -

Ha a d(&,n) = ||€ — || tdvolsdgra nézve az L teljes metrikus tér, akkor az L
téren értelmezett minden nem negativ linedris funkciondl folytonos.

Bizonyitds. Legyen A az L téren értelmezett nem negativ linearis funkcional,
és legyen (,,) egy nulldhoz konvergalé sorozat. Ez definicio szerint azt jelenti,
hogy [|€x|| — 0. A linearitas és a nem negativitas miatt |A(&,)| < A(|&])-
Elegend6 tehat belatni, hogy A(|¢,]) — 0. Feltehets tehat, hogy a &, nem
negativ. Elegendd belatni, hogy minden (&,,) sorozatnak van egy (&,, ) részso-
rozata, amelyre A(¢,,) — 0. Ha [|&,, || < 27F, akkor a Y ;= &,, sor szeletei
Cauchy-sorozatot alkotnak, ugyanis ha M > N, akkor

M N M M M
Db =D b= [ X < D lewll= X 2o
k=1 k=1 k=N+1 k=N+1 k=N+1

Az L feltételezett teljessége miatt a sor konvergens. Legyen a sor 0sszege £ .
Mivel a A nem negativ és &, > 0, ezért

N
S A(6n,) < Al) < 0.

k=1

Mivel ez minden N-re igaz, ezért a ;- ; A (&,,) sor is konvergens, kovetke-
zésképpen A (&,,) — 0. O

Az idaig tett megfontolasokbdl evidens, hogy ahhoz, hogy egy értelmes
pénziigyi elméletet tudjunk felépiteni, meg kell kiovetelni, hogy a 7 értel-
mezési tartomanya elég sziik legyen. A legegyszertibben akkor jarunk el, ha
feltessziik, hogy a 7 arazé fliggvény L értelmezési tartoménya egy alkalmas
1 < p < oo kitevével egy LP (2, A, P) térﬂ Egy megjegyzés erejéig érdemes

1 Altalaban p = 2, de idénként a p = 1 esettel is talalkozhatunk.
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utalni azonban arra, hogy bar a feltétel igen egyszert, mégsem probléma-
mentes, mert a LP tér nem invarians a matematikai pénziigyekben alapvets
szerepet jatszd mértékeserére. Ugyanakkor a két kézenfekvs alternativa, az
L0 és az L™ terek, bar invariansak az ekvivalens mértékcserére, egyikiik sem
megfelels, ugyanis miként lattuk az L térben nincsenek folytonos linearis
funkcionélok, az L* térben pedig bizonyos értelemben til sok is van be-
16liik, mivel miként ismert az L terekben vannak olyan folytonos lineéaris
funkcionélok is, amelyek mértékkel nem reprezentalhatéak. Tovabbi probléma
forrasa, hogy az L = LP, 1 < p < o feltétel hallgatolagosan megkéveteli egy
P val6szintiségi mérték lététﬂ Ennek szokasos interpretacioja, hogy adott egy
statisztikai valdszintiségi mezd, és feltételezziik, hogy az arfolyamok alakulasa
a klasszikus valoszintiségszamitasi modelleknek megfelelGen alakul, ami azon-
ban csak részben tekinthetd helyes feltételnek, ugyanis a pénziigyek elvileg,
vagy inkdbb remélhetéleg nem egy szerencsejaték.

Az LP terekben minden folytonos linearis funkcional integralként reprezen-
talhato, igy az L = L? feltétel legf6bb oka/kovetkezménye az alabbi egyszert
észrevétel:

1.4. Lemma. Létezik, mégpedig egyetlen olyan a P-mértékre abszolit foly-
tonos p mérték, amelyre 7 (&) = [, &dp.

Mivel a 7 nem negativ, ezért a p valodi mérték. Amikor a 7 értelmezé-
si tartomanyarél az L-r6l megkdveteltiik, hogy linearis teret alkosson, akkor
hallgatélagosan megkoveteltiik, hogy az L elemei mar eleve diszkontalva van-
nak, ugyanis ellenkezs esetben nem lehetne, ket pénziigyileg értelmes moédon
Osszeadni. Egy tovabbi trividlis megkotés/feltétel, hogy elvarjuk, hogy az 1
konstans kifizetés eleme legyen a lehetséges kifizetések L alterének és

1:7r(1):/91du,

vagyis a p valoszintiségi mérték. A matematikai pénziigyek szokasos jelolé-
sét hasznalva a p reprezentalé mértéket Q-val fogjuk jelélni. Erdemes nyo-
matékosan hangsulyozni, hogy az LP (2, A,P) és az LP (2, .A4,Q) terek nem
azonosakﬂ A 7 értelmezési tartoménya tovabbra is az LP (2, A,P) tér. Hang-
stlyozni kell, hogy nem allitjuk, hogy a P és a Q ekvivalensek, vagyis hogy a
P és a Q alatti nullmértéki halmazok egybeesnek. Ennek megkdveteléséhez
sziikségilink lenne arra, hogy a 7 szigorian monoton névekedd legyen, vagyis
hogy minden P szerint nem nulla, nem negativ valtoz6 ara pozitiv legyen. Ezt

2 Az L0 és az L™ terek definialasahoz elég megadni a nullmértékd halmazokat, ami
a valoszintiségszamitas interpretacioja alapjan azonosithato a logikailag lehetséges,
de amugy lehetetlennek tekintett eseményekkel.

3 A p = 2 esetnek, amikor az L egy Hilbert-tér kétségtelen elénye, hogy ilyenkor a P
és a Q alatt négyzetesen integralhato valtozok halmaza egybeesik.
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azonban nem koveteljiik megﬂ Mivel a 7 arfiiggvényt reprezentalé mértékek
a P-re nézve abszolut folytonosak, ezt ebben a fejezetben hallgatolagosan,
minden tovabbi emlités nélkiil, mindig meg fogjuk kovetelni.

A megadott matematikai és kozgazdasagi megkttések egyiittesét a kovet-
kezg allitasban foglalhatjuk Gssze:

1.5. Tétel (Varhato jelenérték szabaly). A megadott feltételek esetén ér-
vényes a vdrhato jelenérték szabdlya, vagyis tetszéleges H jovdbeli kifizetés
jelenbeli w (H) drdra érvényes a

7 (H)=E® (H)

reprezentdcio, ahol H a H diszkontdlt értéke és EQ a Q valdsziniségi mérték
szerint vett vdarhatd érték operdtora.

Erdemes felhivni a figyelmet arra, hogy a tétel meglehetdsen semmitmon-
do, ugyanis nem tartalmaz semmilyen utmutatast arra, hogy hogyan kell a
Q mértéket egy modellben felirni, vagy a modell paraméterei alapjan meg-
hatarozni.

1.2. Martingalok és a varhato jelenérték szabaly

A varhato jelenérték szabalynak van egy tavolrél sem trivialis kovetkezménye.
Jelolje Q azt a mértéket, amelyet a varhato jelenérték szabalyban hasznalni
kell. A varhaté jelenérték szabaly pontosan azt allitja, hogy ilyen Q mérték
létezik. Legyen S valamilyen kereskedett termék arfolyamét megadd szto-
chasztikus folyamat. Kézenfekvs kérdés, hogy az S milyen tipusa folyamatot
alkot a Q mérték alatt?

Természetesen kiilonb6z6 ¢ idépontokban az S folyamat értéke kiillonbo6z6
termék. Kézenfekvs megkdvetelni, hogy nem csak fix id6pontokban szamol-
hatjuk ki az S értékét. Ha a 7 id6pont véletlen, akkor jelolje S (1) azt a
valtozot, amely éppen az S értékét adja meg a 7 (véletlen) id6pontban. Ha 7
egy véges értékeket felvevs megallasi id6, akkor az S (1) természetesen szintén
egy 6nallo pénziigyi termék. Az S termék kereskedett, ami definicio szerint
azt jelenti, hogy a t = 0 id6pontban barmely fix, vagy az aktualis kimene-
teltsl fiiggs 7 id6pontban esedékes értéke eladhato, vagy megvehets. Jelolje
R a diszkontalasra hasznalt folyamatot és jeldlje S = S/R a diszkontalt fo-
lyamatot. Emlékeztetiink, hogy a m értelmezési tartoméanya a diszkontalt ki-
fizetéseket tartalmazza. Tekintsiink két id6pontot: legyenek ezek t1 és to. Az
S (t1) és az S (t2) két kiilonboz6 hataridés termék, amelyek m ara a varhato
jelenérték szabaly miatt a ¢ = 0 id6pontban

7(5(t) =EQ (S (1), 7(5(t2)) = B2 (5 (),

4 Bar nem tiinik kiiléndsen erés megkotésnek.

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

1.2. MARTINGALOK ES A VARHATO JELENERTEK SZABALY 9

ahol a Q fels6 index a varhato érték soran hasznalt mértékre utal. Mi a kap-
csolat a két ar kozott? Megmutatjuk, hogy m (? (tl)) = (§ (tg)). Ehhez
elegendd megmutatni, hogy a kozos érték éppen a kereskedett termék Sp-lal
jelolt ¢ = 0 id6pontban érvényes aktualis dra. Ennek oka nagyon egyszert.
A pénziigyi termékek, szemben a hagyoményos termékekkel, koltségmentesen
tarolhatoak, ugyanis az id6bdl szarmazé értékvesztést mar a diszkontalaskor
figyelembe vettiik. A t; id6pontban esedékes hataridss kifizetéshez az ingye-
nes tarolas feltétele miatt két eltéré modon is hozzajuthatunk. Vagy a t = 0
id6pontban Sp-ért megvessziik a terméket és kivarjuk a t; id&pontot, vagy a
t = 0 id6pontban 7 (? (tk))—ért megvesszik a ty idé6pontban valo hozzéaférés”
jogét. Mivel mind a két esetben a tj, id6pontban azonos értékiink lesz, ezért a
kifizetett vételaraknak a ¢ = 0 id6pontban is meg kell egyezniiik. Példaul ha
So<m (? (tk)), akkor a hataridés terméket eladva, majd a kapott 6sszegbdl a
terméket magat megvéve, majd koltségmentesen tartva a ¢y idépontigat =0
idépontban biztos profithoz juthatunk, annak ellenére, hogy a portfoli6 értéke
a ty idépontban nulla. Ugyanis a t; idépontban egyrészt a keziinkben lesz a
termék, mésrészt azonban kotelesek vagyunk a hatéaridds szerzédés alapjan a
terméket leszallitani. A két pozicioé azonban pontosan ellentétes, igy az egytit-
tes értékiik éppen nulla. Mivel ezt barmilyen nagysagrendben megtehetjiik,
végtelen profitra tehetiink szert, amit definici6 szerint kizérunkﬂ Némikép-
pen mésképpen fogalmazva, ha feltessziik, hogy a barmely jov6ben esedékes
nulla kifizetés jelenbeli ara is nulla, valamint megkoveteljiik, hogy a 7w arazo
fliggvény linearis legyen, akkor a kiilonb6z8 idépontokra vonatkozo hataridds
termékek jelenben esedékes ara meg kell hogy egyezzen. Kovetkezésképpen,

EQ (g(tl)) =T (g (tl)) = SO =T (E(tg)) = EQ (g (t2)) .

Mivel a t1, t5 id6pontok lehetnek megallési id6k is, ezért a megallasi opcidkrol
sz016 tétel alapjan igaz a kovetkezd allitas:

1.6. Tétel (Kereskedett termékek martingdlmértéke). Ha az S termék ke-
reskedett és a Q mérték esetén érvényes a vdrhatd jelenérték szabdly, akkor
a diszkontdlt drfolyamokbol dllo S folyamat martingdl a Q mérték alatt.

Vegyiik észre, hogy a bizonyitashoz a varhato jelenérték szabélyon kiviil
csak azt hasznaltuk, hogy egy kereskedett termék barmely jovébeli id6pontra
vonatkozo hatéridgs kifizetésének jelenlegi ara fiiggetlen attol, hogy melyik
jovébeli id6pontrol van szd. Ennek oka az, hogy a modell feltételezése szerint
minden pénziigyi termék koltségmentesen tarolhato, illetve, ugyancsak defi-
nicié szerint, a biztos végtelen profitot kizarjuk. Erdemes felfigyelni azonban
arra is, hogy hallgatolagosan feltettiik, hogy a piac igen fejlett: Tetszdleges

5 Vegyiik észre, hogy a gondolatmenet a matematikai pénziigyekben kézponti szerepet
jatszo nincsen arbitrazs feltétel egy igen enyhe verzidja.
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megallasi id6 esetén a megéllasi idében lehivhato hataridés terméknek van
piaca, kovetkezésképpen van ara.

1.7. Definici6. A Q mértéket az S kereskedett termék martingalmértékének
mondjuk, ha az S diszkontalt folyamat martingédl a Q alatt.

A martingalmértékekkel kapcsolatos legfontosabb kérdés tovabbra is a ko-
vetkezs: Ha adott az S folyamat, miként, és milyen ¢ diszkontalt kifizetésekre
hatarozhatjuk meg a m fliggvényt? Természetesen ha egyetlen olyan Q mér-
ték van, amely esetén az S martingal és a & kifizetésre érvényes a diszkontalt
jelenérték szabély, akkor a 7 fiiggvény értelemszertien a 7 (¢) = EQ (¢) alakot
6lti. Ha azonban t6bb martingalmérték is van, akkor nyilvanvaléan csak az

inf E?() <7(§ < sup EQ (¢)
QeM(5) QeM(3)

egyenl6tlenség irhato fel, ahol az M (?) az S diszkontalt arfolyam martin-
galmértékeinek halmaza, ahol értelemszeriien martingdlmértéken az olyan
mértékeket értjiik, amely alatt az S martingal. Vagyis a diszkontélt jelen-
érték szaballyal kapcsolatos tovabbi fontos kérdés a kovetkezs: Mikor létezik
egyetlen martingalmérték ? Az ezt biztosito feltételekre kés6bb mint teljességi
feltételre fogunk hivatkozni. Hangsulyozni kell, hogy a teljesség probléméja
abbol ered, hogy a 7 értelmezési tartomanyat megadé L = LP térnek az S (1)
alaki megallitott valtozok altal generalt linearis tér esetlegesen csak az L =
= LP egy valodi altere, igy bar a 7 fliggvényt reprezentaldé Q ezen az altéren
adott, de tobb olyan mérték is létezhet, amely lesziikitése erre az altérre a
Q, igy az altérre val6 lesziikitésbdl a m nem rekonstrualhato.

1.8. Példa. A Black—Scholes-modell martingalmértéke.

A matematikai pénziigyek kedvenc modellje az tigynevezett Black—Scholes-
modell. Errél késébb sokat fogunk beszélni, egyenlére elegendd annyit megje-
gyezni, hogy a modellben két eszkdz van, a diszkontalasra hasznalt kétvény,
amely arfolyaméanak alakulasat a B (t) = Byexp (rt) folyamat irja le, illetve
az S (t) = Soexp ((u— 0?/2) t + ow (t)) arfolyammal rendelkez§ részvény.
A modellben az r, u, o, By és az Sy elére adott konstansok és a részvény ar-
folyamat megadé folyamat képletében a w egy Wiener-folyamatot jelol. A
diszkontéalt folyamat értelemszertien

S(t)zS((?):;Zexp<(,u—r—a;>t+aw(t)>.

Mivel a képletben szerepel egy Wiener-folyamat, ezért létezik az S () ala-
kulasat megado valamilyen (9, .4, P) valoszintségi mezs. Az S (t) eloszlasa
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lognormalis, és a lognormalis valoszintiségi valtozok varhatod értékére vonat-
kozo6 képlet alapjan

EF (S(t) = Z—ZEP (exp (N <(ur “;) t,a\/%») = %‘(’) exp ((u—7)t).

Ha p # r, akkor a diszkontélt részvényarfolyam varhat6 értéke nem kons-
tans, igy az S nem martingél, kovetkezésképpen a w Wiener-folyamat mo-
gbtti valészintiségi mez6hoz tartozo P valoszintiségi mérték a 7 arfunkcionél
szempontjabol nem relevans.

A Black—Scholes-modellel kapcsolatos legfontosabb matematikai kérdés a
kovetkezs: Létezik-e, mégpedig egyetlen olyan Q mérték, amely esetén az
S martingal? A létezéssel kapcsolatos kérdésre a valaszt a késobb részlete-
sen targyalt dgynevezett Girszanov-formula tartalmazza, de a legfontosabb
gondolatok a Girszanov-formula nélkil is megérthetSek: Egyrészt megmu-
tathat6, hogy nincs olyan Q mérték, amely alatt a diszkontalt arfolyam a
teljes [0,00) idStartomanyon martingal lesz. Eppen ezért a Black-Scholes-
modellben fel kell tenni, hogy az id6horizont egy véges [0, T] idGintervallum.

Vezessik be a
o W—T
9 =
o

jelolést és legyen

aQ . Lo

Ismételten a lognormalis eloszlas varhato értékének képlete alapjan

aQy _ Lo o Lo\
vagyis a Q szintén valoszintiségi mérték. Mivel a w fliggetlen névekményti,
ezért
. dQ _
A(t)_E<dP |]:t) =
1
= exp (—9w (t) — 292T> E(exp (=0 (w(T) —w(t)) | F) =
= exp <6‘w (t) — ;HQT) E(exp (=0 (w(T) —w(t)))) =
Lo Lo
=exp [ —0w (t) — 59 T ) exp 59 (T-1t)) =
Lo
=exp | 0w (t) — 59 t),
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vagyis a
1
A (t) = exp (—9w (t) — 292t>

folyamat martingal. Ez masképpen a feltételes varhato érték definicidja alap-
jan azt jelenti, hogy az F; o-algebran a dQ/dP Radon-Nikodym-derivalt
éppen a A (t), ugyanis ha F € F;, akkor

Q(F):/FflgdP:/FE<‘£ft>dP:/FA(t)dP.

Ha t < T, akkor minden F' € F; esetén

/FF(T)dQ:/FF(T)A(T)dP:/EP (S(T)A(T) | Fi) dP =

_/FEP (S(T)A(T) | F) A71 (1) dQ.

Ez a relacié éppen a kés6bb bevezetett Bayes-formula speciélis esete. Ebbgl
kovetkezGen

EQ (S(T)| F) =E¥ (S(T)A(T) | Fo) A" (1) =
_an A S(T) A(T) _
=S0e" (50 10 )=
= S(T)A(T) =
—S()EP(S@A(tU-})_S(t),

ugyanis az S és a A exponencialis alapjabol evidens, hogy a feltételes varhato
értek mogotti kifejezések a w (T') — w (t) fliggvénye és mivel a w fiiggetlen
noévekményt, ezért a feltételes varhato kiszamolasakor a feltétel elhagyhato,
és ha s =T —t, akkor a 0 definici6ja alapjan

EF (exp((u—r—02;92>5+(0—_9)w(3)>) _
—eXP(<M7’02;92>5+;(09)25> -

1 —
= exp ((M—T)S—QOM Ts) =1
2 o

Ebbél kévetkezSen az S martingal a Q alatt. g

Miként megjegyeztiik, a Q martingalmérték megtaldlasa csak fél siker,
mert nem tudjuk, hogy a martingalmeérték egyértelmt-e vagy sem. Altala-
ban a matematikai pénziigyek irodalmaban a martingalmérték létezése ma-
tematikailag egyszeriibb és kézenfekvbb feltételnek tiinik. Sokkal kevesebbet
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1.2. MARTINGALOK ES A VARHATO JELENERTEK SZABALY 13

tudunk a teljességrél, vagyis arrdl, hogy mikor lesz a martingdlmérték egy-
értelmi. Tegyiik fel, hogy sikeriilt taldlnunk egy martingalmértéket. Milyen
termékeket tudunk segitségével bearazni? Tegyiik fel, hogy az S érték ismert.
Ekkor a martingalmérték tulajdonsag miatt az S (7) valtozok ara vagyis az
S (1) jovében esedékes kifizetés jelen idSpontban érvényes hatéaridgs ara is
ismert és miként megjegyeztik 7 (S (T)) = 7(5(0)) = S(0). Mivel a 7 li-
nearis funkcional, ezért az Osszes £ = cg + ch S(me)— S (Tk,l)) alakt

k
kifejezés ara is ismert, nevezetesen a kifejezés ara éppen 7 (§) = cp, ugyanis a
masodik Gsszeg ara a m linearitasa miatt nulla. Eppen a martingaltulajdonsag
miatt, ha 7, > 7,1 és a ¢, nem konstans, hanem egy 0y F,, _, mérhetd, kor-
latos valoszintiségi valtozo, akkor a martingaltulajdonsag miatt, tetszdéleges
martingalmérték esetén

i (Qk (g( ) —S(Tk_l))) = Q (Gk (?(Tk) —E(Tk—l))) =
_EQ (EQ (9k (g( ) g(’l’k 1)) |frk,1)) =
ZEQ(QkEQ((S( ) ng 1) The 1))=EQ(9k-O)=O.
A sztochasztikus analizis irodalméban az ilyen alaku kifejezéseket egyszert in-
tegrandusoknak szokis mondani. Ebbdl kévetkezGen az egyszeri integrandus-
ként el6alld valosziniiségi valtozok mindegyikére a  arfiiggvény értéke nulla.
Mivel a 7 folytonos az L? (2, A, P) tér normajaban, ezért az egyszeri integ-
randusok Osszegeként el6allo valoszintségi valtozok LP (2, A, P) norméaban
vett hatarértékeinek ara is nulla. Az egyszerd integrandusok Gsszegeként els-
allo valdszintiségi valtozok sztochasztikus konvergenciaban vett hatarértékeit
szokas sztochasztikus integralnak mondani. Mivel a Csebisev-egyenlGtlenség
miatt az LP- konvergenciabol kévetkezik a sztochasztikus konvergencia, ezért
azt mondhatjuk, hogy az fo 5) dS alaki sztochasztikus integralként elsallo
valoszintiségi valtozok egy reszhalmazanak 7 ara nulla. A harmadik fejezet-
ben szerepld sztochasztikus analizisben részletesen targyalasra keriil, hogy
milyen alaku folyamatok esetén biztosithaté a sztochasztikus integral 1étezé-
se, ugyanakkor joval kevesebbet tudunk arrol, hogy milyen tovabbi megkd-
tésekkel biztosithatd, hogy ne csak sztochasztikus konvergencidban, hanem
erésebb értelemben is, vagyis példaul az LP (2, A, P) térben is konvergaljon
az integral. Az ezt biztosité alkalmas feltételek esetén érvényes a kovetkezd

tétel:

1.9. Tétel (Derivativ arazis alaptétele). Ha valamely a T iddszakban esedé-
kes Hrp kifizetés Hr diszkontdlt értéke elddll

HT:)\+/T0(3)dS (1.1)
0
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14 1. A VARHATO JELENERTEK SZABALYA ES MARTINGALMERTEKEK

alakban, ahol az integrdl a 7 folytonossdgdt biztosito LP (2, A, P) térben kon-
vergens, akkmﬁ

Miként késsbb latni fogjuk, a tételben szerepld Osszefiiggés szokasos
kozgazdasagi megfogalmazasa az, hogy a Hr kifizetést sikeriilt 6nfinansziro-
z6 modon lefedezni. A tétel szerint az 6nfinanszirozé6 modon fedezett pénz-
iigyi tranzakciok jelen pillanatban érvényes ara éppen az indulé befektetés
koltségével azonos. A matematikai pénziigyek nem elhanyagolhaté technikai
problémai részben abbdl erednek, hogy mikdézben a sztochasztikus integréilas
természetes matematikai élettere az LC tér, addig a 7 arazo fiiggvények termé-
szetes élettere az LP tér. Az ebbdl eredd konfliktus szadmos nehéz 6rat okozott
és valoszintleg fog is még okozni a teriileten tevékenykedd kutatoknak.

Tovabbi kérdés lehet, hogy miként lehet a \ értéket kifejezni a Hp és a
Q segitségével, ahol Q az S egy tetszoleges martingdlmértéke. Ehhez ele-
gendd lenne azt biztositani, hogy a sztochasztikus integral egy tetszéleges Q
martingdlmérték szerinti varhaté értéke nulla legyen, vagyis hogy az integ-
ral martingal legyen a Q alatt. Ez a sztochasztikus integralads masik nehéz
technikai jellegl kérdésével fligg Ossze, amely szerint egy martingal szerint
vett sztochasztikus integral altalaban csak lokélis martingéal és nem valédi
martingal. Ha azonban a martingdlmérték egyértelmt, és a sztochasztikus
integral az LP (92, A, P) térben is konvergens, akkor ez a probléma nem lép
fel, ugyanis ilyenkor

n</OT9(s)ds> = EQ (/OTe(s)ds> =0,

kovetkezésképpen a nevezetes m (Hy) = EQ (FT) arazo képlet, vagyis a disz-
kontalt jelenérték szabaly ilyenkor teljesiil. Ha azonban a martingadlmérték
nem egyértelmi, akkor mivel nincsen semmilyen garancia arra, hogy a szto-
chasztikus integral a Q alatt nem valodi lokalis martingal, az integral varhato
értéke a Q alatt nem feltétleniil lesz nulla.

De ezzel nincsen vége a technikai jellegii probléméaknak. Miként donthe-
t6 el egy a T id6szakban esedékes Hyp kifizetéshez tartozo Hyp eléallithaté-e
megadott alakban? Elegendd-e ehhez az, hogy a Hp mérhets legyen a
S folyamat &ltal generalt filtracié valamely o-algebrajara nézve? Az ezt ga-
rantalo tételeket szokas integralreprezentacios tételnek mondani. Altalaban

6 Vegyiik észre, hogy formalisan nézve a 7 (Hr) kifejezés matematikailag értelmetlen,
ugyanis egy T idGszakban érvényes kifizetésre értelmeztiik, a m arfiiggvény pedig a
diszkontalt kifizetéseket tartalmazé L altéren definialt. Vegyiik észre, hogy legalabb-
is jel6lés szintjén, hallgatolagosan kiterjesztettiik a 7 értelmezési tartomanyat.
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1.2. MARTINGALOK ES A VARHATO JELENERTEK SZABALY 15

viszonylag enyhe feltételek mellett biztosithato, hogy valamely Hp rendel-
kezzen a kivant elgallitassal. Ugyanakkor a sztochasztikus integralok
konvergenciaja csak sztochasztikus konvergenciaban teljesiil, és mikor bizto-
sithat6 az integralok LP norméaban valé konvergenciaja?

1.10. Példa. Europai call opciok arazasa a Black—Scholes-modellben.

A matematikai pénziigyek felvirdgozasa nagyrészt a kévetkezd probléma-
bol szarmazik: Legyen adva egy S részvény. Mi lesz a T id6pontban esedé-
kes Hp = (S (T) — K)* kifizetés t = 0 id6pontban érvényes ara? Tegyiik,
fel, hogy az S alakulasat a Black—Scholes-modell irja le, és a fejezet alap-
feltevésének megfelelen tegyiik fel, hogy létezik a m arazéd fliggvény. Ter-
mészetesen meg kell mondani, hogy mi lesz a 7 arazo fliggvény L értelme-
zési tartomanya. A Black—Scholes-modellben hallgatolagosan azt tételezziik
fel, hogy az (2, A,P) mez6 éppen az S definiciojaban szerepls w Wiener-
folyamat T' id6pontig bezarolag valé megfigyelésébdl szarmazik, vagyis A =
=o{w(t) | t <T}. Megmutatjuk, hogy ezen az elegendGen sziik (€2, A) mér-
het$ téren a martingalmérték egyértelmid. A martingalmérték egyértelmiisé-
gét a mar emlitett integralreprezentacios tétellel lehet megmutatni. E szerint
a tétel szerint, ha egy & mérhets az A = o {w (t) | t < T} o-algebrara nézve,
és négyzetesen integralhatd, akkor elGallithato sztochasztikus integréalként.

T
E=X+ Xdw,
0
mégpedig oly moédon, hogy a sztochasztikus integral martingéﬂ Ugyanak-
kor ez sajnos nekiink nem elegendd, ugyanis nem a w, hanem az S szerint
vett integralként valo elGallitasra van sziikségiink, ezért a fenti elGallitas, bar
létezik, kozvetleniil hasznalhatatlan. Ahhoz, hogy az eldallitast az S szerint
is meg tudjuk tenni, meg kell mutatni, hogy alkalmas (Q,.4, Q) martingal-
mérték alatt egy a masik w modon jelolt Q mérték alatti Wiener-folyamattal
dS = 0Sdw, amely némiképpen tomor jelélés tartalma késébb, a sztochaszti-
kus integralas targyalasakor, vilagossa fog valni. Erdemes hangstlyozni, hogy
a w-ra valo attéréskor ugyancsak biztositani kell, hogy a w &ltal generalt
o-algebra azonos legyen a w altal generalt o-algebraval. Az integréalreprezen-
tacios tételt a w szerint hasznalva, a sztochasztikus integralokra vonatkozo
asszociativitéasi szabaly alapjénﬂ minden a Q mérték szerint négyzetesen in-
tegralhato € valtozora, felhasznéalva, hogy S > 0
o o

T T X _ T X _ T .
é-:)\"_/ de:)\‘f'/ jO’Sd@ZA‘i‘/ jdsé)\+/ 9dS
0 0 S 0 S 0
7 Miként latni fogjuk tobb kiilonbozs integralreprezentacios tétel is igazolhaté. A
gondolatmenet lényege, hogy az elSallitasban szerepld sztochasztikus integral valodi
martingal, nem csak lokalis martingal.

8 Egyenldre hasznaljuk forméalisan, a pontos tartalom késgbb részletesen kifejtésre fog
keriilni.
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16 1. A VARHATO JELENERTEK SZABALYA ES MARTINGALMERTEKEK

Mivel a & négyzetesen integralhatd a Q alatt, ezért az integralreprezentaci-
s tétel biztositja, hogy a sztochasztikus integral martingal. Specidlisan ha
most a ¢ korlatos, akkor az EQ (¢ | F;) martingal korlatos, igy az fot 0dS =

=EQ ( fOT 0ds | .7-}) folyamat szintén korlatos. Ha most R egy mésik martin-

galmérték, és x4 egy tetszdleges A € A halmaz karakterisztikus fiiggvénye,
akkor az integral elgallitasban szerepld integral olyan lokalis martingal az R
alatt, amely korlatos, ezért az R szerint is martingal. Az, hogy a sztochaszti-
kus integral az R alatt lokalis martingal, az abbol kovetkezik, hogy egyrészt
a mértékesere soran a sztochasztikus integralok nem valtoznak, masrészt az
S, a feltétel szerint, az R alatt is martingal, és a martingalok szerint vett
sztochasztikus integralok lokélis martingalok. Ebbél

Q(A) =EQ <A+/T9d5> = \=ER ()\—i—/TQdS) =R (A)

minden A € A esetén. Igy tehat a martingdlmérték az A o-algebran egyér-
telmi. Egyuttal persze azt is igazoltuk, hogy nincs a Q mértéken kiviil olyan
masik mérték, amely alatt a S esetleg lokalis martingal lesz, vagyis a Black—
Scholes-modellben az alapul vett Wiener-folyamat altal generélt o-algebran
nem csak a martingdlmérték, hanem a lokalis martingalmérték is egyértelmd.

O

1.11. Példa. Amerikai opciok arazasa.

Emlékeztetiink, hogy amerikai opcion olyan terméket értiink, amely Kkifi-
zetésének id6pontjat a termék birtokosa hatarozza meg. Példaul az amerikai
put opcidk esetén az opcio birtokosa altal megvalaszthato 7 id6pontban a ter-
mék értéke (K — S (7)), igy az opcio birtokosa ezt az dsszeget kapja meg.
Mivel a lehivas id6pontja utélag nem hatarozhaté meg a 7 megallasi idé6.
Amerikai opciok esetén tehat nem egy valoszintiségi valtozo a kifizetés, igy
kozvetleniil a 7 fiiggvény nem alkalmazhaté. Amerikai opcidk ardnak meg-
hatérozasakor abbol szokas kiindulni, hogy az elad6 a H (1) alaka véltozok
kozotti valasztas lehetGségét adja el, ahol H egy folyamat. Mivel a vevs a
H (1) valtozok koziil barmelyiket véalaszthatja, igy kézenfekvd, ha arként az
elado a 7 (H (7)) lehetséges arak szuprémumaét jeloli meg. Ha van Q egyér-
telm( martingal mérték, akkor az ar sup, 7 (H (7)) = sup, EQ (H (7)). Ha
van olyan 7* optimalis lehivasi id6pont, amelyre

supw (H (1)) = sgp ECQ (F (7')) = mTaXEQ (F (7')) = E@Q (F (T*)) ,

T

akkor a 7 (H (7)) a vevs altal is elfogadhato, ugyanis nem fog szisztemati-
kusan vesziteni. O
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2. fejezet

Az eszkozarazas alaptétele
diszkrét idéhorizonton

A matematikai pénziigyekkel valo ismerkedés folytatasat érdemes a véges,
diszkrét idShorizonton definialt modellekkel folytatni. A folytonos idéhori-
zont elmélet szamos olyan technikai bonyodalmat tartalmaz, amely a diszk-
rét idejd modellekben nem jelentkezik, igy a matematikai hattér a targyalasa
soran nem vonja el a figyelmet a teriilet tényleges kézgazdasagi mondaniva-
16jatol. Ez nem jelenti azt, hogy a modellek matematikai szempontbo6l nem
izgalmasak, s6t. A teriilet matematikailag is rendkiviil elegans és lényegében
a dualitdselmélet és a konvex analizis egy szellemes fejezetének tekinthetd.
A pénziigyeket forradalmasito alapvetd feltétel az arbitrazs hianyanak meg-
kovetelése. A fejezetben szerepld dualitasi tételek éppen ennek a feltételnek
a meglétét karakterizaljak a szeparacios tétel segitségével. A nincsen arbit-
razs” feltétel szokasos, koznapi megfogalmazasa a kockazat nélkiil nincsen
iizlet, vagy raforditas nélkiil nincsen eredmény kézmondésos bolcsessége. A
modern pénziigyi elmélet alapvetd gondolata, hogy ez az elv elegend§ alapot
szolgaltat a Q mérték létezéshez és a szarmaztatott termékek arazasahoz.
Az elmélet szerint a piacon megjelend termékek kozott nagyfokin redundan-
cia van. A redundancia miatt az egyes termékek arai szorosan Osszefiiggnek.
Mivel a termékek lényegében koltségek és korlatozas nélkiil egymasba transz-
formalhatok, ezért az egyetlen korlat, ami az arakat alakitja, hogy veszteség
lehet&sége nélkiil ne lehessen eredményt elérni. Vagyis a nincsen arbitrazs elv.
A fejezet legfontosabb allitasa annak igazolasa, hogy véges szamu idépontbol
all6 idGtartomény esetén ha a modell arbitrazsmentes és teljes, akkor a le-
hetséges kimenetelek szama véges. Vagyis ,jizgalmas” matematikai modellek
megfogalmazésahoz vagy a teljesség feltételét kell elhagyni, vagy az idGho-
rizont végességétsl kell eltekinteni. A nem teljes modellek esetén elGtérbe

17
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18 2. A7 ESZKOZARAZAS ALAPTETELE DISZKRET IDOHORIZONTON

keriilnek a hasznossagi fiiggvények, vagyis ilyenkor a modellekben explicit
modon nem megfigyelhet elemeket is be kell vezetni. Az idShorizont nem
véges volta esetén a modellekben fel kell hasznalni a sztochasztikus analizis
eszkoztarat.

2.1. A Dalang—Morton—Willinger-tétel

A matematikai pénziigyek talan legszebb éllitasa, a Dalang—Morton—Willin-
ger-tétel szerint véges és diszkrét idGhorizont esetén a nincs arbitrazs tulaj-
donsag sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy létezzen ekvivalens martin-
gélmértékﬂ A tétel tobb szempontbdl is figyelmre mélto: egyrészt rendkiviil
elegéns, masrészt végss soron a legaltalanosabb ilyen iranyu allités, ugyanis a
tételben szerepls egyetlen lényegi megkotés, a lehetséges idpontok végessé-
gének megkotése, nem ejthetd el. A Dalang—Morton—Willinger-tétel majdnem
azonos a joval egyszeritibb, Harrison—Pliska-tételnek is mondott elemi allitas-
sal. Az egyetlen eltérés, hogy ez utobbi allitasban a lehetséges kimenetelek
tere véges, vagyis az () alaptér véges szamu atombol all. A két allitas igazo-
lasa kozotti eltérés nagyrészt a tételben szerepld feltételekbdl ered, ugyanis
a Dalang-Morton—Willinger-tétel indoklasaban, az allitas természetébdl ere-
dGen, néhany elemi mértékelméleti megfontoléas nem keriilhetd el.

2.1.1. A tétel kimondasa

Az el6z6 fejezetben az L altér tulajdonsagait nem kiilondsebben specifikaltuk.
Most az L lineéaris teret joval konkrétabban megadjuk: Most az idShorizont
nem egyetlen egy idépontbdl, hanem 7' < oo szamu diszkrét idGpontbol all.
Igy a T nem csak egy idépontra, hanem az idSpontok szaméra is utal, a le-
hetséges id6pontok halmaza pedig a ¢t = 0,1, ..., T halmaz. Legyen (2, 4, P)
egy altalanos valoszintségi mezs. Miként latni fogjuk a P szerepe méasodlagos,
ugyanis aldbb az L° (Q, A, P) tér, vagyis az ekvivalencia osztélyok halmaza
jatsza a fészerepet, és az L° megadasahoz elegendé megadni a nullmértékd
halmazok N csaladjat. Minden egyes ¢ id6ponthoz rendeljiik hozz4, az addig
az id6pontig megfigyelhets esemeények F; halmazat. Vagyis (Q, F, P) jelolia ¢
id6pontig bezarolag bekovetkezett eseményeket megado valoszintiségi mezét.
Nyilvan F; C Fi41. A sztochasztikus folyamatok elméletében bevett termino-
logiat hasznalva az F = (]—"t)z;o tehat egy véges id6horizontt, de minden més
szempontbol tetszdleges filtracio. Legyen (S (t))f:() tetszdleges m-dimenzios
F-adaptalt folyamat. Miként kozismert, az adaptéltsag csak annyit jelent,
hogy minden t-re az S (t) vektor értékd valdszintiségi valtozo mérhets az J;
o-algebrara nézve. Az S (t) vektorokat mint a ¢ = 0,1,...,T id6pontokban

1 A pontos definiciokra még egy kicsit varni kell, de mar nem sokat.
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megfigyelheté m darab kereskedett pénziigyi eszkoz diszkontélt aranak idéso-
rat interpretaljuk. A jelen allapotot reprezentéald t = 0 id6ponttol eltekintve
az S (t) vektorok valoszintségi valtozok, ugyanis az eszkozok késsbbi értékét
nem ismerjiik. A pénziigyekben szokasos modon az eszkozokbdl portfolidkat
készithetiink. Az egyes eszk6z0k portfolioban levé nagysagat, vagyis a portfo-
li¢ silyokat a (6 (t))tT:1 sorozat adja meg. Erdemes felfigyelni arra, hogy a 6 (t)
indexe nem 0-t6l, hanem 1-t6l indul. Ennek oka, hogy a portfélio silyokat
mindig eldre meg kell adni. A 0 (t) értékét a t — 1 id6pontban mondjuk meg,
igy a 0 (t) nem F;, hanem F;_i-mérhets. A 6 sorozat ezen tulajdonsagéara
mint a 0 elérejelezhet&ségére szokas hivatkoznﬂ Vezessiik be az

T
Ré{H|H:Z<S(t)—5(t—1)a9(t)>}

halmazt, ahol 0 az elérejelezhets stratégiakon fut keresztiil, vagyis miként
jeleztiik a 0 (¢t) minden t-re F;_j-mérhetS. Az R az S (t) arfolyamok meg-
valtozasabol szarmazo lehetséges kumulalt arfolyamnyereségek halmaza. Az
analizisben megszokott médon L?|r jelolje a nem negativ valészintiségi valto-
z0k halmazat. Vezessiik be az A = R — LY, valamint a cl(A) halmazokat,
ahol a lezaras a sztochasztikus konvergencidban értendd, és az A definicio-
jaban a kivonas jel komplexus kivonast jelent. Diszkrét, véges idShorizont
esetén az ugynevezett eszkozarazas elsG alaptételének legaltalanosabb alakja
a kovetkezs:

2.1. Tétel (Dalang-Morton—Willinger). A modellben a kévetkezd dllitdsok
ekvivalensek :

1. AnLY = {0}.

2. Megadhato olyan Q wvaldszindség, amely ekvivalens az eredeti P valdszi-
niségi mértékkel, amelyre a dQ/dP Radon—Nikodym-derivdlt korldtos,
és amely mellett az S m-dimenzids martingdl.

Erdemes hangstlyozni, hogy a tételben szerepls elsé allitas azt jelenti,
hogy nincsen olyan (0 (15))th1 elérejelezhetd stratégia, amelyre

T
Y (St =S(t-1),0(t) >0

t=1

2 Barki felvetheti, hogy az elérejelezhet8ség definicioja némiképpen furcsa. Talan els
ranézésre logikusabb lenne, ha mindenhol a 6 (¢) helyett 6 (¢t — 1)-et irnank és a 6
folyamatot szintén adaptaltnak mondanank. A 6 el8rejelezhetéségének ily modon
valé bevezetésére a folytonos idéhorizonttal valé ,kompatibiltas” miatt van sziikség.
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és egy pozitiv mértékd halmazon az egyenlGtlenség szigori, vagyis nem lehet
pozitiv valdszintiséggel nyerni anélkiil, hogy pozitiv valoszintiséggel veszte-
nénk is. Ez kozgazdasagilag éppen az el6z6 fejezetben is emlitett nincsen
arbitrazs feltétel. Masképpen fogalmazva az elsé allitas szerint a modellben
nincsen arbitrazs.

2.1.2. Az L tér elemi tulajdonsagai

Emlékeztetiink, hogy az L° (Q, F,P) téren az F o-algebrara mérhets valo-
szintiségi valtozok halmazat értjiik. A tovabbiakban az (2, F, P) paramétert
elhagyjuk, és a valamivel egyszertibb L jelslést fogjuk hasznalni. A valdszi-
niiségi valtozokat a szokasos moédon a P valdszintiségi mérték szerint ekvi-
valencia osztéalyokba soroljuk. Az L téren a konvergenciat a sztochasztikus
konvergencia definialja. Emlékeztetiink, hogy a sztochasztikus konvergencia
metrizélhatdﬂ igy az LY részhalmazainak zartsagat elegendd szekvencilis
okoskodassal igazolni, vagyis egy Z C LY halmaz pontosan akkor zart, ha
minden a Z halmazbdl vett konvergens sorozat hatarértéke is a Z halmazban
van. A sztochasztikus konvergencia alapvetGen fontos tulajdonsaga, amely a
kés6bbi gondolatmenet alapjaul szolgal, hogy minden sztochasztikusan kon-
vergens sorozat tartalmaz egy majdnem mindenhol konvergens részsorozatot,
illetve, hogy a majdnem mindenhol val6é konvergencidboél kovetkezik a szto-
chasztikus konvergencia. Ennek megfelelgen egy Z C LY halmaz pontosan ak-
kor zart, ha a Z-bdl vett minden majdnem mindenhol konvergens sorozatnak
a hatéarértéke is Z-be esik. Masképpen fogalmazva az L° térben a zartsagot
szekvencialis gondolatmenettel tudjuk igazolni, mikézben az egyébként nem
metrizalhaté majdnem mindenhol valo konvergenciétﬁ hasznéljuk. Az LY tér
szamunkra kulcs tulajdonsagat a kdvetkezs kompaktsagi lemma tartalmazza:

2.2. Lemma. Legyen (n,) R™ értékd mérhetd figguvények egqy sorozata és te-
gytk fel, hogy a sorozat minden kimenetelre korldtos. Ekkor megadhatd olyan
(oK) egész értékd, szigorian monoton novd, mérhetd figguényekbdl dllo soro-
zat, amelyre az (g, ) sorozat minden kimenetelre konvergens. Mdsrészrél, ha

sup,, ||nn| = oo, akkor van olyan (ok) egész értékd, szigorian monoton né-
v8, mérhetd fiiggvényekbsl dllo sorozat, amelyre limy_, oo ||No, || = 00 minden
kimenetelre.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a Bolzano—Weierstrass tétel miatt a kimene-
telenkénti korlatossag miatt minden w kimenetel esetén trividlisan talalhato
olyan (0 (w)) szigorian monoton nivekedd sorozat, amelyre az (1y, () (w))
sorozat konvergens. A lényeges észrevétel, hogy a o) indexsorozat mérhets-
nek valaszthato. Legyen el6szor (1),) skalar értéki sorozat. A feltétel szerint

3 Kénnyen belathato, hogy a d (&,17) = E (|¢ —n| A1) egy alkalmas metrika.
4 Erdemes megjegyezni, bar ennek nincsen jelentésége, hogy a majdnem mindenhol
val6é konvergencia nem is topologizalhatoé.
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2.1. A DALANG-MORTON—WILLINGER-TETEL 21

az Moo = lim inf,, 7,, minden kimenetelre létezik és véges. Az (1, ) mérhetGsége
miatt az 7, is mérhetd. Legyen og = 0, és vezessiik be a

o 1
o = inf n>ak,1H77n—7700|§E

fliggvényeket. Elemi megfontoléasokkal azonnal belathatd, hogy a o; minden
k-ra mérhetd, illetve 1,, — 1. Kovetkezésképpen a lemma allitasa ilyenkor
teljestil. T6bbdimenziés esetben elGszor az els6 koordinatahoz készitsiik el a
részsorozatot, majd a mar megritkitott sorozat masodik koordinatajahoz ke-
ressiik meg a konvergenciat biztosito indexsorozatot. Az eljarast egymas utan
az Osszes koordinatakra megismételve a (oy) indexsorozatot egyszertd, véges
lépésbdl allo iteracioval megkaphatjuk. Az allitds méasodik felének indoklasa-
hoz elegendd a
on = inf {n > op_y | [nall > k)

sorozatot venni. O

A lemma kozvetlen kovetkezménye, hogy a véges szamu elem altal generalt
agynevezett véges kiipok zartsagara vonatkozo kozismert tétel atvihets véges
dimenzios terekbél az L (F,P) térbe.

2.3. Lemma. Legyenek f1, fo,..., fm valamely A o-algebra szerint mérhetd
tetszdleges fligguények. Tegyiik fel, hogy F C A és tekintsik az

L= {f | fZZfi%, ©i eLO(]-",P)}
=1

linedris teret. Az L az L° (A, P) zdrt altere.

Bizonyitds. Vegyiink egy [, € L sorozatot, és tegyiik fel, hogy [, — I,
ahol a konvergencian a majdnem mindenhol val6 konvergenciat értjiik. Az
l, € L feltételbdl meg kell mutatnunk, hogy I, € L. Vektor jeldlésre at-
térve az L definicidja szerint I, = (g,yn), ahol g = (f1,f2,.-., fm) &8

Yn = (ngn), gpén), ceey cp%l)) , valamint minden n-re az y,, F-mérhets. Vegyiik

észre, hogy a bizonyitas nehézsége pusztan abbol all, hogy az (I,,) konvergen-
cidjabol nem kovetkezik az (y,) konvergenciéjaﬂ Ugyancsak vegyiik észre,
hogy elegendd belatni, hogy az (y,) sorozatnak van az elsg lemma értelmé-
ben konvergens részsorozata, ugyanis ha alkalmas részsorozatra y,, — Yoo,
akkor az y., F-mérhets, ugyanis a lemma altal biztositott (y,, ) részsorozat
tagjai F-mérhetGek, és

<g,y0k> — <gvyoo> = loo

5 Erdemes hangstlyozni, hogy pontosan ez a probléma 1ép fel akkor, amikor a véges
dimenzios terekben azt kell igazolni, hogy minden véges kup, vagy egy altér zart. Az
alabbi bizonyitas ezen az igen fontos allitas bizonyitasanak kozismert Gtletére épiil.
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A konvergens részsorozat létezéséhez elegendd belatni, hogy az (y,,) sorozat
megvélaszthato gy, hogy a sorozat majdnem minden kimenetelre pontonként
korlatos. Legyen Q1 az Q azon részhalmaza, ahol ez nem teljesiil. Mivel (yi)
F-mérhets ezért €y szintén F-mérhets. A részsorozat megkonstrudlasanak
céljabol az Q1 halmazon az

Ly (w) = <g (w) » Yn (w»

egyenlGséget osszuk végig az ||y, (w)|| sorozattal:

In (W) B w Yn (w)
Tom @~ <g( ) |yn<w>|>'

Az (yn (W) / |lyn (w)]]) sorozat korlatos, igy az €l6z6 lemma szerint van mér-
het6 modon indexelt konvergens részsorozata. Természetesen el6fordulhat,
hogy a kivalasztott részsorozat bizonyos kimenetelekre korlatos. Ezen kime-
netelek halmaza ismételten F-mérhets. Ezeket a kimeneteleket toroljiik az
Q7 halmazbol, és térjlink at a lemma masodik felében szerepls részsorozatra.
A megmaradt kimenetelekre ||y, (w)|| = oo. Erre a részsorozatra attérve az
;-halmazon
ls,, (w)

1Y, (@)
ugyanis a szamlalé konvergens a nevezd pedig végtelenbe tart. Az Q; € F
halmazon ez azt jelenti, hogy van egy olyan viltozd, nevezetesen uo,, amely
F-mérhet6 és amelyre

— 0

<g(w>7uoo (UJ)>:O7 OJEQ]_

Az uoo (w) € R™ vektor egységnyi hosszu vektorok hatarértéke, igy nem lehet
azonosan nulla egyetlen w € 7 esetén sem. Igy minden w € y-re az

gW)=(fi (W), f2(W)s- s fn (@)

egyik koordinataja, természetesen minden w-ra esetleg mas és mas, kifejezhe-
t6 a tObbi segitségével. A lényeges gondolat az, hogy amikor a g valamelyik
koordinatajat az €2;-en kifejezziik a tobbivel, akkor a stlyok F-mérhetGek. A
kifejtéseket az

lo, (w) = (9 (W), Yo, (W)

egyenléségbe visszahelyettesitve feltehetd, hogy az 21 halmazon minden w-ra
az Yy, (w) koordinatai koziil csak m—1 stly nem nulla, mikdzben az €; komp-
lementerén az y,, korlatos és az w +— ¥y, (v) (w) fiiggvények F-mérhetSek.
Ha az igy kapott stulyok halmaza még mindig nem korlatos, akkor az eljarast
megismételjiik. Vagyis 1étezik egy Qo C Qy pozitiv mértékd halmaz, amely-
hez mar van olyan (y,, ) részsorozat, amely az Qs komplementerén korlatos
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2.1. A DALANG-MORTON—WILLINGER-TETEL 23

és amelynek az 5-6n mar legfeljebb csak m — 2 koordinataja nem nulla.
Utols6 1épésként mar csak egyetlen koordindta marad, vagyis feltehets pél-

daul, hogy 1, = flwgn). Ilyenkor a gogn) (w) csak akkor lehet nem korlatos,

ha az f; (w) nulla, de ilyenkor a gp(ln) is valaszthaté nullanak, vagyis ha €,

jeloli azt az F-mérhetS halmazt, ahol a (gpgn)> nem korlatos, akkor a (npgn)>

sorozat helyett a ((pgn)Xan) sorozatot véve a (y,) sorozat F-mérhetd marad

és korlatos lesz. Mivel az eljaras véges lépésben befejezddik, ezért feltehetd,
hogy az (y,) sorozat korlatos, amivel az L zartsagat igazoltuk. O

A nincsen arbitrazs feltétel a kovetkezd lemmaban jatszik szerepeiﬂ:

e

2.4. Lemma. Jeldlje LY (A, P) az el6z6 lemmdban szerepls A o-algebrdn
nem negativ vdltozok halmazdt. Ha az el6zd lemmadban szerepld L altérre

LNLY (A P)={0},

akkor az
A=L-L% (AP)

kip zdrt az L° (A, P) térben.

Bizonyitds. A lemma bizonyitasa az el6z6 lemma bizonyitasédnak értelemsze-
ri modositasaval kaphato. Az 1, = (g, y,) egyenlSség helyett az

Gnp = <gayn> —Tn

egyenlGséghdl kell kiindulni, ahol 7, > 0. A végigosztas, illetve a konvergens
részsorozatra valo attérés utan az (1., /||ys, (w)||) sorozat sziikségszertien
konvergens, ugyanis az egyenlGségben szereplé masik két sorozat is konver-
gens. Az  el6z6 lemmaban szereplé megfelels )y részhalmazain érvényes
a

0:<gvyoo>_roc>7 Too = 0

felbontas, ahol értelemszertien ro, jeloli az (v, / ||yo,, (w)||) sorozat hatéarér-
tékét. Ertelemszertien

<97 yooXQk.> = Too XQy -

Ebbdl, felhasznélva, hogy az yoxq, valtozo F-mérhets az L N LY (A, P) =
= {0} feltétel miatt rooxq, = 0, vagy ami ugyanaz, az € halmazon az r
nulla, igy a (g, yoo) is nulla, mikézben az y,, nem nulla, vagyis a g nem nulla
koordinatainak szama ismételten csdkkenthets. Ebb6l az allitas indoklasa az
el6z6 lemma gondolatmenetét megismételve mar evidens. O

6 Vegyiik észre, hogy ebben a lemmaban az el6z8 fejezet végén bemutatott zartsagi
problémét oldjuk fel.
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2.5. Példa. Az A zartsaga a nincsen arbitrazs feltétel nélkiil nem igaz.

Az ellenpélda a kovetkezs: Legyen Q = [0,1], F legyen a trivialis o-algebra,
A legyen a Borel-mérhet6 halmazok o-algebraja és legyen f (w) = w. Legyen

() = nw, haw <1/n
In @)= 1, haw > 1/n "

Trividlisan g, < n - f € L, vagyis g, € A. Nyilvan g, — 1. Ugyanakkor
1¢ A, ugyanis mivel az F a trivialis o-algebra, ezért az F-mérhet6 fiiggvények
majdnem mindenhol konstansok, igy minden a € A esetén van olyan m, hogy
majdnem minden w-ra

aw)<m- f(w)=m-w,

ami a konstans a = 1 esetén nem teljesiilhet. O

2.1.3. A Kreps—Yan szeparacios tétel

A tétel bizonyitasa a végtelen dimenzios szeparécios tételre épiil. A véges
dimenziés esetben a tétel bizonyitasakor elegendd az

Ré{H|H:i<5(t)—5(t—1);9(t)>}

t=1

és az R’ konvex halmazokat elvilasztani. Az altalanos esetben, a nehézségek
abbdl erednek, hogy ilyenkor két konvex halmaz csak akkor valaszthato el, ha
az egyiknek van belsé pontja. Az L' térben azonban a nem negativ valtozok
halmazanak nincsen bels§ pontja. Ezt orvosolja a kovetkezd lemma.

2.6. Lemma (Kreps—Yan). Legyen (2, A, P) tetszéleges valdszindségi mezd.
Legyen C a mezdn értelmezett integrdlhato fiigguényekbsl dlle L' (Q, A, P)
tér olyan zdrt, konvex kipja, amelyre C' D (—L}r) és C N LY = {0}. Ekkor
az (R, A) téren létezik olyan Q valdszindségi mérték, amely ekvivalenﬂ az
eredeti P valdszindségi mértékkel, és amelyre

dQ o
dip EL 5
valamint
dQ p [ dQ
EQ(¢c) = = ——=JdP =E < )
(c) /chQ /chPd (ch <0, VeeC

7 Emlékeztetiink, hogy a P és a Q ekvivalencidja definicié szerint azt jelenti, hogy
P (A) = 0 pontosan akkor, ha Q (A) = 0, vagyis a nulla valészintiségli események
halmaza a két mérték esetében egybeesik. Természetesen a P és a Q pontosan akkor
ekvivalens, ha a dQ/dP létezik és pozitiv. A dQ/dP mindig normalizalhatod, vagyis
feltehetd, hogy a Q is valoszintiségi mérték.

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

2.1. A DALANG-MORTON—WILLINGER-TETEL 25

Bizonyitds. Az L' dudlisa L® tehat az L' téren értelmezett folytonos, linearis
funkcionélok alkalmas L™ fliggvény segitségével integralként reprezentalhato-
ak, vagyis minden az L' téren értelmezett z folytonos, linearis funkcionalnak
egyértelmiien megfeleltethetd egy olyan, szintén z-vel jelolt L°°-beli elem,
amelyre tetszéleges | € L' esetén

(z,1) z/z-ldP.
Q

Legyen Z az olyan z folytonos, linearis funkcionalok halmaza, amelyekre
(2,C) < 0. Mivel C D (—LY) ezért a (z,C) < 0 egyenlStlenség miatt
<Z,L}r> > 0, kovetkezésképpen z > 0 majdnem mindenhol. Mivel 0 € Z,
ezért Z # (. Jeldlje Y a Z elemeinek tartohalmazaibol 4ll6 halmazt, vagyis
Y € Y, ha van olyan z € Z, hogy Y = {z > 0}. Trividlisan az ) zart a
megszamlalhato egyesitésre, ugyanis ha z, € Z, akkor alkalmas «,, pozitiv
konstansokkal » " anz, € Z. Ha

Ao =sup{P (Y) | Y € YV},

akkor van olyan (Y;) C Y sorozat, amelyre P (Y,) 7 Ao. Az altalanossag
megszoritasa nélkiil feltehets, hogy az (Y,,) monoton ng, és miként az imént
megjegyeztiik, Yo = U,Y, € Y, tehat P (Yy) = Ag. Az allitast belatjuk,
ha megmutatjuk, hogy A¢ = 1, ugyanis akkor taldltunk egy olyan zy € Z
elemet, vagyis egy olyan zo € L™ fliggvényt, amelyre (2o, C) < 0, és amelyre
P (z9 > 0) = 1. Ilyenkor a
. dQ
20 = ——

dp
véalasztas mellett a lemma allitasa teljesiil.

Tegyiik fel, hogy P (Yp) < 1, és vegyiik az = = xy,¢ € L} \ {0} fiiggvényt.
Mivel a C zart, konvex halmaz és a lemma C N LY = {0} feltétele miatt
x ¢ C, ezért a végtelen dimenzios szeparacios tétel, a Hahn—-Banach-tétel,
szerint talalhato az L' téren értelmezett olyan z, folytonos, linearis funkcio-
nal, amelyre

(2g, ) > (2g,¢), ceC. (2.1)

A C kup, igy ha (z;,c¢) > 0 valamely ¢ € C elemre, akkor (z;,s-¢c) / oo
ha s 7 oo, igy az szeparacios egyenlStlenség nem teljesiilhet. Ebbgl
kovetkezGen

(24,¢) <0, ceC.

Tetsz6leges B € A esetén xp € Ll+7 ezért z, > 0, ugyanis ha egy pozitiv
mértékid B halmazon z, < 0, akkor a —sxp € —Ll+ C C halmazon

(20, =S XB) = —s/ 2z dP > 0,
B
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ami az s novelésével ismét tetszélegesen naggya tehets. Kovetkezésképpen az
szeparacios egyenlStlenség ismét nem teljesiilhetne. Mivel 0 € C, ezért
(2o, ) > 0, vagyis fQ zzxdP > 0, tehat a z, tartdja egy pozitiv mértékd
halmazon belemetsz az x = xyg tartojaba, vagyis a z, az Yy halmaz egy
pozitiv valészintiségl részhalmazan pozitiv. Ebb6l kévetkezGen egyrészt

(20 + 22, C) = (20, C) + (22, C) <0

masrészt zg + 2z, > 0 és a zg + 2z, tartéja nagyobb, mint Yy, ami ellentmond
a P (Yp) maximalitasanak. O

2.1.4. A tétel bizonyitasa

Végezetiil ratérhetiink a Dalang—Morton—Willinger-tétel bizonyitaséra.

1. Tegyiik fel, hogy teljesiil a nincsen arbitrazs feltétel. Megmutatjuk, hogy
ebbdl kovetkezik az ekvivalens martingalmérték létezése. Az allitast T szerinti
indukcioval igazoljuk.

Legyen T' = 1. Megjegyezziik, hogy tetsz6leges véges sok ny, valtozo esetén
a P valoszintiségi mez§ megvalaszthato gy, hogy az 7 valtozok integralha-
toak lesznek. Elég példaul a P helyett a

P’ (4) £ a /A exp (— [|n]) 4P

P-vel ekvivalens teret venni, ahol y = max |ng| < co. Az Gj mérték mellett
az m varhato értéke

/Q e exp (— [n])) dP

lesz. Az xexp (— |z|) fliggvény korlatos, vagyis integralhato, az attérést biz-
tositd acexp (— ||n]]) Radon-Nikodym-derivalt korlatos. A korlatossag miatt a
mar integralhat6 valtozok integralhatéak maradnak, igy az eljaras tobbszor
egymés utan is megismételhets. Mivel a tételben szerepld allitasok érvény-
ben maradnak, ha ekvivalens valoszintségre tériink atﬂ ezért az altalanossig
megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy az S folyamat minden id&szakban in-
tegralhato. Mivel az L!-ben valé konvergenciabol kovetkezik a sztochasztikus
konvergencia, ezért a C' = AN L' kip az A sztochasztikus konvergencidban
valo zartsiga miatt zart az L' térben, és a nincsen arbitrazs feltétel szerint
C ﬁLi = {0} . A Kreps—Yan szeparacios tétel alapjan van olyan Q ekvivalens
mérték, amelyre a dQ/dP € L, és amelyre

EQ(c) <0, ceC.

8 A sztochasztikusan konvergens sorozatok pontosan azok a sorozatok, amelyek bar-
mely részsorozata rendelkezik, ugyan ahhoz a valtozéhoz konvergald, majdnem min-
denhol konvergens részsorozattal. Ekvivalens mértékek esetén a majdnem mindenhol
konvergens sorozatok halmaza nyilvan azonos.
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Specialisan, ha vessziik a ¢ = £[S (t) — S (¢t — 1)] 0 (¢) elemeket, ahol a 6 (t)
Fi_1-mérhet6 és korlatos, akkor

EQ((S(t)—S(t—1),0(t)) =0.

Ha 6 (t) = xr ahol F' € F;_1, akkor

/S(t)fS(tfl)dQ:O.
F

Az S integralhaté a P szerint, és mivel a Radon—Nikodym-derivalt korlatos,
ezért a Q szerint is integralhato, igy az integralok szétszedhetdk, vagyis

/ S (t)dQ :/ S({t—1)dQ, F &€ Fi_.
F F
A feltételes varhato érték definicidja szerint

EQ(S(t) | For) =S (t - 1),

vagyis az S martingal a Q alatt, igy a Q az S ekvivalens martingalmértéke.

Tegylik fel, hogy az allitast mar 7" — 1 esetén igazoltuk. Vilagos, az ere-
deti modellre feltett nincsen arbitrazs feltételbsl kovetkezik, hogy a nincsen
arbitrazs feltétel az idGtartomény tetszéleges részintervalluméra is igaz, igy
at=0/1¢ésat=1,...,T id6periodusokra is. Jelolje Q; a t = 0,1 idGszakra
kapott martingalmértéket és legyen Qo at = 1,...,T idGszakra kapott mar-
tingélmértékﬂ T = 1 esetén az allitast mar igazoltuk, igy az indukcios feltétel
miatt a Q; és Qo mértékek léteznek. A nincsen arbitréazs feltétel teljesiilése
trivialisan nem fiigg az ekvivalens mértékceserétdl, ezért az allitast a (2, F1, P)
helyett alkalmazhatjuk a (€, F1, Q2) mértéktérre is, igy a dQ1/dQ2 derivalt
korlatos. A Q mérték derivaltjat definialjuk a

1Q . Q. dQ,

dP  dQ, dP
szorzattal. Ez azt jelenti, hogy

L [dQidQs o [ dQu
Q“)—A@W“’—Adqﬂ%-

Mivel a dQ/dP trividlisan pozitiv és korlatos, ezért elegends azt megmutatni,
hogy a Q valéban martingalmérték a teljes t = 0,1, ..., T idGtartomanyon. Az
S-18] feltehets, hogy a P alatt integralhaté volt és mivel a dQ/dP korlatos,

9 Az id8szak T — 1 kereskedési periodust tartalmaz.
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ezért az S integralhato a Q alatt is. Legyen F' € Fy. Felhasznélva, hogy a Q;
martingalmérték a t = 0,1 idGtartoméanyo

/S )dQ = /S —dP /(S(l)iﬁéi)dQQdP—
/S()Zglsz [ swdqi = [ s©de -
STy e

- [ soaa

E? (S (1) | Fo) = 5(0).

vagyis

Legyen most ¢t > 1. A dQ;/dQ2 korlatos és a konstrukcié miatt Fi-mérhetd,
igy Fi-mérhets, ugyanis t > 1, igy ha F' € F;, akkor, a korlatossag alapjan
hasznalva a kiemelési szabalyt

_ Q1 6. _
/FS(t+1)dQ—/FS(t+1)dQ2dQ2_

_ Q2 & ) —
/FE (S(t+1) o | F) 4

dQ1 q, _

/Zg; (14Q: = [ s(®)dq,

kivetkezésképpen az (S (t))tT:O martingal a Q alatt.

2. Tegyiik fel, hogy van olyan Q a P-vel ekvivalens mérték, amely mellett
az S martingal. Ha h € AN LY, akkor van olyan 6 el6rejelezhets stratégia,
amelyre

T
0<h Z S(t—1),0(t)). (2.2)

Elegend$ megmutatnunk, hogy

T
0<E®(h <EQ<Z t—1)0()>>:0.

t=1

10 Az (©, F1) mérhets téren kell a szamolast elvégezni.
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2.1. A DALANG-MORTON—WILLINGER-TETEL 29

Amibdl a h > 0 felhasznalasaval a h Q-majdnem minden kimenetelre nulla.
Mivel a P és a Q ekvivalensek, ezért a h P-majdnem mindenhol is nulla, igy
teljesiil a nincsen arbitrazs feltétel.

A bizonyitasban némi technikai bonyodalmat jelent, hogy a 6 (t) straté-
giak nem feltétleniil korlatosak, igy a feltételes varhato értékben a kiemelési
szabaly kozvetleniil nem hasznalhato, s6t még azt sem tudjuk, hogy az egyes

() =S5@-1),0()

szorzatok integralhatoak, igy azt sem tudjuk, hogy az Gsszeg integralja vehe-
t6-e tagonként vagy sem. Ez a kovetkezd gondolatmenettel orvosolhatéd: Le-
gyen € > 0 tetszbleges. A sort szorozzuk be x (|6 (1)|| < n)-nel. Az
egyszeriibb jelolés kedvéért legyenek h és @ a mar beszorzott kifejezések. Igy
feltehetd, hogy a 6 (1) korlatos. Tetsz6leges n-re a x (|0 (1)|| < n) fiiggvény
Fo-mérhetd, igy az Gj 0 stratégia elérejelezheté marad. Az S Q-martingal
tulajdonsaga szerint

Vegyiik észre, hogy a kiemelési szabalyt azért hasznalhattuk, mert a 6 (1)
fliggvény az elbrejelezhetéség miatt Fo-mérhets és természetesen korlatos.
Ebbdl kovetkezGen az EQ szerinti varhato értékben az osszeg szétszedhetd és

T
0 <E®(h) <E?((S(1)-5(0),0(1)))+E® <Z (S(t)=8(t-1) 79(t)>> ;
ahol az els varhato érték nulla. Tekintsiik tehat az
T
0 < EQ (h) < EQ <Z<s<t> ~S(t- 1>,0<t>>>

t=2

egyenlStlenséget. Szorozzuk be a (2.2) sort most x (|6 (2)|| < n)-nel. A ma-
joralt konvergencia tétel miatt

lim E?((S (1) = $(0),0 (1) x (10 (2)] <n)) =0,

n—oo
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igy van olyan n, hogy
E? (hx (/16 (2)] <)) <
0(1

<SEQ((S(1) = 5(0),0 (1) x (102l <n)) +

+EQ<§) S(t-1), (ﬂxm9@WSnD><
t=2
;+ﬂ%§jww—su—nﬂ@uuwwsm0=
t=2
= Z+E(S(2) - 51).0@)x (16 )] <n)+
T
+EQ< <sw—su—nﬁunﬂwmnsm0=
t=3 .
+E° (2) S(t-1), <wxmwm<n»>.
t=3

Az eljarast folytatva megmutathato, hogy alkalmas n-re

E® (hHX 16 (¢ |<n)> <e.

t=1

A monoton konvergencia tétel miatt EQ (h) < &, amib6l, mivel az ¢ > 0
tetszéleges, EQ (h) = 0. O

2.2. A piac teljessége, az eszkozarazas masodik
alaptétele

A szarmaztatott termékek arazaséval kapcsolatos igen fontos fogalom a tel-
jesség fogalma. A teljesség fogalma azt jelenti, hogy a jovébeli kovetelések
kivétel nélkiil fedezhetdek:

2.7. Definicié. Azt mondjuk, hogy az S eszkozar folyamat altal definialt
piac a t = 0,1,2,...,7T idShorizonton teljes, ha tetsz6leges Hr Fp-mérhets
val6szintiségi valtozohoz talalhatd olyan

0 @), t=1,....,T

elérejelezhetd stratégia és A valés szam, hogy

HT—A+§: S(t—1).0(1).
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ahol az egyenlGség valdszintiségi valtozok kozott érvényes, vagyis majdnem
minden kimenetelre teljestil.

2.8. Tétel (Az eszkozarazas masodik alaptétele). Tegyiik fel, hogy az (S (t)),
t =0,1,...,T eszkézdr folyamat dltal definidlt piacon nincsen arbitrdzs. A
modell pontosan akkor teljes, ha a martingdlmérték az (0, Fr) téren egyér-
telmd.

Bizonyitds. Az allitas bizonyitasa két részbsl all.

1. Tegytlik fel, hogy a piac teljes és legyenek Q és R két kiilonb6z6 mar-
tingalmérték. Mivel a két mérték kiilonbozs, ezért van olyan F' € Fr, hogy
Q(F) £ R(F). A feltételezett teljesség miatt van olyan (6 (75))th1 m-dimen-
zi0s el6rejelezhetd stratégia, hogy

= Z S(t—1),0(t)). (2.3)

A bizonyitas alapgondolata, hogy mind a két oldalon alkalmazzuk a Q és R
mértékek szerinti varhato érték operatorokat. A gondolatmenet kulcsa, hogy
tetsz6leges P martingalmérték esetén

T
EP (Z (S(t)—S(t— 1>,9(t>>> —0, (2.4)
t=1
amibdl
Q(F) =A=R(F)

ami lehetetlen. A sor igazolasaban ismét gondot jelent, hogy mivel a 6
stratégiak nem feltétleniil korlatosak, ezért sem a kiemelési szabalyt, sem az
integral additivitasat nem tudjuk kozvetleniil hasznalni. Vegyiik észre azon-
ban, hogy az 6sszeg integralhat6. Miként kordbban, ha az 6sszeget beszoroz-
zuk a x (]|6 (1)|] < n) kifejezéssel, akkor a 6 (1) x (|0 (1)|| < n) korlatossaga és
az S (1) — S(0) integralhatosiga miatt az

(§(1) =5(0),6 W) x (16 MW <n) (2.5)
integralhato lesz. Ebbdl kovetkezben a
(s St=1),0@)x(I0W) <n) =Y (S S(t—=1),v ()
t=2 t=2

is integralhato és a 1 valtozok eldrejelezhetéek maradnak. Az S martingal
tulajdonsaga és a 0 elérejelezhetGsége miatt az (2.5)) varhato értéke nulla lesz.
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Az eljarast az el6zé alpontban mar bemutatott moédon folytatva megmutat-
hato, hogy tetszbleges € > 0 esetén van olyan n, hogy

<

E” (Z (S =S@E=1),0)x 0@ < n)))

t=1

<EF (ZI St=1),0@) x (0@ < n))l) <e

t=1

Mivel az 6sszeg integralhato, ezért ha n * oo, akkor a majoralt konvergencia
tétele alapjan

<e.

EP<§:@@)—S@—U7WﬂO

t=2

Mivel € tetszoleges, ezért az (2.4) sor teljestil.

2. Tegyiik fel, hogy a piac nem teljes. A feltétel szerint a piacon nincsen
arbitrazs, igy van olyan Q mérték, amely mellett az S folyamat minden ko-
ordinataja martingél. Definici6 szerint legyen

{A+§: t—1)9(»},

ahol 0 tetsz@leges el6rejelezhet portfolio és A tetszdleges valos szam. Mivel
a piac nem teljes, ezért L # L% (Q, Fr, Q). Legyen Hp egy olyan kovetelés,
amely nem allithat6 el§. Mivel a Hp-val egylitt is csak véges sok valdszintisé-
gi valtozo szerepel a modellben a P valoszintiségi mérték ismét kicserélhets
gy, hogy a modellben szerepl§ Gsszes valtozo integralhatod legyen. Emlékez-
tetlink, hogy az els6 alaptételben az arbitrazs hidnya miatt létez6 martin-
galmérték Radon-Nikodym-derivaltja korlatos. Igy feltehets, hogy nem csak
az (S (t))z;l, hanem a Hrp is integralhato a Q martingdlmérték alatt. Megmu-
tatjuk, hogy az L zart az L' (Q, Fr, Q) térben. Alabb egy kiilon lemméaban
belatjuk, hogy az

T
R= {H H= Z t1)0()>}

az L0 egy zart altere. A Markov-egyenlStlenség miatt az L'-ben valé konver-
genciabol kovetkezik a sztochasztikus konvergencia, igy az R N L' zart altér
az L'-ben. Valoszintiségi mértékekrol lévén sz6 1 € L', igy ha az egyszertiség
kedvéért tovabbra is L jeloli az L és az L' metszetét, akkor az L felirhato
mint egy zart R altér és egy egy-dimenzids altér Ssszege. Ha 1 € R, akkor
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készen vagyunk ugyanis ilyenkor L = R és az L = R zart. Ha 1 ¢ R, akkor
minden [ € L felirhat6é [ = A1 4+ r alakban. Ha [,, — [, az L altérben, akkor
egyedill az okozza a problémat, hogy nem tudjuk, hogy az (I,,)-hez tartozo
(A\n) sorozat korlatos, vagy sem. Legyen d az R és az 1 tavolsaga. Mivel az R
zart és 1 ¢ R, ezért d > 0. Az (1) sorozat konvergens, {gy korlatos is. Legyen
c az (l,) sorozat korlatja. Mivel az R altér, ezért ha r, € R, akkor

'n
(-5)en

= |/\n|

igy
c> |/\n1 +7"n| = |/\n|

Tn
1 —_—
+ X\,

Tn
1— (-2 >
( M)‘—M“d

amibdl felhasznalva, hogy d > 0
> [Anl,

vagyis a (Ay,) sorozat korlatos. Ezért a (),) szamsorozatnak van konvergens
részsorozata. Erre attérve feltehets hogy a (A, 1) sorozat konvergens. Mivel az
Osszeg konvergens, ezért az (r,,) sorozat is konvergens. Mivel az R zart ezért
az (r,) hatarértéke az R-ben van, és igy a (A,1+r,) egy részsorozatanak
hatarértéke az L-ben van. Kovetkezésképpen a (\,1 + r,,) hatarértéke is L-
ben van.

Mivel a Hy ¢ L is integralhato, ezért van olyan eleme az L' térnek, amely
nincsen benne az L zart altérben. A Hahn—Banach-tétel miatt van olyan z €
€ L* (Q,Fr,Q), amely elvalasztja az L alteret és a Hr valtozot. Mivel az
L altér, ezért az elvalasztd sikot megado z € L™ fliggvényre

@UélkwMQ:EQ@Jﬁﬂ,leL (2.6)

Mivel a ¢ (t) =0 és A = 1 egy lehetséges elrejelezhets stratégia, ezért

(z,l)é/ﬂz'ldQ:/deQ:O.

Legyen

o

g=1+

z
>0
2|zl ’

o0

és definialjuk az

R(4)* [ giq
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mértéket. A g = dR/dQ feliilrdl korlatos és nagyobb vagy egyenld mint egy
pozitiv szdm, igy a két mérték alatt az integralhato valtozok megegyeznek.

Vilagos, hogy g > 0, és
E€ (2)

tehat az R egy ekvivalens valoszintiségi mérték. Mivel tetszGleges 6 el6reje-
lezhetd folyamatra a A = 0 mellett

T
D (S -S(t—-1),6() €L,

t=1

ezért ha a 6 korlatos, akkor a (2.6) sor felhasznalasaval

ER <Z<S(t)—5(t—1)79(t)>> =

- BQ <Z<S(t)—5(t—1),9(t)> <1+2|j||>> -
— E° <i<5(t)—5(t—1)’9(t)>>'

Mivel az S martingal a Q alatt, és a 6 eldrejelezhetd, ezért a jobb oldali
kifejezés, tetszGleges korlatos 6 esetén nulla, ezért a bal oldal is nulla. Ha a 6
azonosan nulla kivéve a t — 1 id6pontban, ahol az értéke y g, ahol F € F;_1,

akkor
ER((S(t) =S (t—1))xr) =0,

ami nem méas mint
/ S(t)dR:/ S(t—1)dR,
F F

vagyis a feltételes varhato érték definicioja alapjan

ER(S(t)| Fo1)=S(t—1).
Tehat az S folyamat az R # Q mérték esetén is martingal, kovetkezésképpen
a martingadlmérték nem egyértelm. O

2.9. Lemma. A bizonyitdsban szerepld R halmaz zdrt a sztochasztikus kon-
vergencia topoldgidbar ).

11 Az allitashoz nincsen sziikség a nincsen arbitrazs feltételre.
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Bizonyitds. A bizonyitas a T idSperiodus szerinti indukciora épiil. Ha T =
= 1, akkor a fenti 2:3] lemma szerint az R halmaz zart. Ha T > 1, akkor
R = XI_ R (t), ahol mindegyik R (t) egy-egy zart altéﬂ Legyen a,, € R
és ap, — Goo. Meg kell mutatni, hogy a € R. Mivel minden sztochasztikusan
konvergens sorozatnak van majdnem mindenhol konvergens részsorozata, fel-
tehets, hogy az a, — a konvergencia majdnem mindenhol értelemben is
teljesiil. Természetesen a,, = %L ja, (t), ahol a, (t) € R(t). A bizonyitis
probléméja az, hogy nem tudjuk az egyes (a, (t)) sorozatok, kiilon-kiilén va-
16 konvergenciajat, illetve nem tudjuk az a,, (t)-hez tartozo (6., (t)) sorozatok
konvergenciajat. Tegyiik fel, hogy a t = 2,3,...,T indexekhez tartozo R (t)
halmazok T — 1 tagbdl all6 6sszegérsl mar tudjuk hogy zart. Ezen indukcios
feltevés miatt elegendd beldtni, hogy az (an, (1)) sorozatnak van (ay, () (1))
konvergens részsorozata, ahol az ny (w) fiiggvények Fp-mérhetéek. Ilyenkor
mivel a teljes T tagn 6sszeg konvergens a T'— 1 tagti maradék is konvergens és
a hatarértéke az indukcios feltétel miatt eleme a T — 1 tagi halmazdsszegnek,
amibol kovetkezSen az R zéart. Els6 1épésben az ) alapteret két Fy-mérhets
része bontjuk Q = Q1 U Qs. Az egyiken az ; halmazon a (6, (1)) korlatos,
a masikon az s halmazon a sorozat korlatlan. Az els6 részen Fy-mérhets
modon részsorozatra attérve a (6, (1)) konvergenciaja ezen a részhalmazon
biztosithaté. A maéasikon a (6, (1)) sorozat korlatlan, normajaval végigoszt-
va, majd konvergens részsorozatra attérve az indukcios feltételt felhasznalva
belathato, hogy alkalmas 6* elérejelezhets folyamatra

T
(S(1)=5(0),0" (1) + > _(S(t)—S(t—1),0"(t)) =0.

t=2

Az 0Osszeg azért nulla, mert egy konvergens sorozatot egy végtelenbe tar-
t6 sorozattal végigosztva nullahoz tarté sorozatot kapunk. Az Q9 halmazon
minden kimenetelre nyilvan 6* (1) # 0, ugyanis egy egy norméajt sorozat ha-
tarértéke. Ezért az S (1) — S (0) valamelyik koordinataja kifejezhets a tobbi
lineéris kombinacidjaként. Az elGéllitas soran az egytitthatok elrejelezhetGek
lesznek. Az a,, (t) elgallitasaba visszahelyettesitve az S (1) —S (0) koordinatai
koziil valamelyik nulla. Az eljarast folytatva, végés lépésben elérhets, hogy
minden w kimenetelre az (6, (1)) korlatos legyen. O

2.3. Eurépai eszkozok arazasa

Az eszkiOzéarazas els6 és masodik alaptétele segitségével az eurdpai tipusn szar-
magztatott termékek arazésa diszkrét és véges idShorizont esetén viszonylag
egyszeriien elintézhets: Legyen Hp egy a T idGszakban esedékes valamilyen

12 Miként tudjuk, zart alterek 6sszege altalaban nem zart.
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pénziigyi tranzakci6. Mivel a Hp a T id&szakban esedékes, és a T idGszak-
ban megfigyelhet6 eseményeket az Fr filtracié tartalmazza, ezért a Hp Frp-
mérhetd. A kérdés az, hogy ha a Hp értékét a t = 0 id6pontban kell kifizetni,
akkor mennyi a Hp éara, vagyis a t = 0 id6pontban kifizetends milyen 7 (Hr)
Osszeg tekinthetd a T id6pontban esedékes Hp aranak?

2.3.1. Nincs diszkontalas

Tegyiik fel, hogy a piacon nincsen arbitrazs és tegyiik fel, hogy a piac teljes.
Ekkor az els§ és méasodik alaptétel szerint létezik egyetlen martingalmérték.
Jelolje Q ezt a martingédlmértéket. A teljesség miatt

Hp=X+> (S({t)—S(t—1),0(t). (2.7)

Kozgazdasagi megfontolasokbol a Hr ara alatt azt a « (Hp) Osszeget értjik,
amely mellett a Hp bevezetése nem fogja tonkretenni a piac arbitrazsmen-
tességét. Masképpen fogalmazva a Hp bevezetése azt jelenti, hogy a mar
meglevé m darab

Sl(0)752(1)aaS1(T)7 i:1527"'5m
idésor mellé bevezetiink egy (m + 1)-edik eszkozt, amely arfolyamat a
7T(I{T)v"WI{T

id&sor irja l(—:IE Mikor marad az m + 1 eszkozbdl allo, kibGvitett piac arbit-
razsmentes. Miként azonnal megmutatjuk, az arbitrazsmentesség csak akkor
Orizhet6 meg, ha w (Hy) = A. Valéban, ha példaul = (Hy) > A, akkor a

(9(1),—1)7(6‘(2),—1),...,(9(T),—1)

(m 4+ 1) dimenzios stratégia egy arbitrazs stratégialzl, ugyanis mivel a kons-
tans fliggvények minden o-algebra szerint mérhetek, ezért egyrészt a ki-
bévitett stratégia trividlisan el6rejelezhetd, masrészt az G stratégia nettod
eredménye a fenti felhasznalaséaval

T
m(Hr)+ Y _(S(t) =S (t—1),0(t) — Hr =7 (Hr) — A > 0,
t=1
ami pedig arbitréazs.

13 Hogy miként alakul a Hp tranzakcié ara a koztes idépontokban szamunkra érdek-
telen. A lényeges dolog az, hogy a T id6pontban az adrat a Hp adja meg.
14 Mivel a termék draga a tényleges arahoz képest, ezért el kell adni!
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Tovabbi kérdés persze, hogy hogyan lehetne a A szamot a Q mérték se-
gitségével kifejezni? Ehhez fel kell tenni, hogy a Hr integralhatoé a Q mar-
tingalmérték szerint. A szokésos szarmaztatott termékek esetén ez trividlisan
teljesiil, ugyanis ha példaul Hr = max(c,S1 (T)), akkor az S; (T') integ-
ralhaté a Q martingadlmérték szerint és igy a Hrp is integralhatd a Q sze-
rint. Mivel a Q martingadlmérték és a Hpr a Q szerint integralhato, ezért a
SE (S (8) = S(t—1),0(t)) varhato értéke nulld"?] vagyis

T
EQ (Z(S(t)S(tl),&(t))) =0.

t=1
Ebbdl kévetkezden a (2.7) sorban a Q mérték szerint varhato értéket véve

T

7 (Hr) = A0 = \+EQ (Z(S (t)—S (t—1),0 (t))) =EQ (Hr). (2.98)

t=1

Erdemes megjegyezni, hogy a képlet szempontjabol csak az arbitrazs-
mentességre volt sziikség, a teljesség feltételére csak annyiban tamaszkod-
tunk, hogy feltettiik, hogy a fenti elgallitas lehetséges. Ha a piac nem
teljes, akkor a elsallitas nem minden Hp esetében lehetséges. Ha va-
lamely Hp-ra azonban az elGéllitas létezik, akkor az arara a teljestil,
fliggetleniil attol, hogy a Q melyik a lehetséges martingalmértékek koziil. Az
olvaso az egyértelmiiség kapcsan felvetheti, hogy a A értéke, és igy a = (Hr)
ar egyértelmi-e? Tegyiik fel, hogy valamely Hr rendelkezik, két olyan elGal-
litassal, amelyben \; < A5. Tekintsiik a

(9<1> (1) — 6@ (1)) - (9<1> (T) — @ (T))

elérejelezhets stratégiat. Ennek eredménye

> (S =S (t=1),00 (1) =0 (1)) = (Hr — A1) = (Hr = A2) =

=X~ )\ >0,

ami a nincsen arbitrazs feltétel miatt lehetetlen. Ebbél kévetkezéen, ha nin-
csen arbitrazs, akkor teljesiil az tgynevezett egy ar torvény, vagyis minden
Hrp pénziigyi tranzakcid esetén amelyre a elsallitas 1étezik, a A konstans
értéke, kovetkezésképpen a 7 (Hr) ar is, azonos.

15 A bizonyitasa megegyezik a korabban mar bemutatottal.
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2.3.2. Diszkontalas, onfinanszirozé portféliok

Az idaig bemutatott modell matematikai szempontbol igen elegans, de pénz-
igyi szempontbdl hibas. Ennek oka, hogy a modellben szerepls S (¢)—S (t — 1)
valtozd pénziigyi szempontbél értelmetlen. Két kiilonb6z6 idépontra vonat-
kozo6 arat csak akkor lehet kivonni egymésbol, ha az adrakat diszkontaltuk. A
modell megmentésének egyik lehetséges modja, hogy az S folyamat eleme-
it eleve diszkontaltnak tételezziik fel. Ennek azonban az a hatranya, hogy a
diszkontalasra hasznalt terméket nem szerepeltethetjiik az S elemei kozott,
ugyanis a diszkontalashoz hasznalt termék diszkontalt ara konstans modon
egynek adodik, igy az arfolyamdifferenciaja azonosan nulla, igy a megfelel§
koordinata hozzajarulasa az (S (t) — S (t — 1), 0 (¢)) skalaris szorzathoz nulla,
igy a termékbdl tartott mennyiséget, vagyis a 6 (¢) megfelels koordinatajat,
semmi sem korlatozzal ol

Tegyiik fel, hogy az egyes idGszakok jovedelmét nem lehet Gsszeadni. A
diszkontéalasra hasznalt termék indexe legyen 0. Az egyszertiség kedvéért a
terméket nevezziik kotvénynek. Sy (¢) legyen a kotvény ara a ¢t idépontban.
Az egyszertiség kevéért tegyiik fel, hogy Sy (0) = 1. Feltessziik, hogy minden
t idépontban Sy () > 0. Evidens modon a diszkontalt ar

1
S = So (1)

A tovabbiak soran a feliillvonas mindig a diszkontalasra utal.

S(t).

2.10. Definicio. A (0 (t))tT:1 elérejelezhetd sorozatot Onfinanszirozénak
mondjuk, ha

(5(1),0(+1)=(5(1),0()), (2.9)

vagyis a portfolié atrendezése a t idGszakban nem eredményez netté pénz-
aramlastl’]

Mivel a (2.9)) definicioban a két oldal leoszthatd S (t)-vel, ezért az

(S(t),0(t+1))=(S(t),0(t)),

16 Ha a modellben az S alaptermékek kozott ott szerepel a diszkontalasra hasznalt ter-
mék, akkor mivel az monoton né csak ugy kaphatunk martingalmértéket, ha a disz-
kontéalt arfolyamokat tekintjiik. Ilyenkor a diszkontalasra hasznalt termék silyat a
replikalo portfolibban csak az onfinanszirozas feltételével tudjuk egyértelmien, koz-
gazdasagilag értelmes modon rogziteni. Ha a diszkontalasra hasznalt termék nem
szerepel kozvetleniil a modellben, akkor nincsen sziikség az onfinanszirozas feltételé-
re, kozvetleniil alkalmazhatjuk a ,sztochasztikus integral” alakot, de kdzgazdasagilag
csak a diszkontalt valtozok esetén értelmes a modell.

17 Emlékeztetiink, hogy 0 (t) a t — 1 idSpontban keriilt rogzitésre, az 6j portfolié stlyo-
kat az S (t) ismeretében a 0 (¢ + 1) tartalmazza. A portfolié értéke a t id6pontban
az €l6z8 id8szaki portfolié stlyok szorozva a jelenlegi arakkal, vagyis (S (t),0 (t)) .
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is teljesiil, vagyis ha a 6 S-6nfinanszirozo, akkor a 6 S-onfinanszirozo, és
nyilvan megforditva. Legyen 6 tetszéleges el6rejelezhetd portfolié a kotvény-
t61 kiilonbo6z6 eszkozokre. A dimenzié problémaéak elkeriilése céljabol definicio
szerint a 6 nulladik koordinatéaja definicio szerint legyen nulla. Ha a kétvény
o (t + 1) stlyat minden ¢ id6pontban a

Z Sk (t) Ok () — Z Sk (t) Ok (t +1) = So (t) 6o (t +1) (2.10)
k=0 k=1

szaballyal egyenlegezziik, akkor 6nfinanszirozé portféliot kapunk, ugyanis a
0o (t + 1) trivialisan Fp-mérhets. Vegyiik észre, hogy a 6y egyértelmd modon
keriilt rogzitésre. A portfolio diszkontalt értéke a ¢t idépontban

1 — — _
G@ SO00)=(50),00)=(50).70).

V)=

Az ajabb tagokat levonva majd djra hozzaadva a portfolio értéke a T id6-
pontban az onfinanszirozas feltétele miatt

VA(T) =(S(T),0(T)) =(S(T),0(T) £(S(T=1),0(T 1)) +... =
=(5(1),0(T))—(S(T=1),0(T=1)) + (S(T-1),0(T-1))—... =
= (S(1),0(T)) = (S(T=1),0(T) +(S(T—1),0(T=1)) —... =
=(S(T)-S(T-1),6(T)+(S(T-1)-S(T—-2),0(T-1))...=

ahol G az ugynevezett nyereményfolyamat. Mivel a levezetés csak az 6nfinan-
szirozason milt, az egyenlség pontosan akkor teljesiil, ha

V(T) =Y (St)-5(t—1),0()+V(0) = (2.11)

Az elmondottakat a kovetkezd lemmaban foglalhatjuk Gssze:

2.11. Lemma. A bemutatott két modell ekvivalens a kévetkezd értelemben :
Tetszbleges, a kdtvényeket nem tartalmazo portfolidsilyokbol dllo eldérejelez-
hetd folyamat esetén a kotvények szamdt az (2.10) szabdly szerint alakitva
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onfinanszirozo portféliosulyokat kaphatunk. Megforditva minden dnfinanszi-
rozd portfoliobol a kétvényt elhagyva eldrejelezhetd portfoliot kapunk. Ha a
portfolio értékét a t = 0 iddpontban rigzitjik, akkor a megfeleltetés egyértel-
ma.

2.12. Definicié. A modellben nincsen arbitrazs, ha nincs olyan 6 (m +
dimenzios 6nfinanszirozo portfolié folyamat, amelyre V (0) =0, de V (T) >
és egy pozitiv valoszintiségd halmazon V (T) > 0.

1)
0

Vilagos, hogy az S folyamat pontosan akkor tartalmaz arbitrazst, ha az S
tartalmaz arbitrazst, ugyanis az So (T') > 0 miatt a V (T') pontosan akkor po-
zitiv, illetve nem negativ, ha a diszkontalt V (T) pozitiv, illetve nem negativ.
Az arbitrazs definicioja ekvivalens avval, hogy nincs olyan 6 elérejelezhets
folyamat™] amelyre

T
> (S S(t—-1),0(t)>0

t=1

és egy pozitiv valoszintiségli halmazon az egyenl&tlenség szigoru. Ebbél ko-
vetkezGen a két alaptételt konnyen kiterjeszthetjiik a diszkontalas esetére.

2.13. Tétel. A modellben pontosan akkor nincsen arbitrdzs, ha van olyan Q
meérték, amely ekvivalens a P-vel és amelyre nézve az S diszkontdlt folyamat
martingdl. A modell pontosan akkor teljes, ha a martingdlmérték eqyértelmi.

Hogyan kell az eurépai szarmaztatott termékek arazasi képletét kiterjeszte-
ni az altalanos esetre. Természetesen ilyenkor is a fedezés feltételébdl indulunk
ki és a Hp kovetelés t = 0 id6pontban vett ara kozgazdasagi megfontolasok
alapjan éppen a fedez6 portfolio értéke a t = 0 id6pontban, vagyis ha Hy =
=V (T) = (S(T),0(T)), akkor 7w (Hr) = V (0) = (S(0),0(1)). A kérdés
csak az, hogyan tudjuk a V (0) értéket elegansan kifejezni? Mivel Sy (0) = 1,
ezért V (0) = V (0), gy az dnfinanszirozds miatt

T
Z ~S(t-1),0(t)+V(0)

Ha nincsen arbitrazs, akkor az S folyamat martingdl a Q mérték alatt. A
maér tobbszor bemutatott modon eljarva, ha a Hp integralhatd a Q alat
akkor az Gsszeg Q szerinti varhato értéke nulla, igy

m(Hr) =V (0) = E? (Hr),
18 Emlékeztetiink, hogy a 0 nulladik koordinataja definicié szerint mindig nulla.

19 Mivel a Radon—Nikodym-derivalt korlatos, ehhez elegends, hogy a Hy integralhaté
legyen a P alatt.
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vagyis a t = 0 id6pontban a T id&pontban lejar6 Hp tranzakci6 ara éppen a
tranzakcidé diszkontalt értékének a Q mérték szerint vett varhatod értékdﬂ

2.3.3. Elveszett illuziok

A bemutatott modszerrel a szarmaztatott termékek arazasa csak akkor lehet-
séges, ha a T id6szaki kifizetés lefedezhets. Ez tetszbleges Hr esetében csak
akkor valdsithaté meg, ha a piac teljes. Ez azonban komoly megszoritéast je-
lent a modellre nézve.

2.14. Tétel. Ha a véges és diszkrét iddhorizonton értelmezett modell nem
tartalmaz arbitrazslehetdséget és a modell teljes, akkor az alapul vett (Q, Fr,P)
valdszintdségi tér véges szdma atombadl dll.

Bizonyitds. Legyen Hr egy tetsz6leges Fr-mérhets pénziigyi tranzakcio. A
méar bemutatott modon eljarva a P mértéket kicserélve feltehetjiik, hogy a
Hy integralhato a P alatt. A Q-ra vald attéréskor a Radon—Nikodym-deri-
valt korlatos, igy a Hp integralhaté marad a Q alatt is. Mivel a teljesség
miatt a Q egyértelmi, ezért minden Fp-mérheté6 Hp valtozo integralhat6 az
egyértelmtien definialt kozos Q alatt. Ebbdl kovetkezSen az (€, Fr, Q) csak
véges szamu olyan diszjunkt halmazt tartalmazhat, amely mértéke pozitiv.
Mivel a P és a Q ekvivalensek, ezért az (€, Fr, P) hasonl6 tulajdonsagokkal
bir. O

A tiszta atomokbol all6 filtraciokat érdemes fakkal reprezentalni. A repre-
zentacioban az ) alaptér az Osszes lehetséges trajektoriak halmaza. A fa egy
csomopontja az A eseménytér egy részhalmaza, amely azokbol a kimenete-
lekbdl &ll, amelyekhez tartozd utak atmennek az adott csomoéponton. A fa
azonos idéponthoz tartozo szintjei az adott idéponthoz tartozoé filtraciot de-
finialjak. A filtracié minden szintje a korabbi szint részhalmazainak tovabbi
particionalasa. Az atomok szamara vonatkozoan a kovetkezs észrevétel sze-
rint minden csomoépontbol legfeljebb az eszkozok szaméval azonos elagazas
indulhat ki.

2.15. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek az elézd tétel feltételei. Ha Fy a
trividlis o-algebra, akkor az Fr-ben levd atomok szdma mazimum M7T, ahol
M az eszkozok és T az iddperiodusok szdma.

Bizonyitds. Legyen N az L° (), Fr,P) tér dimenzidja. Ez pontosan azt je-
lenti, hogy az Fp-ben levs atomok szama N. A teljesség feltétele azt jelenti,
hogy minden kdvetelés, vagyis az L° (Q, Fr, P) = RY minden eleme

Hp =Vp =(5(T),60(T))

20 Ha a H7 nem integralhato, akkor a képlet értelmetlen és persze a gondolatmenet
sem miikodik.
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alakba frhato, ahol 0 (T') Fr_i-mérhets. Ha T = 1, akkor a teljesség feltétele
azt jelenti, hogy minden Hy = H; € RY vektor elsallithato

Hy () = Vi (w) = (51 (w) 2515 ) 01 (w)

fliggvényszorzatok Osszegeként. Mivel a feltétel szerint az Fy a trivialis o-
algebra, ezért minden Fy-mérhets valtozo konstans. Igy a #; nem fiigg az
w-t8l és egy M-dimenzios determinisztikus vektor. Igy a (S1,601) éppen M
darab vektorbdl képzett linearis kombinécid, vagyis ha T = 1, akkor az

{VT (GT) | 0T ./—"T 1- merheto} = {ZSTS oTs( ) | 0T fT_l—mérhet(')’}
s=1
(2.12)

altér dimenziéja nem lehet nagyobb, mint M, igy éppen az allitast kapjuk
T =1 esetén.
Tegyiik fel, hogy T — 1 esetére az allitast méar igazoltuk. Ekkor

dim (L° (Q, Fr_1,P)) < MTL,

igy az Fr_i-ben levé atomok szdma maximum M7 !, ugyanis maximum
annyi atom lehetséges, amekkora a tér dimenzioja. Az elérejelezhetGség de-
finicidja miatt a O mérhets az Fr_i-re nézve , igy az Osszes lehetséges O
stratégiak altal kifeszitett altér dimenzioja legfeljebb M7~ lehet. Ismét csak
M terméket hasznalhatunk, igy a fedezett kovetelések halmaza az M
darab fiiggvénybdl képzett olyan szorzatosszegek halmaza, ahol a sulyok egy
MT—1 dimenziés altér pontjai lehetnek. Tekintsiik az igy kapott fiiggvények
egy linearisan fliggetlen elemekbdl allo6 halmazat és tekintsiik az egyes ter-
mékekhez tartozo stlyok halmazéat. Igy M darab halmazt kapunk. Egyetlen
halmazban sem lehet t6bb elem mint M7 ~! ugyanis a stlyok dimenziéja leg-
feljebb MT~1 és ha a stlyoknak van nullat elallité nem trivialis linearis kom-
binécidja, akkor mar a szorzatosszegeknek is van, elegendd ugyanis a tobbi
stlyt nullanak valasztani. Kovetkezésképpen a linearisan fiiggetlen elemekbdsl
4116 halmazban levs elemek szam nem lehet nagyobb, mint M -MT—1 = MT,
igy N < MT. D

2.4. Az amerikai opcidk arazasa

Az amerikai szarmaztatott termékek olyan termékek, amelyek tetszéleges id6-
pontban lehivhatéak. Mivel az alapfeltevés az, hogy a jové nem lathato eldre,
a lehivas csak megallasi id6k mentén torténhet. Legyen tehat adott egy H =
= (H,,) folyamat. A folyamat tulajdonosanak joga van egy 7 megallasi id6t
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kivalasztani, és az w kimenetel esetén a

(H7) (w) = Hr(w) (w)

értéket ,lekaszalni”. Az eurdpai szarmaztatott termékek esetén csak a 7 =T
megengedett, ahol T' < co a szadrmaztatott termék lejarati ideje. Feltessziik,
hogy az id6horizont véges, az utols6é idépontot jelolje 1. A H lehivasa a
megfigyelheté eseményekhez kotott, vagyis feltesziik, hogy a H adaptalt az
eldre rogzitett (F;) filtraciora nézve. Feltessziik tovabba, hogy a definialt piac
teljes, valamint, hogy a piacon nincsen arbitrazs. Feltessziik tehat, hogy az
(Q, Fr) mérhetd struktiran van, mégpedig egyetlen martingalmérték, amely-
re nézve az arfolyamok martingalt alkotnak. A feltevésekbdl kovetkezGen az
(9, Fr) mez6 véges sok atombol all. Igy az Q téren értelmezett Gsszes fiigg-
vény korlatos. Ennek egy fontos kovetkezménye, hogy ha az X valamilyen
mérték alatt martingal és a 6 el6rejelezhetd, akkor az

S

Y(s) =) (X()—X(t—1),0(t)

t=1

alaku Osszegek is martingalt alkotnak: Valoban, a korlatossag miatt az alabbi
miiveletek végrehajthatok

s+1

+

E(Y (s+1)[F) EE(X () -X({E-1),0()]F)) =

EX(s+1)—X(s)]| Fs),0(s+1))+Y(s)=
0,0(s+ 1)) +Y(s) =Y (s).

Il
BBl

2.4.1. Szuperreplikalas

Mennyi a H ara? Az alapfeltétel, hogy a H szarmaztatott terméket elado,
vagyis a H-ért kotelezettséget vallalo oldal a H lehivasanak idGpontjaban
fedezett allapotban akar lenni. Ehhez az sziikséges, hogy a szarmaztatott
termék x arabodl egy olyan Onfinanszirozd portfoliot tudjon épiteni, amely
V (z) értékfolyamatéra tetszéleges T megallasi id6 esetén V. (x) > H, legyen.
Természetesen ehhez sziikséges és elegendd, ha minden 0 < ¢ < T idSpontra

2.16. Definicié. Valamely z kezdGértékbdl kiindulé onfinanszirozo straté-
gia szuperreplikilja a H szarmaztatott terméket, ha a V' (z) értékfolyamatra
minden ¢ idépontra V; (z) > H;.

Természetesen a vevd sem akar az lizleten szisztematikusan vesziteni, ezért
csak akkor hajlando6 az x aron az tizletbe belemenni, ha van olyan 7 megéallasi
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id6, amelyre H, = V, (z). Ugyanis ha ez nem teljesiilne, akkor a szuperrep-
likal6o tulajdonsagu stratégia létezése miatt az eladd, vagyis a H Kkifizetését
felvallalo oldal, szisztematikusan keresne rajta, igy a vevd is inkdbb eladné
mint megvenné a H szarmaztatott terméket: Ha 7 (H) > x, akkor a szar-
maztatott termék draga, igy eladva és az z-bdl felépitve a szuperreplikalo
portfoliot biztos nyereséghez jutunk. Ha pedig x > « (H), akkor a szuper-
replikalé portfoliot eladva = és a szarmaztatott terméket megvéve és a 7
idépontban lehivva és a H, bevételbdl a fedezs portfoliot felszamolva biztos
x — m (H) > 0 nyereséghez juthatunk.

2.17. Definicié. Ha valamely V (z) szuperreplikalo értékfolyamathoz van
olyan 7 megallasi idS, amelyre H, = V; (x), akkor a V (z) értékfolyamatot
likvidalhato szuperreplikalo portfolionak mondjuk.

Az elmondottakbol vilagos, hogy ha valamely H amerikai tipusa pénziigyi
tranzakciohoz létezik V (x) likvidalhat6 szuperreplikalo portfolio, akkor a H
arbitrazs elmélet szerinti ara éppen a portf6lié indul6 értéke x: Tegyiik fel,
hogy egy (x1,71) és egy (z2,72) is megadhato valamely H koveteléshez. Ha
x1 # a9, akkor az olesobb likvidalhato, szuperreplikaloé portfoliot megvéve,
a dragabbat eladva, illetve a H-ra vonatkozd vételi és eladési poziciot egy-
szerre biztositva a t = 0 id6pontban pozitiv profitra tennénk szert. (Ugyanis
a H kovetelés egyszerre valo megvétele és eladasa nulla koltséget jelent.) A
megfelel§ 7; id6pontokban az eladott portfoliot a megvett koveteléssel likvi-
dalva, illetve a megvett portfélioval az eladott kovetelés lehivasat megvérva
arbitrazslehet&séghez jutunk. Mivel a feltétel szerint nincsen arbitrazs, ezért
r1 = T2.

Az amerikai opcidk arazasi problémajanak megoldasahoz két kérdést kell
tisztazni:

o Létezik-e a megadott tulajdonsagu (z,7),
e illetve hogyan szamolhato ki a (z,7) par a modellben szerepl§ paramé-
terekbgl?
2.4.2. A megallasi opcidkrol sz6lo tétel
Elgszor egy a késGbbiekben szerepet jatszo allitast ismertetiink.

2.18. Lemma. Ha (X, F,) diszkrét idétartomdnyon értelmezett integralha-
to szubmartingdl, és van olyan T' < 0o, hogy a 11,79 megdlldst iddkre

P(TlgTQ):P(TQST):L

akkor
Xr <EX., | Fr)
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E(Xo) <E(X,) <E(X,,) <E(X7).
Martingdlok esetén mind a két sorban mindenhol egyenldség van.
Bizonyitds. Legyen 11 < 15 < T és
O =x (11 <k<m).
Vegyiik észre, hogy

{9k21}2{71<]€,7'22k‘}=
2{71Sk—l}ﬂ{ngk—l}CG}-k,h

vagyis a 6 folyamat elérejelezhets. Vezessiik be az n = Zle O (X — Xi—1)
valtozot. A feltétel szerint az X minden k-ra integralhato, igy az X — Xp_1
is integralhato, kovetkezésképpen az Xy — X1 valtozonak létezik az Fj_q
szerinti feltételes varhato értéke, igy a 0, korlatossagat, illetve a T’ végességét
felhasznalva

Op (X1 — Xp—1)) = ZE(E(Qk(Xk — Xp1) | Fr-1)) =
k=1 k=1

je!
=

[l
=
B

T
=Y E(O:E(Xp — Xe1 | Fro1)) > 0.

=1

Ha valamilyen w kimenetelre 71 (w) = 75 (w), akkor minden k indexre 8, (w) =
=0, igy ilyenkor n (w) = 0. Ha 71 (w) < 72 (w), akkor a 8 (w) = 1 valahany-

szor k=7 (w)+1,...,72 (w), és 0, (w) = 0 minden mas esetben, igy a
T
(W) = 0(Xp = Xpo1) = X (11 (w) +1) = X (11 (w)) +
k=1

+X (1 (W) +2)—X(n(w)+1)+...
+X (2 (W) = X (12 (W) = 1),

teleszkopikus Osszeg éppen X (73 (w)) — X (71 (w)) , vagyis
n=X(m)—-X(n),

tehat az E (1) > 0 miatt, felhasznalva, hogy mivel az X minden k-ra integ-
ralhato, ezért az E (X (11)) véges

E(X (r2)) 2 E(X (1)) .
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Ha A € F, C F;,, akkor a

(W) = 7i(w), ha we A
v T+1, ha we¢ A

valtozok megéllasi idék, ugyanis ha n < T, akkor
{7 <n}=An{n <n}=An{rn <n} e F,.
A mar belatottak alapjan
E(X(TQ‘)):/X(T2)dP+ X(T+1)dP >E (X (r7)) =
A Ac

:/Xmmp% X (T +1)dP.
A Ac

Kovetkezésképpen az X7y integralhatosaga miatt az [,. X (T'+ 1) dP a két
oldalrol torolhetd, tehat

A A
Az X (11) Fr,-mérhetd, ezért

E (X (r) [ Fr) = X (1)

2.4.3. Az optimalis megallitas problémaja
Tegyiik fel, hogy H > 0. llyenkor a V' > H > 0 a szuperreplikalds miatt nem
negativ. Az onfinanszirozas feltétele miatt

S

Vi(s) =) (S(s)=S(s—1),0(s)) +V (0),

t=1

illetve ugyanez igaz a diszkontélt valtozokra is. Mivel a Q martingalmérték,
ezért a diszkontalt S martingél, igy a V diszkontalt értékfolyamat martingal.
Kovetkezésképpen minden 0 < 7 < T megéallasi idére a megallasi opciokrol
sz016 tétel alapjan

=V (z) =Vo(z) =E?(V,(z)) >E? (H,).
Mivel ez minden 7 esetén teljesiil, ezért

T(H)=x=Vq(z) > stTlpEQ (H,).
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2.19. Definicié. Tetszbleges (2, A, F, P) sztochasztikus alaptér és H folya-
mat esetén a

sng (H (7))

feladatot, ahol a 7 a lehetséges megéallasi id6k halmazan fut végig, az optimalis
megallitas probléméajanak nevezziik.

Az elmondottak miatt a Q alatti, a H-ra vonatkozo optimalis megallitas
probléméjanak értéke az ar alsoé korlatja. Ha valamilyen 7-ra V, (z) = H,
akkor a megallasi opcidkrol sz6lo tétel miatt

EQ (H,) =E?(V,) =E® (V,) =E? ()

és a fenti becslés utolso egyenlStlenségében egyenldség van. Kovetkezésképpen
ha az amerikai opciénak van az arbitrazselmélet alapjan meghatarozhato ara,
akkor ez az ar éppen az optimélis megallitas probléméjanak értéke.

Mivel a valoszindségi mez6 véges szamu atombdl all a megallési id6k sza-
ma is véges, igy az optimélis megallitas probléméajanak van véges optimalis
megoldasa. Legyen 7* a feladat egy optiméalis megoldasa. Tegytiik fel tovabba,
hogy az

r = maxEXQ (H,) = EQ (H,-)

T

értékbdl kiindulva elkészithetd egy onfinanszirozo, szuperreplikaloé portfolio.
Ekkor mivel a V' szuperreplikalo, ismételten a megallasi opcidkrol szold tétel
miatt a V vesziti a varhat6 értéket:

EQ (V (7)) < Vi () = 2 =
—EQ(H,.) <BEQ(V (")),

ami csak akkor teljesiilhet, ha egyenldség van, vagyis EQ (H,-) =EQ(V (7%)).
A szuperreplikilds miatt a Q mérték alatt

H(r) ="V (7).

Igy a P és a Q ekvivalenciaja miatt a P alatt is. Vagyis ha az optimalis meg-
allitas probléméajanak van 7% optimalis megoldasa és az optimum értékébdl
kiindulva felépithets egy szuperreplikalé portfolio, akkor a mér bemutatott
gondolatmenet alapjan a H-nak meghatarozhato6 az ara, és ilyenkor 7 (H) =
=z.

A kérdés tehat a kovetkezo:

e Miként szdmolhato ki az z = max, EQ (H,) érték?

e Van-e olyan szuperreplikalé portfolio, amely az x kezd&értékbsl indul
ki?
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2.20. Példa. Call és put opciok.

Legyen H amerikai call opci6. Ilyenkor H,, = (S, — K )Jr. A diszkontélt
kifizetés
+
I, - (5" - K) .
Sy Sy

Az S a Q alatt martingal. Ha feltessziik, hogy az 1/S9 diszkonttényezs csok-
ken, akkor a —K/SY kifejezés varhato értéke nd, vagyis az

S, K
Sy S8

folyamat noveli a feltételes varhato értéket, vagyis szubmartingél. Szubmar-
tingalok konvex és monoton névekedd fiiggvénye szintén szubmartingdl. A
szubmartingalokra vonatkozé megallasi opciokrol szolo tétel miatt tetszéleges

7 megallasi id6 esetén
H Hrp
EQ(=Z) <EQ(=E).
( S9 ) - ( St )

Igy az elmondottak miatt a call opcié ara, ha az z-bél kiindulva felépithe-
t6 onfinanszirozo, szuperreplikalé portfolio, = (H) = EQ (HT / S%), amely
azonos az eurépai call opcié araval.

A put opciok esetén H, = (K — S,)*. A

K S,
Sy S8

kifejezés azonban szupermartingal. Szupermartingalok monoton névé konkav
és nem konvex fiiggvénye lesz szupermartingél, igy a bemutatott gondolat-
menet a put opcié esetén nem alkalmazhato. O

2.4.4. Snell-féle burkolo

A keresett x értéket visszafelé valo indukcioval tudjuk kiszamolni. Jelolje A,
az n < 7 < T egyenlttlenséget kielégits megallasi id6k halmazat. Speciélisan
Ag az 6sszes megéllasi idsk halmaza.

2.21. Definicio. Az

X, = max E (H (1) | Fn)

TEA,

sorozatot a H Snell-féle burkol6janak szokas mondani.
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Ha feltessziik, hogy Fo = {0,Q}, akkor az X, éppen az optimélis meg-
allitas feladatanak megoldasa. Erdemes megjegyezni, hogy altalaban a A,
halmaz nem véges szamu elembdl 4ll, és ilyenkor a maximum helyébe lénye-
ges szuprémumot kell irni. Az amerikai opciok arazasakor fel kell tételezniink
a teljességet és az arbitrazsmentességet, vagyis ilyenkor az alapul vett me-
76 véges szamu atombdl all, igy a megallasi id6k szama véges, és a techni-
kai probléméak elkeriilése céljabol az a lényeges szuprémummal kapcsolatos
nehézségektsl most eltekintiink. A gondolatmenet kiterjesztését és az alta-
lanos eset targyalasat az olvaso a folytonos esetben bemutatott eszkozokkel
kénnyen elvégezhet{?}

2.22. Tétel. Ha H > 0, akkor a Snell-burkold elemei kiszdmolhatéak a ko-
vetkezd hdtrafelé halado indukcidval :

Xt =Hr,

X, =max (H,,E (X411 | Fn)) -
Bizonyitds. Jelolje )?n az éllitdsban szerepld, héatrafelé halad6 indukcios el-
jaras eredményét. Az X+ = Hp = X7 egyenlGség nyilvanvald, ugyanis Ay =
= {T'} és a H adaptélt, igy a Hp nyilvan Fp-mérhets. Az n konstans meg-
allasi id6, n € A,,, a H adaptalt, igy nyilvan

X, = max E(H, | F,) = E(H, | Fo) ™" H,.

TEA,

Mivel a mez§ véges, ezért a A,, halmazok végesek, igy a Snell-burkol6 defini-
cibjaban maximum van igy alkalmas 7,11 € A, 41 € A,, megéllasi idére:

E(Xn+1 | ]:n) =E (E (Hm+1 ‘ }—n+1) ‘ }—n) =E (HTW,H | fn) <
Ebbdl -
X, > max(H,,E(X,11 | Fn)) = X,
Most térjiink ra a mésik irany igazolasara. Tetszlleges T € A,, esetén 7 > n,
igy
H (T) = H,x (T = n) + HT\/(’I’L+1)X (T > ’I’L) )
Fontos hangsulyozni, hogy 7V (n + 1) € A, 41, igy az X,, 11 definicidja szerint

E (Hry(nt1) | Far1) < max E(Hy | Fos1) = Xog1.
o n41
A két oldalon F,, szerint feltételes varhato értéket véve
E (E (H'rv(n—H) | ]:n—&-l) | ]:n) =E (HTv(n+1) | fn) < E(Xn+1 | fn)
21V 5.: oldal, lemma, oldal.
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Igy minden 7 € A, esetén

E(H: | F) =E (Hox (1 =n) + Heymynx (7 > n) | Fr)
= Hox (1 =n) + E (Hry(ny1) | Fa) x (7 >n) <
< Hpx(r=n)+EXp1 | Fo) x (T >n) <

~

< max (Hp, E (Xni1 | Fn)) = X

Kovetkezésképpen N
X, = max E(H, | F,) < X,.
TEA,
A két egyenlGtlenséget Osszevetve: X = X. O

2.23. Tétel. Ha H > 0, akkor az X Snell-burkolé a legkisebb olyan (F,)-
szupermartingdl, amely domindlja a H folyamatot.

Bizonyitds. Az indukcités algoritmus szerint X,, > H, > 0, valamint X, >
> E (X,11 | Fn), kovetkezésképpen az X dominalja a H folyamatot és az X
nem negativ szupermartingal. Legyen Y egy masik olyan szupermartingal,
amely dominalja a H folyamatot. Ekkor Y > Hy = Xp. Az Y szupermar-
tingal, igy

Yr 1 2E(Yr | Fro1) 2 E(Hr | Fro1) = E(X7 | Fro1),
igy
Yr_1 > max (Hr—1, E(Xr | Fr-1)) = Xo-1.
Altalaban visszafelé haladé indukcioval, felhasznalva, hogy az Y szupermar-
tingal
Ynfl 2 E(Yn | fnfl) Z E(Xn | fn71)~
Felhasznalva, hogy az Y dominalja a H folyamatot
Yn—1 > max (anlaE(Xn | -anl)) =X, 1. O
2.24. Tétel. Ha H > 0, akkor a
T =min{n >0| H, = X,,}
vdltozo megdlldsi idd, 75 < T és a 7" optimdlis megdlldsi idé.
Bizonyitds. A 7 megéallasi id6, ugyanis
{T*:O}:{H():Xo}éfm
n—1
{r* =n} ={H, = X,} N (ﬂ {H), < Xk}> € Fn,

k=0
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ugyanis az X és a H adaptéltak. (A 7* éppen a H — X talalati ideje a B = {0}
halmaz esetén.) A Snell-burkolé definicidja alapjan Xr = Hyp, igy biztosan

0<7"<T.
Megmutatjuk, hogy az X ,TL* = X, -+ megallitott folyamat martingal. Legyen
pn =X (77 = n).
A 7" megallési id6, igy
{pn=1}={r">2n}={r"<n-1}€ F,_1,
kovetkezésképpen a ¢ folyamat eldrejelezhetd. Nyilvan

X7 - X =X (" An) =X (" A(n—1)) =
=X (T* > n) (Xn - anl) =
= ¥n (Xn_anl)

Mivel a 7* az els§ olyan n, amelyre H, = X,, igy a {7* > n} halmazon
X,_1 > H,_1. Mivel az indukciés formula szerint

Xn-1=max (Hy—1, E(Xy | Fu1)),
ezért a {7* > n} halmazon az els6 tag nem lehet ,¢éles”, igy
Xn1 =EXn | F1).
Kovetkezésképpen
x{m" 2 n} (E(Xn | Fro1) = Xp1) = 0.
Igy felhasznalva, hogy a ¢,, valtozo F,,_;-mérhetd
E (X, = X710 | Fat) = E(on (Xn = K1) | Fact) =

= QOHE (Xn - Xn—l | ]:n—l) =
=x{r" 2 n}(E(Xy | Fn-1) = Xp—1) =0,

kévetkezésképpen az X7 martingal. Az X, konstans, ugyanis a modell defi-
niciéja szerint Fo = {0, Q}, igy az X7 martingal tulajdonsaga szerint

Xo=X{ =B (Xf ) =B(X (- AT) = B(X;-) = B(H,-).
ahol az utols6 egyenlGség a 7* definicidja miatt teljesiilé X« = H.« kovet-

kezménye. Mivel X éppen az optimélis megallitas probléméajanak megoldasa
a 7% valéban egy optimélis megallasi id6. O
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Altalaban az optimalis megallasi id6 nem egyértelmd. Ervényes a kivetkezd
karakterizacio:

2.25. Tétel. Ha H > 0, akkor valamely T megdlldsi idd pontosan akkor
optimdlis a H kifizetés esetén, ha

1. H(r) ™" X (1)

2. az X7 megdllitott folyamat martingdl, ahol

X a H Snell-burkoldja.

Bizonyitds. Az egyik irany az el6zd allitas bizonyitasanak vége alapjan viléa-
gos: Ha az 1. és 2. feltételek teljesiilnek, akkor a 7 optimalis. Csak azt kell
belatni, hogy ha a 7 optimalis, akkor érvények az 1. és a 2. feltételek. Mivel az
X dominalja a H kifizetést, vagyis mivel H < X ezért tetsz6leges p megallasi
id6 esetén
H(p) <X (p).

Ha a 7 optimalis megéallasi id6, akkor a megallasi opciokrol szolo tétel alapjan,
felhasznalva, hogy az X integralhatdé szupermartingal

X(0)=E(H () <E(X (7)) <E(X(0)) = X (0),

ami csak ugy teljesiilhet, ha mindenhol egyenléség van, kovetkezésképpen
teljesiil az els6 feltétel, vagyis H (1) = X (7).

Be akarjuk latni a masodik feltételt. Az X integralhat6é szupermartingal,
igy a megéallasi opcidkrol szolo tétel szerint a 7 A n < 7 miatt

X(0)ZE(X(rAn)) = E(X () =E(H () = X (0),

ahol az utolsé 1épésben felhasznaltuk, hogy a mar belatott elss feltétel, illetve
a 7 optimalitasa miatt

E(X (7)) =E(H (7)) = X(0).
Tehat a becslésbdl kivetkezs egyenlGség és a torony szabély felhasznalasaval
E(X(tAn)=E(X (1) =E(E(X (1) | Fn)- (2.13)

Az alabbi lemma alapjan egy megallitott szupermartingal szintén szuper-
martingal, igy az X7 szupermartingal. Ezt felhasznélva

X(rAn)=X"(n) >E(X"(T)| F,) =
=EX(TAT) | F) =EX ()| Fn)-
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A varhato értékre vonatkozo ([2.13)) sor miatt az el6z6 sorban valojaban csak
egyenléség lehet, igy
X, —B(X ()| 7).

kovetkezésképpen az X7 az X (1) fix valtozo (F,) szerinti feltételes varhato
értékeibdl all, igy valéban martingal. O
2.26. Kovetkezmény. A kordbban definidlt 7 megdlldsi idd a legkisebb op-
timdlis megdlldsi idd.

Bizonyitds. A 7* a legkisebb olyan megallasi id6pont, amelyre az els§ opti-

malitasi kritérium teljesiil. O

2.27. Lemma. Ha X eqy integrdlhatd szubmartingdl és T eqy tetszdleges meg-
dllitdsi idd, akkor az X7 megdllitott folyamat szintén integrdlhato szubmar-
tingdl.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy az X7 integralhat6. Szubmartingé-
lok konvex, névekeds fiiggvénye szubmartingal. Igy ha az X szubmartingal,
akkor az X1 is szubmartingal. Mivel a szubmartingalok pozitiv része definicio
szerint integralhato ezért az X' egy tetsz6leges szubmartingél esetén egy
integralhato szubmartingal. A megallasi opciokrol szolo tétel miatt

E ((XT)+ (t)) —E (X' (rAt) <E (X (1) < oo,
vagyis az X7 (t) pozitiv része integralhato. Az X (0) integralhato, igy a meg-
allasi opcidkrol szolo tétel miatt a varhato érték monotonitésa alapjan
E(X™(t)=E(X(tAt) >2E(X(0)) > -0
igy az X7 (t) negativ része is integralhato, vagyis az X7 (t) integralhato. Most
mutassuk meg, hogy az X7 szubmartingal. Vegyiik az s < t id6pontokat. Ha
FeF;és
o fs, ha w¢ F
U(w){t, ha we F’
akkor a megallasi opcidkrol szo6lo tétel és az s < o miatt
E(X (tAo)) = X(T/\s)dPJr/X(T/\t)dPZE(X('r/\s)).
Fe F

Vagy ami ugyanaz

/FX(T/\t)dPZ/FX(T/\S)dP.

Vagyis
EX7(t) | Fs) 2 X7 (s),

ami éppen a kivant egyenlGtlenség. O
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2.4.5. Optimalis megallitasra vonatkozé példak

Ebben az alpontban révid kitérst tesziink és néhany egyszert és ismert példat
targyalunk. A példakban az alapul vett mez8 végességét nem tessziik fel,
igy a Snell-burkol6 konstrukcidjakor az emlitett lényeges szuprémumot kell
hasznalni.

2.28. Példa. Optimalis részvényeladés azonos és fliggetlen areloszlasok ese-
tén.

Tegyiik fel, hogy egy T hossszu, diszkrét idépontsorozat sordn minden
id6szakban kapunk egy véletlen nem negativ ajanlatot valamilyen eszkozre.
Ha az n idépontban eladjuk az eszkozt, akkor az id&szak végéig betehetjiik a
&, vételarat a bankba és &, (1+ r)” " kamatot kapunk. Mikor kell eladni az
eszkozt 7

Vegyiik észre, hogy egy H, =&, (1 +r
Snell-burkolot el6allito iteracio

T—n . . . )
)" " kifizetéssorozatrol van szo. A

X7 =Hr =¢&r,
X, =max (H,,E(X,41 | Fn)) = max (H,,E (X;,41)) =

= max <£n 1+ E (Xn+1)) ,

ugyanis az X, 41 fiiggetlen az F,, feltételi o-algebraktol. Ebbdl kévetkezGen

ha bevezetjiik az
E (Xn41)

(1 + T)T—n’

o

aT:()

(o727

szamsorozatot, akkor az optimélis lehivasi stratégia a
T =min{n >0| H, =X,} =min{n >0|&, > a,},

vagyis addig kell varni, amig az aktuélis ajanlat elGszor el nem éri az «,
értéket. A megoldas pontos megértése céljabol megjegyezziik, hogy az (o)
sorozat csokken. Ennek igazolasahoz vezessiik be a

X
v, = "
(6) (1 + T)T—n

sorozatot. Az X,, definiciojabol és a fiiggetlen és azonos eloszlés feltételébdl

B (©)

1+7r

Vit ()

Vi (©) = mox (6, 2 D) (€0,
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Nyilvan

(Vr-1(6)

VT<£>=§§max<f,E L )zvm(s),

illetve indukcioval

Vi (6 = max (& 202 ) < e (6 2O )y, (g

amibdl a ay, > a1 mar evidens. Ugyanakkor ha F' (x) a (&,) valtozok kozos
eloszlasfliggvénye, akkor

o — E(Viy1) _ E(max (§pi1, ari1))
k 1+7r 1+7r

1 /ak+1 o0
= ak_,_ldFJr/ xdF (z) |,
1 +r 0 Qg1

OéTZO

egy az (ay) sorozatot megado hatrafelé halado indukcio. Ha a (&,) a [0.1]
szakaszon egyenletes eloszlasu, akkor

ar =0,
1 ) 227" 1 )
An = 147 (a”‘i‘l i [2:| On41 - 2 (1 + 7') (an-i-l i 1) . -

2.29. Példa. Azonos és fiiggetlen ajanlatok esetén vald vasarlas.

Tegyiik fel, hogy valamilyen terméket akarunk megvaséarolni és ehhez a T
hosszi idGszak mindegyikében egy azonos eloszlas szerinti, és egymastol flig-
getlen véletlen arajanlatot kapunk. Mikor kell a terméket megvenni? Mivel
az arat minimalizalni akarjuk, ezért a bemutatottal azonos médon megmu-
tathato, hogy az

XT = HT = £T7
Xp, =min (&, E(Xuy1 | Fn))

Snell-burkol6 és a H,, = &, kifizetések elsé ,erintkezési” pontjat kell megha-
tarozni. Ismételten a fiiggetlenség feltétele miatt

Xp = min (5717 E (Xn-i-l)) )
amibdl bevezetve az a, = E (X,,41) konstansokat az optimalis stratégiat a

T =min{n >0|&, <a,} AT
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megallasi id6 adja. E szerint a T id6pontban a terméket mindenképpen meg
kell venni. A T' — 1 id6pontban akkor kell a terméket megvenni, ha a &r_4
utolso eltti arajanlat kisebb, mint a k6zos varhato érték, stb. Az igy kapott
Qg sorozat nyilvan nem né és az értékét a

ar = E(ér),
o =apt1 (1 — F(any1)) —|—/ " xdF ()
0

hatrafelé halado iteracioval hatarozhatjuk meg. Ha a (&,) a [0,1] szakaszon
egyenletes eloszlasu, akkor

1
aT = -
2’
2 2
(e (0%
+1 +1
Op = Qp41 (1 - an+l) + n2 = Qp41 — n2 . U

2.30. Példa. Részvény eladési feladat az arak megtartésa esetén.

Tekintsiik a mar targyalt részvényeladasi példat avval az eltéréssel, hogy
a korabbi arakat szintén el lehet utébb fogadni. Persze ha késébb fogadjuk el
az arat, akkor kevesebb kamatot kapunk ra az id6szak végén. Ilyenkor a

o T—n
H,=(1+r) r;?é"fgk

kifizetéshez tartozo feladatot kell megoldani.
XT = HT = III<‘LX£7L7
n<T

Xp =max (Hy, E (Xnq1 | Fn)) -

Az egyenldségeket (1+ )7 "-nel végigosztva és 1]
Xn
V" = T—n
(1+7)

valtozokat bevezetve az
Vr = max
max &n,

E (Vi1 | fn))

V =
n = max (I]?Sa:fflm 7

iteraciohoz jutunk. A (&) valtozok fiiggetlensége miatt az

E(f(&n) [&=2)=E(f(z,n)
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szabalyt hasznélva

E (max,<7 &, | ]:T—l)) _
(I+7) N

( E (max (max,<7-1&n, 1) | fT—1))
=max | max &, =
k<T—1 147

= mas (e, 6 (e, ) )

E (max (z,&7))
1+7r '

Vr_1 =max | max &,
k<T—1

ahol
h(x) =

Vezessik be az

Sé{x|x2h(:v)}:{x|x2E(m<(x’§T))}

147
tartomanyt. Nyilvan

oo

E (max (x,&é7)) = oF (x) +/ wdF (w) .

x

Ugyanakkor

S= {(1+r)a:2mF(x)+/:owdF(w)} _

{chm(F(gc)—l)—i—/:owdF(w)} _

:{rm>/:o(w—x)dF(w)}.

Mivel a bal oldal ng, a jobb csokken, ezért S = {x > a}, ahol
(1+r)a:aF(a)+/ xdF (z).
Ebbél kévetkezden a T'—1 id6ponban akkor kell vasarolni, ha max,<7_1 &, >

> a, ellenkez§ esetben tovabb kell 1épni az utolsé peridédusra. Megmutatjuk,
hogy altalaban

T = min{n | max &, € S’} AT = min{n | max &, > a} AT,
k<n k<n

vagyis az els6 olyan id6pontban meg kell allni, ahol az aktualis ajanlati ar
eléri, vagy nagyobb, mint az a szint. Ennek oka, hogy ebben a feladatban
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érvényes az ugynevezett egy lépéssel valo elGrelatas szabélya, vagyis minden
idépontban a megallas eldontéséhez elég tigy tenni, mintha egyetlen 1épés
lenne csak hatra. Legyen

S = {H<T> _ X<T>} _ {Hn - X,@}

egy T hosszi id6horizonthoz tartozoé n idépontban érvényes megallitasi hal-
maz. Mivel az id6horizont novelésével a H,(lT) nem véaltozik, az X,gT) azonban
legfeljebb néhet, ezért altalaban Sy C S Jelen esetben ha az id6ho-
rizont hossza T' = n + 1, akkor S, = {maxy<, {& > a}. Ha az id6horizontot
eggyel T' = n+2-re megnoveljiik, akkor a maxy<py1 £ > maxy<y, £ > a nyil-
van teljesiilni fog, ezért az S, halmazon, kihasznalva, hogy a (&,) valtozok
eloszlasa azonos és fiiggetlenek,

E (Vi | ]:n))

V,, = max [ max &
n kgné-?

1+r
E (max (makanH & E(V,LJ{ﬂvaJrl)) | ]:n>
= max | max ¢y, =
k<n 1+7r
E
— max (maxfk, (man§n+1 fk ‘ ]:n)> _
k<n 1 +7r
E , F,
— Imax (max £k7 (maX (manSn gk £n+1) | n)> =
k<n 1+7r
= max <r]§135<§k, h (glgg&)) = glgzcﬁk,
vagyis miként allitottuk, teljesiil a forditott s - ST tartalmazas is,

azaz a {H, =X, } halmaz fliggetlen a hatralevs id6periodusok szamatol. O
2.31. Példa. Racionélis betord.

Ezen példa szerint egy betér6 minden éjszaka & ,bevételre” tehet szert,
de minden betoréskor p valoszintiséggel lebukik. Lebukas esetén a teljes meg-
szerzett vagyonat elveszti. Ilyenkor

H, = (Z §k> H Mk
k=1

k=1

ahol az n, p valdszintiséggel nulla vagy egy értékeket felvevs, Fi-mérhetd
valoszintiségi valtozo. A Snell-burkold egyenlete

X7 =Hr,
Xr_1 =max (Hr_1,E (X7 | Fro1)) =
=max (Hr_1,(1 —p) (Hr—1 + E(&7))) .
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Ebbdl lathato, hogy az utolso lépésben a megallitési halmaz

s={slez LB},

Megmutatjuk, hogy a feladat szintén egy lépéssel valo elretekintéssel meg-
oldhato. Noveljiik meg az idGhorizontot eggyel. Ekkor

X7 =max (Hr, (1 - p) (Hr + E (7+41)))
Xr—1 =max (Hr-1, E((1 —p) (Hr + E({741)) | Fr-1)) =
= max (Hy—1, (1 —p) (E(Hr | Fr-1) + E(§r41))) =
= max (Hy—1,(1 = p) (1 = p) (Hr—1 + E (§r41)) + E (§r41))) =
= max (Hr1,(1=p)’ Hr_y + (1=p) (1= p) + DE(€r41)) -

A megallitasi halmaz ilyenkor

{glaz@-p o+ (-9 +0-p)Blern)} =

= {x| (1 _a:p)2 zz+ (1+1127>E(§T+1)} =
= {x | ((1—119)2_1> > ?—iE(fT+1)} =

= {x | x121(2—_p;02) > f:gE(ﬁTﬂ)} =

~{olaz B} 2 o020},

vagyis a megallitasi halmaz nem fiigg az idészak hosszatol és a betorési soro-
zatot akkor kell befejezni, amikor el6szor lesz a rablott Gsszérték eleme az S
halmaznak, vagyis legalabb a fenti a szam. (|

2.4.6. A Doob—Meyer-felbontas és a szuperhedge 1étezése
Teérjlink vissza az amerikai opciok arazasi probléméajara.

2.32. Tétel. Ha X integrdlhato szubmartingdl, akkor van, mégpedig egyetlen
olyan M martingdl és A eldrejelezhetd, névekedd folyamat, hogy

X=M+A, Ay=0.
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Bizonyitds. Legyen My = Xo, Ag =0, és

n—1 n—1
M, = Xo+ Y (X1 —EX | F), A=) (EBXn|F)-X;).
7=0 j=0

Mivel az X, valtozok integralhatoak, ezért a feltételes varhatd értékek ér-
telmesek és vilagos, hogy az M,, valtozok integralhatéak. Konnyen lathato,
hogy X = M + A.

E(Muyp1 | Fo) ZB | Xo+ Y (X —E X [ F)) | Fu | =
=0

=E(Xo | F)+ Y E(Xj11 —E(Xj0 | F) | Fa) =
=0

n—1
=Xo+ Y (Xj11 —E (X1 | F)) +0,

=0

igy M martingal. Az X szubmartingal, igy E (X411 | F;) — X; > 0 kovetke-
zésképpen az A,, F,_1-mérhets és novekeds. Megmutatjuk, hogy a felbontas
egyértelmt. Ha X,, = M, + Al egy masik felbontés, akkor

Aln+1 - A;L = (Xn+1 - M’IIL+1) - (Xn_Mrlz) =
= (Xpp1— Xp) — (M), — M) =
= (Ans1 — An) + (Myqr — My) — (M} — M) .

Ha az F,,-szerint feltételes varhato értéket vesziink, majd felhasznaljuk, hogy
az A és az A’ elérejelezhets, valamint, hogy az M és az M’ martingal

Al = AL = Ay — Ay +0—0.

Mivel Ag = A, = 0, ezért minden n-re A, = A},. Ezt felhasznalva az M,, =
= M/ egyenlGség mar evidens. O

2.33. Tétel. Ha a piac teljes és nincsen arbitrdazs, akkor minden H > 0 kifi-
zetés esetén az amerikai opcionak van dra és az dr éppen a kockdzatsemleges
mérték mellett értelmezett optimdlis megdllitds feladatdnak optimdlis értéké-
vel azonos.

Bizonyitas. A feltételek miatt nincsen arbitrazs, igy létezik Q martingal-
mérték. Legyen H a kifizetésekbdl allo folyamat. Jeldlje X a H-hoz tartozo
Snell-burkolot. Az X szupermartingal, és az alaptér véges atomossaga miatt a
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—X integralhat6 szubmartingal, tehat rendelkezik Doob—Meyer-felbontassal :
X =M — A, ahol M martingal, A > 0, Ag = 0. Mivel a modell teljes, ezért
létezik olyan z*, hogy a hozza tartozo portfolio értékfolyamatara Vi (z*) =
= Mp. A V lokilis martingal a Q martingalmérték mellett. Mivel az My
integralhato a V (z*) nem csak lokalis martingal, hanem val6di martingal,
tehat

Vi (2%) = EQ (Vp (2*) | Fp) = EQ (Mr | F) = M,,.

Mivel Ay = 0, és mivel létezik 7% optimalis megallasi idG, ezért a megallasi
opciokrol szolo tétel miatt

EQ (Vo (¢7) = Vo (¢") = My = Mo — Ag = Xo =
=maxE® (H,) = E? (H,.)

és
Vi (‘T*) =M, = (Xn + An) > (Hn + An) > H,,

vagyis a V (z*) szuperreplikalo és az els§ egyenl&ség miatt
Vo (2%) "2 H,-.

Természetesen a szuperreplikilas és a megallitas idGpontjaban valé majdnem
mindenhol valé egyezés a Q mérték mellett majdnem mindenhol teljesiil.
De mivel a P és a Q ekvivalensek ezért a relaciok az eredeti ,statisztikai”
mérték esetén is teljesiilnek. Miként a bevezetSben elmondtuk, ilyenkor a H
ara éppen x*. L]

Hangsulyozni kell, hogy a H kifizetésen, illetve az S alaptermékeken al-
talaban a diszkontalt folyamatokat értjiik. Vagyis az optimélis megéllitasi
problémat a diszkontélt értékfolyamatra kell megoldani. A modell kézgaz-
dasagilag csak igy értelmes. Ugyanakkor matematikai szempontbdl a feladat
akkor is megoldhaté, ha portfolioként kozvetleniil a ,sztochasztikus integrélo-
kat” tekintjiik és az els6 és méasodik alaptételt kdzvetlentil az alaptermékekre
alkalmazzuk. Ilyenkor természetesen a H kifizetést nem kell diszkontalni. Ma-
tematikai szempontbdl csak az a lényeg, hogy az M felirhato6 legyen replikalo
portfolioként.

Vegyiik észre, hogy az el6zd allitasban nem hasznaltuk ki, hogy a Doob—
Meyer-felbontasban szerepls A elérejelezhets. Erre az alabbiakban lesz sziik-
séglink. A Doob—Meyer-felbontas segitségével tovabbi optimalis megallasi
id6ket is meghatarozhatunk.

2.34. Definici6. Legyen H > 0 tetszéleges és legyen X a H Snell-burkoléja.
Legyen X = M — A az X Doob—Meyer-felbontasa. Legyen

- () = T, ha Ar (w) =0
T min{n | Ap41 (w) >0}, ha Ap(w)>0"
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2.35. Tétel. A 7* a H egy optimdlis megdlldsi ideje. A T** a maximdlis
optimdlis megdlldsi idd.

Bizonyitas. Mivel az A elérejelezhets, ezért az A, 11 valtozo F,,-mérhetd, igy
{7 =n} =M<n {Ar =0} N {Ap41 >0} € Fp

tehat a 7** megallasi id6. A 7** optimalitasat az optimalitasi kritérium se-
gitségével fogjuk igazolni. Nyilvan A7 = 0, tehat

X T AT
Az M martingal, minden megallitott martingal martingal, tehat az X7
is martingal, igy a méasodik feltétel teljesiil. Megmutatjuk, hogy X (7**) =
=H (™).

T-1
X)) =) x(r" =k X +x (" =T) X7 =
k=0
T-1
= X (7" = k) max (Hg, E (X411 | Fi)) + x (7™ =T) Hr.
k=0

Mivel az A el6rejelezhetd és az M martingal, ezért
E (Xpi1 [ Fi) = E(Mpgr — Apyr | Fie) = Mg — Apya.
A {7** = k} halmazon Aj = 0 mikézben Aiq > 0, igy ezen a halmazon
E (Xpq1 | Fr) = My — A1 < My, — Ay = X,
igy a {7** = k} halmazon
Xy = max (Hy, E (Xgy1 | Fr)) = Hy,

kovetkezésképpen X« = H,«+, amely éppen az els6 feltétel.

Végill megmutatjuk, hogy a 7** a maximaélis optimalis megéllasi id6. Le-
gyen 7 > 7% egy megallési id§ és tegyiik fel, hogy egy pozitiv mértékd halma-
zon 7 > 7*. Ezen a halmazon az A (1) pozitiv. Mivel A > 0, ezért E (A (1)) >
> 0, igy a megéallasi opcidkrol szolo tétel szerint

E(H (7)) <E(X (7)) =E(M (7)) —E(A(7)) <
<E(M (7)) =E(M(0)) = E(X(0)) = X (0),
tehat a 7 nem lehet optimalis. O
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3. fejezet

Néhany tétel a
sztochasztikus folyamatok
elméletébdl

A sztochasztikus integralas elmélete — elsGsorban a kozgazdasagi alkalma-
zésok miatt — virdgkorat éli. Ugyanakkor az elmélet a mértékelmélet és a
funkcionélanalizis olyan pontos és alapos ismeretére épiil, amely az alkalma-
zésokban érdekelt kutatok szaméra gyakran csak komoly eréfeszitések aréan
érhet6 el. Viszonylag jol képzett matematikusok szamara is a sztochasztikus
integralas elmélete szamos mértékelméleti meglepetést tartalmaz. A mate-
matikai pénziigyek népszertiségének egyik oka, hogy legfontosabb eredményei
a sztochasztikus integralas, illetve altalanosabban a sztochasztikus analizis
eszkOztarara épiilnek, igy a matematikai elmélet fénye kétségtelentil atvetiil
a pénziigyi elméletre, és nagyban hozzajarul a pénziigyi vilag altal 6nmaga
koré épitett kaprazathoz. A fejezetben megprobalok az elGismeretek mini-
mumét felhasznalva révid attekintést adni a legfontosabb konstrukciokrol.
Természetesen bizonyos alapfogalmakra sziikségiink lesz. Igy példaul feltéte-
lezem, hogy az olvaso olyan fogalmakkal, mint filtracid, megéllasi id6, tra-
jektoria tisztdban van. Ugyanakkor néhény nehezebb, talan kevésbé elemi,
de azért kozismert eredményt is fel fogunk hasznélni. Ezek kozé tartozik az
L? (Q)-ban korlatos halmazok egyenletes integrdlhatosaga, illetve a Doob-
egyenl6tlenségek. A sziikséges elGismereteket egy jelentGs részét a fejezet els6
pontjaban réviden Osszefoglalom. Ugyanakkor mivel egy igen kifinomult és
szertedgazé matematikai elméletrsl van szo, igy az olvasdénak a téma pon-
tos, az apro részletekbe is belemend megértéséhez esetlegesen sziiksége lehet
a Valo6szintiségszamitas konyvemben megtaldlhatoé egyes tovabbi tételekre.

63
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Bar a targyalas reményeim szerint a lehet&ségekhez képest egyszerd, azért
tavolrol sem magatol értetddd, és hallgatdlagosan a mértékelméletre épiils
valoszintiségszamitéas jelentGs ismeretét feltételezi. A targyalas kulcsa, hogy
els6 lépésként csak folytonos, pontosabban balrél regularis, integrandus ese-
tén vizsgaljuk az integralast. Ilyenkor az integrél igen egyszertien definialha-
t6: az integral a kozelits Osszegek hatarértéke. Az egyetlen észrevétel, amit
tenni kell, hogy az integral értéke, szemben a klasszikus esettel, fiigg a ko-
zelit§ pont vélasztasanak modjatol. Ez az dgynevezett kvadratikus variacio
létezésében és pozitivitasaban jelentkezik. A bemutatott eredmények hasznal-
hatosagat tobbek k6zott a sztochasztikus differencialegyenletek elméletének
rovid ismertetésén teszteljiik. A fejezet végén réviden bemutatom az integrél
kiterjesztését mérhets integrandusokra.

A sztochasztikus integralas elméletének kulcsfogalma a kvadratikus va-
riacié. Az alabbi gondolatmenet némiképpen egyszerisithets lenne, ha csak
Wiener-folyamatok szerinti integralokat probalnank bevezetni, ugyanis a Wie-
egy Wiener-folyamat kvadratikus variacidja éppen az intervallum hossza. En-
nek kovetkeztében a kvadratikus varidcio altal definidlt mérték egyrészt de-
terminisztikus, masrészt éppen a Lebesgue-mérték. Ha azonban az integrator
csak Wiener-folyamat lehet, akkor nem vildgos, hogy mit jelentenek azok az
integralok, amikor az integrator mar maga is egy Wiener-folyamat szerin-
ti sztochasztikus integral. A Wiener-folyamat azon kétségtelen elénye, hogy
tet leegyszertsiti, de ha hajlandok vagyunk az absztrakcios létran egy kicsit
feljebb méaszni, akkor tobbet nyeriink, mint amennyi energiat elveszitiink.

A fejezet a konyv els6 olvasasakor kihagyhato. Masodik és harmadik olva-
sasra elegendd a definicidkat és a tételeket nagyjabol megérteni. A negyedik
olvasasra a definiciok és a példak tartalmat érdemes dtgondolni. Otédik ol-
vasasra esetleg érdemes a tételek pontos tartalmét megérteni, és csak nagyon
sokadik olvasasra és nagyon elhivatott olvasonak érdemes a fejezetben sze-
repld Osszes tétel bizonyitasat atgondolni.

3.1. Néhany alapfeltevés

Ebben a pontban azokat a nem teljesen trivialis, de a sztochasztikus folya-
matok teriiletén kozismert allitdsokat és feltételeket sorolom fel, amelyekre a
késgbbiekben tamaszkodni fogunk.

1. Kezdjiik a sztochasztikus alaptérrel. Legyen (Q, A, P) egy valoszintiségi
mez6. Hangstulyozni kell, hogy mivel csak folytonos szemimartingélok szerint
akarunk integralni, nem lesz sziikségiink a mezd teljességére, vagyis nem té-
telezziik fel, hogy a nullmértékd halmazok részhalmazai is események, vagyis
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elemei az A o-algebranak. A mezén értelmezve van egy F filtracio, vagyis
adott az id6tartoméany ¢ valtozojaval indexelt o-algebrakbol allo F; csalad,
amelyre ha s < t, akkor Fs C F; C A. Egy X (¢, w) sztochasztikus folyamatot
adaptaltnak mondunk, ha minden ¢ id6pontra az w — X (¢,w) mérhets az F;
szerint. A tovabbiakban az adaptéaltsagot minden tovabbi emlités nélkiil min-
den folyamattol automatikusan megkoveteljiik. Feltételezziik, hogy az Gsszes
F; tartalmazza az alaptér nullmértékd halmazait. Erre azért van szilikség,
mert két folyamatot akkor tekintiink azonosnak, ha a trajektoriaik egy nulla
mértéki halmaztol eltekintve azonosak. Vagyis, ha X és Y folyamatok, akkor
az X =Y relaci6 azt jelenti, hogy majdnem minden kimenetelre az X és az
Y trajektoriai azonosak. Masképpen, a sztochasztikus folyamatok fiiggvény
értékd valoszintiségi valtozok ekvivalencia osztalyai.

Felvethetd, hogy fliggvényértéki valoszintiségi valtozok értelmezéséhez va-
lamiképpen definialni kell a trajektoridk terén a mérhetség fogalmat, ugyanis
a mérhet§ leképezések mérhets terek kozott hatnak. Ehhez el6szor értelem-
szertien rogziteni kell a fiiggvényosztalyt, amibsl a trajektoridkat vessziik.
Példaul ez lehet a folytonos fiiggvények C ([0, 00)) halmaza, vagy a késébb be-
vezetett jobbrol, vagy balrol regularis fliggvények osztalya. A rogzitett fiige-
vénytéren a mérhetfséget altalaban az ugynevezett koordinataleképezések al-
tal generalt mérhetGségi strukturaval definialjuk, vagyis a fiiggvénytéren azt
a legsziikebb o-algebrat tekintjiik, amelyre nézve minden ¢t idépontban az
w — X (t,w) tgynevezett koordinataleképezés éppen F; mérhets. Ilyenkor a
trajektoridk terén a mérhetdség definicidjat visszavezetjiik a méar megadott
filtraciora. Elgfordul azonban a forditott irdny is. Példaul a folytonos fiigg-
vények terén a topolégiat a kompakt halmazokon vald egyenletes konvergen-
ciaval szokas definialni. Ez a topologia definial egy Borel-mérhetdségi struk-
tarat a trajektoriak terén. Ezt kévetGen a filtraciot ugy definidljuk, hogy F;
az a legsziikebb c-algebra, amelyre nézve az Osszes s < t id6pont esetén az
w — X (s,w) koordinataleképezés mérhets. Ilyenkor tehéat a fliggvénytéren
definialt mérhetGségi strukturabol szarmaztatjuk a filtraciot. Természetesen a
targyalas soran kiemelt figyelemmel kell tigyelni arra, hogy a két megkozelités
egyidejd alkalmazasa kompatibilis legyen.

A nullmértéki halmazokra tett feltétel miatt minden egyes folyamathoz
tartozo osztaly minden eleme adaptalt, vagyis ha X =Y vagyis ha a trajekto-
riaik csak nullmértékd halmazban kiilonboznek, és az X adaptalt, akkor az Y
is adaptalt, ugyanis minden ¢-re az X (¢) majdnem mindenhol megegyezik az
Y (t)-vel, és mivel az F; tartalmazza a nullmértéki halmazokat, ezért az X (t)
mérhetéségébol kovetkezik az Y (t) mérhetGsége. Erdemes megjegyezni, hogy
ha minden ¢-re X (¢) majdnem mindenhol megegyezik az Y (¢)-vel, akkor azt
szokas mondani, hogy az Y folyamat az X folyamat mddositéasa. Mivel a filt-
raciéban szerepl§ o-algebrak tartalmazzak a nullmértékd halmazokat, ezért
ha az X adaptélt és az Y az X moédositasa, akkor az Y is adaptalt. Mivel
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a folyamatok egyenléségébdl kovetkezik a modositas erejéig valo egyenldség,
ezért az elsé megjegyzés a mésodik specialis esete.

A filtraciorol feltessziik, hogy jobbrol folytonos. Ez alatt azt értjik, hogy
tetszoleges t-re Fi = NgsiFs = Fip. Azt mondjuk, hogy a sztochasztikus
alaptér teljesiti a szokasos feltételeket, ha

1. a F filtraci6 jobbrol folytonos,

2. minden id6pontban az F; tartalmazza a nullmértékd halmazokat,

3. az (2, A,P) tér teljes, vagyis ha A € A és P (A) = 0, akkor minden
N C A esetén N € A. Ismételten hangsulyozni kell, hogy ez utobbi

feltételre folytonos integratorok esetén, vagyis az itt bemutatott tételek
targyalasa soran, nincsen sziikség.

2. Az X folyamatot folytonosnak mondjuk, ha a ¢t — X (¢,w) trajektori-
ak folytonosak. Az ekvivalenciaosztaly bevezetése miatt, a minden kimenetre
val6 folytonossag helyett gyakran megelégsziink a majdnem minden w kime-
netelre valo folytonossaggal. Egy folyamat jobbrél regularis, ha a trajekto-
ridlnak minden idSpontban létezik véges bal oldali hatarértéke és a trajek-
toridk jobbrol folytonosak. Hasonléan értelmezhets a balrol reguléris folya-
matok csaladja. Egy X folyamatot regularisnak mondunk, ha vagy jobbrol
vagy balrél regularis. Erdemes hangsulyozni, hogy a regularitas definiciojaban
szerepl6 hatarérték mindig véges. Annak ellenére, hogy gyakran hasznalunk
absztrakt nyelvezetet a sztochasztikus folyamatok trajektoriai legtobbszor
reguléris fliggvények. Példaul az alabb felépitett Ito—Stieltjes integralas el-
méletében az integrandusok balrél regularisok, az integratorok pedig jobbroél
regularis folyamatok. A trajektoriak regularitasidnak fontos kovetkezménye,
hogy beszélhetiink az X folyamat ugrasaibol allo AX folyamatrol, amely de-
finici6 szerint AX = X, — X_, ahol az X a jobb oldali hatarértékekbdl allo
folyamat és értelemszertien X_ jel6li a bal oldali hatarértékekbdl allo folya-
matot. A A szimbo6lumot gyakran egy folyamat névekményeinek jelolésére is
alkalmazni fogjuk, ami elvileg némiképpen félreérthets. A szévegkornyezetbdl
kiragadva példaul a AX (t) jelolés esetén nem vildgos, hogy az X ugrasa-
ibél allo AX folyamat t; idépontban vett helyettesitési értékérdl van szo,
vagy egy (tr) id6pont sorozat altal definidlt X (t5) — X (1) névekményrsl
van-e sz6. RemélhetGleg azonban a szévegkdrnyezetbdl ez mindig egyszertien
kiderithetdll

Konnyen belathato, hogy regularis fliggvényekre értelemszert modositéssal
atvihet6k az elemi analizisben a kompakt szakaszokon értelmezett folytonos
fliggvényekre belatott allitasok. Példaul a regularis fliggvények minden kom-
pakt intervallumon korlatosak, illetve ha az ugrésok nagysaga kisebb, mint

I Mivel altalaban folytonos folyamatokkal foglalkozunk, az ugrasokra ritkan kell hi-
vatkozni.

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

3.1. NEHANY ALAPFELTEVES 67

egy fix ¢ konstans, akkor tetszéleges kompakt szakasz esetén barmilyen € > 0
szamhoz taldlhat6 olyan § > 0, hogy ha a t; és to téavolsaga kisebb, mint &,
akkor a reguléris fliggvény t; és a to id6pontokban vett értékeinek tavolsaga
legfeljebb c+¢e. Természetesen a korlat, illetve a § fliggvényenként mas és mas
lehet. A korlatossagra vonatkoz6 megjegyzés indoklasa a kovetkezs: Tegyiik
fel, hogy az X folyamat regularis és egy alkalmas (t,,) sorozatra | X (t,)| > n,
és a (t,) sorozat elemei egy kompakt idStartomanyban vannak. Részsoroza-
tokra attérve a kompaktsig miatt feltehets, hogy a (t,) konvergens, illetve
hogy monoton né vagy esetleg csokken. Ez azonban ellentmond annak, hogy
az X regularis, és ezért minden id6pontban a trajektéridknak van jobbrol és
balrol vett hatarértéke. Hasonléan, ha van olyan (tj) és (sy) sorozat, amely-
re [ty — sk| < 1/k és |f (tx) — f (sk)| > ¢+ €, akkor részsorozatokra attérve
feltehets, hogy az (sk) és a (tx) sorozat konvergens. Ha a két sorozat a ko-
z0s hatarérték egyik oldalara esik, akkor ez ellentmond annak hogy 1étezik a
jobb és bal oldalrél vett hatarérték, ha pedig a kézos hatarérték két kiillonbo-
z6 oldaléra esik a két sorozat, akkor az ellenmond annak, hogy a lehetséges
ugrasok maximalis nagysaga c.

3. Sztochasztikus folyamatra a legfontosabb példat a Wiener-folyamatok
szolgaltatjak.

3.1. Definici6. Egy {w (t,w)},~ folyamatot Wiener-folyamatnak mondunk,
ha teljesiti az alabbi négy feltételt:

1. w(0) = 0.

2. A w novekményei fliggetlenek, vagyis tetszéleges tg < t1 < ... < t,
id@sorozat esetén a novekményekbdl allo n darab w () — w (tx—1) va-
loszintiségi valtozo fiiggetlen.

3. Tetszéleges 0 < s < t értékekre a w (t) — w (s) eloszlasa N (0, — s),
vagyis a w (t) — w (s) valtozo strtségliiggvénye

gi—s (x) = o (115 =) oXp (2 (;x25)> .

Ebbdl kovetkezben a w staciondrius névekmény, amin azt értjiik, hogy
aw (t)—w (s) novekmeény eloszlasa csak az idGintervallum ¢ — s hosszatol
és nem az id6intervallum elhelyezkedésétdl fiigg.

4. A w folytonos abban az értelemben, hogy minden w kimenetelre a ¢ —
w (t,w) trajektoria folytonos.

Erdemes hangstilyozni, hogy ha w a fenti definici6 szerint egy Wiener-
folyamat és Fp a folyamat &ltal generalt filtracio, vagyis Fp a {w(s) | s < t}
valtozok altal generalt o-algebra, akkor az FU filtraci nem lesz jobbrél folyto-
nos. A legegyszertibb példa a kovetkezs: Legyen N azon kimenetelek halmaza,
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amelyre az w Wiener-folyamat trajektoriai egy pozitiv hosszusaga [0,t (w)]
szakaszon nullak maradnak. Az N valoszintisége nulla. Mivel definicié szerint
w(0) = 0, ezért a ¢ = 0 pontban a generalt filtracié a trivialis (Q2,0) o-
algebra. Ugyanakkor kénnyen lathato, hogy N € M;~Fy, ugyanis barmilyen
kicsi, de pozitiv hosszusagu idGintervallumot is megyiink el6re az N-be es6
kimenetelekhez tartozé trajektoridkat meg tudjuk hatéarozni. Megmutathato
azonban, hogy ha az F°-ban szerepld o-algebrakat kibovitjiik a nullmérték
halmazokkal, akkor az igy kapott F filtracio jobbrol folytonos lesz. A filtracid
jobbrol valo folytonossaga nélkiil a sztochasztikus analizis legtobb tétele nem
teljesiil, igy a nullmértéki halmazokkal a filtraciot mindenképpen ki kell egé-
sziteni. Ennek megfelelden Wiener-folyamat altal generalt filtraciéon nem az
FY, hanem a nullmértékt halmazokkal kiegészitett F filtraciot szokas érteni.

A Wiener-folyamat ¢ = 0 pontban val6 értékével kapcsolatos tovabbi apro
bonyodalom, hogy miként jeleztiik két folyamatot akkor tekintiink egyenld-
nek, ha a trajektoriai majdnem minden kimenetelre azonosak. Ennek meg-
felelGen egy folyamatot akkor is Wiener-folyamatnak kell mondanunk, ha a
w (0) csak majdnem mindenhol nulla. Ez is arra utal, hogy a szokasos feltéte-
lekben szereplé nullmértékd halmazokkal valo kiegészités nem tszhatd meg.
Az persze egy kiilon szerencse, hogy Wiener-folyamatok esetén, a mar idézett
tétel alapjan, ezzel a kiegészitéssel két legyet iitiink egy csapéassal.

A definici6 koriili tovabbi bonyodalom forrasa, hogy beszélni szokas egy
adott F filtracidhoz tartozé Wiener-folyamatrdl is. Ennek tébb praktikus
oka van. A legegyszeriibb eset az, amikor t&bb folyamat egyszerre adja meg
a filtraciot és ehhez a filtraciohoz képest akarunk egy Wiener-folyamatot de-
finialni. Egy masik eset, amikor adott egy w Wiener-folyamat és a w (t) =
w(t+s) — w(s) agynevezett Gjrainditott folyamatrol szeretnénk igazolni,
hogy Wiener-folyamat, de a filtracion az F = Firs filtraciot szeretnénk
érteni, amelyre példaul az ]?0 méar nem a nulla és egy valoszintiségt halma-

altalanositani és a fliggetlen névekmény feltételét modositani:

3.2. Definici6é. Az X folyamatot az F filtraciora nézve fiiggetlen noévek-
ménytinek mondjuk, ha minden ¢t > s esetén az X (¢t) — X (s) novekmény
fiiggetlen az F, o-algebratol. Ertelemszertien ez definicio szerint azt jelenti,
hogy az X (t) — X (s) novekmény altal generalt o (X (¢) — X (s)) o-algebra
minden eleme fiiggetlen az F; o-algebra minden elemétél. Egy w folyamatot
egy F filtracio szerint Wiener-folyamatnak mondunk, ha

1. w(0) = 0 majdnem mindenhol,

2. w az F filtraciora nézve fiiggetlen névekményt,

3. a w stacionérius novekményi és tetszéleges 0 < s <t esetén a w (t) —

—w(s) eloszlasa N (0,v/t —s).
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4. a w trajektoridi majdnem minden kimenetelre folytonosak.

4. Egy 7 véletlen id6pontot megallasi idének mondunk, ha minden ¢ esetén
a 7 At = min (7,t) valoszintségi valtozo az (Q, F;) téren. Ennek interpreta-
cioja az, hogy a megallasi id6 ¢ idSpontig bekovetkezett része valoszintségi
valtozd a t id6pontban. Konnyen belathaté, hogy ez ekvivalens avval, hogy
minden ¢ esetén {7 <t} € F;. Konnyen belathato, hogy mivel {r <t} =
= Ny {7 <t+1/n} és mivel az F jobbrdl folytonos, ez ekvivalens avval,
hogy minden ¢ esetén {7 < t} € F;. Megjegyezziik, hogy a filtraciok jobbrol
valo folytonossagara leginkdbb azért van sziikség, hogy ezt az ekvivalenciat
biztositani tudjuk. A megallasi id6k halmazanak kiemelkedGen fontos rész-
halmaza a taldlati id6k halmaza. Egy B halmaz talalati idején a

75 (w) =inf {t | X (t,w) € B} (3.1)

véletlen idépontot értjiik. Vegyiik észre, hogy 75 (w) = oo pontosan akkor,
ha az w kimenetelre az X folyamat ¢t — X (¢, w) trajektoridja nem metsz bele
abB halmazbzﬂ Erdemes hangstlyozni, hogy a definiciéban szerepls infimum
miatt a 75 (w) id6pontban az X folyamat megfelel§ trajektoriaja nincsen fel-
tétleniil a B halmazban. A sztochasztikus alaptérre, az X folyamatra, illetve
a B halmazra tett kiillonboz6 feltételek teljesiilése esetén garantalhatd, hogy
a talalati id6k egyuttal megallasi id6k is legyenek.

3.3. Allitas. Ha az X folyamat folytonos és a B halmaz zdrt, vagy ha az X
jobbrdl vagy balrdl folytonos a B nyilt és a filtrdcid jobbrdl folytonos, akkor a
T taldlati iddk megdlldsi idok.

Bizonyitds. A nyilt és a zart halmazok talalati ideje kozotti eltérés abbol
ered, hogy a nyilt halmazok esetén {75 =t} tartalmazhat olyan w kimene-
teleket, amelyekre a B elérés csak a t ,utan” kiévetkezik be, vagyis amikor
a folyamat kiviilrél éri el a B halmazt. Ezért kell nyilt halmazok esetén a
{7 < t} eseménnyel foglalkozni. Amikor egy zart halmaz hatarat elérjiik,
akkor mar tudjuk, hogy a halmazban vagyunk, de egy nyilt halmaz esetén
a hatarrol meég visszafordulhatunk és csak a hataratlépés utan tudjuk meg,
hogy végiil beléptiink a halmazba vagy sem.

szt

folyamat, akkor a fenti sorban definialt 75 talalati id6 egyben megal-
lasi id6. Hangstlyozzuk hogy ezt az X és a B egyszerti tulajdonsagai miatt
minden tovabbi megkotés, vagyis példaul a filtracié jobbrol valé folytonossa-
ganak feltétele nélkiil igazoljuk. A trajektoriak folytonossdga miatt minden

2 Mivel egy megallasi id6 egy pozitiv valészintiségli halmazon felveheti a végtelen
értéket, ezért formailag a megallasi id6k nem valoszintségi valtozok.
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o

w kimenetelre a K (t,w) = X ([0,t],w) halmaz kompakt. A B zartsaga mi-
att K (t,w) N B = () pontosan akkor, ha a két halmaz tavolsaga pozitiv, és
ilyenkor 75 (w) > t. Masképpen

{re <t} ={w| K({t,w)NB#0}.

A trajektoriak folytonossaga miatt az X ([0,¢] N Q,w) stird a K (¢, w) halmaz-
ban. A tavolsagfiiggvény folytonossaga alapjan

{75 <t} = {w | K (t.) N B £0} = {w | d(K (t,w), B) = 0) =
={w|inf{d (X (s,w),B)|s<t,se€Q} =0}.

Rogzitett s < t-re az w — X (s,w) Fe-mérhetd, ami az « — d (z, B) folyto-
nossaga miatt teljesiil az w — d (X (s,w), B)-re is. Megszamlalhat6 mérhets
fliggvény infimuma mérhetd, mérhets fiiggvény nivohalmazai mérhetGek, te-
hat {rp <t} € Fy.

II. Megmutatjuk, hogy ha a B nyilt, és az X trajektoriai jobbrol folyto-
nosak, akkor a talalati id6 megallasi id6 az Fi1 = NgsFs o-algebréara
nézve, tehat ha az F; jobbroél folytonos, akkor a 75 megallasi id6. Ezt ugy
igazolhatjuk, ha megmutatjuk, hogy minden t-re {rp <t} € F;. A trajek-
toridk jobbrol folytonossaga és a B nyiltsaga miatt, X (s,w) € B pontosan
akkor, ha egy alkalmas ¢ > 0 szamra X (u,w) € B, ha u € [s, s + €). Ebbél

{TB < t} = UsE[O,t) {X (8) S B} = UsEQﬁ[O,t) {X (S) S B} S ft.

III. Hasonloan belathato, hogy ha X balrol folytonos, a filtracié jobbrol
folytonos és B nyilt, akkor a 7 elérési id6 megallasi id6. O

3.4. Példa. Nyilt halmaz talalati ideje amely nem megallasi id6.

I. Ha B nyilt, és a filtraci6 nem jobbroél folytonos, akkor még folytonos
trajektoridk esetén sem tudjuk garantalni, hogy 7p megallasi id§ legyen. Ha
példaul

X(tw) =t-§(w),

ahol £ egy normalis eloszlasi valtozo, és F a generalt filtracio, akkor Fy =
= {Q,0}, és ha t > 0, akkor F; = B(R). Evidens m6don lathato, hogy a
B = {z > 0} halmazhoz tartozo Tp vagy a nulla, vagy a oo értéket veszi fel,
attol fliggben, hogy £(w) >0 vagy £(w) <0. Kovetkezésképpen {75 <0} ¢ Fo.
Az is konnyen lathato, hogy a példa szempontjabol irrelevans, hogy a null-
mértéki halmazokat hozzacsapjuk a filtracidhoz vagy sem.

II. Hasonloképpen lathato, hogy ha X Wiener-folyamat és B = {x # 0},
akkor a 7p csak akkor megallasi id6, ha a Wiener-folyamat &ltal generalt
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filtraciot kibévitjiikk a nullmértékd halmazokkal, vagyis ha a filtraciét jobb-
rél folytonossa tessziik, ugyanis a nulla valészintiséggel el6fordulé konstans
szakaszok miatt a w altal generalt filtraciora nézve {rp <0} ¢ Fo = {Q, 0}.
Nyilt halmazok talalati idejére fontos példa a valamely pontbdél valo kilépés
idépontja. Ha egy folyamat éppen egy x allapotban van, akkor a B = {x}°
nyilt halmaz talalati ideje az az id6pont, amikor a folyamat kilép az = pont-
bol. Ezt a véletlen idGtartamot szokas az x pontban valé tartézkodas idejének
is mondani. Miként az x = 0 allapot tartézkodasi idejére vonatkozo példabol
latszik, egy adott ¢ id6pontig megfigyelve a trajektoridkat nem lehet eldonte-
ni, hogy a folyamat kilép az adott ¢ id6pontban vagy sem. Csak annyit lehet
latni, hogy a t elstt kilépett vagy sem. Ertelemszerten a problémét a kons-
tans szakaszok okozzak. Wiener-folyamatok esetén a konstans szakaszokat
tartalmazo trajektoridkkal rendelkezd kimenetelek valoszintisége nulla, igy a
nullmértéki halmazok hozzdadésa automatikusan megoldja a konstans szaka-
szokkal kapcsolatos problémaékat, igy a filtracio jobbrol folytonos lesz. Az els6é
esetén ez nem feltétlenil teljesiil, igy a nullmértékd halmazokkal kiegészitett
filtracié nem lesz automatikusan jobbrol folytonos, igy a kilépési id6k nem
lesznek automatikusan megallasi id6k. O

Az allitasbol kovetkezen ha az X folytonos, akkor tetszéleges a valos szam
esetén esetén a

Te = inf {t | | X (t)| > a} (3.2)
vagy példaul a

To =inf {t | X (t) =a},
To =inf {t | X () < a}

véletlen id6pontok megallasi iddk, illetve jobbroél folytonos filtracio és folya-
mat esetén a

7o = inf {t | |X (t)] > a} (3.3)

vagy a
T, =inf {t | X (¢t) > a}

véletlen idSpontok is megallasi id6k. A 7, megallasi idGkre mint szintatlépési
idokre szokés hivatkozni. A figyelmes olvas6 észrevehette, hogy a 7, jelolés
nem egyértelmd. Mivel a trajektoridknak lehetnek konstans szakaszai a >,
illetve a > relacioval definialt megallasi id6k nem azonosak. Ennek azonban
a jelen targyaléds szempontjabol nincsen jelent&sége, igy a bonyolultabb jelo-
lések bevezetésétdl eltekintek.

5. A megallasi id6k eloszlasat a legtobb esetben nem ismerjiik. A ritka
kivételek egyike a Wiener-folyamatok

Te = inf {t | w(t) = a}
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talalati ideje, amely stirtiségfiiggvénye

o= Ly (-22). ”

6. A megallasi idSket legtobbszor a megallitott folyamatok definicidja soran
hasznaljuk. Ha X egy tetszGleges folyamat és 7 egy véletlen idépont, akkor

X (tyw) =X (AT (w),w).

Gyakran sziikségiink lesz a kovetkezs észrevételre: Ha 7 egy megallasi id6
és X egy regularis, adaptalt folyamat, akkor az X7 megallitott folyamat
adaptalt marad. Ugyancsak gyakran fogjuk hasznalni a kovetkezét: Ha 7, a
fenti vagy sorban definialt szintatlépési idé és az X balrél foly-
tonos, akkor | X7¢| < a. Erdemes talan hangstlyozni, hogy jobbrél folytonos
folyamatok esetén azonban csak az |X™| < a + |AX (7,)| egyenl6tlenség
igazolhato.

7. Egy X jobbrol reguléris, adaptélt és integralhaté folyamatot martingal-
nak mondunk, ha tetsz6leges t < s esetén

E (X (s) [ Fi) =X (1). (3.5)

Integralhato folyamat alatt értelemszertien azt értjiik, hogy minden ¢ id6pont-
ban az X (t) valoszintségi valtozo integralhato, vagyis van varhato értéke. Ha
E (X (s) | Ft) < X (t), akkor szupermartingalrol, ha E (X (s) | ) > X (t),
akkor szubmartingalrol szokéas beszélni. A definiciokbol evidens, hogy a mar-
tingalok tartjak a varhato értékiiket, a szubmartingélok varhato értéke né,
a szupermartingalok varhaté értéke pedig csokken. Martingélra a legegysze-
riibb példat a Wiener-folyamatok szolgaltatjak. Ugyanakkor ha X martin-
gal, akkor az Y = X2 szubmartingal. A figyelmes olvaséban felmeriilhet,
hogy miért van az Y = X?2-nek varhato értéke. Természetesen semmi sem
garantalja ezt. Ugyanakkor az Y (s) = X2 (s) nem negativ, igy a feltételes
varhato értéke létezik, bar az esetlegesen felveheti a végtelen értéket is. Eppen
ezért a szubmartingalok definici6ja az irodalom nem mindig egyértelmi, és
a szubmartingalok definiciojaba nem feltétleniil szokas beleérteni a folyamat
integralhatosagat csak azt, hogy létezzen a feltételes varhato érték. Ezért a
tovabbiakban, ha ez fontos, akkor szubmartingalok esetén mindig explicite
jelezni fogjuk a folyamat integralhatosagat.

A martingalokkal kapcsolatos legfontosabb allitds a megallasi opciokrol
sz6l6 tétel. Ennek tobb alakja is van. Talan a legszemléletesebb a kdvetkezs:

3.5. Allitas. Ha teljestilnek a szokdsos feltételek, akkor egy jobbrol reguldris
X folyamat pontosan akkor martingdl, ha tetszdleges T korldtos megdlldsi
idd esetén az X (1) integrdlhato és E (X (0)) = E (X (7)), vagyis a folyamat
vdrhato értéke korldtos megdlldsi iddkkel ,nem manipuldlhato”.
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A megéallasi opciokrol szolo tétel egy masik alakjanak megértéséhez defi-
nialni kell a megéllitott o-algebra fogalmat.

3.6. Definicié. Ha 7 tetszGleges megallasi id6, akkor az F. megallitott o-
algebran az olyan A halmazok csaladjat értjiik, amelyekre tetszdleges t esetén
An{r <t} e F.

Interpretacidjat tekintve az F, a 7 el6tt, beleértve a 7 id6pontot is, be-
kovetkezs események o-algebrajat értjiik. Az interpretéacio kiilondsen szem-
léletes, ha a sztochasztikus alaptér éppen a trajektoriak tere és a filtra-
ci6 éppen az X (t,w) = w(t) koordinataleképezések altal generalt filtra-
cio, vagyis F; = o ({X (s) | s <t}) . Megmutathato, hogy ilyenkor F, =
=oc({X (tAt)|teRL}).

3.7. Allitas. Ha teljesilnek a szokdsos feltételek és ha o és T két korldtos
megdlldsi idd, valamint ha o > T, akkor a martingdlt definidlo (3.5) egyenls-
ség dtvihetd megalldsi iddkre is:

E(X (o) | Fr) =X (7).

Az egyenlGségben implicite azt is felhasznaltuk, hogy az X (1) valtozo
F,-mérhets. Erdemes megjegyezni, hogy diszkrét idejii megallasi idSkre a té-
telt korabban mér igazoltukﬂ Az altalanos eset bizonyitésa arra épiil, hogy
tetszoleges T megallasi id6hoz konstrualhato olyan (7,,) véges értékkészleti
megallési id6kbdl allo sorozat, amelyre 7, \, 7. Miként a megallasi id6k
targyalasakor jeleztiik, a nyilt halmazok talalati ideje, nem feltétleniil meg-
allasi id6. Ahhoz, hogy ez teljesiiljon a filtracionak jobbrol folytonosnak kell
lenni. Ha ez nem biztosithato, akkor az F, helyett az F., moédon jeldlt o-
algebrat szokas hasznélni, amely alatt azon halmazok o-algebrajat szokas
érteni, amelyekre A N {r <t} € F;1, minden t esetén vagy ami ekvivalens
vele AN {r <t} € F;, minden ¢ esetén. A megéllasi opciokrol szolo tétel
ilyenkor

E(X (o) | Fry) = X (7)

alakba frhato.

A martingélok osztalya szamos matematikai mtiveletre nézve zart. Példa-
ul kénnyen lathatd, hogy azonos filtracié szerint vett martingalok Osszege
ujra martingal. Vagy a megéllasi opciokrol szolo tétellel belathato, hogy ha
X martingdl és 7 egy megallasi idg, akkor az X™ megéllitott folyamat djra
martingal. Fontos azonban hangstlyozni, hogy martingalok szorzata &ltala-
ban nem martingal, igy martingalok négyzete sem martingal.

8. Most réviden vazoljuk a martingalok korében bevezetett topologidkat.
Martingéalok konvergencidja sorédn biztositani akarjuk, hogy a trajektoridk

3V.5.: lemma, oldal.
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regularitasa megmaradjon. Ezért a folyamatok konvergenciaja sordn a tra-
jektoriaktol egyenletes konvergenciat fogunk megkovetelni. Eppen ezért igen
hasznosak lesznek a martingalok maximumara érvényes tgynevezett Doob-
féle egyenlGtlenségek:

3.8. Allitas. Legyen X a [0,T] szakaszon értelmezett nem negativ szubmar-
tingdl. Az elsd Doob-egyenldtlenség szerint ha A > 0, akkor

AP ( sup X (t) > A) <X (D,

0<t<T

a mdsodik szerint ha p > 1, akkor

p
swp X () < Lo Ix (D),
0<t<T » D

Specidlisan az egyenlétlenségek alkalmazhatok, ha M egy martingdl és X =
= |M].

9. Egy (f,) fiiggvényhalmazt egy p mérték szerint egyenletesen integral-
hatonak mondunk, ha

lim sup/ | foldp=0.
N=oo o J{lfal>N}

Ha létezik ¢ integralhato fliggvény, amelyre minden « esetén |f,| < g, akkor
az (fa) egyenletesen integralhato. Ugyanakkor az egyenletesen integralhato
halmazok joval bévebb csalddot alkotnak. A legfontosabb példa a kdvetkezs:
Ha p > 1 és az (f,) halmaz korlatos az LP (i) térben, akkor a halmaz a p
szerint egyenletesen integralhato. Ha a p mérték véges, az (f,,) fliggvények

egyenletesen integralhatoak és f, "= f, akkor az f is integralhato, és

/andu—>/deu, /len—f|du—>o.

Az egyenletes integralhatosag fontos kovetkezménye, hogy amennyiben egy
az R, félegyenesen értelmezett X martingal altal definialt X (¢) valoszind-
ségi valtozok halmaza egyenletesen integralhato, akkor az X folytonosan ki-
terjeszthetd a +oo idGpontra, vagyis létezik olyan X (c0), amelyre X (t) =
= E(X (c0) | Ft) és X (t) — X (00), ahol a konvergencia majdnem min-
denhol és L' (Q2) értelemben is teljesiil. Természetesen a [0, 0o szakasz ren-
dezéstarto és bijektiv modon raképezhets a [0,1] szakaszra, igy az egyenle-
tesen integralhaté martingalokat tekinthetjiik véges id&szakaszokon definialt
martingaloknak. Ennek fontos kovetkezménye, hogy egyenletesen integralhato
martingéalok esetén, vagyis amikor az X (t) valtozokbol 4ll6 halmaz egyenle-
tesen integralhato, a megallasi opcidkrol szolo tétel kiterjeszthetd tetszdleges
megallasi idSkre.
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3.2. Sztochasztikus integralas folytonos integran-
dusok esetén

A sztochasztikus integralas altalanos elmélete igen bonyolult. Ugyanakkor
szerencsére az integralelméletre épiils legtobb kozgazdasagi alkalmazés iga-
zolasédhoz elegendd az elmélet egy igen csekély szeletét ismerni. A legtobb
esetben feltehetjiik, hogy mind az integrator, mind az integrandus folytonos.
Ilyenkor az altalanos sztochasztikus integral helyett elegend6 az tgynevezett
Tto—Stieltjes-integralt bevezetni. Ebben a pontban az I[t6-Stieltjes-integral
definiciojat és elemi tulajdonsagait targyaljuk.

Bevezetésként érdemes felidézni a Riemann—Stieltjes-integrallal kapcsola-
tos legegyszeriibb ismereteket. Riemann—Stieltjes-integral esetén az integra-
tor egy V korlatos valtozasu fliggvény, az integrandus pedig egy folytonos
fiiggvény. A Riemann—Stieltjes-integralt mindig egy [a, b] zart intervallumon
definialjuk. A korlatos valtozas fogalma azt jelenti, hogy létezik olyan K
konstans, hogy az [a,b] minden

a=tg<t1 <...<t,, =b

m
particioja esetén Z |V (t) — V (tx—1)| < K. Vagy ami ugyanaz,
k=1

m

supz |V (tr) = V (tr—1)| < o0,
(tk) k=1

ahol (tx) az [a, b] Gsszes lehetséges particidinak halmazan fut végig. Riemann—
Stieltjes-integralon a

RS (0 () v (42)

B

tipusi kozelit6 6sszegek kozos hatarértékét értjilik, ahol a Tlgn) tesztpont a hoz-

zé tartozo [t,(i)l, t,(cn)} szakasz tetszéleges pontja lehet, és ahol a particidsoro-

zat szintén tetszéleges lehet mindaddig, amig lim,,_, o, maxy (t,(cn) —tén_)l) =0.

A korlatos valtozasu fiiggvény fogalmanak bevezetését a kovetkezs gon-
dolatmenet indokolja: Az integral létezésének igazolasahoz meg kell mutat-
ni, hogy tetszsleges particidsorozat esetén az (I,,) sorozat konvergens, amit
agy latunk be, hogy megmutatjuk, hogy az (I,,) Cauchy-sorozat. Mivel az
[a, b] szakaszon értelmezett folytonos f fiiggvény egyenletesen is folytonos,
ezért tetszsleges € > 0 esetén van olyan J, hogy ha |z —y| < d, akkor
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|f () — f (y)] < e. Kozos finomitéasra attérve és a

Z anbn

trivialis becslést alkalmazva ha a particiok mar elég finomak, akkor

gm3x|an|2|bn|
n

I~ Il < csup S° IV (1) = V (14 )],
(te) =1

amely a korlatos valtozas feltétele miatt tetszélegesen kicsivé tehetd, vagyis
az (I,,) sorozat konvergens, igy az fab fdV moddon jeldlt integral létezik.

A probléma csak az, hogy a sztochasztikus folyamatok trajektoriai altala-
ban nem korlatos valtozasuaak!

3.2.1. A sztochasztikus integral definici6ja

3.9. Definici6. Legyenek X és Y sztochasztikus folyamatok és minden

a=t" <t <. <t =

felosztashoz rendeljiik hozza az
L= 30X (52) (v (87) = v (1)) (3.6)
k

Tto—Stieltjes-féle kozelits Osszeget. Ha létezik olyan ( valoszintségi valtozo,
hogy minden olyan felosztasra, amelyre

lim max (t,(cn) — t,(cnjl) =0,

n— oo

a (3.6)) kozelits osszegek sorozatara sztochasztikus konvergenciaban

lim I, =,

n—oo

akkor ezt a kozos ¢ hatarértéket az X folyamat [a, b] szakaszon vett Y szerinti
Ito—Stieltjes-integraljdnak mondjuk, és fab XdY moédon jeloljiik.

A definici6 legfontosabb eleme, hogy szemben a Riemann—Stieltjes-tipustu

A

intervallum elején valaszthato. A kés6bbiek pontos megértése szempontjabol
néhany dolgot hangstlyozni kell:
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. Egyrészt az a tény, hogy a kozonséges Riemann—Stieltjes-integralok ese-

tén az integral értéke fiiggetlen kell, hogy legyen a tesztpont valaszta-
sanak modjatol donts szerepet jatszik a Newton—Leibniz-formula iga-
zolasakor. Mivel azonban az It6—Stieltjes-integral értéke fligg a teszt-
pont megvalasztasanak modjatol, ezért az Ito-tipusi integralok esetén
Newton—Leibniz-tipust formula nem bizonyithatd, és a formula helyét
az Ito-formula veszi at.

. Masrészt az integral, nem trajektoridnként szamolando, és az értéke

csak egy nullmértéki halmaz erejéig meghatérozott, igy nem teljesen
vilagos, hogy hogyan lehet értelmezni a ¢ — fot XdY tipust integral-
fliggvények trajektoriait. Miként latni fogjuk a targyalas legfébb problé-
méja nem az el6z6, hanem ez a méasodik probléma. Az integralfiiggvény
kozelitésekor gyakran sziikségiink lesz az [a, b] intervallum részinterval-
lumain val6 koézelitésre. Az I, szimbolumot ilyenkor nem valtozoként,
hanem folyamatként fogjuk hasznalni és értelemszeriien

I, (t) = Zk:X (B2 nt) (v (87 nt) =y (B2 at)).

. Folyamatok korében a konvergenciat trajektorianként érdemes értel-

mezni. Mivel a trajektoridk topologiai tulajdonsagait a hataratmenet
soran meg kivanjuk &rizni, ezért a trajektoridk konvergencidjarél az
id6paraméter szerint megkoveteljiik a kompakt halmazokon vald egyen-
letességet. Ugyanakkor a véletlen paraméter szerint a konvergencia méar
nem egyenletes, hanem azt tételezziik fel, hogy az id6 szerinti egyen-
letességhez tartoz6 norma sztochasztikusan nulldhoz tart. Vagyis ha
(Z,) sztochasztikus folyamatok egy sorozata, akkor az aldbbiakban a
Z, — Z konvergencian a tetszéleges [a, b] szakaszon fennallo

sup |Z, () — Z (1)) 50
a<t<b
sztochasztikus konvergenciat értjiik. Ezt a konvergenciat szokas a kom-
pakt halmazokon val6 sztochasztikusan egyenletes konvergencianak ne-
vezni.

. Ha az Y trajektoriai korlatos valtozastiak és az X balrol regularis,

akkor a majoralt konvergencia tétellel megmutathato, hogy a konver-
gencia nem csak sztochasztikus értelemben létezik, hanem minden ki-
menetelre kiilon-kiilon is fennall, és az It6—Stieltjes-integral megegye-
zik a sulyfiiggvény altal generalt mérték szerinti Lebesgue—Stieltjes-
integrallal. Ugyanakkor el6fordulhat, hogy ebben az esetben a k6zon-
séges Riemann—Stieltjes-integral nem létezik. Ha azonban az integran-
dus nem balrdl reguléris, akkor az [to6—Stieltjes-integral és a Lebesgue—
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Stieltjes-integral értéke eltérhet. Tanulsagos atgondolni az fol XdY in-
tegral értékét, ha Y a t = 1/2 pontban valo egységnyi ugras eloszlas-
fliggvénye, vagyis

. JO, ha t<1/2
Y(t)_{l, ha t >1/2°

Az Y altal definialt mérték a ¢ = 1/2 pontra koncentralodott valoszi-
ntiségi mérték, igy Lebesgue—Stieltjes-integralként fol XdY = X (1/2).
Ha

0, ha t<1/2

X(t)éY(t)é{l, ha t>1/2°

akkor konnyen lathato, hogy a Riemann—Stieltjes-integral nem létezik,
ugyanis a kozelit§ Osszegben a tesztpont vélasztéasi modjatol fiigg a
hatarérték. Ugyancsak konnyen lathato, hogy ilyenkor az It6—Stieltjes-
integral 1étezik és az értéke nulla, ugyanis minden kozelits 6sszeg értéke
nulla.

5. Végezetiil, bar az integral nem szamolhato trajektorianként, st fix id6-
szakaszok esetén definialédsakor nincs is sziikségiink a trajektoriakra, ez
nem jelenti azt, hogy az integral nem fiigg a trajektoriaktol. Mivel a
sztochasztikus konvergens sorozatok rendelkeznek majdnem mindenhol
konvergens részsorozatokkal, ezért ha valamely A C  halmazon az X,
és Y7 trajektoriai megegyeznek az X, és Yo trajektoridival, akkor min-
den a és b esetén majdnem mindenhol az A C 2 halmazon az f: X1dYq

és f( f XodYs integralok megegyeznek.

3.2.2. Az integral létezése

Minden integral esetén az els6 probléma annak tisztazasa, hogy mikor 1étezik
az integral? Ehhez sziikségiink lesz egy sor lemméra:

3.10. Lemma (Martingaltranszformacio). Legyen M az F filtricidra nézve
diszkrét idejd martingdl, X az F-re nézve adaptdlt folyamat. Ha az

Xyt (My — My_y) (3.7)

kifejezések integrdlhatoak, akkor az

n

Ip=0, I, =Y X1 (My— My_1)
k=1

sorozat nulla varhato értékkel rendelkezd martingdl. Specidlisan, ha X egyen-
letesen korldtos és M tetszdleges martingdl, akkor az I is martingdl.
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Bizonyitds. Kihasznalva, hogy a feltétel szerint az Xy_1 - (Mg — Mg—_1) in-
tegralhato, a kiemelési szabélyﬁ és a teljes varhatd érték tétele szerint, ha
k — 1 > m tetszGleges n-re

E (Xp—1x (| Xk—1] < n) (Mg — My—1) | Fin) =
=E(E (Xp-1x ([ Xk-1| <n) (Mg — My—1) | Fi—1) | Fm)
=E (Xg—1x (| Xg-1] <) E((My — My—1) | Fi—1) | Fn)
=E (Xp_1x (|Xk_1| <n)-0 ‘ Fm) =0.

Mivel a feltétel szerint a lemméaban szerepls (3.7) szorzatra hasznalhatjuk a
majoralt konvergencia tételét, igy

E (X1 (M — My_1) | F) =0,

amibdl a lemma igazolasa mar evidens. O

3.11. Lemma (Energiaazonossag). Legyen M egy martingdl és tegyiik fel,
hogy minden t idépontra az M (t) valdszindségi vdltozd négyzetesen integrdl-
hato. Ha s < t, akkor

E ((M (t) — M (s))2) —E(M2(t)) — E (M2 (s)),
vagy ami ugyanaz valamely [a,b] szakasz tetszdleges (ty) particidja esetén
1M (b) = M (a)ll; = > M (tx) = M(te-1)]l; =
k

=2 <||M(tk)||§ - ||M(tk_1)||§) _
k
=M (B)ll3 — 1M (@)]5-

Bizonyitds. A mésodik egyenlSség igazolasidhoz vegyiik észre, hogy az els6 és
az utolso kifejezés egyenlGsége az elsG egyenldség alapjan nyilvanvalo. Hasonlo
igaz a masodik és a harmadik kifejezésre. A méasodik és a harnadik sor azonos-
saga a teleszkopikus Osszegzés miatt trivialis. Az elsd egyenl@ség indoklaséahoz
vegylik észre, hogy a két oldal eltérése d = 2-E (M (s) - (M (s) — M (t))). Meg
kell mutatni, hogy ez a kifejezés nulla. Ennek igazolasa lényegében azonos az
el6z6 lemma igazolasaval. Ha s < t, akkor a martingal tulajdonsag és a ki-

4 A kiemelési szabalynak tobb verzioja is lehetséges. A legegyszertibb eset, amikor a
feltételes varhato értékbdl kivitt, a feltételi o-algebrara nézve mérhets tag korlatos,
a bent maradé kifejezés pedig integralhatoé.
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emelési szabaly miatt

n=2-E(M(s)x (|M(s)| <n)-(M(s) - M(t)) =
=2-E(E(M (s)x (M (s)| <n)- (M (s) = M () | Fs)) =
=2-E(M(s)x(IM (s)] <n)-E(M(s) = M (t) | Fs)) =
=2-E (M (s) x (IM (s)| <n)-0) = 0.

Mivel M (s), M (t) € L?(Q), ezért az |[M (s) - (M (s) — M (t))| integralhato.
Igy a majoralt konvergencia tétele alkalmazhaté és

d= lim d, =0. U

n—roo

3.12. Lemma (Sztochasztikus integral L2-becslése). Ha |X| < K és M egy
olyan martingdl, hogy minden t idépontra az M (t) négyzetesen integrdlhatd,
akkor

11 = D? (1) < K2 (IM (3)]3 ~ 1M (a)]3) (38)

Bizonyitds. Az els6 lemma alapjan az integralkozelits osszegek

s () ) ()

sorozata martingdl, igy a sorozat tagjainak varhato értéke nulla. Az energia-
azonossag alapjan

Il = D2 e (524) (ar (57) =31 (42))
Az energiaazonossag tjabb alkalmazaséaval
It = 3 () (or (57) = e (520) <
k
w3 o 1) o 62 -
N2
=5 ([l () = (21 =

M
:K2(||M(b)H2 HM()”z) =
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3.13. Definicié. Az M € H? tartalmazas azt jelenti, hogy az M olyan
martingal, amelyre az | M (t)||, a t id6paraméter szerint korlétoﬂ A H? tér
elemeit szokas négyzetesen integralhaté6 martingaloknak is mondanﬂ

3.14. Példa. Ha w Wiener-folyamat, akkor minden véges szakaszon w eleme
a H? térnek, de a teljes idGtengelyen w ¢ H2.

3.15. Tétel (Ito-Stieltjes-integralok létezése). Ha az X az [a,b] véges szaka-
szon értelmezett, balrol requldris, adaptdlt folyamat és M € H2, akkor az X
az [a,b]-én az M szerint Ito-Stieltjes-integralhats. Az Ito-féle kizelitd ossze-
gek sztochasztikusan egyenletesen tartanak az integrdlhoz, vagyis ha (I,,) jeloli
a kozelitd dsszegekbdl allo folyamatok sorozatdt, akkor sztochasztikus konver-
gencidban

sup
a<s<b

I, (s) — / XdM‘ 0.

Ha |X| < K, akkor

b
/ XdM

Bizonyitds. ElGszor tegyiik fel, hogy az X folytonos. Ilyenkor a bizonyitas
kozvetlen és kézenfekvé modositasa annak a kozismert elemi tételnek, misze-
rint a folytonos fiiggvények Riemann-, illetve altalaban Riemann—Stieltjes-in-
tegralhatoak. Miként emlitettiik ezen allitdsok bizonyitasa a folytonos fiigg-
vények kompakt szakaszokon vald egyenletes folytonossagara épiil. A szto-
chasztikus kornyezetbe valo atiiltetéskor az egyetlen felmeriil probléma az,
hogy a folytonossagi modulus bar minden trajektoria esetén nullahoz tart,
nyilvan a trajektoridk szerint nem tart egyenletesen nulldhoz.

A sztochasztikus konvergencidban minden Cauchy-sorozat konvergens,
ezért az integral konvergencidjanak belatasahoz elegendé megmutatni, hogy
az integralkozelitG Osszegek (I,) sorozata sztochasztikusan Cauchy-sorozat.
Az X trajektoriai folytonosak, vagyis az [a, b] véges szakaszon egyenletesen
is folytonosak, ezért ha § — 0, akkor tetszéleges w kimenetelre az

2
<K2(IM@IE - IM @) = K°L. (3.9)

U(w,8) = sup |X (t,w)— X (s,w)]

jt—s|<5

folytonossagi modulus nulldhoz tart. Kénnyen lathato, hogy az X folytonos-
saga miatt az U kiszdmolésakor elegend§ a racionalis ¢ és s id6pontokat venni,

5 Emlékeztetiink, hogy ha p > 1, akkor az LP (Q) térben korlatos halmazok egyen-
letesen integralhatoak. Ebbsl kévetkezéen a H2-martingalok az egyenletesen integ-
ralhaté martingéalok egy specialis részhalmazéat alkotjak.

6 Vagyis a négyzetesen integralhat6 martingél fogalma nem azonos avval, hogy minden
id6pontban a martingal négyzetesen integralhaté. Specialisan a Wiener-folyamatok
a teljes szdmegyenesen nem négyzetesen integralhatok.
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igy az U mérhets. A pontonkénti konvergenciabol kovetkezik a sztochaszti-
kus konvergencia, ezért tetszéleges o, > 0 szamokhoz taladlhat6 olyan A C Q
halmaz és § > 0 szam, hogy P (A°) < o, és haw € A, akkor U (w,0) < e. Ha
U (u w,0) jeléli az [a, u] szakaszon vett folytonosségi modulust akkor evidens

7(w) =inf{u | U (u,w,d) > e} A b,

akkor a 7 megéallasi id6. Ha w € A, akkor 7 (w) = b, igy az A halmazon IT —
—1I7 = I,—I,,. Tekintsiik az I,, és I,,, kozelit6 Osszegekhez tartozé felosztasok
kozos (u;) finomitasat és tekintsik a

In =T =) (X7 (si) = X7 (00)) (M (uir1) = M (u;)) (3.10)

%

Osszeget, ahol minden i-re s;,v; < u;. (Az s;, v; persze tartalmazhat ismétlést
is.) Az I, és az I, kizelits Osszegekhez tartozo particiokat elég finomra véve
az s; és a v; tetszélegesen kozel keriilhet egymashoz. Mivel a 7 megallasi idg,
az X adaptalt, ezért az X™ megallitott folyamat is adaptalt, igy a fenti
osszeg L2 () norméjara igaz a korabban bemutatott becslés, ugyanis
| X7 (si) — X7 (v3)| < e. Mivel az [a, b] intervallum felosztésa végteleniil fino-
modik, ezért tetsz6leges o > 0 szamra, elegendGen nagy n,m indexekre a
Markov-egyenlétlenség és a Cauchy-egyenlGtlenség miatt

P (|I, — In| > o) <P(AC) P(AN{|L, — Inm| > o}) =
PAY+PAN{I] -1 |>a}) <
P (A9 +P (|1 - IT| >a) <
) mmwz~am§a+9@.

A jobb oldali kifejezés az ¢ és a o megvalasztasaval tetszdlegesen kicsivé
tehetd, igy az (I,) sztochasztikusan Cauchy-sorozat. Az egyenletes konver-
genciara vonatkozo észrevétel az els§ Doob-egyenlGtlenség majd a Cauchy-
egyenlGtlenség alkalmazasanak kovetkezménye:

P (asgligb [1,,(8)—Ipn(s)] >a) <P(A°)+P (asglgg)b |17 (s)—1I7.(s)] >a> <
b () 4 BUEO 0
17 (b) = 17, (b) eVl

<o+ H2§a+ ,
(6% (6%
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ahol a Doob-egyenldtlenség hasznalatakor kihasznaltuk, hogy az (I]) mar-
tingal. A kozelitG sorozatokra a méasodik (3.9) becslés teljesiil. Mivel I,, —

f; XdM, a Fatou-lemma miatt

b
‘/W

Végezetiil tegyiik fel, hogy az X balrol regulérisﬂ Ilyenkor az ugrasokat tar-
talmazo folyamatokkal kapcsolatos standard eljarassal valasszuk szét a ,nagy”
és a ,kis” ugrasokat. Vagyis tekintsiink egy 6 > 0 kiiszobot és vegyilik az
Yy = AXx (JAX]| > 0) ,nagy” ugrasokbol allé folyamatot. Mivel az X regu-
laris, azonnal lathato, hogy az Yy minden trajektoridja véges sok idéponttol
eltekintve nulla, kévetkezésképpen a

0 () o 42) 30 (1)) = S

hatarérték létezik, ahol AM értelemszertien az M ugrasaibol allo folyamat
és az Osszeg minden kimenetelre véges sok tagbol all, ugyanis az Yy véges sok
id&ponttol eltekintve nulla. Ha a kis ugrésokat tartalmazé folyamatot tekint-
jiik, akkor § \, 0 esetén a folytonossagi modulus nem fog nulldhoz tartani, de
a hatarértéke kisebb lesz mint 6. Igy mindenhol az € helyébe az € + 6 ssze-
get téve a folytonos esetre elmondott becslések sz6 szerint megismételhetGek.
Ebbdl az altalanos eset bizonyitdsa méar evidens, ugyanis a sztochasztikusan
egyenletes konvergencia teljes metrikus teret definiél. O

2

lim I,
n—oo

2 . 2 9 2 2
" < tminf 11,15 < K (104 (815 - 101 @)]}).

Kovetkezd 1épésként érdemes a tételt némiképpen altaldnositani.

3.16. Definici6. Valamely L folyamatot lokalis martingalnak mondunk, ha
megadhaté olyan megallasi idskbol allo (7,,) agynevezett lokalizacios sorozat,
amelyre 7, / oo és az L™ megallitott folyamatok mindegyike martingal.
Hasonléan egy L folyamat lokélisan négyzetesen integralhaté martingal, ha
megadhat6 olyan 7, oo lokalizacios sorozat, amelyre az L™ megéallitott
folyamat négyzetesen integralhaté martingal, vagyis amelyre L™ € H? min-
den n-re. A lokélisan négyzetesen integralhaté martingélok terét Hz  modon
szokas jelolni.

3.17. Példa. Ha w egy Wiener-folyamat, akkor a teljes id6tengelyen w ¢ H?2,
de w € HE

loc*®

7Valojaban az integralkozelité dsszegek minden regularis integrandus esetén konver-
galnak, de a jobbrol regularis eset érdektelen, ugyanis ilyenkor a sztochasztikus
integral értéke nem lesz feltétleniil azonos a klasszikus integralelméletben definialt
értékkel.

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

84 3. NEHANY TETEL A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ELMELETEBOL

3.18. Példa. Lokilis martingal, ami nem martingal.

Nem egyszerii példat adni olyan folytonos lokalis martingalra, amely nem
martingal. A legismertebb példa az L = 1/y/w? 4+ w3 + w3, ahol wy,ws és
ws fliggetlen Wiener-folyamatok. A példa részletes targyalasa azonban messze
vezetne, igy elhagyjuk. O

3.19. Példa. Ha L olyan lokalis martingal, amelyre alkalmas £ valtozoval
minden ¢ esetén |L ()] < &, ahol E (€) < oo, akkor az L valodi martingalf]|

Ha az L (t) rendelkezik id6tsl fiiggetlen integralhato £ majoranssal, ak-
kor az L lokalis martingél 7,, * oo lokalizécios sorozatanak minden elemére
|L (1,,)| < &, igy alabb alkalmazhaté a majoralt konvergencia tétele. Mivel az
L™ martingal, ezért ha s < t, akkor

E(L(t) | F,) :E(li_)m L(tAT) ] ]—"S) = lim E(L(tAm) | F.) =
= nhﬂrréoE(L " (t) | fg):nlgrrgoL " (s) :nlgrgoL(s ANTn) = L(s),
vagyis az L martingal. |

3.20. Kovetkezmény. Ha az X az [a,b] véges szakaszon adaptdlt, balrol re-
guldris folyamat és az L lokdlisan négyzetesen integrdlhaté martingdl, akkor
az X az |a,bl-én az L szerint Ito—Stieltjes-integrdlhato. Ilyenkor a sztochasz-
tikus konvergencidban

sup
a<s<b

I, (s) — / XdL‘ 0.

Bizonyitds. Elegendd az elézd allitas bizonyitasat tgy moédositani, hogy az
M helyett L™-et irunk, és felhasznaljuk, hogy a lokalizicié definiciojaban
szerepld 7, / oo alapjan tetszéleges o > 0 szamhoz, ha n elég nagy, akkor
egy legalabb 1 — o valészintiségi B halmazon 7, > b. Masképpen, ha n elég
nagy, akkor egy tetsz6legesen kicsi valoszintiség halmaztol eltekintve az [a, b]

szakaszon az L és az L™ egybeesik. Ha
7(w) = inf{u | U (u,w,0) > e} A1y, A b,
akkor a mar bemutatottal szinte sz6 szerint megegyez6 moédon
P(I,—1In|>a)<
<PAY)Y+P(B)+PANBN{|L,—In| >a}) <
e2L
<20+ P(I; - I}|>a) <20+ —. O
@

8 A feltétel hallgatolagosan azt jelenti, hogy az L (7) megéllitott valtozok halmaza
egyenletesen integralhaté. A sztochasztikus analizis altalanos elméletében ilyenkor
azt szokds mondani, hogy az L eleme a D osztalynak. A példa szerint tehat minden
D osztalyba esd lokalis martingal valodi martingal.
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3.21. Kovetkezmény. Ha L folytonos lokdlis martingdl, X balrél-requldris,

adaptdlt folyamat, akkor az fab XdL sztochasztikus integrdl létezik. A kézelité
0sszegek sorozatdra a sztochasztikus konvergencidban

sup
a<s<b

In(s)—/ XdM‘—)O.

Bizonyitds. Legyen
Tn = inf{t | |L (t)| > n}.

Az L folytonossaga miatt |[L™| < n, vagyis az L lokalisan korlatos, igy nyilvan
lokalisan négyzetesen integralhatd, kovetkezésképpen alkalmazhato az el6zd
allités. O

A sztochasztikus integralt minden intervallumra csak egy nullmértékd hal-
maz erejéig definidltuk. Nem teljességgel nyilvanvalo, hogy ezekbdl a kiilon-
all6 valtozokbol miként lesz egy folytonos idejd folyamat, amely esetében a
trajektoridknak is értelmezve kell lenni. A megoldas lényege, hogy mivel az in-
tegralok konvergenciaja egyenletes, ezért az integralfiiggvény is egyértelmten
definialhato.

3.22. Tétel (Az integralfolyamat létezése). Ha az X balrdl reguldris, adaptdlt
folyamat és az L folytonos lokdlis martingdl, akkor létezik olyan folytonos
folyamat, amelyet X o L-lel fogunk jeldlni, és amelyre tetszdleges t esetén

(X oL)(t) =" /0 t XdL.

Bizonyitds. Minden sztochasztikusan konvergens sorozatnak van majdnem
mindenhol konvergens részsorozata. Ezért feltehets, hogy alkalmas (ny) rész-

sorozatra s
P < lim ( sup |In, (s) 7/ XdLD = 0) =1,
k—o0 a<s<b a

amibdl az s — I, (s) folyamatokbdl 4ll6 sorozat majdnem minden trajekto-
ridjanak létezik egyenletes konvergenciaban vett hatarértéke. Az igy kapott
folyamat minden s id6pontban az f; XdL integral egy verzidja. Végtelen id6-
szakasz esetén az integralkozelits Osszegek sorozatat és az integralokat elgszor
végtelenbe tarto végponta intervallumokban konstrualjuk meg. A nullmérté-
ki halmazokat Gsszegytijtve, egy nullmértéki halmaztol eltekintve, az integ-
ralok minden w kimenetelre és minden idépontban jol definialtak, amivel az
X o L folyamat létezését igazoltuk.

Ha az X és az L folytonosak, akkor az I,, (t) folyamat is folytonos, kovet-
kezésképpen az X e L trajektoriai folytonos fliggvények egyenletes konvergen-
cidban vett hatarértékei, tehat maguk is folytonos fiiggvények. Vegyiik észre
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azonban, hogy ha az L folytonos, akkor az

L () = X (tee1 At) (L (tk At) — L(th—1 A1)
k

folyamat az X értékétsl fiiggetleniil mindenképpen folytonos, igy az egyenle-
tes konvergencidban vett hatarértéke is folytonosﬂ O

3.23. Definicio. Az R, félegyenesen értelmezett V' folyamatot wvéges wvdl-
tozdsunak mondjuk, ha a V trajektoriai az R, tetszleges [a,b] szakaszan
korlatos valtozastak. Ha V véges valtozast, akkor Var (V) jeloli azt a folya-
matot, amely értéke a (¢,w) pontban az w kimenetelhez tartozo trajektoria
teljes megvaltozasa a [0, t] iddszakaszon. Ha egy S folyamat felbonthato S =
=S5(0)+ L+ V moddon, ahol az L lokilis martingéal és a V' véges valtozasu,
adaptalt folyamat, V (0) = L (0) = 0, akkor az S folyamatot szemimartingdl-
nak mondjuk. Az S folyamatot folytonos szemimartingalnak mondjuk, ha a
felbontésban szereplé V és L folyamatok valaszthatéak folytonosnak.

Ha a V trajektoriai véges valtozasiak és az X balrél reguléris, akkor tet-
sz6leges véges idGszakaszon az Ito-féle kozelité Osszegek sorozata éppen az
X integrandus V sulyfliggvény szerinti Lebesgue—Stieltjes-integraljahoz kon-
vergél. A véges valtozas definiciojabol evidens, hogy minden trajektoriara a
konvergencia a kompakt idGszakaszokon egyenletes. Ebb6l a kdvetkezs tétel
maér evidens.

3.24. Tétel (Folytonos szemimartingal szerinti integralhatosig). Ha az X
adaptalt sztochasztikus folyamat az Ry félegyenesen majdnem minden w-ra
balrdl requldris és az S folytonos szemimartingdl, akkor az X az R, félegyenes
minden [a,b] kompakt részén az S szerint Ito—Stieltjes-integrdlhato. Ilyenkor
az

(XoS)(t)é/othS

folyamatnak létezik folytonos verzidja. Ha (I,,) egy kozelitd sorozat, akkor
minden [a,b] véges szakaszon sztochasztikus konvergencidgban

sup
a<s<b

In(s)—/ XdS‘ — 0.

A sztochasztikus konvergencia és az Gsszeadas felcserélhetd, igy az integral
definicioja miatt az integral additivitasa nyilvanvalo.

9A (X e L) = XAL formula alapjan az X e L folytonos, ugyanis az L feltételezett
folytonossaga miatt AL = 0. A (X e L) = XAL formulat azonban a targyalas soran
csak érintSlegesen targyaljuk, igy a folytonossagot kozvetleniil igazoljuk.
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3.25. Tétel (Linearitas). A sztochasztikus integrdl mind az integrandus,
mind az integrdtor szerint linedrz’ﬂ.

Ezidaig csak azt mutattuk be, hogy a sztochasztikus integralok léteznek.
Most megmutatjuk, hogy a folytonos lokalis martingalok szerinti sztochaszti-
kus integralok lokélis martingélok. Ebbd6l persze mar egyszertien kévetkezik,
hogy a szemimartingalok szerint vett sztochasztikus integralok szemimartin-
galok.

3.26. Allitas (Megallitasi szabaly). Ha X balrdl reguldris, adaptdlt folyamat,
S folytonoﬂ szemimartingdl és T tetszdleges megadlldsi i1dd, akkor

(X 08)" =X o5 = (Xy(0,7]) o 5.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a X ([0, 7]) kifejezés balrol regularis. Erde-
mes megjegyezni, hogy a balrél regularis integrandusok targyaldsara éppen
azért volt sziikség, hogy a megéallitasi szabalyban szerepls integralokat értel-
mezni tudjuk. Ugyancsak érdemes megjegyezni, hogy mivel a 7 megéllasi idg,
ezért tetszGleges t esetén

{x([0,7]) (#) =0} ={r <t} € Fi,

vagyis a x ([0, 7]) folyamat adaptalt.
Tekintsiik az R, idtengely (t,(cn)) particiojahoz tartozo (I,) kozelits so-

rozatot. Nyilvanval6an

I ()= (%:X (t,(ji)l /\t) (L (t,(gl) /\t) - L (t,(gi)l /\t)))T _

=STXE A@TE At — LT, A ) =

k
= ST XM, A )X ([0,7]) (LD A ) — LE™M, A ) =
k

=X Atx ([0,7]) (L7 (1" A ) — L7 () A1),
k
Az utols6 harom egyenlGséget hasznalva, és kihasznalva, hogy az integralok

a mar elmondottak miatt léteznek az

X o LT = (Xx([0,7])) o L = (Xx ([0,7])) o LT

10 Eppen ez indokolja és teszi igen hasznossa az X e Y jelolést.
11 Valojaban a folytonossdgot nem hasznéljuk ki csak azt, hogy az integral létezik és
a trajektoriaktol fiigg.

www.interkonyv.hu © Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

88 3. NEHANY TETEL A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ELMELETEBOL

egyenldség evidens. Vegylik észre, hogy ha valamilyen (Z,,) sorozat egy Z fo-
lyamathoz tart a véges szakaszokon a sztochasztikus konvergenciaban egyen-
letesen, akkor a Z] — Z7 konvergencia is teljesiil, ugyanis

sup |Z;, (s) = Z" (s)| < sup |Z,(s) = Z(s)].
a<s<b a<s<b

Ebbdl kovetkezGen

(X o) (t) = ( lim 1, (t))T — lim I7 ()= X o LT,

n— oo n—oo

amibdl az allitds méar evidens. O

3.27. Tétel (Lokalis martingél). Ha az X balrdl reguldris, adaptdlt folyamat
és az L folytonos lokdlis martingdl, akkor az X e L lokdlis martingdl. Ha az X
egyenletesen korldtos és L € H?, akkor az X e L nem csak lokdlis martingdl
lesz, hanem valodi martingdl 1s.

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy az X egyenletesen korlatos és L € H2.
Jelolje (I,,) a kozelits Osszegek sorozatat. A martingaltranszformacios lemma
kozvetlen megismétlésével azonnal belathaté, hogy az I, martingal, vagyis
ha s < t, akkor

E(In(t) | ]:5) :In(s)

Ha most n — oo, akkor a kérdés csak az, hogy az alabbi szamolas soran a
hatarérték és a feltételes varhato érték felcserélhets vagy sem:

E((XeL)(t)|F)=E(lim [,(t) | F) =
= lim E(I,(t) | Fs) = nh_)rrgo I,(s)=(XeL)(s).

n—oo

A sztochasztikus integralok L2-becslésére vonatkozo sorban szerepld
egyenlStlenség miatt az (I, (t)) sorozat L? (€2)-ban korlatos és a sztochaszti-
kus konvergencia miatt, részsorozatra attérve, feltehets, hogy majdnem min-
denhol is konvergens. Az L? (£2)-ban val6 korlatossag miatt az (I, (t)) sorozat
egyenletesen integralhaté. Egyenletesen integralhatd sorozat esetén a felté-
teles varhatd érték és a majdnem mindenhol vett hatarérték felcserélhetd,
amibdl az egyenl@ség, igy a martingal tulajdonsag mar evidens. Végezetiil
tekintsiik az altaldnos esetet. Legyen

T Zinf {t | |X|(t) > n } Adnf {t | [L] (t) > n}

az els6 olyan id6pont, ahol az | X | vagy az |L| atlépi az n szintet. A megallitasi
szabaly miatt

(XoL)™ = Xx([0,7,]) @ L.
Mivel | Xx ([0,7])| < n és |L™| < n, ezért az Xx ([0, 7,]) ® L™ martingal,
kovetkezésképpen az X e L lokalis martingal. O
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3.28. Tétel. Ha X egy balrdl reguldris, adaptdlt folyamat és S = S (0)+V+L
eqy folytonos szemomartingdl, akkor

XeoeS=XeV+XelL

kovetkezésképpen az X o S eqy folytonos szemimartingdl.

3.2.3. A Fisk-féle egyértelmiiségi tétel

3.29. Tétel (Fisk egyértelmtségi tétele). Ha L folytonos lokdlis martingdl
€s az L trajektoridi véges vdltozdsiuak, akkor az L konstans.

Bizonyitds. Tekintsiik az M = L— L (0) lokalis martingalt. Elég belatni, hogy
M = 0. Legyen V' = Var (M) és legyen (p,,) az M lokalizacios sorozata. Mivel
a folytonos fliggvények teljes megvaltozasa is folytonos a

vp, = inf {t | |M (t)| > n}

és a
kn =inf {t |V (t) > n}

megallasi idok. Igy a 7, = v, Akip Apy, szintén megallasi id6. Nyilvan 7, 7 oo,
igy ha minden n indexre M™ = 0 akkor az M minden n-re nulla a [0, 7]
szakaszon, fgy az M is nulla a U, [0,7,] = Ry x Q halmazon, igy M =
= 0. A trajektoriak folytonossaga miatt |[M™| < n és |[V™| < n, igy a
megallitott folyamatok trajektoriai korlatosak. Feltehets tehat, hogy az M
és a V = Var (M) korlatosak. Az egyszertibb jelolés miatt a megallitasra
vonatkozo jelt elhagyjuk. Mivel az M martingél, az energiaazonossig miatt

a [0, t] szakasz tetszGleges (t;n)) partici6jara

E (M%(t)) = E <Z (w2 (1) - M (t,@J)) _

k
k
< (S o) i) e () (42 =

k
<K-E (mgx v (1) = (1)) D .

www.interkonyv.hu © Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

90 3. NEHANY TETEL A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ELMELETEBOL

Az M trajektoriai folytonosak, igy egyenletesen is folytonosak a [0, ¢] szaka-
szon, igy
o s 1) -1 (1)
nh_)rr;om’?x‘M (tk Mt 0.

Masrészt
max [M () = M (4))| < v (0) < K,

igy a majorélt konvergencia tétele miatt

i B (mps o (47) v (42,)]) =0

kovetkezésképpen E (M2 (t)) = 0. Igy minden t-re M (t) "=" 0. Az M trajek-
toriai folytonosak, igy a nullmértékd halmazokat a racionélis id6pontokban
egyesitve azonnal belathato, hogy majdnem minden w esetén M (t,w) = 0
minden t-re. O

3.30. Kovetkezmény (Folytonos szemimartingalok egyértelmii felbontésa).
A folytonos szemimartingdlok folytonos lokdlis martingdlra és folytonos véges
valtozdsi folyamatra vald felbontdsa egyértelm.

Bizonyitds. Ha S = S (0)+Vi+Ly =S (0)+Va+ Lo, akkor Vi — Vo = Ly — L4
egy véges valtozasu folytonos lokalis martingal, amely az egyértelmiiségi tétel
miatt konstans, igy Vi — Vo =0 = Lo — Ly. O

3.2.4. Az integral és a hatarérték felcserélhetdsége

3.31. Tétel (Hatarérték és integralas felcserélhetssége). Legyen (X,,) balrdl
requldris, adaptdlt folyamatok eqy sorozata, amely a kompakt idétartomdnyo-
kon a sztochasztikus konvergencidban egyenletesen egy X folyamathoz tart,
vagyis amelyre minden t idépont esetén

sup | X, (s) — X (s)] = 0, (3.11)

0<s<t

ahol a konvergencia sztochasztikus konvergencidt jelél. Ha S egy folytonos
szemimartingdl, akkor a sztochasztikus konvergencidban

(X, 09) (1) = (X 0.9) (1).

Bizonyitds. Els6 lépésként érdemes megjegyezni, hogy az egyenletes konver-
gencia miatt az X hatarérték megérzi az X, folyamatok balrél valé regu-
laritasat. Ha az S véges valtozast, akkor az allitds a klasszikus analizisbgl
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ismert. Emlékeztetiink, hogy az allitds indoklasa ilyenkor a trajektorianként
érvényes

mwawacX-au»s[ﬂXﬁfxwwﬂw>

egyenl6tlenséghdl kovetkezik, ahol Var (S) az S trajektoridinak teljes meg-
valtozasaibol allo folyamatot jeloli. Az S folytonossaga miatt a Var (S) is
folytonos, igy minden trajektoria korlatos a [0,¢] szakaszon. Természetesen
a Var (S) nem egyenletesen korlatos, de tetszéleges € > 0 szamhoz talalha-
t6 olyan N, hogy egy e-nal kisebb valosziniségi halmaztol eltekintve a [0, ¢]
szakaszon az s — Var (S) (s,w) trajektoria mar kisebb, mint N. Ebbdl kovet-
kezGen egy ¢ valoszintiségti halmaztol eltekintve

(X 05) (1) = (X 05) ()] < Noiligthn - X1,

amibdl az allitds mar evidens.

Most tegyiik fel, hogy az S egy folytonos lokalis martingal. Jelolje (7,,) az
S lokalizaciés sorozatat. Mivel az S folytonos, feltehets, hogy S™ € H? és
ha n elég nagy, akkor P (7, < t) < §/2. Legyen

on =inf {s| | X, — X|(s) > e}.

A tétel feltételeiben szerepld (3.11) konvergencia miatt, ha n elég nagy, akkor
P (o, <t) <§/2. Ha most p, =7, Aoy és A= {p, > t}, akkor P (A°) < ¢
és igy a sztochasztikus integralokra definialt (3.9) négyzetes egyenlStlenség
alapjan

P(|(Xn —X)e5) ()] >a) <

SP(AC)JrP(AﬂI((Xn X)eS) ()] >a)=

=P (A)+P(AN|((X, - X)eS9) ()| > ) =

=P (A°)+ P (AN (X — X)X ([0, p5]) 0 5) ()| > @) <

< p (a9 ¢ IR XX O ) eSO 5 L
amibdl az allitds mar evidens. O

3.2.5. A kvadratikus variacioé

Az alabbi allitas legfontosabb része, hogy az [X, Y], tgynevezett keresztva-
ri4ci6 folyamat létezik.
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3.32. Tétel (Parcialis integralas). Ha X és'Y folytonos szemimartingdlok,
akkor tetszdleges t idépont esetén

X(t)Y(t)—X(O)Y(O):/OthY—&—/OtYdX—i—[X,Y](t),

ahol [X,Y], definicid szerint, a két szemimartingdl kvadratikus keresztvarid-
cidja. A keresztvaridcid a t iddpontban az

L)Y (X (tgﬂ A t) - X (tz(-") A t)) (Y (tz@l A t) —Y (tE") A t))

szorzatosszeq sztochasztikus konvergencidban vett hatdrértéke. Tovdbbd a szto-
chasztikus konvergencidban

sup L) = [X.Y](5)] = 0.

Bizonyitds. A parcialis integralas formulajat a kozelité Osszegekre felirva az
egyenlség, a kozelitd Osszegekre, elemi szamoléassal kaphaté. A bizonyitas
lényegi eleme, hogy mivel az integralok konvergalnak, a bal oldalon szereplé
kifejezés konstans, ezért a keresztvariaciot kozelits (I,,) sorozat konvergens
kell hogy legyen. O

Az [X, X] folyamatot szokas [X] modon jelolni. A definiciobdl vilagos,
hogy az [X] monoton ng, ugyanis ha s < t, akkor az s id6pontot a [0,¢]
felbontasahoz hozzavéve a [0, s] szakaszon vett kozelits osszegek nem lehetnek
nagyobbak a [0, t] szakaszon vett Osszegeknél. Az integralas integrandus és
integrator szerinti linearitasa segitségével konnyen belathato, hogy

(X, Y1+ Y] =[X, 1]+ [X,Y2].
Ebbdl azonnal lathato, hogy
X+Y]=[X+Y,X+Y]=[X]+2[X,Y]+[Y].
Specialisan
X,¥] = (X +Y] - [X - V]), (3.12)
kovetkezésképpen az [X, Y] véges valtozasu.

3.33. Példa. Folytonos és korlatos valtozasa folyamatok kvadratikus ke-
resztvaridcidja nulla.
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A sztochasztikus analizis 1ényegében a keresztvariacié miatt kiilonbozik a
kozonséges analizist6l. A Fisk-tétel bizonyitasakor is hasznalt

7N (1) = X (o)) < ma X () = X (1)) 301X (81) = X (t41)
k k

trivialis egyenl@ség miatt ha egy X folyamat folytonos és véges valtozasu,
akkor az [X, X| = 0, ugyanis minden véges szakaszon a folytonos fiiggvények
egyenletes folytonossidga miatt a szorzat elsé tagja nulldhoz tart, mikézben a
feltételezett véges valtozas miatt a szorzat mésodik tényezGje korlatos.

Ez az észrevétel felhasznélhato a Fisk-tétel bizonyitasara: Legyen L egy
az L(0) = 0 feltételt kielegitd lokalis martingal. Mivel az L folytonos és
korlatos valtozast, ezért a példa alapjan [L,L] = 0. A parcialis integralas
formuldja miatt az L? — [L, L] = L? egy lokalis martingal. Kévetkezésképpen
egy alkalmas (7,,) lokalizaciés sorozatra az L? négyzetfolyamat 7, pontban
valé megallitdsa martingél, igy minden ¢-re a Fatou-lemma miatt

E(L2(1) = E (nlin;o L2 (1 A t)) < lim E (L (r, A1) =
BT 2\Tn IRT 2\Tn T 2 _
= Jim B (127 (1) = Jim (127 (0) = lim B(12(0)) =0
ahol kihasznaltuk, hogy a martingdlok tartjak a varhatd értéket. Vagyis
L% (t) ™" 0, kovetkezésképpen L () "= 0. O

3.34. Példa. Ha w egy Wiener-folyamat, akkor [w] () = [w,w] (¢) = ¢. Ha
wy és wy fiiggetlen Wiener-folyamatok, akkor [wy, wy] = 0. Korrelalt Wiener-
folyamatok keresztvariacioja. [wy, we] (t) = pt.

Fliggetlen Wiener-folyamatok esetén a [wq, ws] keresztvariaciot to6bb mo-
don is kiszamolhatjuk. Az egyik modszer szerint el6szor megmutatjuk, hogy
ha X; és Xs fiiggetlenek és fiiggetlen névekménytiek, akkor az X7 + X is
fliggetlen novekményd. Emlékeztetiink, hogy az X3 és X folyamatok de-
finicié szerint pontosan akkor fiiggetlenek, ha tetszsleges (t;) sorozatra az
(X1 (t:)) és az (X2 (t;)) vektorok fiiggetlenek. Legyen t > s és & = X, (s)
ésm; = X;(t+h) — X; (t). Az egyiittes eloszlasokat felirva, elészor a fiig-
getlenséget, majd a fiiggetlen névekményeket, majd ismét a filiggetlenséget
hasznalva

P (& € B1,& € Bo,my € Crymp € Ca) =

=P (& € Bi,m € C1)P (& € B, € C2) =
=P €B)P(meC)P (&€ By, )P (2 € Ca) =
=P (& eB,&eBy)P (e CrynpeCy).

A monoton osztaly tétel segitségével

P ((§1,62) € B, (m,m2) € C) =P ((&1,&2) € B)P ((m,m2) € C),
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amibdl a & + & fliggetlen az 17 +12-t6l. A gondolatmenetet kettd helyett vé-
ges sok valtozora alkalmazva kapjuk az eredményt. Ebb&l konnyen belathato,
hogy ha w; és wy fiiggetlen Wiener-folyamatok, akkor a (w; + ws) /v/2 szin-
tén Wiener- folyamat Ebbdl, felhasznéalva a Wiener-folyamatok kvadratikus

2t = [wy + wo (t) = [w1] (¢) + 2 [wy, wo] (t) + [wo] () =
=2t+2 [wl,wg] (t) ,
amib6l evidens modon [wy, we] (t) = 0.

A w; és wy Wiener-folyamatokat korrelalt Wiener-folyamatnak mondjuk,
ha a (w;,ws) novekményei fiiggetlenek és egy alkalmas p korrelacios egytitt-
hat6 esetén minden ¢ idépontra és tetszdleges Aw; (t) és Aws (t;) névek-
ményekre a Aw; (t) és a Aws (t) egylittes eloszlas normaélis és a korrelacio
egylitthatojuk p. Ilyenkor a [0, ¢] tetszdleges particioja esetén

E (Z Awy (t,) Aw, (tk)> =Y E(Auw; (ty) Aws (t)) =

k k

_ Zp (Aws (1)) - D (Aws (t) = 3 p (\/Atk)Q = pt.

k

A névekmények fiiggetlenségét hasznalva

2 (Z Awy () Aw, (tk)> = D (Awy (ty) Awg (1)) .
k

k

Ugyanakkor

D? (Aw, (1) Aws (1)) = E ((Awl () Aws (tk))Q) —(pAt)? <

< /B (B 1))y (B (1)) =
= /3(a0)%\/3 (a8 = 3 (At

Igy a particio végteleniil valo finomitasaval

(ZAwl tk) AU}Q tk ) <3Z Atk

k

< 3max |t — ty_| >t —tho1) =0,

amibdl a [wy,ws] (t) = pt formula mar evidens. Vegyiik észre, hogy ha wy =
= wy, akkor p = 1 és ilyenkor kapjuk a [w] (¢) = t formulét, és ha a w; és a
wo fliggetlenek, akkor kapjuk a [wy,ws] = 0 formulat. |
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Mivel a kvadratikus variacié a sztochasztikus analizis legfontosabb fogalma
érdemes a létezését egy kicsit jobban koriiljarni: Tetsz6leges X folyamat és
[a, b] szakasz tetszSleges (t) particidja esetén

(X (b) — X (a))* = <Z(X (tr) = X (tr- 1))) = (ZAX (tk)> =
k
=23 AX () AX (t) + Y (AX (t)* =
k

i<k

k—1
:22 ZAX(tj) AX () + D (AX (t)* =

k

—22 (th-1) = X (@) AX (tx) + Y (AX (t))* =
k
- QZX (th-1) AX (t) + > (AX (tr))* —
k

k
—2(X (b) — X (a)) X (a).

Ha az X egy folytonos szemimartingél, akkor a ZX (tk—1) AX (tx) hatér-
k
értéke létezik, amibél a Z (AX (t1,))? konvergencidja és az

b
X2(b) — X%(a) =2 / XdX +[X],,

szabély mar evidens.

3.35. Kovetkezmény (A keresztvariacio karakterizalasa). Ha Ly és Lo tet-
széleges folytonos lokdlis martingdlok, akkor [L1, La] az egyetlen olyan véges
vdltozdsi folytonos V' folyamat, amelyre az L1 Ly — V' folytonos lokdlis mar-
tingdl.

Bizonyitds. A parcialis integralasi formula miatt, felhasznélva, hogy a két
integral lokalis martingal, vilagos, hogy az LiLo — [L1, Lo] folytonos lokalis
martingal. Ha ez egy masik V' véges valtozéasu folyamat esetén is teljesiilne,
akkor az

(L1Ly — [L1, La]) — (L1Le — V) =V — [Ly, L]

egy olyan korlatos valtozasu, folytonos lokalis martingél lenne, amely a ¢t = 0
pontban nulla. Fisk tétele miatt ilyenkor [Li, Lo] = V. O

3.36. Kovetkezmény (Keresztvariaciora vonatkozd megallitasi szabaly).
Ha X ésY folytonos szemimartingdlok és T tetszdleges megdlldsi idd, akkor

(X7.Y"]|=[X",Y]=[X,Y"]=[X,Y]"
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Bizonyitds. A kvadratikus variacio definicioja alapjan

X7 YT ]2 XY —X(0)Y(0)— X" eY™ — Y7 0 X7 =

= XY -X(0)Y(0)— (X oY) — (YT 0 X) =

—XTYT - X ()Y (0) — (X7x ([0.7]) ¢ V) — (¥Tx ([0,7]) ¢ X)" =
— XY X (0)Y(0) — (Xx([0.7]) V)T — (Y ([0,7])  X) =
=XYT-X(0)Y(0)—(XeY) —(YeX) =

— (XY —X(0)Y (0)— (X oY) — (Y eX)) =[X,Y].

Az integral linearitasa alapjan a keresztvariacio bilineéris, igy a tovabbi egyen-
16ségek bizonyitasdhoz elég megmutatni, hogy [X7,Y — Y7 =0. Az X" ar
utan konstans, az Y — Y” pedig a 7 el6tt nulla, igy a keresztvariacio defi-
nici6jabol vilagos, hogy a kozelité 0sszeg minden w kimenetelre csak egyet-
len tagbol &ll, amikor is t,(cn) < 7(w) < t,(:jr)l. De a folyamatok folytonos-
saga miatt ezen egyetlen kozelit§ négyzet hatarértéke nulla, vagyis valdoban

X7,V —Y7] =0. O

3.37. Kovetkezmény. Ha L folytonos lokdlis martingdl, akkor az L tra-
jektoridi egy nullmértékd halmaztol eltekintve pontosan akkor konstansok, ha

(L] = 0.

Bizonyitds. Az egyik irany evidens. Elegendé belatni, hogy ha [L] = 0, akkor
az L majdnem minden trajektoriaja konstans. Az L helyébe az L—L (0) folya-
matot irva a kvadratikus variacié nem modosul, igy feltehetd, hogy L (0) = 0.
Legyen (7,,) az L? — [L] lokalis martingal egy lokalizacios sorozata. Elegendd
belatni, hogy minden n-re L™ = 0. Mivel [L™] = [L]™ = 0, ezért felte-
hetjiik, hogy az (LQ)T" = (LT”)2 martingal. A lokalizaciora utalo jelolést az
egyszerliség kedvéért elhagyva

E(L2(t)) =E (L% () - [L] () =0,

ugyanis az L? — [L] a lokalizAci6 miatt martingal, és a martingalok tartjak
a varhato értéket. Ebbol az L? () majdnem mindenhol nulla. A racionalis
id6pontokhoz tartoz6 nullmértékid halmazokat egyesitve az L trajektoriai-
nak folytonosségat kihasznalva azonnal lathato, hogy az L majdnem minden
trajektoriaja nulla. O

3.38. Tétel (Polaritasi formula). Ha L folytonos lokdlis martingdl és X
balrol reguldris, adaptdlt folyamat, akkor

[XeLl=X?e[L].

Hasonléan, ha Ly és Lo két folytonos lokdlis martingdl és X1, Xo balrdl requ-
laris, adaptdlt folyamatok, akkor

[Xl o Ll,XQ o LQ] = X1X2 o [Ll,LQ] .
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Bizonyitds. A mésodik egyenléség az integral linearitdsa miatt kévetkezik az
els6bdl:

(X1 + Xo) o L] = (X1 + X2)* o [L] = (X7 +2X1 Xo + X3) o [L].
Ugyanakkor
[(Xi+Xo)eLl=[X1eL+XoeL|=[X;eL]+2[X;eL, Xo0L]+[X; L]
amibdl az els6 egyenldség felhasznalasaval
[(X1eL, XoeL] =X Xoe[L].

Az L helyébe L; + Lo-t irva hasonlo szamolassal kapjuk a masodik egyen-
16séget. A megallitasi szabalyok miatt elegendd feltenni, hogy az X és az L
korlatos. Ebbdl kovetkezSen feltehetd, hogy az L martingal. Az els6 egyenls-
ség bizonyitasahoz irjuk fel a

2
<Z X (tp—1) AL (tk)> =2 X (tr-1) X (tj-1) AL (t) AL (t;) +
k

k<j

+ 3 X2 (t-1) (AL (1))
k

azonossagot. A kétszeres szumma éppen

I, = Z ZX (tjfl) AL (tj) X (tkfl) AL (tk) =

k \j<k

=Y () AY ™ (1)
k

Vegyiik észre, hogy martingaltranszformaciés lemma miatt az Y (™ martin-
gal. Ebbdl kovetkezGen a lemma ismételt alkalmazasaval belathato, hogy az
I, is martingal. Ha a felbontast minden hatéron tul finomitjuk, akkor, fel-
hasznalva, hogy a sztochasztikusan konvergens sorozatok négyzete is szto-
chasztikusan konvergens

(zk:X (tp—1) AL (tk)>2 — (/Ot XdL)

Mivel Y (AL (t))* — [L] () és a Y X? (t—1) (AL (t;))” Gsszeg tekinthe-
k k

2

t6 a ty pontokra koncentralodott (AL (tk))2 nagysagu ugrasokat tartalmazo

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

98 3. NEHANY TETEL A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ELMELETEBOL

korlatos valtozasu folyamat szerinti integralnak, ezért felhasznélva, hogy az
X trajektoriai balrol regulérisak a bizonyitas utani lemma alapjan a trajek-
toriankénti konvergenciaban

> X2 (tho1) (AL (1)) — /t X%d[L).
k 0

Legyen Z = X e L. Ha a felbontast finomitjuk, akkor felhasznalva, hogy
Y (") — Z a kompakt szakaszokon a sztochasztikus konvergenciaban egyen-
letesen

t t t
lim (Y(”) _ Z) 47 = / lim (Y(”) . Z) 47 = / 0dZ = 0.

Az Y™ tart a Z-hez, igy egy elegendGen kicsi valoszintiségtd halmaztol elte-
kintve az Y (") mar elég kozel van a Z-hez, igy feltehets, hogy az Y (™) egy
elegendden kicsi valoszintiségiti halmaztol eltekintve egyenletesen korlatos. Eb-
b6l kovetkezGen a mar tobbszor latott moédon a sztochasztikus integralokra
vonatkozo (3.9) egyenlStlenséggel belathato, hogy sztochasztikus konvergen-
cidban Y(") o (Y(”) — Z) — 0. Ezt felhasznélva

V) ey _ 7 ez =y o (Y<"> _ Z) 4 (Y(") _ Z) «Z 0.

Igy
7°=2-ZeZ+X?e][L].
Mivel a Z lokalis martingal, ezért a Z e Z is lokalis martingél, kdvetkezéskép-

pen
[Z]=[XeLl=X?e[L]. O

3.39. Lemma (Gyenge konvergencia jellemzése). Tegyiik fel, hogy F,, — F,
ahol az (F,) sorozat tagjai és az F' monoton névekedd, jobbrdl folytonos fiigg-
vények €s a konvergencia minden pontban érvényes. Ha az f balrdl requldris

figguény, akkor
b b
/ fdF, — / fdF.

Bizonyitds. A lemma a mértékek gyenge konvergenciajara vonatkozé gyakran
hasznalt allitas egy verzioja. Gyenge konvergencia definicioja alapjan elegen-
d6 megkdvetelni, hogy az F' minden folytonossagi pontjaban érvényes legyen
az F,, (z) — F (x) konvergencia. Emlékeztetiink, hogy ilyenkor azt szokas
mondani, hogy az (F,) gyengén tart az F-hez. Ez indokolja a lemma elneve-
zését. Vegyiik észre, hogy mivel az f balrol reguléris, ezért tetszéleges n-re az
1/n-nél nagyobb ugrasainak szdma véges, igy az f legfeljebb megszamlalhato
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pontban szakadhat. Ha az F folytonos, akkor az egy pontbdél all6 halmazok
mértéke nulla, igy az F altal generdlt mérték szerint az f majdnem min-
denhol folytonos. Miként ismert, a mértékek gyenge konvergencidja esetén
az integralok konvergenciija ilyenkor is biztosithat6. Mivel azonban ennek
indoklasa némiképpen szovevényes, eltekintiink a hasznélatatol és a gyenge
konvergencia jellemzését a fenti egy enyhén modositott alakban mondtuk ki.

A Dbalrol regularitas miatt az f felbonthatéd két részre. Jeldlje fi a ,nagy”
ugrasokat. Ezek szama véges. Tekintsiink egyetlen nagy ugrast.

o 0, hat§t0
h(x)_{g7 ha t>tg

Ilyenkor, kihasznalva, hogy az F jobbrol folytonos, igy egy (u,v] szakasz
meértéke F' (v) — F (u)

b b
/ hdF, — / hdF, — / hdF, = g (Fy (b) — F (to)) — / hdF,
a ((l7b] (to,b] a

ugyanis az Fy, (r) — F(z) konvergencia minden pontban teljesiil. Legyen
f2 a folytonos és a ,kis” ugrasokat megadd rész. Ekkor az f folytonossagi
modulusa a nagy ugrasok alkalmas megvélasztasaval tetszélegesen kicsi le-
het. Legyen h az fo fliggvényt ,,jol” kozelité szakaszonként konstans, balrél
folytonos fiiggvény.

zdF / fodF,

/hdF /hdF
b b
/hde/ hdF,|+¢

Az els6 és a harmadik kifejezés az ¢ megvalasztasaval tetszélegesen kicsivé
tehets. A masodik integral pedig

th (F(t tk 1 th - n (tk 1))|
k

alaki, amely az F,, — F konvergencia miatt szintén tetsz6legesen kicsivé
tehetd. ]

/ |f2 — h|dF +

/|h foldE, <

<e(F(b) = F(a) +

(Fy (b) — Fy (a)) .

3.40. Koévetkezmény (A sztochasztikus integral karakterizacioja). Ha L
eqy folytonos lokdlis martingdl és X eqy adaptdlt, balrol reguldris folyamat,
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akkor az X e L az egyetlen olyan a t = 0 pontban nulla értéket felvevd foly-
tonos lokdlis martingdl, amelyre igaz az, hogy tetszdleges N folytonos lokdlis

martingdl esetén [X e L, N] = X o [L, N].
Bizonyitds. Ha valamely U folytonos lokalis martingélra, amelyre U (0) = 0
minden N folytonos lokalis martingal esetén [U, N] = X o [L, N], akkor az
N =U — X o L esetben

[Nl=[U-XeL,N|=[UN]—[XeL N|=0,
vagyis N = 0, amibsl U = X e L A forditott irany a polaritasi formula miatt

evidens. O

3.41. Tétel (Asszociativitasi szabaly). Legyen S folytonos szemimartingdl,
X és Y balrdl reguldris adaptdlt folyamatok. Ervényes a kévetkezd asszocia-
tivitdasi formula:
Ye(XeS)=(YX)eS.
Madasképpen fogalmazva integrdlfiigguény szerinti integrdlds esetén az integrdlok
elvégzésének sorrendje ,,dtrendezhetd”.
Bizonyitds. Mivel ha v (A) = [, fdu, akkor [y gdv = [, fgdpu, ezért ha az S
korlatos valtozést, akkor az azonossag a klasszikus integralelméletbdl ismert.
Ha S lokalis martingél, akkor a trajektoridnkénti integral ezen tulajdonsagat
hasznalva tetszGleges N lokalis martingal esetén
[V o (XoS),N] =Y e[XeSN =Y e(Xe[SN])=
=YX e[S,N|=[YXeS NJ.

Ebbdl a kvadratikus variacié linearitasa miatt
[Ye(XeS)—YXeS N|=0.

Lokalis martingélok kiilonbsége szintén lokalis martingal, igy N = Ye(X ¢ S)—
— Y X e S valasztéassal

[Ye(XeS)—YXeS] =0,
amib6l Ye(XeS)=YXeS. 0

3.2.6. Helyettesitéses integralas

Miel6tt tovabbmegyiink érdemes roviden megtargyalni a sztochasztikus folya-
matok idGtranszformaltjat, amely a helyettesitéses integralas hasznos mod-
szerének sztochasztikus altalanositasa. Csak a legegyszertibb esetet targyal-
juk. Legyen A egy az A (0) = 0 pontbol kiindulé, adaptalt, folytonos szigo-
riaan monoton névekeds folyamat, és vezessiik be a

T(t) =inf{s| A(s) >t} =inf{s| A(s) =t} = A7 (t) < 0
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megallasi id6kbdsl allo folyamatoﬂ Ugyancsak az egyszertiség véget tegyiik
fel, hogy A(oco) = oo. Az F alapfiltracio mellett vezessiik be a G, = Fr ()
o-algebrakat. Mivel az A monoton né, a 7 (t) folyamat is monoton ng, és
mivel a megallitott o-algebra a megallasi id6 monoton névekedd fiiggvénye a
G, o-algebrakbol készitett G csalad filtracio.

1. Megmutatjuk, hogy ha az F teljesiti a szokasos feltételeket, akkor a G
filtracio is kielégiti a szokasos feltételeket. Valoban, mivel 7 (0) = 0, ezért
Fo = G, igy a G minden eleme tartalmazza a nullmértéki halmazokat. Ha
G € Gy, akkor G € Fr(5) minden s > t esetén, vagyis minden a > 0 esetén

GNn{r(s)<a} € F, s>t
Mivel minden megallasi id§ egyuttal gyenge megallasi id6 is, ezért
Gn{r(s)<a}leF, s>t
Ha s, \(t, akkor 7 (s,,) \( 7 (), ezért egyrészt
GN{r(sk) <a} CGN{r(sp+1) <a} CGN{r(t) <a},
masrészt
Gn{r(t) <a} CUGN{T(s) < a},

ezért a tartalmazas helyett egyenlGség van, igy

Gni{r(t)<al=Gn (mn ({T(t) <a+i})) € Fur = Fa,

kovetkezésképpen G' € Fr ) = Gy, tehat a G valéban jobbrol folytonos.

2. Haaz X regulériﬁ folyamat és adaptélt az F filtraciora nézve, akkor
az Y (t) = X (7 (t)) atskalazott folyamat adaptélt lesz a G-re nézve. Valoban
tetszoleges T megallasi id6 esetén az X7 megallitott folyamat adaptélt marad
az JF-re nézve.

V() <an{r®)<u} = {X(F®)<a}n{r)<u}=
={X(T@)Au) <a}ln{r(t) <u} =
- {Xﬂt) () ga} N{r(t) <u} € Fu,

12 Az alabbi helyettesitéses integralas formulajaban az A kdzvetleniil nem jelenik meg,
csak a 7 (t) folyamat. Az A és a 7 (t) folyamat tulajdonsagai kdzvetleniil megfe-
leltethet8k egymasnak. Az alkalmazasokban a 7 (t) altalaban egy A segitségével
szarmaztathato.

13 A regularitasnal joval altalanosabb kériilmények kozott is érvényben marad, példaul
teljesiil az alabb bevezetett el6rejelezhets folyamatokra is, a pontos részleteket most
nem tisztazzuk.
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vagyis az Y (t) Fru) = G; mérhetd.

3. Legyen most L egy folytonos lokalis martingal az F filtraciora néz-
ve. Megmutatjuk, hogy az M (t) = L (7 (t)) lokalis martingal a G-re nézve.
Valéban legyen o0 < oo egy olyan F-megallasi id6, amelyre az L korlatos
F-martingal. Legyen

p=inf{t|7() >oc}=inf{t|7(t)=0}.

A p megéallasi id6 a G filtraciora nézve. Ennek igazolasahoz elég azt meggon-
dolni, hogy egy p > 0 fiiggvény pontosan akkor megallasi id6, ha a [p, 00)
véletlen szakasz x ([p, 00)) jobbrol folytonos karakterisztikus fiiggvénye adap-
talt. Nyilvan

X ([P, OO)) (t, w) =X ([07 OO)) (T (t) 7‘*}) )

kovetkezésképpen az el6z6 pont miatt a p valoban G-megéllasi id6.

:{L(T(p)), ha p <t :{ L(o), ha p<t _
L(t(t)), ha t<p L(r(t)), ha t<p
_{ L(o), ha 7(p)<7(t) _

L(7(t)), ha 7(t) < (p)
:{ L(o), ha o<7(t) _

L(r(t)), ha 7(t) <o
= L7 (7 (1))

Mivel az L7 korlatos, ezért nyilvan az M? korlatos. Ha t > s, akkor a korlétos,
vagyis egyenletesen integralhaté martingalokra vonatkozo megéllasi opcidkrol
sz616 tétel alapjan

E(M? ()| G) =B (L7 (7 (1) | Frsy) = L7 (1(s)) = L(1(pAs)) =
=M?(s).

Ha o, /* 0o, akkor a megfelel6 p,, oo éppen az M egy lokalizacios sorozata.

4. Legyen L lokalis martingal az F alatt. Ekkor az L? — [L] lokalis martin-
gél az F alatt, amib6l L? (1 (t)) — [L] (7 (¢)) lokalis martingal a G alatt. Mivel
az [L] (7 (t)) trajektoriai monoton nének és folytonosak, ezért a ¢t — L (7 (t))

lok, akkor a Zy (t) = Ly (7 (t)) és a Zy (t) = Lo (7 (t)) keresztvariacioja

[Z1, Z2) (t) = [L1, La] (7 (5)) - (3.13)
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5. Legyen X egy balrol regularis folyamat és legyen V' véges valtozasi.
Ekkor érvényes a kdvetkezd helyettesitéses integralasi formula:

7(t) t
X(s)dV(s):/O X (7 () dV (7 (5)) .

Mivel a V szerinti integral trajektorianként szamolhato, ezért minden kime-
netelre elég felirni a [0, 7 (¢t,w)] egy végteleniil finomodo6 particidsorozatara
az bal oldalon allo integral egy Ito-féle kozelitd Osszegét. Azonnal lathato,
hogy ez egyuttal tekinthet6 a jobb oldalon &ll6 integral egy Ito-féle koze-
lit¢ Osszegének is. Az integrandus mind a két oldalon balrol regularis, igy
mind a két oldalon a kozelité Osszegek sorozata konvergél, és az egyenlGség
az integréalokra is atvihetd.

0

6. Legyen X ismét egy balrol regularis folyamadEI és legyen L egy folyto-
nos lokalis martingal. Ekkor érvényes a kovetkezd helyettesitéses integralasi

formula:
7(t) t
X(s)dL(s):/O X (7 () dL (7 (5)) .

El6szor is megjegyezziik, hogy mivel a 7 (s) trajektoriai folytonosak, ezért
az s — X (7(s)) is balrol regularis. Mivel az L (7 (s)) a 7 folytonossiga
miatt folytonos lokalis martingal ezért a két oldalon az [t6—Stieltjes-integralok
léteznek. Tekintsiik az

/ X (s)dL (s /X dL (7 (s)) =
—(x /X dL (7 (5))

G-lokalis martingalt. A kvadratikus variaciora belatott (3.13]) formula alapjan

0

[Y](t) = [X o L] ( /X2 d[L (7 (s))] -
i / X (7 (s))dL (7 (), (X o L) (7 ())] =
=2/0 X2 (r () d[L (7 (5))] -
s / X (7 (s)) d[L (7 () , (X o L) (7 ()],

14 Kénnyen lathato, hogy az X valaszthaté elérejelezhetonek.
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ugyanis a kozonséges trajektorianként vett helyettesitéses integrél formuléja
alapjan u = 7 (s) helyettesitéssel

7(t) t
(X e L}(7(t) = X? (u)d[L] (u) :/O X2 (1 (s) d[L] (7 (s)).

0

Ugyanakkor ismételten a trajektorianként vett helyettesitéses integrélas for-
muléja és a keresztvariaciora kimondott formula szerint

/ X)L (), (X o 1) (7 ()] =
/OtX(T(s))d[L,XoL] (7 (5)) =
=/OtX<T () d((X o [2]) (7 (5))) =
/Otxﬁ () d(X (r(s))  [L( (5))]) =
:/0th (7 () d[L (7 (s))].

a sztochasztikus integralokra vonatkozo helyettesitéses integralas formulaja
mar teljesiil.

3.42. Tétel (Helyettesitéses integralas). Ha 7 (t) az alpont elején megadott
folytonos, szigorian monoton névekedd folyamat, akkor tetszdleges Y F-sze-
mimartingdl esetén a t — Y (7 (t)) folyamat G-szemimartingdl és minden X
balrol requldris, F-adaptdlt folyamat esetén érvényes az

7(b) b
/ Xdy = / X (v (s))dY (7 (s))
7(a) a

helyettesitési formula. Ha azY F-lokdlis martingdl, akkor a Z (t) =Y (7 (t))
G-lokdlis martingdl és [Z] (t) = [Y] (7 (¢)).

3.2.7. Mikor lesz egy sztochasztikus integral valédi mar-
tingal

Ebben az alpontban a Burkholder—Davis—Gundy-egyenlGtlenségek specialis

esetét igazoljuk. Csak a legegyszeriibb esetet targyaljuk, amikor p = 2 és

egyedill avval az esettel foglalkozunk, amikor az egyenlGtlenségben szerep-

16 lokalis martingal sztochasztikus integralként all el§. Ez utobbi feltétel a

bizonyitasok kozvetlen moédositdsaval azonnal elejthetd.
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3.43. Allitas. Ha X adaptdlt, balrol reguldris folyamat, L folytonos lokdlis
martingdl, akkor

t
E ((X o)’ (t)) <E (/ X2d[L]> . (3.14)
0
Bizonyitds. A polaritasi formula miatt az
(XoL) ~ [X oL = (XeL)—X2e[L]

lokalis martingal. Legyen (7,,) egy lokalizacios sorozat. Feltehetd, hogy a lo-
kalizalt X2 e [L] folyamatok korlatosak. Ekkor a martingél tulajdonsag miatt

E(((XeD)=X*e[L]) (A1) =0,

A korlatossag miatt a varhato érték szétszedhetd.

E ((X o L)% (7, A t)) —E (/Own X2d [L]) :

Han 7 oo, akkor az egyik oldalon a monoton konvergencia tételt a masikon
a Fatou-lemmat hasznalva éppen a kivant egyenlétlenséget kapjuk. [

A Doob-féle maximal egyenlStlenséggel az allitas élesithetd:

3.44. Allitas. Ha X adaptdlt, balrol reguldris folyamat, L folytonos lokdlis
martingdl, akkor

E (o??%i (X o L) (s)) <4-E (/Ot X2d [L]) .

Bizonyitds. Az el6z6 gondolatmenetet szd szerint megismételve

B((XeL)?(rmAt)) =B (/Otm X2d [L]) .

Az X? o [L] feltételezett korlatossiaga miatt az
(X oL)(nAt) = (X eL™)(t)

egy H? martingal, ezért a Doob-egyenlGtlenség miatt

E (max (X o L)* (1, A s)) —E (max (X o L™)? (s)) <

0<s<t 0<s<t

<SLE((XeLmP (1) =

:4.E</Ommx2d[m>.

Han 7 oo, akkor az egyik oldalon a monoton konvergencia tételt a masikon
a Fatou-lemmaét hasznalva éppen a kivant egyenlGtlenséget kapjuk. O
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3.45. Allitas. Ha X adaptdlt, balrol reguldris folyamat, L folytonos lokdlis
martingdl, akkor

E (/Ot X2d [L]) <E (0121?; (X o L)? (s)> :

Bizonyitds. Miként az el6z6 allitas igazolasakor most is feltehetjiik, hogy al-
kalmas lokalizacids sorozatra

E((XeL)’(rant) =B (/Otm X2%d [L]) :

amibdl

E <On<1?§t (X o L)’ (s)> >E </OW" X2d [L]) :

Mivel a jobb oldalon alkalmazhatjuk a monoton konvergencia tételt ezért, ha
n /0o, akkor éppen az egyenlStlenséget kapjuk. O

3.46. Tétel (Burkholder-Davis—-Gundy). Ha X adaptdlt, balrdl requldris L
folytonos lokdlis martingdl, akkor

E (/Ot X2d[L]) <E (012% (X o L)? (s)) <4.E (/(:XQd[L}> . (3.15)

A sztochasztikus integral altalaban csak lokalis martingal. Eppen ezért a
kévetkezs kritérium jelentGségét nem lehet tulértékelni.

3.47. Kovetkezmény (Martingalkritérium). Ha L folytonos lokdlis mar-
tingdl és az X adaptdlt, balrol reguldris folyamatra

E(/OtXQd[L]) < o0,

akkor a [0,t] szakaszon az X e L négyzetesen integrdlhato martingdl. A krité-
rium érvényben marad akkor is ha t = co.

Bizonyitds. A feltétel teljesiilésekor a

max (X e L)% (s) = (012% (X eL) (S)I)2

0<s<t

integralhato. A Cauchy-egyenl6tlenség miatt ilyenkor a maxg<s<¢ [(XoL) (s)]
is integralhato, igy az Y = X e L egy olyan lokalis martingal, amelynek van
idé6tél fiiggetlen integralhaté majoransa. Ha (7,,) egy lokalizalo sorozat, akkor
minden ¢ < s esetén E(Y (sAT,) | F:) = Y (t A7,). De az integralhato
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majorans létezése miatt a hatdratmenet a feltételes varhato érték alatt is
végrehajthato, vagyis ha n 7 oo, akkor

E(Y (s) | F) :E(Y (n1LH305AT”) |ft> -
= lim E(Y (sA )| F) =
= lim Y (tAT) =Y (1),

vagyis az Y martingal. Az Y trivialisan korlatos az L? (2) térben, igy Y = X o
oL € H2. O

3.48. Példa. Tetszbleges n-re az fot wdw integral martingal.

Mivel [w] determinisztikus hasznalhaté a Fubini-tétel, igy az integralas
sorrendje felcserélhets. Kihasznalva, hogy a w?" (s) eloszlasa N (0, \/§)2n =

= s"N (0,1)*"

E (/Ot wQ"d[w]) - /Ot E (v (s)ds) = /OtE (S"N(o,1)2") ds =

_E (N (0,1)2”) /t s"ds = E (N (0,1)2”) :Ln: < o0,
0

ezért a martingalkritérium szerint a w™ e w folyamat martingal. ]

A Burkholder—Davis—Gundy-egyenl&tlenség altaldnosithato. Az altalanosi-
tas szerint tetszéleges p > 0 esetén vannak olyan ¢, és C), pozitiv konstansok,
amelyekre tetszbleges M, nullabol induld lokalis martingal esetén

P

oE ((M(1)"7) <E (( sup |M(s)|) > < GE ((M] (1)) (316)
0<s<t

Ha p = 1, és az M egy L folytonos lokélis martingal szerint vett X e L

sztochasztikus integral, akkor az

E ([M]l/g) - E( X2 [L]) < 0

sziikséges és elegendd feltétele annak, hogy a supy<,<; |M (s)|integralhato
legyen, vagyis hogy az X e L rendelkezzen integralhaté majoranssal. Mi-
ként lattuk, ha egy lokilis martingdlnak van id&tsl fiiggetlen integralhato
majoransa, akkor a folyamat valodi martingal. A /z fiiggvény konkav, igy

E (\/X2 . [L]) < VE(X?e[L]), vagyis nem til meglep6 moédon a fenti
martingalkritérium gyengébb feltétel mint az integralhaté majorans létezé-
sének feltétele. Ha azonban a négyzetgyok a varhatd értéken beliil van, ak-
kor az integral és a varhato érték felcserélése nehezen oldhaté meg, igy az
integralhatd majorans létezésének kritériuma konkrét szamitédsokban ritkan
hasznalhat6. Ennek ellenére érvényes a kovetkezs:
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3.49. Kovetkezmény. Ha L folytonos lokdlis martingdl és az X adaptdlt,
balrol reguldris folyamatra

t
E /X?d[u < o0,
0

akkor a |0,t] szakaszon az X e L egyenletesen integrdlhatd martingdl.

3.2.8. Sztochasztikus integralas és arbitrazs

A sztochasztikus integralas és a matematikai pénziigyek kapcsolatanak meg-
értése céljabol érdemes néhany, bizonyos szempontbol korai példat targyalni.

3.50. Példa. Az I (t) = fot 7—dw (s) ,Bsszenyomott” Wiener-folyamat mar-

tingal a [0,7) iddtartoméanyon.

Legyen w egy Wiener-folyamat és legyen

I(t)é/o Tl_sdw(s).

A [0,T) szakaszon az integrandus folytonos és az I sztochasztikus integral
értelmes és egy lokalis martingalt definial. A [0,T") tartomanyon

tro1 0\ tro1 0\ 1 1
E(/O <T—s> ds 7/0 (T—s) dsfiT_t—T<oo7

vagyis az I valodi martingal. O

3.51. Példa. Folytonos id6horizonton a sztochasztikus integral, amely alul-
rol nem korlatos nem hasznalhatd az arazési elméletben ugyanis ,arbitrazst”
tartalmaz.

Természetesen a [0, 7] szakaszon az

integral nem létezik. Az

b 1 1
o= [ Gt =7

trividlisan egy szigortiian monoton novd, folytonos és determinisztikus fiigg-
vény. Az inverzét jelolje

xT?

Flz) = 1+ Tz
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Az f szintén egy szigorian monoton noévé folytonos fiiggvény és az f a [0, 00)
félegyenest képezi a [0, T) szakaszra. Az I (f (s)) kifejezés folytonos martingal
a [0,00) félegyenesen, amely kvadratikus variacioja [I (f (s))] = [I] (f (s)) =
= s. Az alabb targyalt Lévy-féle karakterizacios tétel miatt az s — I ((f (s)))
egy Wiener-folyamat. Erdemes megjegyezni, hogy ebben az egyszert esetben
a karakterizacios tételre nincsen igazén sziikség, ugyanis az integrandus de-
terminisztikus, igy kozvetlen szamolassal konnyen lathaté, hogy az integrél
eloszlasa normaélis és az integralfolyamat fliggetlen novekményt. Tetszdleges

t-re az I (t) eloszlasa N (0, V] (t)) . Ebb6l méar az allitas egyszerten iga-
zolhato. Mivel a w (s) = I (f (s)) egy Wiener-folyamat, ezért

r0=a( @)= (70 1)-

A Wiener-folyamatokra a limesz szuperior és a limesz inferior végtelenbe tart,
igy

lim supw (s) = limsup! ((f (s))) = limsupl (t) = oo,

5—+00 5§—00 t—T
hsrglolgfw (s) = hsrglorgfl ((f(s) = h{glj{lf[ (t) = —o0.

Ebbdl kovetkezéen a
7o Zinf{t <T[I(t) = a}

kifejezés majdnem minden kimenetelre véges és majdnem mindenhol 7, < T

Tekintstik az 1
X({t)2 —x(t<T,
()2 = x(t < 70)

balrol regularis stratégiat. Tegyiik fel, hogy az arak alakulasat a [0, 7] szaka-
szon egy w Wiener-folyamat irja le. Az X stratégidbdl szarmazo6 nyereség a
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vagyis ha az drakat egy w Wiener-folyamat irja le, akkor egy tetszdleges [0, T
szakaszon tetsz6leges nyereség realizalhaté. Vagyis folytonos idGhorizonton,
még a lehets legegyszertibb esetben is mindenképpen van ,arbitrazs”. Az idé-
zGjelet az indokolja, hogy az arbitrazst csak megengedett stratégidk halma-
zénak rogzitése esetén értelmezhetjiik és a gondolatmenet lényege, hogy az
X stratégia nem ,megengedett". O

3.52. Definici6. Az el6z6 példaban a @ (t) = I ((f (t))) egy Wiener-folyamat.

Ez indokolja, hogy az

I(t)é/OtTl_sdw(S):@(f_l(t)) ﬂﬁ(ﬁf%)

folyamatot a [0,T) szakaszra ,Osszenyomott” Wiener-folyamatnak hivjuk.

A folytonos id6horizont kézenfekvé modon végtelen szamu idépontbol all,
és ezért tetszGleges véges szakaszon lehet ,duplazni”. Az el6z8 példa éppen
azt mutatja be, hogy miként. Valojdban tetszbleges a esetén, ha 7, az elsG
id6pont, amikor egy w Wiener-folyamat eléri az a idSpontot, akkor 7, <
< o0 és w(7,) = a, vagyis végtelen idGhorizonton egy egyszert megallitasi
stratégiaval trivialisan lehet ,arbitralni”. A példa csak azt mutatja meg, hogy
ha megengedjiik a sztochasztikus integralt mint ,kereskedési stratégiat”, akkor
mar korlatos id6horizonton is el lehet érni az a értéket. Valojaban a megallasi
opciokrol szo6ld tételben a megallasi id6k korlatossadga azt biztositja, hogy
ne lehessen a végtelen szdmossagt idShorizontot kihasznalva ,duplézni”. A
megengedett stratégidk alulrél valé korlatossdganak megkévetelése hasonlo
célt szolgal: Korlatot kivanunk szabni a ,kockdzat” névekedésének.

3.53. Definicié. Megengedett stratégian olyan 6 stratégiakat értiink, ame-
lyekre egy alkalmas a konstanssal a 6 e S alulrdl egyenletesen korlatos.

3.54. Lemma. FEgy alulréE korldtos lokdlis martingdl mindig szupermar-
tingdl, igy nem tartalmazhat ,,arbitrdzst”.

Bizonyitds. Az allitas minden trivialitasa ellenére igen fontos, igy szerepét
nem lehet eléggé kiemelni. Legyen L egy lokalis martingal és legyen (7,,) a
lokalizacios sorozata. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy L > 0. A
Fatou-lemma miatt ha ¢t > s,

E(L(t)|F)=E(lim L(tAr)|F) <
< UminfE (L (t A7) | Fs) = lUminfL (s A1,) = L (s),
n—oo

n—0oo

15 Emlékeztetiink, hogy a korlatos lokélis martingalok valédi martingalok, ugyanis
ilyenkor a Fatou-lemma helyett a majoralt konvergencia tétele hasznalhato.
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vagyis az L valoban szupermartingal. Ha egy rogzitett szammal alulrél kor-
latos nyereségfolyamatokra szoritkozunk, akkor nem lehetséges az arbitrazs,
ugyanis az alulrél val6é korlatossag miatt valamely lokalis martingél szerinti
sztochasztikus integral szupermartingdl, vagyis vesziti a varhaté értékét. Ha
tehat (X e w) (T') = Hr > 0, akkor

0=E(Xew)(0) >E((Xew)(T))=E(Hr)>0.
kovetkezésképpen E (Hp) = 0, vagyis Hy "= 0. O
3.55. Példa. Kovetelések replikalasaban a konstans még véges idShorizonton
sem egyértelmd.

Tekintsiik az el6z6 példaban szerepld I ,Osszenyomott” Wiener-folyamatot

és T_, jelolje az I folyamat —a értékhez tartozo talalati idejét. Ha
|
X (t) = ﬁX(t < T-a),

ésa>0,akkor V, =a+ X,ew =a+ 1"+ > 0, igy az X, megengedett,
hiszen alulrél korlatos, ugyanakkor minden a-ra Vo, (T) = a+ I (7—,) = 0.
Ennek megfeleléen a Hr = 0 értéket replikalé a konstans nem egyértelmi,
ugyanis az értéke tetszéleges a > 0 szam lehet. Vegyiik észre, hogy szemben a
véges idGhorizont esetével ez nem mond ellent a nincsen arbitrazs feltételnek,
ugyanis az X = X,, —X,, portfolié nem lesz feltétleniil megengedett, ugyanis
a hozzé tartozd értékfolyamat nem lesz alulrdl korlatos, hiszen a —X,, e w
alulrél nem korlatos, ugyanis az X,, ew csak alulrél, de nem feliilrél korlatos.
A probléma a megengedett portfolio fogalmanak bevezetésében gyokerezik.
A lényeges gondolat az, hogy mivel a végtelen szamossagi idGhorizont miatt
az arbitrazs lehet&ségét kizarando a lehetséges stratégidk nem egy linearis al-
teret, hanem egy kupot alkotnak, ezért a replikalé konstans egyértelmtisége,
szemben a diszkrét és véges idGhorizonttal, mar nem kovetkezik a modell koz-
gazdasagi feltételeibsl. Mivel a sztochasztikus integral nem feltétleniil valodi
martingal, ezért a matematikai modell nem garantalja a replikalé portfolibban
az indul6é konstans egyértelmiiségét.

Ha valamely Hr integralhat6 valtozora

Hr=a+ (XeL)(T),
ahol az L egy folytonos lokalis martingal és az X megengedett, akkor
E(Hr)=a+E((XeL)(T)<a+E((XeL)(0)=a

ugyanis az X e L alulrol korlatos lokalis martingdl, igy szupermartingal, tehat
vesziti a varhato értéket. Vagyis a reprezentdld konstans nem lehet kisebb,
mint a varhato6 érték, de semmi sem garantalja, hogy a reprezental6 konstans
éppen a varhato érték. O
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3.3. Ito-formula

A sztochasztikus analizis legfontosabb allitasa a kovetkezd:

3.56. Tétel. Ha az X = (X1,Xs,...,X,,) vektor elemei folytonos szemi-
martingdlok, U C R™ egy olyan nyilt halmaz, amely tartalmazza az X ér-
tékkészletét és F € C? (U), vagyis az F az U halmazon kétszer folytonosan
derivdlhato fiiggvény, akkor

F(X (1) — Z / 8xk X)dXy + (3.17)

Z/%% 41X, X,).

Bizonyitds. A bizonyitast tobb lépésre bontjuk.

1. A bizonyitas elsd 1épéseként az allitast polinomokra igazoljuk. A formula
az F' = c konstansra trivialisan teljesiil, tehat ahhoz, hogy minden polinomra
teljesiiljon elegendd megmutatni, hogy ha az F polinomra teljesiil, akkor a
G = x;F-re is teljesiil. Tegyiik fel, hogy

F(X)=F(X(0)+ aF Z o [X; Xj].

6:1: 8361635]

A parcialis integralasi formula alapjan

G(X)=X)F(X)=
=G(X(0)+ X, e F(X)+F(X)e X, +[X,,F(X)] =

=G(X(0)+ X, e F(X(0)+X;0 (Z (aF(X)oXk>> -
k

(r“)l'k

O*F
+X o Z axzax] o [X; Xj|| + F(X)e X+ [X;, F(X)].

Az asszociativitasi szabaly felhasznalasaval, illetve a X; ¢ F'(X (0)) = 0 tagot
elhagyva

G (X) =G<X<0>>+sz%<x>oxk+

P
5 2 Xy (X) LX) 4 F () Xk (X, (X))
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A szorzat derivalasi szabalya szerint

OG [ 3,0F /Oy, ha k #1
dr, | ®OF/0x;+ F, ha k=1~

amit behelyettesitve

G(X)= Zaxk o Xy +

ik Z a amj X) o [X; X;] 4 [Xi, F (X)].

A G fiiggvényhez tartozo masodrendi parcialis derivaltak

xl82F/8zi8zj, ha Z,_] 35 l
092G . $102F/8$18$J+8F/axj, ha i=1,j#1
dx;0x; | ©0*F/0x0x; + OF/dx;, ha i#1,j=1"
10°F/9%x; + 20F/0x;, ha i=j=1I

vagyis az F" és a G csak az [-dik sorban és az [-dik oszlopban kiilonbozik,
tehét elegendd belatni, hogy

(X, F Zaxj o (X1, Xj].

Az F (X ) az indukcic')s feltétel szerint szemimartingal. A sztochasztikus in-

—~ OF
Z,Zaxk X =3 gy, () XX

a korlatos valtozasu rész kvadratikus keresztvariacioja a X; folytonossaga
miatt viszont nullﬂ Ezzel az allitast polinomokra igazoltuk.

2. Legyen (By,) az U-ban levé racionalis kdzéppontt, racionalis sugara zart
gbémbdk egy felsorolasa. Ha K, = U<, By, akkor a K, kompakt halmazok
egy olyan ndvekvs sorozata, amelyre U,K,, = U. Ha K C U tetszéleges
kompakt halmaz, akkor a K lefedhets véges sok racionéalis sugart, racionalis
kézéppontu gombbel, igy elég nagy n-re K C K,,. Megmutathato, hogy tet-
sz6leges K kompakt halmaz esetén létezik polinomok olyan (Q),,) sorozata,
amelyre a C? (K) topologidjaban Q| — F|g. A C? topolégia definici-
Oja szerint, az Osszes derivalt is egyenletesen konvergens. Legyen P, olyan

16 v.a.: Példa, [02] oldal.
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polinom, hogy a K, halmazon az F és a P, tavolsiga a C? (K,,) topologia-
ban nem nagyobb, mint 1/n. Vilagos, hogy P, — F', ahol a konvergencia az
Osszes kompakt halmazon egyenletes. Tekintsiik az idétengely tetszSleges T'
kompakt részhalmazat. Az X trajektoriai folytonosak, igy a K (w) = X (w,T)
képhalmaz minden w esetén kompakt. A K, konstrukcioja szerint elég nagy
n-re K (w) C K,,. Mivel K,, /U, és minden w esetén K (w) C U, ezért ha
A, ={K C K,}, akkor A,, /' Q. A folytonossag miatt elég ellendrizni, hogy
a T egy siird, megszamlalhato részhalmazén az X (w) trajektoria a K,-be
képezzen. Ebbdl kiovetkezben az A, mérhets, igy P (A,) 7 1. Kovetkezés-
képpen tetszbleges € > 0 esetén ha n elég nagy, akkor egy € valoszintiségl
halmaztol eltekintve K (w) = X (w,T) C K,, igy a (P, (X)) sorozat az id6-
tengely kompakt részhalmazain egyenletesen tart az F (X) folyamathoz, és
ugyanez igaz az els6 és a mésodik derivaltakra is. Az el6z6 pont szerint a
formula teljesiil polinomokra, igy a sztochasztikus és a kozonséges integra-
lokra vonatkozé konvergencia tételek szerint a tétel teljesiil az F' € C2 (U)
fliggvényre is. O

Bizonyitds. Mivel egy igen fontos tételrsl van szd, ezért az n = 1 esetre egy
masik bizonyitast is bemutatunk. A bizonyitas {6 elénye, hogy ravilagit az
Ito-formula és a Newton—Leibniz-szabaly rokonsagara. Legyen F' kétszer foly-
tonosan derivalhato, és a Newton—Leibniz-szabaly bizonyitasahoz hasonléan
tekintsiik az

F(X (b)) = F(X (@) = Y (F(X (tx)) = F (X (tx-1)))

k

teleszkopikus felbontast. A Newton—Leibniz-szabaly bizonyitasakor hasznalt
kozépérték tétel helyett a Taylor-formula minden w-ra valo alkalmazéaséaval
vegyiik az

F(X (tr)) = F (X (tg-1)) = F' (X (tp-1)) (X (tx) = X (tp-1)) +

5 F (6 (X () = X (t-1)°

azonossagot, ahol a & a kimenettdl fiiggs alkalmas eleme az X (tx—1) és az
X (tg) altal meghatarozott véletlen intervallumnak. A Bolzano-tétel miatt
& = X (nr), ahol az ny a [tp—1,tx] szakasz trajektoriatol fiiggd pontja. A
jelolések ellenére sem a & sem az 7 nem feltétleniil valoszintiségi valtozok,
ugyanis a mérhetéségiikrél nem tudunk semmit. Ha a felosztast minden ha-
taron tal finomitjuk, akkor az F' folytonossiga és az Ito-Stieltjes-integral
létezése miatt

b
D F (X (te-1) (X (t) = X (i) — / F' (X (5)) dX (s).
k a
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Igy a
S (X () (X (1) = X (te))?
k

Osszegnek is van hatéarértéke, az egyediili kérdés csak az, hogy ennek a ha-
tarértéknek van-e valamilyen értelmes és hasznéalhaté reprezentalasa. Mivel
a konvergencia sztochasztikus értelemben értendd, ezért a hatarérték kisza-
molésa szempontjabol tetszGleges részsorozatot is vehetiink. Vegyiik azt a
részsorozatot, amelyre majdnem minden kimenetelre

Up (t) = zk: (AX (t;““ A t)>2 = [X] ()

konvergencia az [a, b] szakasz minden ¢ pontjaban majdnem minden trajekto-
ridra teljesiil. Az F” (X) folytonossaga miatt a meértékek gyenge konvergen-
ciadjara vonatkozo lemma alapja

b b
/W@@wm%/wu@wmm

amibdl a formula mar nyilvanvaléan teljesiil. O
3.57. Példa. A Wiener-folyamat harmadik hatvanya.

)

Ha w egy Wiener-folyamat, akkor az X (t) = w3 (¢) folyamat varhato
értéke konstans moédon nulla. Ennek ellenére az X nem lehet martingal, s6t
nem is lehet lokalis martingél, ugyanis az Ito-formula miatt

X(t):X(t)—X(O):B/O wQ(s)dw(s)+3/O w (s) ds,

a sztochasztikus integral rész lokalis martingal, a korlatos valtozast mésodik
tag azonban nem nulla, és a Fisk-féle egyértelmtiségi tétel miatt csak akkor
lehetne az X is lokéilis martingél, ha ez a tag nulla lenne. O

3.58. Példa. Szamoljuk ki az f (t) = E (sim2 w (t)) fiiggvényt.

Az Tto-formula alapjan
¢ ¢
sin? w (t) = sin® w (t) — sin? w (0) = / sin 2w (s) dw (s) + / cos 2w (s)ds =

0 0

t t

= / sin 2w (s) dw (s) + / 1 — 2sin® (w) ds.
0 0
17v.5.: Lemma, oldal.
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Varhato értéket véve, kihasznélva, hogy a sztochasztikus integrél rész az in-
tegrandus korlatossaga miatt valodi martingél, igy a varhato értéke nulla

t
o =t-2 [ f@e)s fw2rm -1
0
A linearis differencialegyenletet megoldva, felhasznalva, hogy f(0) = 0,
f@®)=1/2—1/2exp(—2t). O

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért folytonos lokalis martingal integrato-
rokra épitettiik fel az integralelméletet. Miért nem csak az alkalmazasokban
kiemelkedd szerepet jatszo Wiener-folyamatokra. A valaszt a kovetkezd gyak-
ran hasznalt kritérium igazolasa tartalmazza:

3.59. Tétel (Lévy-féle karakterizacios tétel). Egy L folytonos lokdlis mar-
tingdl pontosan akkor Wiener-folyamat, ha L (0) = 0, és minden t idépontra
(L] (t) =t.

Bizonyitds. Az egyik irany, nevezetesen, hogy ha a w Wiener-folyamat, akkor

egy Wiener-folyamat és legyen (t,(cn)) a [0,t] szakasz egy particioja. Ha

Aw (t,(cn)> =w (t,(gn)) —w (t,(:_)l) ,

akkor a Wiener-folyamat definicioja alapjan

e (3 (a0 (1)) = 07 (30 (1)) = X 1) =10

A w fiiggetlen névekményd és a névekmények varhato értéke nulla, ezért, ha

a (t,(cn)) felosztas finomsaga nullahoz tart, akkor

I (s )" =0 (S (o)) -

T (o)) (10

<3 (t—0) max (t,(g‘) - t;"_)1> — 0.

AV példa, [93] oldal.
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Mivel az L? (Q)-ban valé konvergenciabol kivetkezik a sztochasztikus kon-
vergencia ezért a w kvadratikus variacioja a [0, t] szakaszon éppen t.

A forditott irany igazolasa az Ito-formuléra épiil: Legyen L egy folytonos
lokalis martingal. Az Ito-formula szerint, felhasznélva, hogy L (0) =0

exp(iuL(t)) — 1= iu/o exp(iuL(s))dL (s) — %UQ/O exp(iuL(s))d[L] (s).

Komplex fliggvényekre az Ito-formulat nem igazoltuk, de ha vessziik kiilon-
kiilon az exp (iux) valos és komplex részét, akkor a fenti formula teljesiilése
azonnal evidens. Az exp(iuL) korlatos, igy felhasznélva, hogy az L kvadrati-
kus variacidja ¢, a martingalkritérium miatt a sztochasztikus integral valodi
martingal. A két oldalon varhato értéket véve és a Fubini-tétel alapjan az
integralokat megcserélve

B (exp(iu(1))) ~ 1= —3u’B ( /0 t exp(iuL(s))ds) _

= —%uQ/O E (exp(iuL(s))) ds.

Ha bevezetjiik a ¢ (u,t) = E (exp(iuL(t))) jelolést, akkor ez

1 t
p(u,t)—1= —fuz/ ¢ (u,s)ds.
2 Jo

t szerint derivalva

do(u,t) 1,
T 2u<p(u,t).

A differencidlegyenletet megoldva tetszéleges u-ra
Ly
o (u,t) =exp —3u t).

A normalis eloszlas Fourier-transzformaltjanak képletét felhasznalva az L (t)
eloszlasa éppen N (0, \/E) A gondolatmenetet az ujrainditott folyamatra
alkalmazva ebbsl koénnyen belathatd, hogy a noévekmények eloszlasa
N (0, Vit — s), vagyis a folyamat stacionarius noévekményt. Ebbd&l azonban
még nem kovetkezik, hogy a folyamat Wiener-folyamat, ugyanis nem tudjuk,
hogy a névekmények fliggetlenek vagy sem. A szorasokra vonatkozo képletbol
belathatd, hogy a névekmények korreldlatlanok, ugyanis teljesiil a

D?(L(t+s))=t+s=D*(L(t)+D?(L(s)).

Sajnos azonban normélis eloszlast valtozok korreldlatlansaga csak akkor imp-
likalja a fliggetlenséget, ha az egylittes eloszlas is normalis, ezért még nem
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értiink célba. Irjuk fel az L exponencialis martingaljat:

exp(uL (1) _ exp(uL () _ (wL 0+ 1u2t> |

o (u,t) exp (—3u?t) 2

Mivel [L](t) = t az Ito-formulaval azonnal lathato, hogy a kifejezés lokalis
martingal. Altalaban tetszéleges L folytonos lokalis martingal esetén az

Z = exp (L— % [L])

kifejezés lokalis martingal: Az exponencialis fliggvény derivalasi szabalyat
kihasznalva

Z(t)Z(O)/OtZd(L;[L]>+;/OtZd{L;[L]] _
—/OtZd(L;[L])Jr;/OtZd[L]_
:/OtZdL,

amely kifejezés egy lokalis martingal szerint sztochasztikus integral, vagyis
lokélis martingél. Vegyiik észre, hogy felhasznéltuk, hogy a véges valtozasa
folytonos folyamatokat tartalmazoé kifejezések keresztvariacioja nullaE ezért

{L -3 [L]} — ] -2 {L, 2 [L]] + B [L]} — (1.

Nyilvan tetszéleges z-re az

exp (zL - % [zL]) = exp (zL - %ZQ [L])

is lokalis martingal. A jelen példaban a z = iu helyettesitéssel kapjuk az

1
exp (iuL (t) + 2u2t>

kifejezést. Mivel ez minden véges szakaszon korlatos, ezért nem csak lokalis,
hanem valédi martingal is, ezért ha s < ¢, akkor

E (exp <iuL (t) + ;u2t> | f3> = exp (iuL (s) + ;u23> .

19 V.&').: Példa, [02] oldal.
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Ezt atrendezve

E (exp (v (L (t) — L (s))) | Fs) = exp <;u2 (t— 5)) .

/Fexp(z'u(L(t)—L(s)))dP:/

F

exp (—;UQ (t s)) dp —
=P (F)exp (—;u2 (t — 3)) .

Az egyenlGséget az F' = Q esetben alkalmazva
1
B (exp (i (L () ~ L () = exp (=2 (0= 5) )
igy
[ e (L0 = L) P =P (F) - B (exp (10 (L (1) = L (5))-
A monoton osztaly tétel segitségével az exp (iux) helyébe tetszéleges Borel-
mérhetd halmaz karakterisztikus fiiggvénye irhato, igy
PH{L({t)—L(s)eB}NF)=P(F)-P{L(t)—L(s) € B})

vagyis az F, o-algebra és az L (t) — L (s) novekmények fiiggetlenek, vagyis az
L fliggetlen névekményti. O

A Lévy-féle karakterizacios tétel szamtalan alkalmazasa koziil példaként
tekintsiik a kovetkezdt :

3.60. Tétel (Tiikrozési elv). Ha w Wiener-folyamat, akkor tetszéleges T
megdlldsi iddre a

. N w(t,w), ha t <71 (w)

w(t,w) = {2w(7(w),w) “w(tw), ha t>7(w)
a T megdlldsi idépontban ,tikrozétt” folyamat szintén Wiener-folyamat.

Bizonyitds. Evidens modon @ (0) = 0 és a @ folytonos. Ugyancsak nyilvan-
val6 modon @ = 2w™ — w. Ebbdl kévetkezden a w lokalis martingal, ugyanis
lokalis martingalok Gsszege.

[@] = 20T —w] =[2w7] =2 20T, w] + [w] =
=Aw]” — 4w, w]" + [w] = [w].
Igy a Lévy-féle karakterizacios tétel szerint a @ Wiener-folyamat. O
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3.61. Példa. Az X (¢ fo sign (w (s)) dw (s) integral Wiener—folyama

A sztochasztikus analizis irodalomban a sign (z) jel6lésen a

. . | —1, ha <0
S0 (@) = 1 ha 2> 0

balrol folytonos fliggvényt szokas érteni. A polaritasi formula szerint

X (1) = / (sign (w (5)))? ds = 1,

igy a Lévy-féle karakterizacios tétel alapjan az X Wiener-folyamat. ]

Gyakran szokas hivatkozni a kovetkezdre:

3.62. Allitas. Ha n > 2, akkor egy x # 0 pontbdl elinditott n-dimenzids
Wiener-folyamat majdnem minden kimenetelre nem veszi fel a nulla értéket.

Bizonyitds. Nyilvan elegend§ az allitast n = 2 esetén igazolni.

1. Elgszor egy altalanos észrevételt érdemes tenni. Tegyiik fel, hogy az
U C R™ nyilt halmazon értelmezett f € C2 (U) fiiggvény kielégiti a

Aféznjaifzo (3.18)

Laplace-egyenletet. Legyen 7 megallasi id§. Ha az x pontbdl elinditott w
n-dimenzi6s Wiener-folyamatra w” az U halmazon beliil marad, akkor az
Ito-formula alapjan

Mivel ha i # j, akkor a w; és a w; a tobbdimenzios Wiener-folyamat defi-
nici6ja miatt fiiggetlen, ezért ilyenkor [w;, w;] = 0. Ezért a Af = 0 feltételt
felhasznélva

FW) = £ =3 2L (W) e, (3.19)

Tegyiik fel, hogy 7 < 0o és a w a [0, 7] véletlen szakaszon egyenletesen kor-
latos. Ilyenkor a fenti ([3.19)) sorban szerepld integrandusok korlatosak, tehat

20 A példa némiképpen korai, ugyanis a sign (w) folyamat nem balrél regularis, igy az
integral It6—Stieltjes értelemben nem létezik.
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a sztochasztikus integralok martingalok lesznek. A megéallasi opciokrol szolo
tétel alapjan tetszdleges T < oo id6pontra

E(f(w(T A7) =E(f(x)=[(x).

A korlatossag miatt ha T" — oo, akkor

E(f(w(r)=/f&). (3.20)

2. Az é&llitas a fenti (3.20) sorban szereplé Dinkin-formulanak nevezett
Osszefiiggésbdl elemi szamolassal mar kénnyen igazolhatd: Egyszerd deriva-
lassal azonnal belathato, hogy ha n = 2, akkor az

F (e1,22) = log (\/m% T ) — log Ix]|

fiiggvény az U = R?\ {0} nyilt halmazon kielégiti a Laplace-egyenletet.

3. Tegyiik fel, hogy az ||x]| a 0 < r < R < oo sugarak kozé esik. Wiener—
folyamatok trajektoriai a t > 0 félegyenesen majdnem minden kimenetelre
nem korlatosak és minden kimenetelre folytonosak, ezért a kiils6é korbdl a w
egy valoszintiséggel kilép. A kérdés csak az, hogy a bels6 vagy a kiils§ hataron
fogja-e a folyamat a

B(r,R) ={u|r <|uf| <R}

gylriit elébb elhagyni. Jelolje A (r, R) azokat a kimeneteleket, amikor be-
lil 1ép ki a folyamat. A Dinkin-formula szerint, felhasznalva, hogy a kilépés
pillanataban a folyamat vagy a bels6 vagy a kiils6 kérén van

log [|x|| = P (A(r,R))logr + (1 - P (A(r, R)))log R,

amib6l log [[x]| — log R
og ||x|| — log
P(A =— >
(4 R)) logr —log R

Ha adott R mellett r \, 0, akkor
lim log ||x|| — log R ~0

™0 logr—logR
Tegyiik fel, hogy a w pozitiv valoszintiséggel lesz nulla. Jeldljiik ezt a halmaz
A-val. A 0 pontot elérg trajektoridk mindegyike az x és a 0 pontok kozott
eltelt id6ben kiilon-kiilon korlatos. Jelolje A,, az A azon részhalmazat, ahol ez
a korlat n. Nyilvan A,, ~ A. Ebbdl kovetkezen létezik olyan R szam, hogy
az A pozitiv valoszintségi Apr részhalmazan a trajektoridk az x és a nulla
kozott hatarozottan kisebbek mint R. Igy ezen elegend nagy R esetén pozitiv
valoszintiséggel a nullaba érkezé trajektoriak beliil 1épnek ki az 6sszes B (r, R)
gy(lribdl, ami lehetetlen ugyanis ha r; < ro, akkor A (r1,R) C A(rs, R),
ezért P (N, A(1/n,R)) =0. O
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Az Ito-formula szamtalan alkalmazasa koziil tovabbi példaként tekintsiink
egyet, a Tyihonov-féle egyértelmiiségi tétel igazolasat:

3.63. Tétel. Tegyiik fel, hogy az u (t,z) figgvény valamely [0,T) szakaszon,
a T = oo megengedett, folytonos megolddsa a

ou  10%u
ot 20x?
egyenletnek. Ha u(0,2) =0 és az u eleget tesz az

lu(t,z)| < Kexp (c-a?)

novekedési feltételnek, ahol ¢ > 0 és K > 0 eldre adott konstansok, akkor
u=0.

Bizonyitds. Ertelemszerten az u folytonossaga azt jelenti, hogy az u folyto-
nos a [0,7) x R halmazon. A derivaltak létezését és az egyenlet teljesiilését
természetesen csak a (0,7) x R halmazon koveteljiikk meg. Az Ito-formula
bizonyitésa soran konnyen ellenérizhetd, hogy ha a formuldban szerepls va-
lamelyik folyamat trajektoriai korlatos valtozastiak akkor ezen folyamattal
val6 keresztvariaciokat tartalmazo tagok nullék, és ilyenkor nem sziikséges az
adott valtozé szerinti masodik derivaltak létezése. Mivel az u megoldasa az
egyenletnek ezért a megoldas definicidja szerint az els6 valtozo szerint egyszer
a masodik valtozo szerint kétszer folytonosan derivalhato, igy az Ité-formula
alabb kovetkezs alkalmazéasa megengedett. Rogzitslik a t > 0 és az = értékeét.
Vezessiik be a v (s,y) = u(t — s,y) figgvényt. Legyen w egy az x pontbdl
elinditott Wiener-folyamat. Az It6-formula szerint

—u(t,z) = —v (0,w (0 )—O—v(O w(O))—v(tw(t))—v(O,w(O)):
/8 s,w(s))ds+ 8 (s,w(s))dw (s)+ 22 (s,w(s))d[w](s) =
v v 2
-[ §S<sw<>>ds+/0 %@,w())dw() w5 [ G ds =
L ov

= ; a—x(&w(s))dw(s),

ahol kihasznaltuk, hogy [w](s) = s, valamint az u kielégiti a parcialis dif-
ferencialegyenletet, illetve hogy az u folytonos, ugyanis az Ito-formula a v
fliggvényre csak a 0 < s < t tartomanyon hasznélhato, de a feltételezett foly-
tonossag és a sztochasztikus integralok folytonossiaga miatt az utols6 egyen-
16ség a t és a nulla id6pontokban is érvényben marad. A bizonyitasban az
egyetlen gondot az jelenti, hogy nem tudjuk, hogy a sztochasztikus integrél
martingal lesz vagy sem. Amennyiben tudnénk, hogy martingal, akkor a két
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oldalon varhaté értéket véve és kihasznalva, hogy a martingalok tartjak a
varhato értéket u (¢, ) = 0, amit éppen igazolni szeretnénk.

Ezt azonban nem tudjulﬂ ezért némiképpen tigyeskedni kell. Valasszunk
egy n > |x| értéket és legyen o, az elss olyan id6pont, ahol a |w| 4tlépi az n
szintet. A o, id6pontban a

L v
= o %dw

v (t,w(t)) —v(0,w(0))
egyenlGséghben szerepls folyamatokat megallitva, és varhato értéket véve

E (v(op At,w(on AT))) —E (v (0,w(0))) =
=EW(on ANt,w(on At))) —u(t,x) =

5 ([ L eweya) = ([ 2w aha) <o

ugyanis a sztochasztikus integralban az integrandus korlatos, igy a sztochasz-
tikus integral a martingalkritérium miatt martingal. Ha o,, > t, akkor

u(t—on ANt,w(op At)) =u(0,w (o, At)) =0.
A novekedési feltételt a {0, < t} halmazon felhasznalva

lu(t,z)] = |E (v(op At,w (on AT)))| =
=|E(u(t—o, ANt,w(on At)))
<E(Ju(t—on At,w(o, At))|
< Kexp(c-n®)P (0, <t).

<
<

|
)

Jeldlje 7, valamely a nulla pontbodl elinditott Wiener-folyamat szintatlépési
idejét. Miként a bevezetSben a (3.4) sorban megjegyeztiik a 7, rendelkezik

P = e (QU>

strtségfiiggvénnyel. Attol fiiggden, hogy hol 1ép ki a w az {|u| < n} interval-
lumbol a {0, <t} esemény felbonthato két részre. A két esemény tekinthetd
egy nulla pontbdl elinditott valamely Wiener-folyamat a = +n — z szintatlé-
pési idejének. A

P(o, <t) <P (rhs <t)+P(1_p_p <1t)

21 A martingél kritérium hasznalatdhoz a dv/Ox derivalt névekedésére kell feltételt
tenni, mi pedig a fliggvény novekedésére tettiink feltételt.
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becslést beirva
lu(t,z)| < Kexp (en®) (P (Th—s <t) + P (T_p_p < t)) =

1 " ln — x| (n—xz)°
_ 2 _
= K exp (n’c) on | exp o™ +
—— (=n— )
+ W exp —T du.
s = y/(£n — 2)* /u helyettesitést végezve az integralok

2 /OO e ( 52) d
— xXp | ——= ) ds
V2T Jjdn—a|/Vi 2

alakba frhatok. Vegyiik észre, hogy minden a > 0 esetén

e’} 2 1 e} 2
/ exp (—S) ds = —/ Q exp (—S) ds <
o 2 a J, 2

1 e} 2 _22
S—/ sexp( S>d$:eXp(O‘/)7
(6%

2 a

amibél
exp (c n?—(n—z)° /Qt) exp (c n2— (—n —z)* /Qt)
e VL -l /VE

Han — oo ést < 1/(2¢), akkor a becslés hatarértéke nulla, igy az u (¢, x) is a
[0,1/2¢] id6tartoméanyon minden z-re nulla. Ezt kvetGen a bizonyitast meg-
ismételhetjiik a t = 1/ (2¢) idépontbol kiindulva és megmutathatjuk, hogy az
u (¢, z) nulla a [0,2/2¢] idStartomanyon. Az eljarast folytatva belathato, hogy
tetszoleges k-ra az u nulla a [0, k/ (2¢)] idStartoméanyon, vagyis az « minden
0 <t < T esetén nulla. O

lu(t,z)] <C

3.4. Girszanov-tétel

A sztochasztikus analizis leggyakrabban idézett tétele a Girszanov-tétel. A
tétel legfontosabb allitasa, hogy ha az alaptéren ekvivalens modon kicseréljitk
a mértéket, akkor a szemimartingalok osztalya nem véltozik és nem valtozik a
szemimartingalok szerinti sztochasztikus integralok értéke sem. Ugyanakkor
a martingalok, vagy a lokélis martingalok csalddja megvaltozik, mikozben a
kvadratikus variacidojuk szintén nem valtozik. Ennek megfelelen a mérték-
csere a szemimartingalok felbontasat modositja, mikdzben az integralt nem
modositja. Ez az észrevétel a szemimartingal fogalmanak hasznossagat hang-
sulyozza.
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3.4.1. Lokalisan ekvivalens mértékcsere

Ha a Q mérték abszolit folytonos a P-re nézve, akkor tekinthetjik a dQ/dP
derivaltat. Emlékeztetiink, hogy a derivalt definici6ja alapjan

d
Q(A) = /A d—SdP.

A derivalt definicioja alapjan ha s lépcsés fliggvény, akkor
[ si@= [ Y exada=Y aa) -
Q 2y i
_ aQ ., [ .dQ
;Cl\/‘Ald:PdP/QSdeP.

Mivel a derivalt nem negativ, a monoton konvergencia tétel segitségével az
egyenl6ség igazolhatd akkor is, ha s tetszdleges nem negativ mérhets fiigg-
vény. Ebbsl kovetkezGen az integral definicioja alapjan az egyenlGség atvi-
het6 tetszéleges mérhetd fiiggvényre, ahol a két oldalon szereplé két integ-
ral egyidejtileg létezik, illetve nem létezik. Az elmondottakbdl vilagos, hogy
amennyiben a dQ/dP derivalt korlatos, akkor az LP () terek a két mérték
alatt megegyeznek. Ha azonban a derivalt nem korlatos, akkor a két mérték
alatt az integralhaté fliggvények halmaza kiilonb6zé lehet. Az alabbiakban a
derivalt korlatossdga nem garantalhato.

3.64. Definici6é. Két mértéket ekvivalensnek mondunk, ha a nullmértékd
halmazok a két mérték alatt megegyeznek. Nyilvanvald, hogy két mérték pon-
tosan akkor ekvivalens, ha létezik és pozitiv a derivalt.

Ekvivalens mértékek esetén a majdnem mindenhol valé konvergens soro-
zatok halmaza trivialisan megegyezik. Emlékeztetiink, hogy a sztochasztikus
konvergencia metrizalhato és valamely (&,,) sorozat pontosan akkor tart szto-
chasztikusan egy & valtozohoz, ha a (§,) Osszes részsorozatdnak van olyan
tovabbi részsorozata, amely majdnem mindenhol a &-hez tart. Ebbdl kovet-
kezik, hogy a sztochasztikus konvergencia, szintén invaridns az ekvivalens
mértékcserére nézve. Ez és a sztochasztikus konvergencia metrizalhatosaga
miatt a sztochasztikus konvergencidt megad6 metrikus tér altal generalt to-
pologia szintén invarians az ekvivalens mértékcserére. Formélisan: ha a P és
Q mértékek ekvivalensek akkor az L° (Q, A, P) és az L° (2, A, Q) metrikus
terek mint topologikus terek megegyeznek. Mivel a sztochasztikus analizis té-
nyei nagyrészt az L° tér topolégidjara és nem a topologiat megadd metrikara
épiilnek, nem til meglepd modon a sztochasztikus analizis jorészt ,invarians”
az ekvivalens mértékeserére. Az ugynevezett Girszanov-tétellel ezt az ,Alta-
lanos elvet” fogalmazzuk meg konkrét allitdsok forméajaban. Ez persze egy
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,meta” allitas, ugyanis nem vilagos, hogy miért az L° és nem példaul az L'
terek topologiajatol fligg a sztochasztikus analizis. Az vilagos, hogy, miként
az analizisben altalaban, nem a konkrét metrika, hanem a generalt topologia
fontos.

Ha az F filtracio teljesiti a szokasos feltételeket, akkor evidens médon a

At) = E (‘jlgm)

folyamat egyenletesen integralhaté6 martingal, és az

d
/ aar= [ Qip—qr), Fer
miatt a A (¢) éppen a Q Radon—Nikodym-derivaltja az (Q, F;, P) téren. Cél-
szerti némiképpen &ltaldnosabban szemlélni a probléméat. Tegyiik fel, hogy
minden t-re a Q mérték Fi-re valo leszikitése, amit Q (¢)-vel jeloliink, ab-
szolut folytonos a P Fi-re valo P (t) lesztikitésére nézve, akkor beszélhetiink
a A (t) =dQ(¢t) /dP (t) derivaltakrol. Ha F' € F, C F;, akkor

L [dQ() o _[dQ(s) o .
/FA(t)dP_/FdP(t)dPQ(F)/de(s)dP/FA(s)dP,

ezért a A logikai martingal. Mivel feltessziik, hogy az F teljesiti a szokasos fel-
tételeket, illetve mivel a Radon—Nikodym-derivéaltak ekvivalencia osztalyok,
feltehetd, hogy a A martingal. Van azonban itt egy apro6 technikai probléma. A
szokésos feltételek miatt az Osszes olyan N halmaz, amelyre P (N) = 0 része
a filtracié osszes JF; o-algebrajanak. Ebbdl kovetkezGen ilyenkor Q (N) = 0
is vagyis a Q abszolut folytonos a P-re nézve. Vagyis a szokasos feltételek
teljesiilése esetén a lokalisan abszolut folytonos, vagy a lokalisan ekvivalens
mértékcsere fogalma értelmetlen, ugyanis egybeesik az abszolut folytonos és
az ekvivalens mértékcserével. Ennek oka azonban az, hogy a szokasos fel-
tételek definialasakor némiképpen tiul nagyvonaltan bantunk a nullmértékd
halmazokkal. Tobb megoldas is kinalkozik: Vagy atgondoljuk a nullmértéki

e 0.

elénye, bar az utobbi kettd esetén nem igazan néziink szembe a problémaval
és ezzel inkabb csak zavart okozunk, mint megmagyarazzuk a nehézségeket.
Ahhoz, hogy megmagyarazzuk a probléméat vissza kell térniink a sztochasz-
tikus analizis alapjaihoz. Induljunk ki az alapproblémébol. Mikor tekintsiink
két folyamatot azonosnak? Természetesen akkor, ha a trajektoriai majdnem
mindenhol azonosak. Ugyanakkor ezt mindig ugy biztositjuk, hogy garantal-
juk, hogy a trajektoridk az idStengely egy stiri részhalmazan megegyeznek,
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vagy megmutatjuk azt, hogy az id&tengely barmely véges szakaszan majd-
nem mindenhol megegyeznek. Ehhez azonban nem sziikséges az A tér vagy
az FO, = o (FP,t > 0) osszes nullmértékd részhalmazat hozzacsapni a filt-
raciohoz. Elegenddé azt feltenni, hogy ha valamely N nullmértékid halmaz
valamilyen F;, ahol t véges, esetén eleme az JF; o-algebranak, akkor min-
den maés t-re is eleme a filtraciéban levs o-algebraknak. Ha példéaul tekintjiik
az FU generdlt filtraciot és valamely N € Fp nullmértékd, akkor elegen-
d6 megkovetelni, hogy az N legyen eleme a kiterjesztett filtraciohoz tartozo
Fo o-algebranak. Miként majd alabb az ellenpélda targyaldsakor latni fog-
juk, valojaban két fajta nullmértékid halmaz van. A nullmértékid halmazok
egy része olyan, hogy csak az Fo, = o (Ft,t > 0) csaladban van benne. Ilyen
példaul az a nullmértékd halmaz, amelyen kiviil a nagyszamok torvényében a
trajektoria valoban konvergens. A nullmértéki halmazok maésik csaladja, amit
nevezhetiink lokalisan nullmértékd halmazoknak pedig olyanok, hogy véges
id6tartoményon megfigyelve a halmaz bekdvetkezése eldonthets. A szokésos
feltételeket némiképpen atfogalmazhatjuk és megkovetelhetjiik a kovetkezdt :

3.65. Definicio (A szokasos feltételek modositott definicidja). Azt mondjuk,
hogy az (Q, A, (Fs) ,P) sztochasztikus alaptér lokalisan teljesiti a szokésos

feltételeket, ha minden ¢ < oo esetén az (Q,A, (]:s)sgt ,P) alaptér a [0,¢]
id6tartoméanyon teljesiti a szokasos feltételeket a korabbi definicié szerint.

Fontos hangsilyozni, hogy ha a P és a Q ekvivalensek, akkor a A mar-
tingal egyenletesen integralhat6, ugyanis A (t) = E (dQ/dP |F;) alaka. Ha
azonban a szokasos feltételeket lokalisan értjiik, akkor elképzelhetd, hogy van
olyan P és Q, hogy csak minden t-re az F, o-algebrakra valé lesziikitésiik
lesz abszolut folytonos, vagy ekvivalens. A A martingal ilyenkor is létezik,
de a A martingal nem feltétleniil lesz egyenletesen integralhato, ezért nem
feltétleniil van olyan A (co0), amelyre A (t) = E (A (00) | Fy). Vegyiik észre,
hogy a lokalisan vett szokésos feltételek esetén, a nullmértékd halmazokra
tett feltétel alapjan elképzelhets, hogy a Q és a P ekvivalens barmely F;
esetén, de Q és a P nem ekvivalens az Fo, = o (UpJ;) o-algebran.

3.66. Definicio. Ha minden t-re a P F;-re vald lesziikitése ekvivalens a
Q Fi-re valo lesziikitésével, akkor azt mondjuk, hogy a P és a Q lokalisan
ekvivalensek.

3.67. Definicié. A A(t) = dQ(t) /dP (t) folyamatot a Q és P Radon—
Nikodym-folyamatanak mondjuk.

Az elmondottakat a kévetkezd allitasban foglalhatjuk Gssze:

3.68. Tétel. A P és Q mértékek pontosan akkor lokdlisan ekvivalensek, ha a
A Radon—Nikodym-folyamatuk pozitiv martingdl. A P és Q mértékek ponto-
san akkor ekvivalensek az (Q, Fo) mérhetd téren, ha a A pozitiv, egyenletesen
integrdlhato martingdl.
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Bizonyitds. A mar elmondottak utan csak azt kell belatni, hogy haa A > 0
egyenletesen integralhaté martingal, akkor a P és a Q ekvivalens az (Q, Fy)
téren. Ha a A egyenletesen integralhato, pozitiv martingal, akkor alkalmas
£ > 0, Foo-mérhet6 véltozora A (t) = E (€ | F). Tekintsiik az R (A) = [, £dP
mértéket.

R(Q)é/ggdP:/QA(t)szl,

vagyis az R valoszintiségi mérték. Ha A € F;, akkor a feltételes varhato érték
definiciéja szerint

R()= [ cap= [ AP -q(a).

vagyis az R és a Q valoszintiségi mértékek az U, F; m-rendszeren megegyeznek.
Jel6lje £ azon korlatos, és Fo-mérhets fliggvények halmazat, amelyekre a két
mérték szerint vett integralok megegyeznek. Az £ nyilvan A-rendszert alkot.
Példaul az imént lattuk, hogy 1 € L, a A-rendszer tobbi tulajdonsiga az
integralas elemi tulajdonsagaiboél kovetkezik. Ha a halmazokat azonositjuk a
karakterisztikus fiiggvényeikkel, akkor az elmondottak miatt U;F; C L, igy
a monoton osztaly tétel miatt o (U F;) = Foo C L, kovetkezésképpen a két
meérték megegyezik és igy az Foo o-algebran éppen & = dQ/dP > 0. O

Erdemes hangstlyozni, hogy valojaban az ekvivalens mértékeseréket azo-
nositottuk a pozitiv egyenletesen integralhat6é martingalokkal. Ugyanakkor a
lokalisan ekvivalens mértékcseréket csak a pozitiv martingalok egy részhal-
mazaval azonositottuk, vagyis azt nem lattuk be, hogy ha van egy A pozitiv
martingalunk, akkor van olyan P és Q amelyek lokalisan ekvivalensek és a A
éppen a megfelel6 Radon-Nikodym-derivéaltfolyamat. A probléma teljes meg-
értése szempontjabol érdemes ezt is tisztazni. Legyen A egy pozitiv martingal.
Ilyenkor a A egy

Q(F)é/FA(t)dP, FeF

additiv halmazfiiggvényt definial a U;F; algebran. A A martingal tulajdon-
saga azért lényeges, mert ez biztositja azt, hogy valamely F' € U;F; mértéke
ne fliggjon attol, hogy melyik F; o-algebrabol vettiik éppen ki. A kérdés csak
az, hogy az igy kapott Q additiv halmazfiiggvény kiterjeszthets-e a o (Ui JFy)
o-algebrara. Ehhez a kiterjesztési tétel miatt sziikséges és elegendd, hogy
a Q o-additiv legyen az U, F; algebran. Ezt azonban &altaldban nem tud-
juk garantalni. Az absztrakt mértékelméletbdl tudjuk, hogy altaldban csak
bizonyos topologiai és regularitasi extra feltételekkel lehet garantélni, hogy
egy additiv halmazfiiggvény o-additiv is legyen. Eppen ez teszi sziikségessé a
konkrét konstrukciokban a topologiai és a mérhetdségi struktura valami fajta
Osszekapcesolasat. Ismert, hogy amennyiben az (€2, .4) egy teljes, szeparabilis
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metrikus tér a Borel-halmazokkal, akkor egy algebran értelmezett, additiv,
véges és beliilr6l kompakt regularis halmazfiiggvény egyuttal o-additiv is.
A sztochasztikus analizis legtobb konkrét konstrukcija esetén garantalhato,
hogy az (12, A, P) valamilyen teljes szeparabilis metrikus tér Borel-halmazain
értelmezett mértéktér. Ilyenkor a Q kiterjesztheté mértékké. Az absztraktsag
altalunk targyalt szintjén azonban a kiterjesztés ,reménytelen”. Nyomatéko-
san hangsilyozni kell, hogy az elmondottak részletei semmilyen jelent&séggel
nem birnak. A lényeges gondolat csak az, hogy a jelenlegi absztrakt targya-
lasi szinten csak az egyenletesen integralhaté A martingalok azonosithatoak
valamilyen mértékcserével. Ez is arra mutat, hogy a lokalisan ekvivalens mér-
tékcsere tobb titkot rejt, mint arra els6 ranézésre szamitottunk.
Vilagos, hogy a A > 0 miatt a A~! mindig létezik. Mivel

P (A) :/ 1dP = / AT (t)A(t) dP :/ AT () dQ,
A A A

ezért A= (t) a P derivaltja az F; o-algebrdan a Q-ra nézve, ezért a A~!
martingal a Q alatt. A A regularizalasdhoz hallgatolagosan felhasznaltuk a
szokasos feltételeket a P alatt. A Q alatt a A~!-et mar nem kell regulari-
zalni, ugyanis a A > 0 miatt az  — 27! reciprok fiiggvény folytonos. Az
Ito-formulaboél evidens, hogy a A~! valédi szemimartingal a P alatt, bar a
Q alatt martingal. Vagyis a lokélis martingalok, vagy a martingélok halmaza
nem invarians a mértékcserére nézve. A mértékcserével kapcsolatos legfonto-
sabb kérdések, hogy mi torténik a szemimartingalokkal az ekvivalens mérték-
csere hatasara, illetve mi torténik a sztochasztikus integrélokkal az ekvivalens
mértékesere hatasara? A kulcsallitas a kovetkezd:

3.69. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P és a Q mértékek lokdlisan ekvivalensek.
Legyen L adaptdlt, jobbrol requldris folyamat.

1. Az L pontosan akkor lokdlis martingdl a Q alatt, ha az LA szorzat
lokdlis martingdl a P alatt.
2. Az L pontosan akkor martingdl a Q alatt, ha az LA szorzat martingdl

a P alatt.

Bizonyitds. El6szor az egyszertibb allitast igazoljuk: Az L pontosan akkor
martingal a Q alatt, ha az LA martingal a P alatt: A martingal tulajdonsag
teljestiléséhez a Q, illetve a P alatt sziikséges és elegendd, hogy minden s < ¢

és F' € F, esetén
[ rwaa- [ L
' a

/L(t)A(t)dP:/L(s)A(s)dP.
F

F

illetve
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De ha F € F;, akkor

/FL(t)dQ:/FL(t)%dP:/FL(t)A(t)dP:
~ [reawip= [ 1o P = [ L

amibdl az emlitett allitds mar trivialis.

Legyen (o,) egy lokalizacios sorozat. Nyilvan elegends belatni, hogy az
L~ pontosan akkor martingél a Q alatt, ha az (LA)°™ martingal a P alatt.
Az egyszeribb jelolés céljabol legyen o = o,,. Egy (0,) lokalizacios sorozat
mindig helyettesithetd a (o, A n) sorozattal, igy egy lokalizacios sorozat tag-
jairél mindig feltehetjiik, hogy korlatosak, igy feltehetjiik, hogy a o korlatos,
vagyis van olyan r, amelyre o < r. A A martingal a P alatt, igy a megallasi
opciokrol szolo tétel szerint tetszéleges p < r korlatos megallasi idére

EP (A(r) | Fp) = A(p),

Bar az allitas altalaban is igaz, feltehetjiik L folytonos, ugyanis csak ilyenkor
fogjuk az allitast hasznalni. Ilyenkor az L7 lokalizalt folyamatra feltehetjiik,
hogy korlatos, igy alabb a kiemelési szabaly trividlisan hasznalhaté. Ellenkezé
esetben a kiemelési szabalyt meg kellene gondolni.

E2 (L () = EP (L (p) A (r)) = EP (EF (L(p) A(r) | F,)) =
=E" (L(p)E” (A(r)| F,)) =ET (L (p) A(p)).
Legyen s < t és F' € F;, valamint legyen
T =1tXF + SXFe.

Konnyen lathato, hogy 7 egy megallasi id6. Ezt felhasznalva

/FL"(t)dQ—/FLU(s)dQ:/QLU (t/\T)dQ—/QLU (s AT)dQ =
=EQ(L(cAtAT) —ERL(cAsSAT)) =
=EF((LA)(c ANtAT)) —EP (LA (o AsAT))=

= / (LA)° (t) dP— / (LAY (s) dP.
F

F

Az egyenlGség két oldalan pontosan akkor van nulla, illetve az egyenléségben
szerepld integralok pontosan akkor értelmesek, ha a masik oldalon nulla van,
illetve ha az integrélok a masik oldalon értelmesek, amibdl az allités evidens.

O
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3.70. Példa. A A~! martingal a Q alatt pontosan azért, mert a A~'A =1
martingal a P alatt.

Megjegyezziik, hogy a kvadratikus variacié nem véltozik a lokalisan ek-
vivalens mértékcsere sorédn, ugyanis a lokalisan ekvivalens mértékcsere nem
modositja a sztochasztikusan konvergenciat. Erdemes megjegyezni hogy a
kvadratikus variacié konstrualédsahoz elég megkdvetelni, hogy a szokasos fel-
tételek lokalis értelemben teljesiiljenek. Ennek megfeleléen az alabbi allita-
sokban a kvadratikus variaci6 barmelyik mérték esetén vehets. A korlatos
valtozast integrator szerinti integralas, mivel trajektorianként torténik, szin-
tén nem valtozik az ekvivalens mértékcsere sordn, igy a A~! e [A, L] integral
invarians a lokéalisan ekvivalens mértékcserére, igy barmelyik mérték alatt ké-
pezhets. A > 0, igy a A~! értelmes és nyilvan jobbrol regularis marad, ugyanis
a A pozitivitdsa miatt a reciprok fliggvény nem modositja a A trajektoria-
inak folytonosséagi tulajdonsagait. Konnyen lathato, hogy minden regularis
fiiggvény minden véges szakaszon korlatos, gy a A~1 e [A, L] integral mindig
létezik. Vegyiik azonban észre, hogy mivel csak folytonos integratorok esetén
definialtuk a sztochasztikus integralast elvileg a [A, L] keresztvariacio létezé-
sét nem igazoltuk. Ennek kovetkeztében hallgatolagosan azt is fel kell tenni,
hogy a A is folytonos.

3.71. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P és a Q mértékek lokdlisan ekvivalensek.
Egy L pontosan akkor lokdlis martingdl a P alatt, ha az

L=L—-ATte[A I
lokdlis martingdl o Q alatt.

Bizonyitds. Az egyszeriiség kedvért csak azt az esetet igazoljuk, amikor a A és
az L folytonos. Ez nem jelent érdemi megszoritast, ugyanis a gondolatmene-
tet a Wiener-folyamat esetén fogjuk alkalmazni. Valojaban a folytonosségra
csak azért van sziikség, mert egyrészt nem akarjuk hasznalni a A[L,N] =
= ALAN 0&sszefliggést, ugyanis ezt korabban nem igazoltuk, mésrészt nem
foglalkoztunk a nem folytonos lokélis martingalok szerinti integraléssal. A
tétel azonban altalanos esetben is érvényes.

Tegyiik fel, hogy L lokalis martingal. Mivel A > 0, igy a A~! folyamat
értelmes. Ugyancsak az egyszeriiség kedvéért feltehetjiik, hogy L (0) = 0. A
parcialis integralas formulaja miatt

LA—[L,AJ]=LeA+AeL.

A A és az L lokalis martingal a P alatt, vagyis a jobb oldali sztochasztikus
integralok lokélis martingalok a P mérték mellett. Igy a LA — [L, A] lokalis
martingal a P alatt. A két oldalt A-val végigosztva az el6zs allitas szerint az

L—A'[L,A] (3.21)
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lokalis martingal a Q alatt, hiszen a A-szorosa lokalis martingél a P alatt. A
parciélis integralas formulaja szerint a Q mérték mellett

1 1 1 1
— [L,A] = —e[L,A]+[L,A]e — —, [L,A]] .
F LA = § o LAl (Lo | 2]
Az 1/A feltételezett folytonossiga miatt, felhasznalva, hogy az [L, A] véges
valtozasu a formulédban szerepld keresztvariacio nulla. Ebbél

YA - tem = Aet (3.22)
AT A e A '
Vegyiik észre, hogy a A~ martingél a Q alatt. Ebb6l kivetkezSen a [L, A] o
o A1 sztochasztikus integral lokalis martingal a Q mérték mellett. Igy a fenti
(3.22)) is lokalis martingal a Q alatt, igy felhasznalva, hogy lokalis martingalok

Osszege lokalis martingél a (3.21)) és (3.22) sorokat Gsszeadva
1 1 1
- — — —— o

A A y e E=L

(LA - oA L] =L

L A

[L,A] +

lokalis martingal a Q alatt.
Megforditva, tegylik most fel, hogy az

L—Ate[A L]

—1

lokalis martingéal a Q alatt. Ekkor mivel (A‘l) = A a méar elmondottak

miatt az Gjratranszformalt transzformalt
L—A"e[AL]—Ae[A"" L—A""e[A L]

lokalis martingal a P alatt. Meg kell mutatnunk, hogy ez a kifejezés éppen L.
A masodik kvadratikus varidcioban a A~! e [A, L] tag véges valtozasi a A~}
folytonos, igy

A" L—AT"e[AL)]=[ATL].

Vagyis az Gjratranszformalt kifejezés éppen.
L—A"e[AL]-Ae[A! L]
A parcialis integralas formulaja szerint

0=1-1=A"A-AT(0)A0)=A"eA+Ae A"+ [AA].

hogy a kvadratikus variacios tag a folytonossidg miatt elhagyhato

0= [AfloA,L] + [AoAfl,L].
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A polaritasi formula miatt
A" e [A L]+ Ae[AT! L] =0.
Ezt az Gjratranszformélt kifejezésbe beirva
L-—Ate[A,L]-Ae [A’l,L] = L.
Igy az L lokalis martingal a P alatt. O

3.72. Definicié. Az L — A=t e[A, L] transzformaciot az L Girszanov-transz-

PRI

3.73. Tétel. A szemimartingdlok osztdlya invaridns a lokdlisan ekvivalens
mértékcserére.

Bizonyitds. Legyen S = S (0) + L + V egy szemimartingal a P alatt, ahol L
lokalis martingal és V' véges valtozasu. Mivel a V' véges valtozasu a Q alatt
is, ezért elegendq belatni, hogy ha az L lokalis martingél a P alatt, akkor az
L szemimartingal a Q alatt. Az

L=L—AT"e[A I
lokélis martingal a Q alatt és ezért az
L=L+A"e[A L]

szemimartingal a Q alatt. Vagyis a mértékcsere hatasara a szemimartingalok
osztalya nem valtozik. O

3.4.2. Mértékcserék konstrualasa

Most a kérdést némiképpen megforditjuk. Hogyan lehet ekvivalens, vagy lo-
kalisan ekvivalens mértékcseréket késziteni? A dQ/dP derivalt a mértékek
feltételezett ekvivalencidja miatt pozitiv. Ebbdl kovetkezGen a A martingal is
pozitiv. Ha valamely folyamatrol biztosan tudni akarjuk, hogy pozitiv, akkor
a folyamatot érdemes exp (H )-alakban elgallitani. A kérdés csak az, hogy mi
lesz a H? A Girszanov-formula szokasos megfogalmazasaban szerepld transz-
forméci6 az alabbi észrevételen alapszik:

3.74. Tétel. Ha A szigorian pozitiv, folytonos lokdlis martingdl, akkor a
A-nak létezik, mégpedig egyetlen Log (A) mddon jeldlt ,sztochasztikus logarit-
musa”. Pontosabban az

L=TLog(A) =logA(0)+ A 'eA

az egyetlen olyan folytonos lokdlis martingdl, amelyre

A:S(L)éexp(L—;[LD.
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Bizonyitds. Az egyértelmiiség igazolasa egyszerti: Ha A = £ (L1) = € (La),
akkor mivel A > 0, ezért

1—ﬁ—exp<L1L2;[Ll]Jr;[Lg]),
vagyis L1 — Ly = % ([L1] — [L2]) , tehat az Ly — Lo folytonos lokélis martingal
véges valtozas, kovetkezésképpen Fisk tétele alapjan konstans. Mivel evidens
modon Ly (0) — Le (0) = 0, ezért Ly = Lo.

Most lassuk be, hogy a megadott Gsszefiiggés teljesiil. Mivel A > 0, a log A
kifejezés értelmes, és az [to-formula alapjan

logAzlogA(O)—l—A_loA—%%o[A]é
. 11 1,
1
= —§[L].
Ebbol .
A =exp (logA) = exp (L ~3 [L]) =E(L). O

3.75. Tétel. Tegyiik fel, hogy a P és Q mértékek lokdlisan ekvivalensek és
a Radon—Nikodym-derivdltakbol dllo A martingdl folytonos. Tegyiik fel, hogy
A =& (L), vagyis L = Log (A). Egy M folytonos folyamat pontosan akkor
lokdlis martingdl a P mérték mellett, ha az

M =M —[M,I] = M — [M,Log (A)]
lokdlis martingdl a Q mérték alatt.

Bizonyitds. Az egyenlGség teljesiiléséhez elegend megjegyezni, hogy

[M,L] = [M,log A (0) + A~ e A] = [M,A"" e A] =
— AV e [M,A]. O

Mivel garantalni akarjuk, hogy a derivalt pozitiv, a A martingalt ,exponen-
cialis” alakban definidljuk. A mértékeserét a derivalt sztochasztikus logarit-
musén keresztiil adjuk meg. Az alabbi allitas gyenge pontja, hogy a A ugyan
porzitiv, de altalaban csak lokalis martingal. Masképpen az osszes € (L) alaka
kifejezések nem mindegyike lesz egyenletesen integralhat6é martingal, de az
ekvivalens mértékeserék mindegyike ilyen alakt. Vagyis az ekvivalens mér-
tékeserék halmazat azonosithatjuk a lokalis martingalok egy részhalmazaval,
azokkal az L lokalis martingalokkal, amelyekre nézve az £ (L) egyenletesen
integralhatd martingal.
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3.76. Tétel. Ha M és L folytonos lokdlis martingdlok és a

AéS(L)éexp<L—;[L]>

folyamat a [0,T] véges vagy végtelen szakaszon martingdl, akkor az

]\/J\éM—[LM]:M—%o[mM]

Qu = [ amap, Team

mérték alatt folytonos, lokdlis martingdl a [0,T] szakaszon.

Bizonyitds. Ha a A martingdl a [0,T] zart szakaszon, akkor Q(Q2) =
= E(A(T)) = E(A(0)) = 1, vagyis a Q valoszintségi mérték. Mivel a A
— mint minden nem negativ lokalis martingal — szupermartingal, ahhoz, hogy
a [0, T] szakaszon martingal legyen, sziikséges és elegends, ha E (A (T')) = 1.
Ennek megfelelgen a [0, T szakaszon valo martingal feltétel pontosan azt je-
lenti, hogy a Q szintén valoszintiségi mérték. Ha a A csak a [0,T) szakaszon
pozitiv martingal és van olyan Q, amely lesziikitéseinek derivaltja éppen a
A, akkor a A egy lokalisan ekvivalens mértékcserét definial a [0,T") idGtarto-
manyra.

Ha T = oo, akkor a A kiterjeszthet§ a T = oo idépontra martingélként,
vagyis a A egyenletesen integralhato a [0, 00) félegyenesen. Vagyis a tételben
a [0,T] zartsaga fontos, ugyanis a tétel agy értends, hogy a A a T pontra is
kiterjeszthetd martingalként. Véges szakaszon ehhez elegendd, ha a A martin-
gal a zart szakaszon, ugyanis akkor automatikusan egyenletesen integréalhato.
Természetesen véges szakaszon a probléma csak abbodl szarmazhat, hogy a A
esetleg valodi lokalis martingal.

Az [L, M]-re vonatkoz6 formula a korabbiak szerint kaphato. Evidens mo-

don az M folytonos, és mivel a feltétel szerint a A martingal, ezért
d
A =B @) 7) =B (T 17),

vagyis tetszGleges F' € F; halmazra

_[4Q 5
/FA(t)de/FdePfQ(F),

vagyis A (t) éppen a dQ (t) /dP (t) Radon-Nikodym-derivalt az F; o-algebran.

Ebbdl az allitas az elmondottak miatt mar evidens. O
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Legyen w egy Wiener-folyamat a P mérték és valamely F filtracié mellett.
Ha a fenti médon attériink egy Q ekvivalens mértékre, akkor a

. 1
W=w-—[Lw=w——e[Auw]
A
lokalis martingal a Q alatt. A w folytonossdga miatt az [L, M] folytonos
és nyilvan véges valtozasi. Ebbdl, felhasznalva, hogy a kvadratikus variacio
lokalisan ekvivalens mértékek esetén azonos

[@] () = [w — [L,w]] (t) = [w] (t) = t.
A Lévy-féle karakterizacios tétel alapjan a w Wiener-folyamat a Q mérték
mellett az F filtraciora nézve. Ezzel belattuk a kovetkezs allitast:

3.77. Tétel. Legyen F tetszdleges filtracid és w legyen Wiener-folyamat az
F filtrdciora nézve. Ha valamely L lokdlis martingdlra az A = £ (L) egy
egyenletesen integrdlhatd martingdl akkor a W = w—[L,w] folyamat Wiener-
folyamat a Q (A fA 00) dP waldszindségi mérték mellett. Hasonlo dllitds
19az véges zdohomzontm 18.

Vagyis altaldban lokalis martingédl Girszanov-transzformaéltja lokalis mar-
tingal, de Wiener-folyamat Girszanov-transzformaltja Wiener-folyamat. Az
alabbi tételben az X balrol valo regularitdsa teljesen irrelevans. A lényeg
az, hogy ha az L felirhat() sztochasztikus integralként, akkor a kvadratikus

(L, w] (t) = [X e w,w] (t) = (X o [w]) () =/0 X (s)ds

3.78. Tétel. Legyen F tetszdleges filtracid és w legyen Wiener-folyamat az
F filtrdciora nézve és legyen X adaptdlt és balrdl requldris. Tegyiik fel tovdbbd,

hogy a
A(t)_exp</X ) dw (s /X2 )i

éexp(x.w_Qﬂ fw ]) () = € (X ow) (t)

folyamat martingdl a [0,T] zdrt szakaszon. Definidljuk a Q mértéket a
dQ/dP = A (T) szabdllyal. Ekkor a

B(t) 2w /X

az F filtraciora nézve Wiener-folyamat a Q mérték mellett.
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A tétel interpretacidja kapcsan érdemes hangsulyozni, hogy amennyiben

az F a w altal generalt filtracio, akkor a kivint L = X e w el6allitds min-

dig létezik, vagyis a lehetséges mértékcserék azonosithatéak az 51200 (w) egy

alkalmas részhalmazéaval. A gond természetesen ismét az, hogy nem minden
X € L. (w) esetén lesz a A martingal a [0,T)-én, vagy a [0,T] zéart szaka-

loc
szon. A A ugyanis altaldban csak lokalis martingal.

3.79. Definici6. Legyen p € R, w Wiener-folyamat. A w( () = w (t) 4 ut
folyamatot p drifttel rendelkez6 Wiener-folyamatnak mondjuk.

3.80. Példa. Egy p drifttel rendelkezé Wiener-folyamat
Té“) = inf {t | w® (t) = a}
talalati idejének Laplace-transzformaltja
L (s) = exp (ua) exp (— |al \/m) , s>0.
El6szor a u = 0 esetben szamoljuk ki a Laplace-transzformaltat. Legyen

T, a w Wiener-folyamat talalati ideje. 7, A t egy korlatos megallasi idg,
exp (u cw (t) — u2t/2) egy martingal, igy a megallasi opciokrol szold tétel

alapjan
u2
E <exp <u~w(Ta/\t) - 2Ta/\t>) =1.

Ha a > 0 akkor w (7, A t) < a igy ha ¢t oo akkor a majoralt konvergencia

tétele alapjan
u2
E <exp <u -a— 2Ta>) =1.

Atrendezve s = u?/2 helyetesitéssel
E (exp (—s7,)) = exp (—\/%a) .
Ha a < 0 akkor a 7, eloszlédsa megegyezik 7_, eloszlaséaval, igy
L (s) = exp (—\/ﬁ|a|) .
Az altalanos esetre ratérve vezessiik be a
Q(A) = /Aexp (,uw (t) — ;;ﬂt) dpP = /A A(t)dP, AecF (3.23)

o

(t)

— ps Wiener-folyamat

meértéket. A Girszanov-tétel miatt a @ (s)
w (t) + pt a pontba vald

w (
a [0,t] szakaszon a Q alatt. Jelolje 7, a =

5)
W
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érkezésének id6pontjat. 7, (w) < oo és W (71, (w)) + pre (W) = a pontosan
akkor, ha 7, (w) < 00 és w (7, (w)) = a. Vegyiik észre, hogy ha o < t valamely
megéallasi id6, akkor az F, o-algebran dQ/dP = A (o) ugyanis a megallasi
opcidkrol szolo tétel miatt

E(A@) | Fo) =A(o),

vagyis minden F' € F, C F; esetén a feltételes varhato érték definicioja miatt

Q(F):/FA(t)dP:/FA(a)dP

és a A (o) mérhets az F,-ra nézve. A Laplace-transzformalt csak az eloszlastol
fligg, ezért szamolhatjuk a 7, Laplace-transzformaltjat a Q alatt. Ha s > 0,

£ () = B (exp (=5 (109 At) ) = EQ (exp (=5 (ra A1) =

= EF (exp (—s(1a A T)) Zg) =

=EF (exp (—s(Ta A1) A (1o A ) =
1
=EF (exp (=s (1o AN t))exp (,uw (Ta NE) — §,u2 (Ta N t)>> .
s> 0, igy az EP mogotti kifejezést majoralja az exp (uw (1, A t)). Ha a > 0,
akkor w (7, A t) < a, tehat
exp (uw (Ta A t)) < exp pa,

ezért at — oo hatarérték mind a két oldalon bevihets az integralok mi)’g@ A
Wiener-folyamat 7, taldlati idejének Laplace-transzformaltjat felhasznélvﬂ

L0 () = E (eXp (_STLS”))) _

. <exp (—s7a) exp (uw (ra) - im)) _

exp (pa) E (eXp (— (s + ;/f) m)) =
— exp (na) exp (— Ja| /25 + 7).

22 Vegyiik észre, hogy mivel 7, < co P m.m., ezért az integralok alatti hatarértékek P
m.m. léteznek.
23 Tlletve kihasznalva, hogy 7, < oo, vagyis w (74) = a majdnem minden kimenetre.

(

Mivel a Ta“) felveheti a +oo értéket is a Laplace-transzformalt definicijat érte-

lemszertien modositani kell. Ha 7. (w) = o0 és s > 0, akkor exp (—s7q (w)) = 0.
Vegyiik észre, hogy a mértékelméletben szokésos 0- oo = 0 konvencié miatt az s =0
eset nem megengedett.
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7-(5“)

és a 7" eloszlas azonos, ezért

A Wiener-folyamat szimmetridja miatt a 2

ha a < 0, akkor
L(ma) (s) = L(—m—a) (s) =

= exp (pa) exp (— |al \/m) .

Ha s — 0, akkor

(1) _
lim exp (—STé“)) _ 0, ha T(E ) o
50 1, ha 75" < o0

A majoralt konvergencia tétel szerint

P (Té“) < oo) = exp (ua — |pal), (3.24)

amely szerint egy p drifttel rendelkezd Wiener-folyamat pontosan akkor éri
el majdnem minden kimenetelre az a értéket, ha az a és a u elGjele azonos.

O

3.4.3. Egy érdekes ellenpélda

Ebben az alpontban a lokalisan ekvivalens mértékcserére és igy a sztochasz-
tikus analizis alapjaira, illetve a nullmértékd halmazok dramai szerepére ra-
vilagito egyik legnevezetesebb példat targyaljuk.

3.81. Példa. Lokalisan ekvivalens mértékesere és a Wiener-folyamatok.

Legyen w egy Wiener-folyamat és tekintsiik a @ (¢) = w (t) — p - t folya-
matot, ahol p # 0. Ilyenkor a

A() = exp (uw (t) - ;ft)

egy pozitiv martingal. De a A nem egyenletesen integralhato, vagyis a T =
= oo id6pontra nem terjeszthets ki martingalként, ugyanis A (oo) = 0! Alabb
megmutatjuk, hogy az (Q,A4) = (C (Ry),B(C (Ry))) téren a A-hoz tartozik
egy Q valoszintiségi mérték, amely lokalisan ekvivalens a P-vel és amely alatt
a w Wiener-folyamat. A Q mérték természetesen az egyes Q (t) meértékek
kozos kiterjesztéseként irhato fel. Természetesen igazolni kell, hogy ilyen kzos
kiterjesztés létezik. Ugyanakkor ha ilyen Q van, akkor a P és Q egymaésra
szingularisak: A nagy szamok torvénye miatt majdnem mindenhol a P alatt
w (t) w(t) — pt

lim —~% = lim —2—"— = —,
t—oo ¢ t—o00
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illetve majdnem mindenhol a Q alatt

fim 2@ _ g,
t—oo t

Ebbdl kovetkezden van olyan A € Fo, = o (UpF;) halmaz, amelyre P (A) =0
és Q(A) =1. O

A Q mérték létezésének igazolasahoz a (C (Ry),B;) tereken értelmezett
Q (t) mértékek kozos kiterjesztésének létezését kell igazolni. Mivel a A mar-
tingal, ezért ha s < ¢, akkor minden A € B, esetén

Q)= [

A

AP = [ A5)dP = Q) (4),

vagyis a Q (t) lesztikitése a B,-re éppen a Q (s), igy a Q egyértelmien defini-
alhat6 az A = U B, algebran. A Caratheodory-tétel alapjan a Q létezéséhez
elég belatni, hogy a Q o-additiv az A algebran. Az algebran val6 o-additivitas
igazolasahoz sziikséges kozismert eredmények a kovetkezdek:

3.82. Definicié. Az X halmaz részhalmazaibol allo K csaladot o-kompakt-
nakF_Z] mondunk, ha valahanyszor egy K,, € K sorozatra N>, K,, = (), mind-
annyiszor taldlhaté olyan N index, hogy a N)_; K,, = 0 is teljesiil.

3.83. Példa. Egy topologikus tér kompakt halmazai o-kompakt csalddot
alkotnak.

3.84. Példa. Teljes szeparabilis metrikus tér o-kompakt béazisa.

Legyen X teljes, szeparébilis metrikus tér, és legyen S az X mindenhol sti-
rii, megszamlalhato részhalmaza. Minden n-re az s, € S pont koriil vegyiik
a B (sn,1/k), k > n zart gobmboket. Az igy kapott megszamlalhat6 gdmbbdl
allo halmaz legyen K. Mivel egy adott n indexre csak az 1/k < 1/n suga-
ra gomboket vettiik figyelembe, ezért vilagos, hogy tetszéleges € > 0 esetén
a B (sn,1/k) gombok koziil csak véges sok sugara nagyobb, mint e. Legyen
(K,) a K egy sorozata. Ha minden m-re a N, K, # (J, akkor minden z,, €
e N, K, sorozat Cauchy-sorozat, ezért konvergens, igy a hatarértéke eleme
a N9 K, halmaznak, amely igy nem lehet iires. Mivel a K az X nyilt hal-
mazainak megszamlalhato bazisa, ezért o (K) = B(X). O

3.85. Definicié. Az A halmazrendszeren értelmezett p fiiggvényt a I C A
rendszerre nézve beliilrsl regularisnak mondjuk, ha minden A € A esetén

p(A) =sup{p(K) | KeK,KCA}. (3.25)

24 Nem keverendd ossze a o-kompakt halmazzal, amely egy topologikus tér olyan X
halmaza, amelyre X = U2, Ky, ahol a K, kompakt. Szokéasos elnevezés még a
szemikompakt halmaz csalad.
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3.86. Allitas (Kompakt regularitas és kiterjeszthetéség). Legyen az A hal-
mazcsaldd algebra, p:A — Ry végesen additiv, véges értékeket felvevd hal-
mazfiigguény, KK C A o-kompakt csaldd. Ha a p belilrdl K-requldris az A-n,
akkor a p halmazfiigguény o-additiv az A algebrdn.

Bizonyitds. Mivel a p véges, ezért a o-additivitashoz elég megmutatni, hogy
ha A, N\ 0, akkor p(A,) N\ 0. Tegylik fel, hogy lim, oo 1t (Ay) > 2e. A
(13-25) és a p(A,) végessége miatt, minden n-re van olyan K,, C A,,, hogy
€
p(A) — p(K) = (A \ K) < =

Ebbél a p elemi tulajdonsagai alapjan tetszéleges n-re
n n . 1
p (A \ M2 KG) < (U7 (Aq\ <ZNA\K <e 22*

Mivel A4, N\, 0, ezért NP, K; N\, 0, amib6l a o-kompaktsag miatt alkalmas
N-re N, K; = (), tehat

e > p (AN \ N KG) = p(An) > 2,
ami lehetetlen. O

3.87. Definicié. Emlékeztetiink, hogy egy topologikus téren értelmezett
mértékre nézve egy A mérhets halmaz reguléris, ha tetszéleges € > 0 esetén
van olyan G nyilt és F' zart halmaz, hogy egyrészt FF C A C G, masrészt
1 (G\F) < e. (Hallgatolagosan feltessziik, hogy a G és az F' mérhets.) Ha
a regularitas definici6jaban szerepls F' zart halmaz valaszthaté kompaktnak,
akkor az A halmazt kompakt regularisnak mondjuk. Ha a minden mérhe-
t6 halmaz (kompakt) regularis, akkor a p mértéket (kompakt) regularisnak
mondjuk.

3.88. Allitas. Legyen (X, A, n) véges mértéktér.
1. Ha X topologikus tér, akkor a requldris halmazok o-algebrdt alkotnak.

2. Ha a Baire-halmazok mérhetdek, akkor requldrisak. Specidlisan, ha X
metrikus tér, és az A tartalmazza a nyilt halmazokat, akkor minden
Borel-halmaz reguldris.

3. Ha X teljes, szepardbilis metrikus tér, akkor a p kompakt requldris.
Bizonyitds. A bizonyitast tobb egymaéasra épiils 1épésre bontjuk.

1. Els6 lépésben belatjuk, hogy ha az alaptér mértéke véges, akkor a regu-
laris halmazok tetszdleges topologikus tér esetén o-algebrat alkotnak. Mivel
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az X és az () halmazok nyiltak is, meg zartak is egyszerre, ezért regularisak.
Ha R reguléris halmaz, akkor minden ¢ > 0 szamra léteznek olyan G nyilt és
F' zart halmazok, hogy

FCRCG ¢é p(G\F)<e.
Mivel az F° nyilt és a G¢ zart halmazokra G¢ C R® C F° és
p(FN\NG) = p(FN(G))=p(FNG)=p(G\F) <e,

ezért az R° is regularis. Meg kell még mutatni, hogy ha az (Rn)zo=1 halmaz
sorozat minden eleme reguléris, akkor az U;2; IR, halmaz is regularis. Min-
den n indexre legyenek F,, C R, C G, olyan zart, illetve nyilt halmazok,
hogy p(Gn \ Fy) < /2" A B,, = U?_, F}, halmazok monoton nének, és
az egyesitésiik U2, F, ezért (U2 Fi) \ B, N\, 0. Mivel a p véges, ezért
(U2 Fi) \ Br) N\ 0, tehat elég nagy n-re p (U2 Fx) \ Byn) < ¢/2. Vi-
lagos, hogy B, = U}_1F, C U2, Rr C UGy, ahol a B, halmaz zart a
U2, G, halmaz pedig nyilt. Mivel U2 |G \ UR2, Fi, € U2, (G \Fy) ezért

p(UpZ1Ge \ Br) = 1 (UpZ1 Gr \ UpZy Fr) + p (UpZy Fi \ Bp) <

o0
- £ € e
< p(URZy (GR\Fy)) + 3 < ;1 gl T3 =&

ami alapjan az U32; R, is regularis, vagyis az elsé allitast belattuk.

2. A Baire-halmazokra vonatkoz6 megjegyzés igazolasa a kovetkezs:
Legyen f folytonos fliggvény. Ha F az R egy zart részhalmaza, akkor az
f~1(F) halmaz zart, tehat evidens modon beliilrsl regularis. Ugyanakkor
mivel f~1(F) = f~1(N,G,) = N f~1(G,), ahol a G,, \, F halmazok
nyiltak, a mérték végessége miatt az f~1 (F) kiviilrél is regularis. Mivel a re-
guléris halmazok o-algebrat alkotnak, ezért az f~! (F)) alakt halmazok altal
generalt o-algebra minden eleme regularis, és mivel az f~! (F) alakt halma-
zok generaljak a Baire-halmazokat, ezért minden Baire-halmaz is regularis.
Ha az X metrikus tér, akkor a Baire és a Borel-halmazok egybeesnek, tehat
ilyenkor minden Borel-halmaz is reguléris.

3. Hatravan még annak igazolésa, hogy ha az X teljes szeparabilis metrikus
tér, akkor az F' zart halmaz valaszthaté kompaktnak. Ennek belatasahoz ele-
gend§ megmutatni, hogy minden F' zart halmazhoz és minden € > 0 szdmhoz
létezik olyan K C F' kompakt halmaz, hogy

w(F\K) <e. (3.26)

Az allitast el6szor az X alaphalmazra latjuk be. Mivel az X szeparabilis met-
rikus tér, ezért minden k természetes szaimhoz létezik megszamlalhato sok 1/k
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)

sugart, zart BT(Lk gomb, hogy X = UnB,(Lk). Mivel a mérték véges, ezért ele-

gend@en sok, de azért véges my szamu zart gomb esetén p (X \ U;@lng)) =

=pu ((u;”:leﬁ’“)) ) < ¢e/2%. Legyen K =N, (U;’Z‘lng)). Vilagos, hogy a
K zart és minden k esetén létezik benne véges 1/k sugart 5—héﬂﬂ Mivel az
X teljes metrikus tér, ezért a K kompakﬂ De

w(X\K)=p (X\ (miozl Unggk)» =4 (Ui‘;l (Ung‘gk))C) =
<e,

o0 c o0
S () <3 5
k=1 k=1
ami éppen a . Mivel az X minden F' zart részhalmaza, maga is teljes
szeparabilis metrikus tér, ezért a bizonyitas utols6 részét megismételhetjiik
az (F, Ap, ur) leszikitett mértéktérre. Ez alapjan minden F' zart halmazhoz
létezik olyan K C F, amelyre fennall . O

A Q mérték létezésének bizonyitdsa. Tetsz6leges A € A = UgB, -18l felte-
hets, hogy alkalmas s idépontra A € B,. A (C(Ry),Bs) azonosithato a
(C([0,s]),B(C(]0,s]))) mérhets térrel. Mivel ez egy teljes szeparébilis met-
rikus tér, ezért ezen a téren értelmezett véges mértékek beliilrsl kompakt
regularisak. A Q létezésének igazolasahoz elegend§ azt megmutatni, hogy a
C (R4 ) kompakt tartoja cilinderhalmazai, vagyis a C (R ) olyan részhalma-
zainak csalddja, amelyekhez van olyan [0,n] és a C ([0, n]) olyan K kompakt
részhalmaza, amelyre a halmaz

{fec®) flom e K}

alaki o-kompakt csaladot alkotnak. Mivel ez a csalad metszet zart, elég meg-
mutatni, hogy ha valamely K, _1 2 K,, O ... sorozat tagjai nem iiresek, akkor
a metszetiik sem tires. Legyen most f,, € K,,. A tartalmazas miatt az (f,)
sorozat lesziikitése a Ki-hez tartozé id6tartomanyra kompakt, igy egy alkal-
mas részsorozata konvergens. Ha most attériink a K5 halmazra, akkor ennek
a részsorozatnak van olyan tovabbi részsorozata, amely szintén konvergal, de
maér a K»-hoz tartozo idGtartoményon is. Az eljarast folytatva, majd atlosan
jabb részsorozatot valasztva egy olyan (f,,) részsorozathoz jutunk, amely
az 0sszes K, -hez tartozé idGszakaszon konvergal. Harom eset lehetséges: ha
az id6tartomanyoknak nincsen fels§ hatéara, akkor a sorozat hatarértéke az

25 Az A halmaz a B halmaz e-haléja, ha minden b € B ponthoz létezik olyan a € A,
hogy az a pont és a b tavolsidga nem nagyobb mint &.

26 Felhasznaltuk a kompaktsagra vonatkozé Hausdorff-kritériumot, amely szerint egy
teljes metrikus térben egy zart K halmaz pontosan akkor kompakt, ha tetsz&leges
€ > 0 szdmhoz a halmaznak van véges elemszamu e-haldja.
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Osszes K,-be beleesik, vagyis a metszet nem iires. Ha ilyen fels6 korlat van,
akkor az intervallumok hosszanak van egy N szupremuma. Ezen beliil két eset
lehetséges. Ha a szuprémum felvevédik, akkor valojaban van egy olyan kom-
pakt halmaz, hogy az Gsszes f,, a halmazhoz tartozoé szakaszon konvergal. A
fliggvényeket az N pontban kimerevitve az egész szamegyenesen konvergens
sorozatot kapunk, amely hatérértéke része a metszetnek. Ha a szuprémum
nem vevddik fel, akkor az 6sszes intervallum hatarozottan kisebb, mint az N,
és ezért az egyes f, fliggvények valaszthatok oly modon, hogy példaul az N
pontban nulla értéket vegyenek fel. O

3.5. Sztochasztikus differencidlegyenletek
Sztochasztikus differencidlegyenleten a
dX () =bt, X (t)dt+o(t, X (1)) dw (t) (3.27)

tipusa formaélis kifejezéseket értjiik, ahol az X, a b, a o és a w akar tobb-
dimenzio6sak is lehetnek. Az altalanos esetben a w egy m-dimenziés Wiener-
folyamat, az X pedig egy n-dimenzi6s sztochasztikus folyamat. Ennek meg-
felel6en a o (¢, x) egy n x m dimenziés matrix, ahol az x argumentum érte-
lemszertien egy n-dimenzios vektor, a b (¢, x) szintén értelemszertien minden
(t,z) esetén egy n-dimenzios vektor, stb. Az egyenlet megoldasén egy olyan
X vektor folyamatot értiink, amelyre tetszéleges t id6pontra

X(t)—X(O):/O b(s,X(s))ds+/O o(s, X () dw(s),  (3.28)

ahol példaul ismét értelemszertien a mésodik, sztochasztikus, integrilon a

E:j / 015 (5, X () duv; (5)

tipusi integralokbol allé n-dimenzios vektort értjiilk. Ha a o és a b folyto-
nos és az X megoldasokat a folytonos trajektoriaval rendelkezd folyamatok
korében keressiik, akkor az egyenletek felirasahoz elég az Ito—Stieltjes-tipusa
integralokat ismerni. Vilagos, hogy a megoldas egyértelmtiségérsl csak ak-
kor beszélhetiink, ha az X (0) értékét elére rogzitjiik. Ezt a késGbbiek soran
mindig fel is tessziik, vagyis adott kezdeti feltétel esetén beszéliink csak az
egyenletrdl.

Az egyenlet felirdasakor nem mondtuk meg, hogy pontosan mit értiink rajta,
nevezetesen melyik w Wiener-folyamat irandé az egyenletbe. Ha egy rogzi-
tett w folyamat esetén beszéliink a megoldasrol, akkor az adott w folyamat
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esetén valo erés megoldasrol beszéliink. Ha azonban csak azt tudjuk monda-
ni, hogy talalhaté egy olyan (9, .4, P) mezd, a mezén értelmezett filtracié és
hozza tartozd Wiener-folyamat, amely esetén az igy vélasztott mezén értel-
mezett X sztochasztikus folyamat megoldéasa az egyenletnek, akkor az X-et
az egyenlet gyenge megoldasanak mondjuk. Gyenge megoldas létezésére az
egyik legismertebb példat a Bessel-folyamatok szolgaltatjak.

3.89. Példa. Bessel-folyamatok mint gyenge megoldésokﬂ

Legyen w egy n-dimenzios Wiener-folyamat, ami definici6 szerint azt jelen-
ti, hogy a w vektorfolyamat egyes koordinatai fiiggetlen Wiener-folyamatok.
Megmutatjuk, hogy ha n > 2 és r > 0, akkor az r = ||x|| pontbol inditott

R(t):T+/Ot2R()ds+B(), 0<t< o0, (3.29)

)

folyamatra

ahol
B=Y"BW, Bk / =~ dwy, (3.30)
k

és a B egy Wiener-folyamat. Masképpen fogalmazva az R Ggynevezett Bessel-
folyamat gyenge megoldésa a

drR="

sztochasztikus differencidlegyenletnek. Vegyiik észre, hogy az R folyamatot
megadd képlet értelmes, ugyanis a nevezében levs kifejezés az n > 2
megkotés miatt majdnem minden kimenetelre egyetlen s id6pontban sem
nulla, igy a trajektoriankénti integral, majdnem minden kimenetelre értel-
mes. A B folyamatott definialo sorban szerepld sztochasztikus integral
integrandusa, majdnem minden kimenetelre folytonos, ezért a B*) folyama-
tot definiald sztochasztikus integral szintén értelmes. Az allitas igazolasa a
kovetkezs :

nalva, hogy ha a Wiener-folyamatok fiiggetlenek akkor a keresztvamamomk
nulla

t
B, BV ( / S ] = 6 / we () w; (5)
{ el + 0 R2 (s)

27 Kés6bb megmutatjuk, hogy a Bessel-folyamatokhoz tartozé egyenleteknek van erds
megoldésa.
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ezért

_ _ _Iwis) [
[B] (t) = Zk:BUc) _zk:[goc)} (t)_/o Z};Rz(s)ds_/o 1ds = t,

amibdl — felhasznélva, hogy lokélis martingalok dsszege lokalis martingal — a
Lévy-féle karakterizacios tétel alapjan a B Wiener-folyamat.

2. Az R elgallitasat megado (3.29) sor igazolasa az Ito-formulan alapszik.
Az R? folyamatra

1
RZ—R2(0):%:2wk.wk+§§k:2.[wk]’

tehat

R (t) = R*(0) = > (w} (t) — w} (0)) =
k

t
:22/ wrdwy + t - n.

PRt

A polaritasi formula miatt

t t t
[/ wkdwk,/ widwi] :/ wrw;d [wy, w;] =
0 0 0

t
zéki/ w,%ds,
0

t t
[R?] :42/ wgds=4/ R%ds.
5 Jo 0

A tobbdimenzios Wiener-folyamat majdnem minden kimenetelre nem lesz
nullﬂ ezért R? > 0, és a /x fiiggvényre alkalmazhato az Ito-formula:

amibdgl

28 Erdemes hangstlyozni, hogy igen lényeges lépésrsl van sz6, ugyanis itt hasznaljuk
ki, hogy n > 2. Ha n = 1, akkor az Ité-formula nem hasznalhato, ugyanis ilyenkor
csak az R? > 0 biztosithaté, és a /z fiiggvény az = > 0 tartoméanyon nem eleme
a C? térnek. Ha formalisan mégis hasznaljuk a formulat, akkor az R = sign (w) e
e w egyenldséghez jutunk. A Lévy-féle karakterizacios tétel alapjan a jobb oldali
kifejezés Wiener-folyamat, a baloldali pedig nem negativ, igy a két oldal nem lehet

azonos.
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t ¢
_ U gpe 111 L 2] =
R(t) r—/o Q@dl’% 222/0 (Rz)md[}z]_
t t t
W n 1 1 9
= —dwk—k/ —ds — = —d[R?*| =
S Fwr [ ggts = [ wel®
t ¢ ¢
Wy, n 4 1 5
= — dwy +/ —ds— - | —R%ds=
Xk:/o R 0 2R 8 Jo R3

t t
W n—1
= —d ds. O
kA R“*+A 2R

Az alabbiakban a jelolés egyszertsitése céljabol feltessziik, hogy m=n=1.
Az olvaso egyszertien kiterjesztheti a gondolatmenetet az altalanos esetre.

3.5.1. A megoldas egyértelmiisége

Minden differencialegyenlet esetén az alapvetd kérdés az egyenlet megoldha-
tosaga, illetve a megoldas egyértelmiisége. Els6 1épésben az egyértelmiiség
kérdését tisztazzuk. ElGszor az erés megoldasok egyértelmiiségét targyaljuk.
A targyalas soran sziikségiink lesz a kozismert Gronwall-egyenlGtlenségre.

3.90. Lemma. Ha valamely folytonos f fiigguény esetén mindent > 0 esetén

0§ﬂﬂ§Mﬂ+Aﬂ@ﬁ@M&

ahol « integrdlhato, 5 > 0 és folytonos, akkor

f@éa@+Aa@MWWU*$@

minden t > 0 esetén. Specidlisan, ha minden t > 0 esetén

Oéﬂﬂééﬁ@HQM&

akkor f = 0.

3.91. Tétel (Egyértelmiség). Legyenek ab(t,x) és a o (t,x) folytonos, valds
értékd fiiggvényel@. Ha az egyenlet b és o egyiitthator az x vdltozo szerint lo-
kdlisan kielégitik a Lipschitz-feltételt, vagyis minden N esetén taldlhato olyan

29 Emlékeztetiink, hogy az egyszertibb jeldlés céljabol csak az egydimenzids esettel
foglalkozunk, de az allitas vektor értékd egyenletekre is teljesiil.
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Ky konstans, amelyre

|b(t,$€)—b(t,y)| < Kn \x—y|,
lo(t,x) —o(t,y)| < Kn |z -y

valahdnyszor t, |x|, |y| < N, akkor, adott kezdeti feltétel esetén, az egyenlet
megolddsa erds értelemben egyértelmii, vagyis az egyenlet bdrmely két megol-
ddsdnak trajektoridi csak egy nullmértékd halmazban térhetnek el.

Bizonyitds. Legyenek X, és X az egyenlet megoldasai. Legyen m az els6
olyan id&pont, ahol az |X;| és 1o ahol az | Xs| atlépi az N szintet. Legyen
tovabba 7 = 7 A 79 A N. A folytonossag miatt vilagos, hogy |X7| < N és
|X7| < N. Vegyiik észre, hogy ha N * oo, akkor a megallasi id6k sorozata
egy nullmértékd halmaztdl eltekintve a végtelenbe tart, mert ha nem igy
lenne, akkor egy pozitiv mértékd halmazon az X; vagy az Xy egy véges
id6tartoméanyon korlatlan lenne, ami ellentmond annak, hogy a megoldasok
trajektoriai a teljes szdmegyenesen biztosan folytonosak. E miatt elegendé
megmutatni, hogy X7 = X3.

A két megoldast egymasbol kivonva, felhasznélva, hogy a kezdeti érték
koz6s

X7 (1)~ X5 (t) = / b (u, X (1)) — b (u, X (u)) du +

tAT
—l—/ o (u, X1 (w) — o (u, Xo2 (u)) dw (u) .
0
Tetszbleges u és v szamokra
(u+v)* =u? 4 2uw + 1% < 2 (u* 4+ v?).

Ezt felhasznalva

E((X{() X3 (1)) <(/OW (u, X1 ( ))—b(u,Xg(u))du>2>+
+2. ((/OW qu())cr(u,Xg(u))dw)z>.
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A 7 definicioja miatt az integracios tartomanyon | X (u)|, | X2 (u)| < N, igy
az elsé varhato értékre a Cauchy-egyenlGtlenség szerint

E ((/Ot/w b (u, X7 (u)) — b (u, X2 (u)) du) 2) < (3.31)

<E ((/{)Ww(u,x’l () = b, X5 <u>>|du)2> <
<K} E ((/;M X (u) — X (u)|du>2> <

gKfv.t.E(/OW(XI (u)—Xg(u))2dU> <

<K12V-t-E(/Ot(X{(u)—Xg(u))zdu).

A masik integralban a Burkholder-Davis—Gundy-egyenl6tlenség (3.14) sor-
ban szerepl§ legegyszeriibb verzioja alapjan

E ((/OtATU(u,Xl (W) — o (u, X (u))dw)2> <

<B ([ (o s )~ o X ) ] <
<K% .E (/OW (X () — X (w)? du) <
< i B ([ O - X5 )

Ebbdl ha
70 =E((XT () - X3 (1)),

akkor tetszdleges, de rogzitett T esetén a [0, T'| szakaszon a Fubini-tétel alap-
jan

<2 @+ [ £

Vegyiik észre, hogy az X7 és az XJ korlatossaga miatt az f folytonos. Igy
a Gronwall-egyenlétlenség alapjan f = 0. Igy minden ¢-re majdnem minden
kimenetelre X7 (t) = X7 (¢). Mivel a trajektoridk folytonosak, a racionalis
idépontokban vald egyenlGséghdl kivetkezik a trajektoridk egyenlGsége, igy a
racionéalis id6pontokhoz tartozé nulla mértéki halmazokat egyesitve kapjuk,
hogy az X7 és az X] trajektoriai egy nulla valoszintiségti halmaztol eltekintve
azonosak. O
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3.92. Példa. Linearis differencidlegyenletek megoldasa.

Tekintsiik a Black—Scholes-modellben szerepls
dS = pSdt + oSdw, S(0) =S5y

egyenletet. Az Ito-formula segitségével konnyen igazolhato, hogy az

S (t) = Spexp <</L - ;g2> t+ow (t))

kielégiti az egyenletet. Vilagos, hogy az egyértelmiségi tétel feltételei telje-
siilnek, és igy az S (t) az egyenlet egyetlen megoldasa. Vegyiik észre, hogy
ugyanakkor a Bessel-folyamatot definialo

n—1

dR = ¥

dt +db

egyenletben az egyiitthatok nem teljesitik a tétel feltételeit. O

Bar az egyértelmiiségi tétel igen elegans, valojaban tal gyenge, ugyanis
nem alkalmazhat6 példaul a Bessel-folyamatok négyzetét megado

dp = 0dt + 2v/pdw, p(0) ==z
alaku egyenletekre, vagy a pénziigyi matematikiban fontos szerepet jatszo
dr =0 (p—r7)+oyrdw
CIR modellrﬂ vagy a
dS = pSdt + 0S7dw

dgynevezett CEV modellrﬂ Ha az egyenlet egydimenzios, akkor az egyér-
telmtségi tétel élesithets:

3.93. Tétel (Yamada—Watanabe). Tegyiik fel, hogy a vizsgdlt (3.27)) szto-
chasztikus differencidlegyenlet egydimenzids és a b (t, x) kielégiti a lokdlis Lip-
schitz-feltételt, vagyis minden N -re

b(t,2) =b(ty)l < Kn-fe—yl, 2], [yl <N

tovdbba
lo(t,z) —o(t,y)| < k(Jz—yl),

30 Cox-Ingersoll-Ross modell.
31 Constant Elasticity of Variance modell.
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ahol K minden N-re eqy pozitiv konstans és k : Ry — Ry egy olyan szigo-
raan monoton novekedd fligguény, amelyre minden € > 0 esetén

|
———du = oco.
/0 k2 (u)

Ilyenkor a megoldds, amennyiben létezik, eqyértelmi.

Bizonyitds. A k fliggvényre tett feltételek szerint van olyan a, “\, 0 sorozat,

amelyre
Ap—1 1 d
/an )

an—1 1
———du=1
/a k2 ()™

n

vagy ami ugyanaz,

1. Legyenek (p,,) olyan kompakt tartoja, folytonos fiiggvények, amelyek
tartoja része az (0, an,—1) nyilt intervallumnak, foa"_l pn (1) du = 1, valamint

2
0<pn(x) <

< TTE (3.32)

A (py) figgvények konstrualasahoz legyenek (d,) a (—a,/2,0) intervallumra
tamaszkodo6 folytonosan derivalhatoé nem negativ fliggvények amelyek integ-
ralja egy. Legyen tovabba

A An 1 0 1
Pn (Z‘) = /an—l mdn (.23 - 1}) dv = /_an/2 mén (’U) dv.

A p, tekinthets két stirtiségfliggvény konvoluciojanak, igy nem negativ, az
integralja egy és a tartoja az (a,/2,a,—1) szakasz.

1 0 1 1
S < — <
PRI IS // Y7 Byl rn L
0
1 1
< — b, (V) dv = ———.
<[, Ee O
Kovetkezésképpen
2
< <=
05 pn(2) = n-k2(x)

Mivel a §,, folytonosan derivalhato, ezért a konvolucié képletébdl lathato,
hogy a parametrikus integral is derivalhato igy a p, fliggvény eleget tesz a
feltételeknek.
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2. Definialjuk a

)i/ogﬁ| /prn<u>dudy

fiiggvényeket. Mivel a p,, folytonos, ezért a 1, (x) kétszer folytonosan deri-
valhato, és mivel a p,, integralja egy, ezért |¢), ()| < 1 minden z esetén. Ha
X, és X5 két azonos kezdeti értékhez tartoz6 megoldas, akkor

X1 (t) — XQ (t) = /Otb(S,Xl (8)) — b(S7X2 (S))dS +

+/O o (Sle (5)) -0 (57X2 (5)) dw (S) :

Meg kell mutatni, hogy X7 — Xo = 0, amihez nyilvan elegendd belatni, hogy a
maésik oldal nulla. Ennek igazolasdhoz lokalizalhatjuk az egyenléséget, és fel-
tehetjiik, hogy |X1| < N és | X3| < N, illetve hogy a lokalizalt sztochasztikus
integral négyzetesen integralhato. A 1), kétszer folytonosan derivalhato fiigg-
vényt az X1 — X5 folyamatra alkalmazva az Ito-formula szerint, felhasznéalva,

hogy v, (0) =0,

b (X5 (1) / U (X0 (3) = X () d (X3 (5) — X (5)) +
by [0 ) = X ) a1 () - Xa o)

Mivel a 1!, korlatos, igy a sztochasztikus integralok feltételezett martingal
tulajdonsaga miatt a dw-s tag varhato értéke nulla, igy

E (4, (X1 (£) = Xs (8))) =
B (/ W, (X1 (s) — X (5)) (b (s, X1 (s)) — b (s, X (s)))ds) n

3 ([ 00 6) ~ X (9) (05,0 6) — 0 (5. X () )

ahol kihasznaltuk a polaritasi és az asszociativitasi szabalyt, valamint hogy
egy szemimartingél kvadratikus variéci(’)ja éppen a lokalis martingél rész
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ve a [¢],] <1 becslést kihasznalva

A masodik integral becsléséhez vegyiik észre, hogy [1!/| = py, és ezért a fenti
(3.32) sor alapjan a méasodik integralra

/OtE(WJZ (X1 (5) — Xa ()| K (X1 () — Xa (5))) ds < /OtE (2> 5=

n

Osszefoglalva

B (0 (60 ()~ X 0)) < K [ B, (5) = X () ds + 1t
Ha n — oo, akkor a Fatou-lemma alapjan

B (im0 (510~ %2 () < K [ BOX: ()~ X () s

Tetsz6leges z-re ha n elég nagy akkor 0 < a,_1 < x és mivel a a,—1 — 0 és
a p, integralja a (0,a,—1) intervallumon egy ezért a Fatou-lemma alapjan

lzl  ry || Y
lim ¢, () = lim / pn (u) dudy > / lim pn (1) dudy =
o Jo 0

n—oo n— 00 n—oo [o
||
/ ldudy = |z|.
0

E (X1 (1) - Xa (1)]) < KN/O E (|X1 (s) — X2 (s)]) ds.

Ebbsl

A Gronwall-egyenlStlenség alapjan E (| X7 (t) — X3 (¢)]) = 0, kovetkezéskép-
pen az X (t) = Xo (t) majdnem minden kimenetelre. Az X; és az X, folyto-
nosséga miatt, a nullmértéki halmazokat a racionalis id6pontokban egyesitve
kapjuk, hogy az X, és az X5 ekvivalens. O

www.interkonyv.hu
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3.94. Példa. A tételben k (z) = z%, ahol o > 1/2 megfelels. Ha a p és a o
konstansok, akkor

dS = pSdt + o+/|S|dw
egyenletnek, ha létezik megoldasa, akkor a megoldas egyértelmii.

Ha o = 1/2, akkor a

‘\/W—\/@(Sx/lw—yl

egyenl6tlenség miatt hasznalhato a feltétel. Hasonloan ha 0 < o < 1, akkor
=" = [yl’] < o —yl”,

igyhal/2<a<1ésa
dS = pSdt + o |S|” dw

egyenletnek, ha létezik megoldasa, akkor a megoldas egyértelm. O

Yamada—Watanabe tétele némiképpen altalanosithaté. Ezt az altaldnosi-
tast szokas Osszehasonlitasi tételnek mondani.
3.95. Tétel (Osszehasonlitasi tétel). Tegyiik fel, hogy a (b, o) és a (b, o) fel-
adatok esetén teljesiilnek a Yamada—Watanabe-tétel feltételei. Tegyiik tovdabbd
fel, hogy az egyenleteknek léteznek az X1 €s Xo mddon jelélt megolddsai. Ha
X1(0) < X5(0) és by (t,z) < bs (t,x), akkor eqy nullmértékid halmaztol elte-
kintve X5 (t) < X5 ().
Bizonyitds. A tétel bizonyitasa csak annyiban mas, hogy a v, fliggvény he-
lyett a b, x ([0, 00)) fiiggvényeket kell venni, amelyek az x ™ fiiggvényhez fog-
nak tartani, illetve értelemszertien moédositani kell a b; — by becslését:

bi(s, X1(s)) — ba(s, Xa(s))= b1 (s, X1 (s)) — b1 (s, X2 (5)) +
+ b1 (8, X2(8)) —ba(s,X2(s)) <
< bi(s, X1(s)) — bi(s, Xa(s)) S K[ X1 (s) = Xa(s)],
ugyanis a feltétel miatt by <bs. Ha X (s) < Xa(s), akkor ¢, (X1 (s) — Xa(s)) =
=0, igy
Ur, (X1 () — X2 (5)) (b1 (5, X1 (5)) — b2 (5, X2 (5))) <
<K - |X1 (s) = Xa (s)| x (X1 (s) > Xz (s)) = K (X1 (5) — X2 (5)) "

Igy a bizonyitas végén az E ((X1 (t) — Xo (t))+> = 0 egyenlGséget kapjuk,
amibdl a majdnem mindenhol fennéalldé X; (t) < X5 (¢) becsléshez jutunk.

A nullmértékt halmazok Gsszevonasaval a méar bemutatott modon kapjuk a
tételt. O
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Felmeriilhet a kérdés, hogy ha két kiilonbozé téren oldjuk meg az egyenle-
tet, vagyis a valészintiségi mez6t nem rogzitjiik elére, akkor mit lehet mondani
a megoldas egyértelmiiségérsl. A valasz nem tul meglepd, de mindenképpen
igazoland6: Az eloszlasok azonosak lesznek.

Emlékeztetiink, hogy egy X sztochasztikus folyamat eloszldsan az Gsszes
lehetséges (t1,ta,...,t;) véges id6pont sorozatokhoz tartozd (X (t1), X (t2),
.., X(tr)) valtozok eloszlasainak halmazat értjiikk. Természetesen ha adott
egy sztochasztikus folyamat, akkor a folyamat tekinthets egy fiiggvénytér
értékii valoszintiségi valtozonak is. Ha a trajektoriak fiiggvényterén adott va-
lamiféle topologia, akkor a trajektoriak terén értelmezettek a Borel-halmazok,
és eloszléson a Borel-halmazokon értelmezett P (B) = P (X! (B)) mérté-
ket is érthetjiik. Kiilon gondot kell forditani arra, hogy a két definicié azo-
nos eloszlasfogalmat definidljon. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy
az X a teljes Ry idGtengelyen értelmezve van. Ha az X folytonos, akkor
az emlitett eloszlasok tekinthetGek az R, félegyenesen értelmezett folytonos
fliggvények terének cilinderhalmazain értelmezett kompatibilis mértékesalad-
na@ A kompakt idGtartoményokon valo egyenletes konvergenciara nézve a
folytonos fliggvények tere egy teljes szeparabilis metrikus téﬂ amely Borel-
halmazainak o-algebrija megegyezik a koordinataleképezések altal generalt
o-algebraval. Ennek igazolasa viszonylag egyszerti: Egy oldalrol elég meg-
gondolni, hogy a koordinataleképezések mindegyike folytonos a kompakt hal-
mazokon egyenletes konvergencia topolégidra nézve, igy mérheté a Borel-
halmazok o-algebrajara, kovetkezésképpen a koordinataleképezések altal ge-
neralt o-algebra része a Borel-halmazok o-algebrajanak. Mas oldalrol, ha két
folytonos fiiggvény egy intervallum racionalis id6pontjaiban kozel van, ak-
kor a teljes intervallumon egyenletesen is kozel van, igy minden nyf{lt halmaz
mérhets a koordinataleképezések altal generalt o-algebrara nézve, vagyis a
Borel-halmazok mindegyike eleme a koordinédtaleképezések altal generalt o-
algebranak. Ebbdl kovetkezGen belathatd, hogy a cilinderhalmazokon értel-
mezett valdszintiségi mértékek tetszéleges kompatibilis csalddja kiterjeszthets
a folytonos fliggvények Borel—halmazairal?ﬂ Az igy kapott mértéket szintén
szokas a folytonos trajektoridkkal rendelkezé X folyamat eloszlasdnak mon-
dani, vagyis a két definici6 folytonos trajektoridk esetén azonos eredményre
veze

32 Miként ismert, egy mértékcsaladot kompatibilisnek mondunk, ha a halmaz mértéke
nem fligg attol, hogy miként reprezentaltuk a halmazt, és melyik mérték szerint
vettiik a mértékét, amennyiben persze az adott halmaznak tobb mérték szerint is
vehetjiik a mértékét.

1
33 A tavolsagot a d (f,g) = Z o SUD |f (x) — g (z)| formulaval definialhatjuk.
0<z<n

34y..: B4.3} pont, 139} oldal.

35 Erdemes megjegyezni, hogy nem folytonos trajektoriak esetében a helyzet nem ilyen
egyszer(, és ezért ha a trajektoridk tere nem a folytonos fiiggvények tere, akkor az
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3.96. Tétel (Eloszlasban valo egyértelmiség). Ha wvalamely sztochasztikus
differencidlegyenlet megolddsa bdrmely hordozé mezd esetén egyértelmi, ak-
kor a megolddsok eloszldsa is eqyértelmi, feltéve persze, hogy a kezdeti értékek
eloszldsa azonos.

Bizonyitds. A bizonyitas igen egyszert, és a sztochasztikus folyamatok elosz-
lasanak fogalmara épiil. Az igazolast tObb aprobb részre bontjuk.

1. Jelolje C (R4) a t = 0 pontban nulla értéket felvevd folytonos fliggvé-
nyek halmazat. Legyen w egy tetszGleges Wiener-folyamat. Mivel a trajek-
toridk folytonosak, a w tekinthets egy w — w (-, w) € C (Ry) leképezésnek,
amely nyilvan mérhets az f — f () alaku koordinataleképezések altal ge-
neralt o-algebrara nézve. A Wiener-folyamat definiciojabol evidens, hogy a
(w(t1),w(tz),...,w(t,)) alaka vektorok eloszlasa egyértelmi. A mértékek
egyértelm kiterjesztésérsl szolo tételbdl evidens, hogy a w eloszlasa nem filigg
a w Wiener-folyamattol. Az igy kapott a C' (Ry) téren értelmezett egyértel-
mten definialt mértéket szokias Wiener-mértéknek nevezni. Vagyis mikézben
rengeteg Wiener-folyamat van, a Wiener-mérték egyértelmd.

2. Tegytik fel, hogy az (X, wx ) par megoldasa az egyenletnek a wx Wiener-
folyamatot hordozo valamilyen mezé felett. Ekkor az (X (0), X — X (0) ,wx)
harmas eloszlasa egy valoszintiségi mérték az Q = R x C (Ry) x C (Ry) tér
Borel-halmazain. Az X (t,w) médon jeldlt (¢,w) = (t,u,z,w) — () + u
hozzarendelés egy sztochasztikus folyamat, ugyanis az €) elemeihez az id6 egy
fiiggvényét rendeli. A folyamat eloszlasa éppen azonos lesz az X eloszldsaval.
A W (t,w) modon jeldlt (t,w) = (¢, u,z,w) — w(t) folyamat eloszlasa pedig
azonos lesz a wyx Wiener-folyamat eloszlasaval. Megmutatjuk, hogy az X
folyamat az () felett megoldasa a differencidlegyenletnek, természetesen a
W Wiener-folyamat és az X (0,w) = u kezdeti feltétel mellett. Ehhez az
szitkséges, hogy az X (t)—)A( (0) valtozo értéke éppen megegyezzen a megfelels
két sztochasztikus integral 6sszegével. Fz pontosan azt jelenti, hogy az X (t)—
— X (0) az

n—Zb(Sk 1,A< ))As;n)—kz (sk 1 (s,(gn)l))AW< (n))

kozelits Osszegek sztochasztikus konvergencidban vett hatarértéke. Mivel az
(X,wx) par megoldasa az egyenletnek, ezért az X (t) — X (0) éppen a

02 D00 (X (7)) A+ 300 (57, (7)) Ao (447)

egyenletes konvergencia toplogia helyett egy maésik speciélis topologiat, az tgyneve-
zett Szkorohod-topologiat, kell a trajektoridk terén bevezetni.
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sztochasztikus konvergenciaban vett hatarértéke. A konstrukecio miatt a kala-
pos és a kalap nélkiili valtozok eloszlasa azonos. A sztochasztikus konvergen-
cia definiciojaban szerepls P (|, — £] > ) egyenl6tlenség csak az eloszlastol
fligg, ezért a kalap nélkiili valtozok sztochasztikus konvergenciaja implikalja
a kalapos valtozok sztochasztikus konvergenciajat.

3. Legyen (Y, wy) egy mésik megoldas. Tekintsiik az
Q=RxRxC(Ry)xCR;L)xC(R;)xC(Ry)
téren az
(X (0),Y(0),X —=X(0),Y =Y (0), wx,wy)

eloszlasat. Jelolje g (B | z) az X (0) kezdeti értékhez, vagyis az ) szorzat
els6 komponenséhez tartozo regressziv feltételes valosziniiséget. A feltételes
valoszintség definicioja alapjan a szorzattér minden B Borel-halmazéra és az
X (0) képterének minden C Borel-halmazara

P(Bm{X(O)eC}>=/Cg<B|x>dF<x>=/Rng<B|x>dF<x>=
—E (xe (X (0)) g (B| X (0)).

ahol F (z) a kezdeti érték eloszlasfiiggvénye és P az ) téren bevezetett el-
oszlas. A transzformalt valoszintiségi valtozok varhato értékének képletébdl —
felhasznalva, hogy az X (0) és az Y (0) eloszlasa megegyezik — evidens, hogy

E(xc(X(0))g(B | X(0))) :/CQ(B | 2)dF (x)=E(xc(Y(0))g(B | Y(0))).

Ha most B valamilyen az X —X (0),Y —Y (0) komponensekhez tartozo Borel-
meérhetd halmaz, akkor a P (B | X (0) =x) ésa P (B |Y (0) = y) regressziv
feltételes valoszintiségek nullmértéki halmaztol eltekintve azonosak. Hasonlo
gondolatmenet érvényes az utolsé két komponens, vagyis a wx és a wy esetén
is.

4. Végezetiil vezessiik be az ismételten Q-val jelolt @ = R x C' (Ry) x
x C'(Ry) x C (Ry) szorzatot és tekintsiik rajta az

(X(0),X—-X(0),Y-Y(0),wx)

eloszlasat. Vegylik észre, hogy az elsé és az utols6 komponensek esetén az X
eloszlasat hasznéltuk, amely csak azért nem jelent problémét mert az el6zé
pontban belattuk, hogy a szorzaton generalt mérték azonos az

(Y (0), X = X(0),Y =Y (0),wy)
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eloszlasaval. Az X és az Y megoldasokhoz hozzarendeljiik az X Zu+tuxésaz
V= u+ y folyamatokat, amelyek a kezdeti feltételek eloszldsanak azonossiga
miatt a kozos u melletti megoldasai a sztochasztikus differencialegyenletnek.
Az er6s megoldés egyértelmifsége miatt majdnem minden kimenetelre X =
=Y. De az X eloszlésa megegyezik az X eloszlasaval az Y eloszlasa pedig
megegyezik az Y eloszlasaval. Kévetkezésképpen az X és az Y eloszlésa azo-
nos. O

A tétel bizonyitasaban kiévetett gondolatmenet atvezet a megoldas létezé-
sének vizsgalatdhoz. Gyakran szokas hivatkozni a kovetkezs észrevételre:

3.97. Kovetkezmény (Egyértelmi trajektoridk és gyenge megoldés). Ha
valamely sztochasztikus differencidlegyenletnek van gyenge megolddsa és tel-
jestl az erds megoldds egyértelmiiségének feltétele, akkor az egyenlet erds ér-
telemben is megoldhato.

Bizonyitds. A gyenge megoldés létezése és az erés megoldas egyértelmiisége
miatt az

Q=R x C(R+) X C(R+),

AL B(R) x B(C(Ry)) x B(C(Ry)) = B(R x C(Ry) x C (R}))
mérhetd téren definidlhato a sztochasztikus differenciegyenlet P-vel jel6lt egy-
értelmii eloszlasa. Mivel az §2 egy teljes szeparabilis metrikus tér, ezért a P-

nek van a harmadik komponens szerint vett regularis feltétles valoszintsége,
vagyis minden w € C (Ry) esetén definialhato a

PAIW=w)=P(Aw), AcA

mérték, amely éppen a harmadik komponens, a Wiener-folyamat, altal defini-
alt o-algebra szerinti feltételes valoszintiség regresszios fliggvénye. Az egysze-
riibb jelolés céljabol, ha a C (R.) egy részhalmazara hivatkozunk, akkor azt
azonositjuk az altala generalt cilinderhalmazzal. Az el6z6 tétel bizonyitasa
alapjan ha tekintjiik a

(P(feAw)xP(ge Byw))-dW =Q((f,9) € AxB|W =w) -dW

szorzatmértéket, ahol A, B € B(C (R4)), akkor defindlhatunk két megoldast
és az erGs megoldas egyértelmiisége miatt a () mérték a

AZRx{fx f]feCR)} xC(Ry)
halmazra koncentralodik. Rogzitsiink egy w értéket.

P(A,’LU)ZP(A,U))-P(C(R+),%U):Q(AXC(R+),IU)=
=Q(AxC(Ry)NAw) =Q(Ax Aw) =P (A w),
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amib6l P (A, w) tetszSleges A esetén vagy nulla, vagy egy. Mivel a C' (Ry)
egy szeparabilis metrikus tér a C' (Ry) felirhato megszamlalhato, diszjunkt
zart gomb egyesitéseként. A C (Ry) tetsz6leges zart gombokbsl allo parti-
cibjaban pontosan egy gomb valoszintisége lehet nulla, igy ha a particidkat
minden hatéron tal finomitjuk, akkor, felhasznalva, hogy a C (R.) teljes,
az egy valoszintiségi gombok egyetlen f (w)-vel jeldlt pontra huzodnak. Az
igy kapott w — f (w) leképezés a C (Ry) teret a C' (Ry) térre képezs Borel
meérhetd leképezés ugyanis tetszéleges B € B(C (R4 )) halmaz esetén

{wl]f(w)eB}=P(Bw)=1,

amely a w Borel-mérhetd fiiggvénye. P ({f (w)},w) = 1, kovetkezésképpen
az

X (t,w) =X (&, (N f,w) =+ f(w) ()

megoldasa az egyenletnek ugyanis a konstrukcié miatt az egyenlet megoldasa
a (A, f,w) — A+ f projekcio és ez egy valoszintiséggel megegyezik a A+ f (w)
leképezéssel.

Legyen most w egy tetsz6leges Wiener-folyamat és legyen

X (t,w) = (@ () (1),

ahol @ (w) az w kimenetelhez tartozo trajektoridja a w-nak. Az X egy ossze-
tett leképezés, amely soran a belsé fiiggvény a Wiener-folyamat altal megva-
lositott w : Q — C (Ry) leképezés a kiils fiiggvény pedig az f : C (Ry) —

C (R;) Borel-mérhets leképezés. Az adaptalt folyamatok altal generalt o-
algebrara nézve az X mérhets marad, ezért az X adaptalt marad. Legyen

2o 0 T () 347+ o (42K (42)) 36 (4) -

k

S )3 () () 35 )
k k
A Z, eloszlasa megegyezik a

Zu =3 ) () 8o+ 3 (s £0) (41 ) A ()

eloszlaséaval, igy X az egyenlet w-hoz tartoz6 megoldéasa, ugyanis az X —
— X (0) = f (w) megoldasa az egyenletnek. O

3.5.2. Erds megoldas létezése

Az erés megoldasok létezését a kivetkezs tétel garantalja:
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3.98. Tétel (Erds megoldas létezése). Tegyik fel, hogy a b(t,z) és a o (t, )
fligguények folytonosak és

b(t,2) =b(t,y)| +]o(tz) -0ty < K-|z—yl

€s
b (t,2)]* + o (t,2)]> < K2 (1 4 2?).

Ha & € L?(Q, Fy), akkor az X (0) = & kezdeti feltétel mellett az alpont elején
definidlt (3.27) egyenletnek van, mégpedig egyetlen X megolddsa.

Bizonyitds. A tétel feltételei mellett a megoldas egyértelmi. A megoldas léte-
zését a kozonséges differencidlegyenletekhez hasonloan egy alkalmasan vélasz-
tott metrikus térben definialt iteracio hatarértékeként definialjuk. Kézenfekvs
modon legyen Xy = € és

X1 (t)éXO—F/O b (s, Xk (s))ds—!—/o o (s, Xk (s))dw(s).

Minden 1épésben az Xj folyamatok folytonosak, kivetkezésképpen az integ-
randusok is folytonosak, igy az iteracié korlatlanul folytathatd. Trividlisan
minden k indexre X}, (0) = £. Mivel a trajektoriak folytonosak, ezért a trajek-
toridk korében a természetes metrika a kompakt halmazokon valo egyenletes
konvergencia. Igy a folyamatok kozott a természetes metrika a kompakt idé-
tartomanyokon a sztochasztikus konvergencidban val6 egyenletes konvergen-
cia.Tegyiik fel, hogy van olyan X folyamat, hogy a megadott konvergenciaban
X — X, vagyis minden £ > 0 esetén

P ( sup |Xk (s) — X (s)] > 5) — 0.
0<s<T

A sztochasztikusan konvergens sorozatoknak van majdnem mindenhol kon-
vergens részsorozata, igy egy részsorozatra az Xy trajektoriai majdnem min-
den kimenetelre egyenletesen tartanak az X trajektoriaihoz, igy az X majd-
nem minden kimenetelre folytonos. A feltétel szerint

b (s, Xk (5)) = (s, X (5))] < K - [ X (5) = X (s)],

igy ha
[b(s, Xk (5)) = b (s, X (5))| > ¢,

akkor
[ Xk (s) — X ()| > /K,
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kovetkezésképpen

P ( sup |b(s,Xx(s)) —b(s,X (5))] > 5) <
0<s<T

€

§P( sup | Xk (s) — X (s)] > > — 0.
0<s<T K

Hasonl6 igaz a masodik integratorra. Mivel a sztochasztikus és a kozonséges

integralas véges idGtartoméanyon felcserélhetd a sztochasztikusan egyenletes

konvergenciaval, ezért

X(t) = lim Xg(t) =&+ lim b(s, Xk (s))ds + lim o(s, Xi(s))dw(s)=

k—oo k—oo 0 k—oo 0
:g+/0 b(s,X(s))ds+/0 o (5, X (s)) dw (s),

vagyis az X megoldasa az egyenletnek.

Rogzitsiink egy T' < oo szamot és mutassuk meg az iteracié konvergen-
cidjat a [0,T] szakaszon. A konvergencia igazolasahoz a sztochasztikus kon-
vergencidhoz képest egy valamivel er6sebb konvergencia fogalmat valasztunk,

nevezetesen az
X\ =4 /E X2
1% \/ (orgnsagXT (s)>

normat. Miként konnyen lathato, ha X a [0, T] szakaszon értelmezett folyto-
nos, adaptalt folyamatok ekvivalencia osztalyainak tere, akkor az (X, |-||,)
Banach-tér.

Mivel az X Banach-tér a konvergencia teljesiiléséhez elég belatni, hogy az
(Xk) Cauchy-sorozat. Az egyértelmiiség igazolasakor mar bemutatott
becslés értelemszerd modositasaval

B <ox<nua<xT ( [ vt X = [T b xii () d)) <

<E <Or<nua<XT </Ou [b(s, X (s)) = (s, Xp—1 (s))| d8>2> S

< K*.E (02% ( 1% = 2 ) d))

<K?.E ( max - /Ou (X5 (s) — Xp_1 (5))2ds)

0<u<T

IN

IN

T
< K2T/O E (X (s) — Xip_1 (s))* ds.
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Hasonlban, szintén a mar latott becslés értelemszerti modositasaval a szto-
chasztikus integralokra vonatkozo (3.15) Burkholder-Davis—Gundy-egyenlét-
lenség felhasznalasaval

E <(0r<rha<XT </0ua'(3,Xk (s))dw (s) — /O“U(S,Xk_l (s)) dw (S)>)2> _
" ((Og% (/0 o (5, X (5)) = 0 (8, Xy (5)) dw (s>)>2> :

T
<4.E</ o (8, Xk (8)) — o (8, Xg—1 (s)))2ds>

( — Xp_1 (s ))2ds>.

Mivel (a + b < 2 (a® +b?) , ezért alkalmas L konstansra

IN

| Xior — X2 2 B (max (Xk+1<s>—Xk<s>>2>s

0<t<T

L/OTE ((Xk (s) = Xp1 (5))2) ds <
< L/OTE (max (Xp (1) — Xp_1 (t))2> ds =

0<t<s

IN

T
:L/ 1 X5 — Xp_1|? ds.
0

Az egyenlGtlenséget iterative hasznélva

| Xpir — Xk||T<Lk/ // IXy = Xoll?, dtx ... dtadty.

A kvadratikus névekedésre vonatkozd mésodik feltétel és a feltételezett £ €
€ L% (Q) miatt ismételten a mar bemutatott gondolatmenet alapjan

1 X1 — Xo”T =E ( max ((Xl (u) — Xo (u))2>) _

<u<lT
2
:E<OI§?§T(/ sfds—i—/oasﬁdw ))>§
2 u 2
<2-E <Or§nuanT< > +Or<nua<XT( o (s,§)dw (3)> ) <
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T T
§2-E<T/ b2(s,§)ds—|—4-/ az(s,f)ds>§
0 0

SA~E</0Tb2(s,f)+02(s,€)d8> <

T
§A~E</ K2(1+§2)ds> < o0.
0

A t6bbszoros integralt indukcioval egyszertien kiszamolhatjuk. Ha k = 1,
akkor [ dt; = T. Ha k = 2, akkor

T 11 T T2
/ / dtydt, = / tydty = —
0 0 0 2

illetve altalaban teljes indukci6val az integral értéke T /k!. Ebbsl

(LT)"

Xk = Xl < X0 = Xol* =

igy a Weierstrass-kritérium alapjan az (Xj) Cauchy-sorozat, kévetkezéskép-
pen az (X}) sorozat konvergens. O

1. A feltétel szerint a & mérhets az Fy-ra nézve. Ilyenkor mivel a w fiig-
getlen névekményti, a £ valtozo fiiggetlen a w Wiener-folyamattol. A £ Fo-
mérhetGségét kihasznaltuk, ugyanis tobbszor felhasznaltuk, hogy az (Xj) so-
rozat elemei adaptaltak arra a filtraciéra nézve, amelyre nézve a w Wiener-
folyamat. Természetesen ha a & nem mérhet§ az Fy-ra nézve, akkor F-
mérheté megoldas nem is létezik. Ugyanakkor a filtraci6 meghatarozasaban
szabadsagunk van és mindaddig bévithetjiik a filtraciot, amig a w Wiener-
folyamat marad a kibdGvitett filtraciora nézve. Ha példaul a & fliggetlen a
w-t6l, akkor a £ és a w altal generalt filtraciora nézve a w Wiener-folyamat
marad, igy altalaban elég feltenni, hogy a £ fliggetlen a w-t6l és elegendd a
filtraciot a o (€)-vel boviteni. Ilyenkor persze az X megoldas az 4j kibovitett
filtraciora lesz csak adaptalt.

2. Idénként a tételben a kvadratikus névekedés feltétele helyett a
b(t,2)] + o ()] < K (1+]a))

linearis novekedés feltételét szokas megadni. Mivel

1
S 1b2)| + 1o (6,)] < /1o (6, ) 4 [o () <
<KV1+22<K(1+|z|),
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illetve ha
b(t, )| + o (t,2)] < K (1+[z]),

akkor

b (¢, )" + o (t,2)* < (b (t,2)] + |o (£, 2)])?

< K (1+]a))” =
= K2 (1+[af* + 2ol <

IA

< K2 (1 + W) + K? (1 + W) ,
vagyis a két megkdtés ekvivalens.

3. Vegyiik észre, hogy a kvadratikus névekedés feltételét csak az

E(/o b° (s,€) + o (s7§)ds> < 00

becslésnél hasznaltuk ki. Vilagos, hogy ha £ = = konstans, akkor ez biztosan
teljesiil a o és a b feltételezett folytonossaga miatt, és ilyenkor a kvadratikus
novekedés feltételére nincsen sziikség.

3.5.3. A martingalprobléma

A kovetkezSkben a gyenge megoldasok 1étezését probaljuk meg igazolni. Els6é
lépésként az tgynevezett martingalproblémat definialjuk. A sztochasztikus
differencidlegyenlet egyiitthatéihoz rendeljiik hozza az

of

(Af) (t,z) = 5 (t,x) +b(t,x) B%Cf (t,z) + %02 (t, ) %f (t,z) (3.33)

differencialoperatort. Az A értelmezési tartomanya legyen az olyan f (¢, x)
fliggvények halmaza, amelyek a t szerint folytonosan derivalhatoak az x sze-
rint pedig kétszer folytonosan derivalhatoak. A fliggvényosztaly szokasos je-
16lése C'1:2.

3.99. Lemma. Legyen X a dX =b-dt+ o - dw sztochasztikus differencidl-
egyenlet eqy gyenge megolddsa. Ha az f (t,x) figguény az A operdtor imént
bevezetett C12 értelmezési tartomdnydnak eqy eleme, akkor az

M (t)éf(t,X(t))—f(OvX(O))—/o (Af) (s, X (s)) ds

eqy folytonos lokdlis martingdl. Ha az f kompakt tartéji, akkor az MY minden
véges intervallumon négyzetesen integralhats martingdl. A lokdlis martingdl,
illetve a martingdl tulajdonsdg természetesen a gyenge megoldds dltal megha-
tdrozott sztochasztikus alaptéren értendd.
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Bizonyitds. Mivel az X egy gyenge megoldas, ezért egy alkalmas w Wiener-
folyamattal

X(t)zX(O)—l—/O b(s,X(s))ds—i—/o o (s, X (s))dw(s).

Az Ito-formula szerint

rex@) - 10x0) = [ Fexeas [ Fexeaxes
1 [to%f
2 ), 92

+ (s, X (5)) d[X] (s)-

szabély miatt

X] (s) = / 02 (u, X (u)) d [w] (u) = / 0 (u, X () du.
0 0
Az asszociativitasi szabaly alapjan egyszert behelyettesitéssel

t
0
! (@)= [ 2 (s, X (5)) 0 (5. X (3)) o (5).
0 833
Mivel a lokalis martingalok szerinti sztochasztikus integralok lokalis martin-
galok, ezért a lemma elsé fele evidens. Tegyiik fel, hogy az f kompakt tartoja,
és legyen K az f tartdja. Akkor az integrandus nulla a

of
ox

halmazon kivil. A 0f/0x derivalt és a o folytonos fiiggvények, ezért a
df [0z (K) o (K) halmaz korlatos, kovetkezésképpen az integrandus korlatos.
Igy a martingal kritérium miatt az M/ minden véges szakaszon négyzetesen
integralhaté martingal. O

(s, X (s)) o (s, X (s)) x ((s, X (s)) € K)

3.100. Lemma. Legyen X egy folytonos sztochasztikus folyamat €és tegyiik
fel, hogy valamilyen b (t,x) és o (t,x) folytonos figgvényekkel definidlt A ope-
rdatorra tetszdleges az operdtor értelmezési tartomdnydba esd, vagyis minden
f e CY? esetén az M7 lokdlis martingdl. Akkor az X a

dX (t) = b(t, X (1)) dt + o (t, X (t)) dw (t)

sztochasztikus differencidlegyenlet gyenge megolddsa. A gyenge megolddsban
szerepld Wiener-folyamat konstrudldsihoz esetlegesen ki kell béviteni az ala-
pul vett sztochasztikus alapteret.
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Bizonyitds. Az allitas igazolasahoz elég feltenni, hogy az f (t,x2) = x és az
f (t,z) = 22 fiiggvényekkel az M7 lokalis martingal. Legyen f (¢t,z) = x. Ha
bevezetjiik a B (t) = fot b (s, X (s)) ds jelolést, akkor a feltétel alapjan az

X(t)—X(O)—/O b(s, X (s))ds = (X = B) (t) — (X — B) (0)

fel az f (z) = 22 fiiggvényt. A feltétel miatt az
2 — 2 — t S S S S — t0'2 S S S =
X0 - X0 -2 [ X@b(s.X @) ds— [ (. X ()
:X2(t)_x2(o)_2/o X(s)dB(s)—/O o2 (s, X (s)) ds

szintén lokélis martingal. A parcialis integralas formulédja szerint

/OthB: (XB) (t) —/Ot BdX

ugyanis mivel a B véges valtozasi a keresztvaridcié nulla. Ugyanakkor az
Ito-formula szerint .
B2 (t) = 2/ BdB,
0
ugyanis ismételten a kvadratikus variacié nulla. Ezeket visszairva, és ismétel-
ten a parcialis integralas formulajat hasznalva

XQ(t)—XZ(O)—Z(XB)(t)—i—Z/O de_/o o2 (s, X (s)) ds =

= (X—B)(t) — (X (0)=B(0))> — B>+ 2/(: BdX — /Ot 02 (s,X (s))ds =

= (X = B)*(t) = (X (0) = B(0))" ~ B>+

t t t
+2/ BdB+2/ Bd(X—B)—/ o2 (s,X (s))ds =
0 0 0
t t
— (X - B)}(t) — (X (0) — B(0))? +2/ Bd(X - B) _/ o2 (s, X (s)) ds.
0 0
Mivel az X — B lokalis martingal, ezért az f; Bd (X — B) is lokalis martingal.
Kovetkezésképpen az

t

(X = B)* (1) - (X (0) - B(0))” —/ % (s, X (s)) ds

0
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is lok4lis martingal. A kvadratikus variacio jellemzése alapjan az X — B kvad-

[X — B](t) = /0 o? (s, X (s))ds.

Ha o (s, X (s)) # 0, akkor definialhatjuk a

. [ 1
w(t):/o md(X—B)(s)

lokalis martingalt. Mivel a polaritasi és asszociativitasi szabaly miatt

w0 = | - Bl -

L (e ds —
_/002(5,)((3)) (s, X (s))"ds =t,

ezért a Lévy-féle karakterizacios tétel alapjan a w Wiener-folyamat és

¢ ¢ 1
/OU(S,X(S))du)(s)—/O a(&X(s))md(X—B)(s)—

)
=X -B)(t) - (X-B)(0),

amit atrendezve

X(t)—X(O):B(t)—F/O o(s,X (s))dw(s) =

:/ b(t,X(s))der/ o (s, X (s))dw(s),
0 0

vagyis az X gyenge megoldasa az egyenletnek. Ha azonban a o (s, X (s)) # 0
feltétellel nem akarunk élni, akkor az alapteret ki kell b6viteni. Az X folya-
matot hordozo alaptér mellett tekintsiink egy tetszéleges masik valoszintiségi
mezGt, amelyen értelmezve van egy w Wiener-folyamat. Példaul tekinthetjiik
a nullabol indulo folytonos fiiggvények terét a Wiener-mértékkel. Kibgvitett
valoszintiségi mezének definidljuk az alaptér és a w folyamatot hordozé tér
szorzatat.
Az egyszertibb jelolés céljabol legyen L = X — B. Legyen tovabba

D02 [ X (0 (5 X () # 0L (5) +

+/0 X (o (s,X(s)) =0)dw(s).
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......

és a polaritasi formula alkalmazéaséval

@l = | U(;(())x (0 (5, X (5)) # 0) d[L] (5) +
+/0 X (0 (s, X (s)) = 0)d [@] (5) +
4o / mx(o(s,){(s)) # 0)x (0 (5. X (3)) = 0) d[L, @] () =

- / Ww (5, X (5)) £ 0) 0 (s, X (5))* ds-+

+/0 X (o (s,X (s)) =0)ds =
:/ X(a(s,X(s));«éO)ds—l—/ X (0 (s, X (s)) = 0) ds — t.
0 0

Vagyis a Lévy-féle karakterizacios tétel miatt a @ ismét Wiener-folyamat.
Vegyiik észre, hogy

Uotx(a (s, X (s)) = O)dL(S)] —/Otgz (5, X (5)) x (0 (5, X (s)) = 0) ds = 0,

kovetkezésképpen

/OX(U(S,X(S))ZO)dL(s):O.

Ebbdl a @ definiciojat beirva, az asszociativitasi szabély alapjan

/Oa(s,X(s))d@(s):
¢ 1
= [ 75X ) gy (5 X () £ 0 L () +
+/ o (5,X(8))x(c(s,X (s)) =0)dw(s) =
0
=[x X @) £0)dL ) -
— [ XX @) £0dLE) + [ x(0(5.X () = 0)dL () =
0 0

/tldLL(t)L(O).
0
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Az L = X — B jeldlést visszairva

/J(S,X(s))d@(s):X(t)—X(O)—/ b(s, X (s))ds,
0 0

amit atrendezve

X(t)—X(O):/O b(s,X(s))ds—i—/O o (5, X (s)) dib (s),

igy az X valoban gyenge megoldasa az egyenletnek. O

A figyelmes olvasé azonnal észrevette, hogy a o (s, X (s)) = 0 esetben
a sztochasztikus integralok integrandusai nem balrél folytonos fiiggvények.
Az ebbdl ereds problémakat a kévetkezd pontban a sztochasztikus integralas
kiterjesztésével fogjuk orvosolni.

3.101. Lemma. Az el6z6 dllitasban elegendd feltenni, hogy minden kompakt
tartdji kétszer folytonosan derivdlhaté f (z) esetén az M7 martingdl.

Bizonyitds. Tekintsiik a
r = inf {¢] |X (8)] = n}

szintatlépési idGket. Legyen g, egy olyan kompakt tartéju, kétszer derivalha-
t6 fuggvény amely a [—n, n] szakaszon éppen egy. Ekkor ha f (z) = z, vagy
f(z) = 22, akkor az fg, szorzathoz tartozé6 M79» lokalis martingal valo-
di martingal, ugyanis az fg, kompakt tartoju. Ugyanakkor az M/9 (1) —
— M79» (0) martingalt megallitva a 7,, pontban

Tn /At Tn At
fon (X (70 AT)) = Afgn(X(s))ds = f(X(mn A1) = Af (X (s))ds
0 0
egy martingal. Kovetkezésképpen az M7 lokalis martingal. [

3.102. Definici6é. Ha egy X folyamatra tetszéleges f (¢, ) kompakt tartoja,
a t szerint folytonosan derivalhato, az x szerint kétszer folytonosan derival-
hato fiiggvényre az M¥ martingal, akkor azt mondjuk, hogy az X megoldasa
a martingalprobléménak.

3.103. Példa. Wiener-folyamat és a tiikrozott Wiener-folyamat mint szto-
chasztikus differencialegyenlet megoldésa.

Ha a sztochasztikus differencidlegyenlet b és o paraméterei nem fiiggnek
az 1d6tdl, akkor az A operator helyettesithetd az

1

(AF) () = () [ (@) + 50% (@) 5] (2)
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maésodrendd, linearis differencidloperatorral. Ezek koziil a legegyszertibb a
b =0, o =1 eset, amelyhez tartozé megoldasok értelemszerten a kiilonbozs
pontokbol elinditott Wiener-folyamatok. Péld4ul ha f (x) = 22, akkor

Mf(t)in(t)wZ(O)/Otlds—wQ(t)t7

amely lokalis martingal. Ha f (z) = x, akkor

Mf(t)%w(t)—w(())f/o 0ds = w(t),

amely szintén lokalis martingal. Vegyiik észre, hogy ha a w helyébe a |w]
tlikrozott Wiener-folyamatot irjuk, akkor az els6 kifejezés tovabbra is lokalis
martingal lesz, a masodik azonban nem. Legyen f egy olyan kétszer folyto-
nosan derivalhato fiiggvény, amelyre f’ (0) = 0. Ilyenkor a

o J f(z), ha >0
g(x)_{f(:r), ha x <0

szintén egy kétszer folytonosan derivalhato fliiggvény. A g szimmetridja miatt

1

MY (6) = f (ol (1) ~ f (0] (0)) — 5 / £ (] (£)) ds =
) —gw©) -3 [ & @®)ds

amely az Ito-formula miatt lokalis martingal. A w és a |w| Markov-folyamatok,
igy, miként alabb latni fogjuk, definialhaté a

(GF) (z) = lim LX) = f (@)

h\0 h
i BTG (X () — BT ( (X (0)))
h\0 h

infinitezimalis generatoruk. Erdemes felidézni, hogy Markov-folyamatok ese-
tén minden x esetén definidlhaté egy az x pontbodl egy valdszintiséggel elin-
ditott folyamat P* eloszlasa. Az E® az ehhez az eloszlashoz tartozoé varhato
érték. A G operator értelmezési tartomanya értelemszertien azokbol az f
fliggvényekbdl 4ll, amelyekre a hatarérték az X folyamat minden lehetséges
indulballapota esetén létezik és persze véges. Ha X egy Wiener-folyamat és
f egy kompakt tartoju, kétszer folytonosan derivalhato fliggvény, akkor az
imént elmondottak alapjan, felhasznélva, hogy mivel az f kompakt tartoja
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ezért az M/ valodi martinga
Er(f(w(h))) - f(x)

(G) () = im n = lim - = (334)

B (M () + [y (Af) (w () ds)

:}1}{‘% N =

B An e ds)
RN\0 h
1 E (foh f”(w(s))dS) 1, ( K f”(w(s))ds)

=lim — =-F|lim &———"— | =
RN\O0 2 h 2 R\0 h
1 1

ahol kihasznaltuk, hogy mivel az f” folytonos és kompakt tartéju, ezért kor-
latos, igy a varhato érték alatti kifejezés is egyenletesen korlatos, igy a ha-
tarérték és a varhato érték felcserélhets. Vagyis a Wiener-folyamatok mint
Markov-folyamatok infinitezimaélis generatoranak értelmezési tartomanya tar-
talmazza a kompakt tartdju, kétszer folytonosan derivalhaté fiiggvényeket, és
ezen az osztalyon a G éppen az f”/2 operator. Ha azonban az X a tiikro-
z6tt Wiener-folyamat, akkor az X értékkészlete az R, igy az infinitezimalis
generatora is csak az R -on értelmezett fiiggvényekbdl all, de csak az olyan
kétszer derivalhato fliggvényeket tartalmazza, amelyekre f/(0) = 0. Példaul

ha f >0, és az x = 0 egy ¢ sugart kornyezetében f (z) = x, akko@
oo EY(f(Jwl(R) —0 _
(G 0) = Jim - = Jim e [ 7 (e (<57 ) a2 =

:}lli{‘%h\/i/oof(z)exp< 22>dz—
h\OhF/ \fu exp(—)fdu>

(5/\f 2 \/» C
> lim Vhuex hdu > lim — — oo.
_h\oh\/ p< 2) ARV

Az elmondottak kozvetlen altalanositasaval azonnal belathato, hogy ha egy
sztochasztikus differencidlegyenlet b és o paraméterei folytonosak és nem

36 A Markov-folyamat definicivjaval Ssszhangban w (t) most az x pontbél inditott
Wiener-folyamatot jel6li.

37 Az f természetesen nem kompakt tartoja, de a példa alapjan kénnyen csinalhatéd
olyan példa is, ahol az f kompakt tart6ja, illetve a szamolas egyszert modositasaval
belathato, hogy valahanyszor f € C2 és f’ (0) # 0, akkor a hatarérték nem létezik.
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fliggnek a t-t6l, akkor a megoldasokbol készitett homogén Markov-folyamatok
infinitezimalis generatora értelmezve van a kétszer folytonosan derivalhato,
kompakt tartoju fliggvények téren, ahol a generator éppen az

1
(Af) (@) = b(2) f' (2) + 5o () [ (2)
differencidloperator. Ebbdl kovetkezGen a |w| egyetlen ilyen tipust sztochasz-
tikus differencidlegyenletnek sem lehet a megoldasa. A sztochasztikus folya-
matok elméletének terminologidja szerint a |w| tikrozott Wiener-folyamat
folytonos difftzio, de nem Ito-diffuzio. O

3.5.4. Gyenge megoldasok létezése, Szkorohod tétele

A sztochasztikus differencialegyenletek elméletének egyik legszebb eredménye
a kovetkezG:

3.104. Tétel (Szkorohod egzisztencia tétele). Ha a b(t,x) és a o (¢, x) figg-
vények folytonosak és teljesil a linedris novekedés feltétele, vagyis alkalmas
L konstanssal

b (t, )| + o (t,2)] < L-(1+|z),

akkor a
dXt)=b(t, X ({@)dt+o(t, X (t)dw(t), X(0)==z

egyenletnek van gyenge megolddsa, vagyis egy alkalmas valdszinidségi mezdn
az egyenletnek van olyan X megolddsa, amelyre X (0) = x.

A tétel bizonyitasdhoz sziikségiink lesz néhény valészintiségszamitasbol is-
mert eredményre. Ezeket elGszor réviden ismertetjiik. Az els6 az ugyancsak
Szkorohodtoél szarmazoé reprezentacios tétel:

3.105. Allitas (Szkorohod). Legyen (X,d) egy teljes szepardbilis metrikus
tér, és legyen (P,) az (X,d) Borel-halmazain értelmezett valdszindségi mér-
tékek eqy sorozata, amely gyengén tart eqy P valdsziniségi mértékhez. Ekkor
taldlhato olyan (Q, A, P) valdszindségi mezd és az (Q, A, P) téren értelme-
zett (X,d) értékd valdszindségi vdltozok (§,,) sorozata, amelyre egyrészt a &,
eloszldasa éppen P,, mdsrészt a &, majdnem minden kimenetelre tart eqy &
vdltozohoz, amely eloszldsa éppen P. Vagyis eqgy teljes szepardbilis metrikus
téren a valdszintiségi mértékek gyenge konvergencidja reprezentdlhato valdszi-
niségi valtozok majdnem mindenhol valé konvergencidjdval.

A masik allitas a Prohorovtél szarmazé kovetkezd kompaktsagi feltétel:
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3.106. Allitas (Prohorov). Legyen (X, d) egy metrikus tér. Az (X, B (X)) té-
ren értelmezett (P,) valdszindségi mértékeket szorosnak mondjuk, ha minden
€ > 0 szamhoz létezik K. C X kompakt halmaz, hogy minden n-re eqyideji-
leg P, (K°) < e. Ha valamely (X,d) metrikus tér Borel-halmazain értelme-
zett (Py,) sorozat szoros, akkor a sorozatnak létezik (Py,) gyengén konvergens
részsorozata.

Szkorohod egzisztencia tételének bizonyitasa sordan Prohorov tételét a
C ([0,00)) metrikus téren akarjuk alkalmaznﬂ A szorossagi feltétel meg-
taldlasahoz sziikségiink lesz az folytonos fiiggvények terében a kompaktsagot
karakterizalo Arzela—Ascolli-tételre:

3.107. Allitas (Arzela-Ascolli). Legyen F valamely [a,b] kompakt szakaszon
értelmezett folytonos fiigguények eqy csalddja. Az F lezdrtja pontosan akkor
kompakt az egyenletes konvergencia topologiaban, ha az F pontonként kor-
latos €s egyenld mértékben egyenletesen folytonos, vagyis minden x pontban
az {f (z) | f € F} halmaz korldtos és barmilyen € > 0 szdmhoz van olyan 9,
hogy minden f € F esetén |f (x) — f (y)| < € valahdnyszor |z — y| < 4.

Az Arzela—Ascolli-tétellel karakterizalhatjuk a folytonos fliggvények terén
értelmezett szoros sorozatokat :

3.108. Allitas. Legyen (P,) a C ([0,00)) téren értelmezett valdsziniségi mér-
tékek egy csalddja. A (P,) halmaz pontosan akkor szoros, ha

Jim sup P (£ (0)] > ) =0
és barmely T és € > 0 esetén
limsup P, ({f | U (£ T.6) > <)) =0,
ahol
U(f,T,0) =max{|f(t)—f(s)]|0<s<t<T, |t —s| <}

az [ figguény [0,T] szakaszon 0-hoz tartozé folytonossdigi modulusa.

Bizonyitds. Egy metrikus térben egy K halmaz pontosan akkor kompakt, ha
minden a halmazba es@ sorozatnak van konvergens részsorozata. A C ([0, 00))

38 Ha az X topologikus tér o-kompakt, vagyis X = U, Ky, ahol Ky, kompakt, akkor

oo oo

1 1 , )
az ||f|| = Z — sup |f(z)] = Z o Hf||C(Kn> egy kvazinorma és a d (f,g) =

ne—1 2n z€Knp —
= ||f — gl egy teljes metrikus tér. Ha az X metrikus tér is, akkor a C'(X) teljes
szeparabilis metrikus tér.

n=1
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topologidjanak definicioja szerint ha egy sorozat konvergens, akkor a [0, 00)
minden kompakt részhalmazan a sorozat egyenletesen konvergens. Megfordit-
va tegylik fel, hogy egy K C C ([0, 00)) halmazba ess fiiggvények Gsszessége
minden [0, 7] alaku szakaszra valo lesztikitése kompakt. Ha most (f,) C K,
akkor a sorozat lesztikitése a [0,1] intervallumra rendelkezik egy konvergens
részsorozattal, amit jeloljon ( f,g”). Ezt kovetSen az ( 7(11)) lesziikitése a [0,2]
intervallumra szintén rendelkezik egy konvergens részsorozattal, stb. Kénnyen
lathato, hogy az ( fén)) ugynevezett diagonalis sorozat, amely az (f,) egy

olyan részsorozata, amely a [0, 00) minden kompakt szakaszan egyenletesen
konvergens. Ebbdl kovetkezden a C ([0, 00)) egy K részhalmaza pontosan ak-
kor kompakt, ha minden [0, T] alakt szakaszra valo lesztikitése kompakt.

Tegylik fel elgszor, hogy a (P,) mértéksorozat szoros. Legyen 7 > 0 tet-
sz6leges, és legyen K olyan kompakt halmaz, amelyre P, (K) > 1 — 7 min-
den n-re. Ekkor a K tetsz6leges [0, T] szakaszra valo lesztikitése is kompakt.
Ekkor az Arzela—Ascolli-tétel miatt az {f (0) | f € K} halmaz korlatos, igy
ha y elég nagy, akkor az {|f (0)] > y} halmaz nem eshet a K-ba, vagyis
P, (|f (0)] > y) < 7 minden n-re, igy az elsd feltétel teljesiil. Az egyenld mér-
tékben valo egyenletes folytonossag felhasznaldsaval hasonléan igazolhat6 a
masodik feltétel is.

A forditott irany igazolasdhoz tegyiik fel, hogy a két feltétel teljesiil. Ve-
gytink egy [0,T] szakaszt és egy 7 > 0 szamot. Legyen y > 0 olyan, amelyre

.
sup Po (1 (0)] > ) < 577

A (0y) sorozatot valasszuk ugy, hogy

swr, ({1100.7.00 > 1) < g

Legyen
0 1 o o0
KT = {f | |f(0)| S yvU(f,T76k?) S %ak: 172a"'}a K:mTZIKT-
A K halmaz zart és
T > T T
Po(Kr) 21 = oy =) o =1 = 57
k=1

és
-

Pn(K)z1—ZQT:1—T.
T=1
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Meg kell mutatni, hogy a K kompakt a C ([0,00)) térben. Az f (0) korla-
tossaga és az egyenld mértékben valé egyenletes folytonossdg miatt minden
f € Kr esetén

1F @< 1F O]+ D 1F (k) = f (te1)] < 1f(0)| + Ne < L,
k

vagyis a K7 halmazba esé fliggvények csaladja minden pontban egyenletesen
korlatos, igy az Arzela—Ascolli-tétel miatt, a K lezartja kompakt a C ([0, T])
térben. Mivel a K zart, ezért a K kompakt a C ([0, T]) térben, kovetkezés-
képpen a K kompakt a C ([0, 00)) térben. O

3.109. Allitas. Legyen (X,,) valamely valdszintiségi mezdn értelmezett foly-
tonos sztochasztikus folyamatok egy csalddja. Ha léteznek a, 3 és v pozitiv
konstansok, amelyekre minden n-re

E (|X, (0)]") < M < o0

E (X, (t) = X, (s)|*) S Mplt—s|"™7, 0<s<t<T,
akkor az (X,,) folyamatok eloszldsaibol dllo (P,) sorozat szoros.

Bizonyitds. A Markov-egyenlGtlenség szerint minden n-re

P (|X,, (0)] > y) < y%

és igy ha y — oo, akkor az el6z§ allitas els6 feltétele teljestil.
Legyen € és § > 0 tetszbleges. Az egyszeriibb jelolés kedvéért feltehetjiik,
hogy a T egész szam. Ugyancsak a Markov-egyenlGtlenség szerint tetszéleges

c esetén
i+1 i 1 1\"*
Pl X, - X, | = < Mp|— 20Mme —
(b (57) - (35)| > ) < 2 (35)
= MTQ*mﬂn(ﬁfca).

Felhasznalva, hogy a [0, T| szakaszban éppen T2 darab diadikus intervallum

van
i+1 i 1
X, — X, [— < MyT - 27 m(B—ca)
(5) -5 ()| ) < o

Legyen 0 < ca < 3, tovabbé a v legyen olyan, amelyre

1+2/(2¢—1)
5o <e

P max
0<i<2mT—1
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i+1 i 1 >
X, (— ) —Xx,,(— <M T§ 9—m(f—ca)

m=v

és
o
P U max
0<i<2mT—1
=v

ahol ¢ és ¢ a korabban rogzitett konstansok. Ha €2, jeloli a valdszintiség
mogotti egyesités altal kijelolt halmazt, akkor értelemszertien P (Q,) < § és
ha w ¢ §,, akkor

i+ 1 ) 1 + 1
X, trl yw | — X, L wll < —, le/,ZJr <T.
2m 2771 2mc 2m

Jelolje Dy a [0,7] szakaszba es6 diadikus racionalis szamokat. Az
[i/2¥, (i + 1) /2¥) alakt intervallumba es6 diadikus racionalis szdmok felir-
hatok

J
s=1i/2"+ ) d/2"

=1

alakba, ahol értelemszerten d; 0, vagy 1. Ha w ¢ Q,,, akkor a j darab digitalis
jegyet kozbeszarva

Legyenek s,t € Dp. Ha most alkalmas i-re

cefizti c[i it
Gl JULT DR I
v v )’ v v )7

akkor a v megvalasztédsa miatt

X (s) = X (;)M X, <2ZV) - X, (Z;Vl>'+

[ X (8) = X ()] <

,— 1
Ju () ol
< 1 1 n 1 n 1 1 1 2 1) <
— 9Qrc9c _ 1 qvc 21/026_1_21/6 2¢c _ 1 &

Ha pedig

e liitt C[iitl
P A DA T
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akkor, ismételten a v megvalasztasa miatt

1 1
< —_— .
722%20_1 <e

[ X (8) = X (D)] <

Ebbol kovetkezGen, ha w ¢ Q,,,s,t € D és |s —t| < 1/2%, akkor
X, (5) — X (8)] <

A Dy stirt a [0,T]-ben és mivel az X,, folytonos, ezért ha w ¢ Q,,, akkor az
egyenl6tlenség minden 0 < s <t < T esetén igaz. Ebbgl kovetkez6en minden
n-re

X,8) =X, @) >e)<P(Q,) <6
<s,t€[O,TI]r,l|§}_{t|<2—u | (S) ( )| 5) ( )

vagyis a masodik feltétel is teljestl. O
3.110. Allitas. Szkorohod egzisztencia tétele teljesiil, ha b és o korldtos.

Bizonyitds. Az allitas bizonyitasat tobb lépésre bontjuk. Az allitas tobb di-
menzidban is érvényes, de a jelolés egyszertisége miatt csak az egydimenzids
esetben mutatjuk meg. Az altalanos eset indoklasa a bizonyitas egyszerd mo-
dositasaval kaphaté. A bizonyitas alapgondolata viszonylag egyszert: Els6
lépésben a b és o fliggvényeket kicseréljiik olyan (b,) és (o,) fiiggvények-
re amelyekre teljesiil az erés megoldas létezésérdl szolo tétel. Az igy kapott
egyenleteket megoldjuk, majd a megoldasokbol kapott (X,,) sorozatrol belat-
juk, hogy kielégiti a Prohorov-tétel feltételeit, vagyis belatjuk, hogy az (X,,)
sorozat eloszlasainak halmaza tartalmaz egy gyengén konvergald részsoroza-
tot. Szkorohod reprezentacios tétele miatt taldlhato olyan valoszintiségi mezd,

amely felett talalhatok ()? n) fliggvényértékd valosziniségi valtozok, amelyek
eloszlasa megegyezik az (X,,) eloszlasaval, és amelyre majdnem minden kime-
netelre az ()Z’n) sorozat konvergal. A konstrukcioban szerepls (by,) és a (o,,)

fliggvények minden t-re az = valtozo szerint a kompakt halmazokon egyen-
letesen tartanak a b és a o fiiggvényekhez. Vegyiik észre, hogy miként azt
korabban mar tobbszor hasznaltuk az azonos eloszlas feltétele miatt az X,
szintén gyenge megoldasa a sztochasztikus differencidlegyenletnek. Ennek oka
az, hogy az egyenlet megoldasa azt jelenti, hogy a folyamat két, a folyamattol
fliged, szochasztikus integral Gsszege. A sztochasztikus integralok az integran-
dusok folytonosséga miatt a kozelits 6sszegek sztochasztikus konvergenciaban
vett hatarértékei és mivel az eloszlasok azonosak ezért a kozelits Gsszegek el-
oszlasa is azonos és kozelits osszegek sztochasztikus konvergenciaja, illetve az
Osszegnek a folyamathoz vald konvergenciaja is egyszerre teljesiil. Mivel az
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()N( n) sorozat tagjai gyenge megoldasai a megfelels egyenletnek, ezért kielégi-
tik a b, és a 0y, egylitthatok altal definialt A, f operatorhoz tartozé martingél
problémat, vagyis tetszéleges f kompakt tartoja fliggvény esetén az

t

ML 0= (650 0) = 1 (0.5, ©) = [ (4u) (5., (5)) ds

0
martingal. Mivel (A, f) (¢,2) minden ¢-re a b és a o fliggvényekhez tartozo
(Af) (t, x) fiiggvényhez tart, mégpedig az f (¢, z) z-szerinti tartojan egyenle-
tesen, ezért

(Auf) (5 Xn () = (AD (5. X ().

Mivel az M| egyenletesen korlatos, igy a hatarérték a feltételes varhato érték-
kel felcserélhetd, ezért a hatarérték elvégzése utan az X kielégiti a martingal
problémat a b és a o fliggvényekkel, igy az X az eredeti egyenlet gyenge
megoldasa.

Most térjiink ra a bizonyitas egyes lépéseinek bemutatasara.

1. Legyen g (x) > 0 olyan végtelen sokszor derivalhato fliggvény, amely
tartoja része a [—1,1] szakasznak, és amely integralja egy. A

cm(t,x):n/m o (ty) g (n(z —y))dy =

— 00

:/OO a(t,x—%)g(u)du:

— 00

:/110<t7w—2)g(u)du

fliggvény minden t-re az x szerint végtelen sokszor derivilhato és a derivélas
elvégezhets az integraljel alatt. A o, fiiggvények mindegyike korlatos és a
kozos korlatjuk megegyezik a o korlatjaval. A o korlatossaga miatt

Ooy, (ta '17)
ox

oo

< nz/w lo(t,y)g' (n(z —y))|dy < L'HQ/ g/ (n(z —y))| dy =

— 00 — 00

e’} 1
:Ln/ |g’(u)|du:Ln/ lg’ (u)] du = K,

—o0 —1

ahol az L a o egy korlatja. Igy a K Lipschitz-konstans valaszthato a t-t6l
fliggetleniil. A o folytonos, igy a kompakt halmazokon egyenletesen folytonos,
ezért minden t-re

|an<t,w>—o<t,x>|g/

1 ‘a (t,m—%) —0(t,x)‘g(u)du—>0
1
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az x valtozo szerint kompakt halmazokon egyenletesen. Hasonléan eljarva
konstrualhatjuk a b, (¢, x) fiiggvényeket.

2. Legyen M olyan folytonos, korlatos martingal, amelyre M (0) = 0. Az
Ito-formula szerint

M*(t)=4-M*e M +6-M>e[M].

Felhasznalva, hogy az M korlatossaga miatt az M3 eM sztochasztikus integral
martingal

B (01! () =6 B (M s [M)) () <6-B ( swp M2 (5)- 1 (1)) <

<6 E((OsgggtM2<s>)2) E ([0 (1)) -
_ 6\/E (02%1\44 (5)> E ([M}2 (t)).

Az M? nem negativ submartingal, igy a Doob-egyenl6tlenség szerint
2
E (( sup M? (s)) > =E ( sup M* (S)) <
0<s<t 0<s<t
< (2 2-E(M‘*(t)) <
<\371 <

<4. 6\/E (Ossgztw (s)) E ([M]2 (t))

vagyis alkalmas C' konstanssal

E < sup M4 (s)) <CE ([M]2 (t)) :

0<s<t

ahol a C' konstans fiiggetlen az M-t5l. Konnyen lathato, hogy lokalizacioval
az egyenlGtlenség kiterjeszthets tetszéleges folytonos lokalis martingélrﬂ

3. A sztochasztikus differencidlegyenletek erds megoldasarol szolo tétel
alapjan léteznek a

dX,, (t) = b (t, X (8)) dt + 0 (£, X, () dw

39 Vegyiik észre, hogy a belatott egyenlStlenség az altalanos Burkholder-Davis—Gun-
dy-egyenl6tlenség, p = 4, egy specialis esetét igazoltuk. V.6.: (3.16) sor, oldal.
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megoldéasok. Az el6z6 egyenlStlenséget, valamint a b, és a o, egyenletes kor-
latossagat felhasznalva

E (X, (t) = X, (5))") =

:E<(/Stbn (u,Xn(u))du—i—/:an (u, X, (u))dw>4> <
<$.E ((/:bn (u, X,n (u))du>4—|— </stan(u,Xn(u))dw>4> <

<C-|t—s*.

Mivel X,, (0) = x, ezért az (X,,) sorozat teljesiti a Prohorov-tétel feltételeit,

igy a bizonyitas elején emlitett megfontolasok miatt létezd X gyenge megol-
désa a sztochasztikus differencidlegyenletnek. O

A bizonyitas kovetkezs lépéseként elhagyjuk a korlatossag feltételét és

egyedill a b és a o folytonossigat tessziik fel. Ilyenkor el6fordulhat, hogy
a megoldas egy véges idGtartomanyon végtelenhez tar@ Ezt kezelendd defi-
nialjuk a felrobbané megoldas fogalmat: Tekintsiik a fazistér, jelen esetberﬁ
az R, egy pont kompaktifikacioj é@ és a fazistér értéki folytonos fiiggvények
helyett tekintsiik azokat a kompaktifikalt térbe hato f folytonos fiiggvénye-
keﬂ amelyekre ha f (t) = y*, ahol y* a kompaktifikicio soran a fazistérhez
hozzavett pont, akkor minden s > t esetén is f (s) = y*. Masképpen fogal-
mazva a fazistérbe haté folytonos fiiggvények helyett a lehetséges trajektori-
ak legyenek a kompaktifikalt térbe hato folytonos fiiggvények csaladja, de a
trajektoriakat megallitjuk a kompaktifikdciohoz hasznélt y* pont e-vel jelolt
elérési idejében™]
3.111. Definicié. Egy sztochasztikus differencidlegyenlet felrobbané megol-
déasén egy olyan X a kompaktifikalt térbe hato, folytonos és adaptalt folya-
matot értiink, amelyre a sztochasztikus differencidlegyenlethez tartozo
integralegyenlet a [0, e) véletlen intervallum minden pontjaban teljesiil.

Erdemes hangsilyozni, hogy ha X egy felrobbané megoldasa egy szto-
chasztikus differencidlegyenletnek, akkor a

T =inf {t | | X (¢)| > n}

40 Gondoljuk példaul az 2’ = x? kozdnséges differencislegyenletre.

41 A gondolatmenet minden tovabbi nélkiil alkalmazhato akkor is, ha a fazistér vala-
milyen véges dimenziés R? teér.

42 A kompaktifikalt tér egy kompakt metrikus tér.

43 Bgydimenzits fazistér esetén a kompaktifikilt térben valo folytonossag azt jelenti,
hogy a robbanéas id6pontja felé haladva a trajektoria nem oszcillalhat a két, oo,
végtelen kozott.

44 ¢ mint explosion, robbanas.
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idépontok megallasi iddk, és 7,, * e. Ennek igazolasadhoz el6szor megjegyez-
ziik, az y* kornyezetei az {|z| > a} alaka halmazok és mivel az X folytonos,
ezért az {|X (t,w)| |t <e(w)} Osszefiiges, igy 7, < e. Ha e (w) < oo, akkor
tetszoleges € > 0 esetén a [0, e (w) — €] szakasz kompakt, ezért az X (¢, w) tra-
jektoria ezen a szakaszon valos értékii és ezért a folytonossag miatt korléatos,
igy elég nagy n indexre 7, (w) > e (w) —e. Ha e (w) = oo, akkor az X (t,w) az
egész idStengelyen valos értékd, igy a 7, * 0o, ugyanis, ha a (7, (w)) sorozat
hatarértéke véges lenne, akkor ez ellentmondana annak, hogy az X (¢,w) va-
16s értéki folytonos fiiggvény. Megmutatjuk, hogy a 7, megéallasi id6. Vegyiik
észre, hogy a 7, egy zart halmaz folytonos adaptalt folyamat altali talalati
ideje, igy a korabban bemutatott gondolatmenet egyszertien modosithato:

{m <t} = {IX1([0,2]) N[0, n] # 0}

ugyanis a metszetben szerepl§ két halmaz kompakt, igy amennyiben nincs
kozos pontjuk a tavolsdguk pozitiv. Ebbdl kévetkezGen

{m >t} ={X ()] <n,reQr<t}eF.
Kovetkezésképpen az e is megallasi id§, ugyanis
{e <t} =n, {m <t} € F.

3.112. Lemma. Ha a b(t,x) és a o (t,z) folytonos fiigguények és teljesiil

a linedris ndvekedési feltétel, illetve ha a b és a o folytonos és nem fiigge-

nek a t-t6l, akkor a fenti (3.27) sztochasztikus differencidlegyenlet rendelkezik
™)

felrobband gyenge megolddssaf{=).

Bizonyitds. Elegend6 megmutatni, hogy alkalmas valésziniiségi mezén létezik
olyan a kompaktifikilt térbe hato folytonos, adaptalt sztochasztikus folyamat,
amelyre ha p,, jeloli az {|X| > n} halmaz talalati idejét, akkor minden n-re
és minden kétszer folytonosan derivalhatd, kompakt tartoju f (z) fliggvény
esetén az

tApn
L(tAp) = F(X(EAp) = FXO) = [ AF (X (5))ds
0
martingal. Ebbdl kovetkezGen az L a [0, lim p,,) véletlen intervallumon lokalis

martingal. Ebbdl a méar bemutatott médon belathatd, hogy az egyenletnek
az X gyenge megoldasa a [0,lim p,,) = [0, e) intervallumon. Legyen

t,r) = 1
p(t,z) = 14+ 1b(t,z)| + o (t,z)|

45 Késsbb, Szkorohod tételének igazolasaként, megmutatjuk, hogy az els6 esetben a
megoldas nem robban fel.
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0 < p <1 egy olyan folytonos fiiggvény, amelyre a b= pb és az o = po
fliggvények korlatossak. Legyen Aa megfelel§ differencidloperator. Az elézé
allitas alapjan van olyan valdszintiségi mezs, amelyen értelmezve van egy X,
amelyre az

L) éf(f( (t)) _f(f( (0)) _/Ot (Zf) ()? (5)) ds (3.35)
martingal. Legyen Q (¢ fo ( )ds és legyen

eéQ(oo):/Ooop(s,)?(s» ds.

Mivel 0 < p < 1 a @ minden t-re véges, illetve 0 < e < co. Mivel p > 0 ezért
a @ szigortian monoton né, és nyilvan folytonos, igy van folytonos inverze,
amelyet jeloljon o (¢). A o (t) nyilvan a [0,e) halmazon van értelmezve és
limy . o (t) = co. Mivel a p és az X folytonosak, ezért a @ definiciojaban
szerepld integral tekintheté Riemann-integralnak, ezért az integral a kozelité
Osszegek hatarértéke, igy a QQ adaptalt, kovetkezésképpen, mivel a o (¢) éppen
azon els§ idGpont, ahol a @ eléri a t szintet, a o (¢t) minden ¢ idépontra
megéllasi id6. Vezessiik be a Gy = F, (4 filtraciot és legyen

. [X((@), ha t<e
X(t)_{ y*, ha t>el’

Alabb egy kiilon lemméaban belatjuk, hogy az X (t) a kompaktifikalt térbe
hato folytonos leképezés. Ha ezt mar tudjuk, akkor mar majdnem készen
vagyunk. Legyen 7, az X szintatlépési ideje. A fenti sorban definialt L

F-martingal. Ebb6l kovetkezen felhasznalva, hogy az A definiciéja alapjan
A=pA

() = L(ry A1) = £ (X(t A7)~ £ (X(0)) /O o (47) (X (s))ds =
=1 (Funm) -1 (R0) - [ (X 0) (40 (K ) as

megallitott folyamat is F-martingal. Kovetkezésképpen a megallasi opciokrol
sz016 tétel miatt a t — o (¢) helyettesitéssel kapott
t L™ (o (t) =

1 (Fe@am) s (F0) - [ (X ) @4 (R ) i

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

3.5. SZTOCHASZTIKUS DIFFERENCIALEGYENLETEK 183

G-martingal. Legyen p,, a bizonyitas elején bevezetett megallasi id§, vagyis
pu = int {¢ ] |X (0] = n}.
Vegyiik észre, hogy az X definicidja alapjan 7, = o (p,), igy
c(t)ANTp,=0@)No (1) =0 (tApn),

Ebbésl

X(ot)Am) =X (o (tApy)) =X (EApn).

Ugyanakkor

t 1 B tp(s,)z(s)) -
/Op(s,)ﬂs))dm)_/op(s,)ﬂs))d "
igy s = o (s) helyettesitéssel

ot o(Q(s))
w0 = [ ox ) / o Few) -

¢ 1
:/o P (3. X6

kovetkezésképpen ismét s = o (s) helyettesitéssel

/OU(M) p(5.X(5)) (A7) (X (5)) ds =

-/ " (o(0). Ro(s)) (A) (R (0 (5))) dos) = / anens

Ebbdl az
L™ (o (1)) = f (X (tApn)) = £ (X (0) - /0 " (Af) (X (s))ds

G-martingal, amibdl az allitds mar evidens. O
Térjiink ré a lemmara:

3.113. Lemma. Ha valamely w kimenetelre e (w) < oo, akkor a kompaktifi-

kdlt tér topologidjaban

lim X (t,w)=1y".
Hm (tw)=y
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Bizonyitds. Elegendd belatni, hogy ha egy w kimenetelre

o0
e(w) = / P (s,X(s,w)) ds < 00,
0
akkor az w-hoz tartozé trajektorian

lim X (t,w) = lim X (o (t,w W = lim X t,w)=1y".
i (t,w) m (0(t,w),w) = lim X (t,w) =y

Legyenek 0 < y < z olyanok, hogy ‘f( (O)‘ = |x| < z. Definialjuk a megallasi
id6kbdl allo kdvetkezs sorozatot :

01%0, 71 = inf t>01|5€(t)>2 s
Ugéinf{t>71\‘X(t)‘<y},72éinf t>(72| X(t) >z

Egy adott kimenetelre harom eset lehetséges: Van olyan n index, hogy 7,, <
< 00, és 0,41 = 00, vagy van olyan index, hogy o, < 0o, de 7, = o0, illetve
hogy minden n-re a o, és a 7,, véges. Megmutatjuk, hogy ha valamilyen y < z
esetén az utobbi két eset teljesiil, akkor [;°p (s, X (s)) ds = oo.

1. Ha valamely kimenetelre o, < oo és 7,, = co, akkor erre a kimenetelre
a t > o, halmazon |X (t)’ < 2. Ha a b és a o egyiitthatok fliggnek a t-t6l,

akkor a feltételek szerint teljesiil a linearis novekedés feltétele, igy

1 1
1+ b(t,)?(t))‘—k‘o (t,f{(t))‘ - 1+L(1+‘)?(t)‘)

p(LX W)=

> 25" >0.
“1+L(ltz P~

Ha a b és a 0 nem fiigg a t-t6l, akkor a {|u| < z} halmazon a folytonos |b| és
|o| rendelkezik maximummal, igy

>p" >0,

. _ 1
p<t,X(t)) :p<X(t)> = 1+’b()~((t))’+‘g <)~((t))’

fgy mind a két esetben [~ p (s, X (s)) ds = oo.
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2. Tekintsiik azt az esetet, amikor a 7,, és a o, véges. Megmutatjuk, hogy
ilyenkor Z (T — o) = 00, kivetkezésképpen ilyenkor mind a két esetben

) (S,)N( (s)) ds > Z /;n prds =

Elegendé belatni, hogy majdnem minden kimenetelre

HX Un<oo)-exp(—2(rn—an)) =
—H (on < 00)exp (— (1, — 04))) = 0.

Mivel a valtozok nem negativak ez ekvivalens avval, hogy

E (H (X (o4 < 00) exp (= (70 — an»)) —0.

n

A nem negativ valtozokra vonatkozo kiemelési szabaly alapjan, felhasznalva,
hogy a megallitott o-algebrak monotonok a megéllasi id§ szerint, illetve hogy
minden megéllasi id6 mérhetd a sajat megallitott o-algebrajara nézve

m+1
E (H (X (o < 00)exp (= (70 — 0n))) | fam+1> =

H (on < 00)exp (— (1, — 0y))) X
xE (X (0m+1 < 00) exp (— (Tm+1 = Om+1)) | f0m+1) :

Vizsgéljuk meg a feltételes varhato értéket. Az X (t) korlatos egyiitthatokkal
kielégiti a sztochasztikus differencidlegyenletet, igy felirhato

X (t) = X (0) + M (t) + V (t)

alakban, ahol V (¢ fo ds és M egy folytonos martlngal amely kvad-

ratikus variacioja | fo s)ds, és ahol a v és az m? egyenletesen
korlatos fﬁggvények A kozos korlatot jelolje ¢ > 0. A kovetkezd pontban
targyalt er6s Markov-tulajdonsig miatt a feltételes varhato érték szamolhato
gy, mintha az X folyamatot a 0,41 pontbol inditottuk volna, vagyis mintha
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X (0) = y lenne és a 7,41 a 2 pontba érkezés idépontja. Jelslje v az els6 olyan
idépontot, amikor a V tullép a (z — y) /2 szinten és p, amikor az M atlépi
a (z —y) /2 szintet. Vilagos, hogy 7Tin41 > v A pu. A V integraleldallitasabol
kénnyen lathato, hogy v > (2 — y) / (2¢). Az

1
exp <(5M)2 ~3 [SM])
exponencialis martingélra és a p A k megallasi idére alkalmazva a megallasi
opcidkrol szolo tételt, majd k-val végtelenhez tartva a Fatou-lemma felhasz-
nélasaval
1
B <x (1 < 00) exp <<sM>2 (1) ~ 5 [s24] m))) <
1
< B (exp (500" - S 501]) ) -

Ugyanakkor

o\ 2
X (1 < 00)exp (s*M? (1)) = x (1 < 00) exp (sz( y) ) :

2
igy
B (< ey (—2 M) ) < exp (—s2 (;y)> |
Tovabbéa
M) = [ (s)ds < cn
vagyis
E (exp (—p1)) = E (x (1 < 00) exp (—p)) <
<E (x (1 < o0)exp (—; [J\i]/;u)» <
< exp (i <Z;y) )
Igy

E (X (Oms1 < 00)exp (— (Tms1 — Omt1)) | ‘Fgm+1) <

< exp ( <(220y)2/\z26y>> < 1.
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Ebbdl kovetkezGen a szorzat nulldhoz tart.

3. Végiil tekintsiik a harmadik esetet. Ha e (w) < oo, akkor csak az lehet-
séges, hogy minden y < z esetén ez az eset teljesiil, vagyis van olyan n index,

hogy 7, < 00, és 0,41 = 00. llyenkor minden ¢ > 7,, esetén ’X’ (t)} > y. Mivel

az y tetszbleges, ezért a kompaktifikilt térben a kivant X - y* konvergencia
ilyenkor teljesiil. O

A Szkorohod egzisztencia tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy a b(t,x) és a
o (t,x) folytonos és hogy teljesiil a linearis novekedés feltétele, vagy ami ezzel
ekvivalens, teljesiil a

v (t,2) + 0% (t,z) < K (14 2?)

kvadratikus novekedési feltétel. Legyen X a felrobbandé megoldéas. Legyen

o

Tn = inf{t||X (¢t)| > n}, és legyen f egy olyan kompakt tartoji kétszer
folytonosan derivalhato fiiggvény, amely az |z| < n szakaszon 22. Ekkor az

tATH
@A) =f )= [ Ar(X () ds
martingal. Varhato értéket véve

E(X?(tAT)) =

—E(X2(0)) + E (/OWS 2X (5)b (s, X () + 0% (5, X (5)) ds) <

<E (XQ(O))—&-E/OMTS2X(s)b(s, X(8))+K (1+ X2(s)) — b(s, X (s))ds =
=E (XQ(O))+E/OMTS—(b(s,X(s))—X(s))2+X2(s)+K (1+X?(s)) ds <

<E(X?(0)+C- E/OWS (14X (s)) ds.
Vagyis
E (X?(t A7) +1) <E(X?(0)) +1+C’/OtE(X2(s/\Tn)+1)ds.
A Gronwall-egyenl6tlenség szerint

E(X?*(tAT,)) < (E(X?(0) +1)exp(Ct).

Ha egy pozitiv valészintiségi halmazon e < oo, akkor egy ugyancsak pozitiv
valészintiség halmazon egy alkalmas 7" esetén e < T'. Ekkor

(E(X%(0)) +1)exp(C-T) >E (X*(TA1,)) >n® - Ple<T)— oo,
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ami lehetetlen. Igy a megoldas minden t-re véges. Vegyiik észre, hogy a Fatou-
lemma alapjan

E (X?(t)) < (E(X?(0)) + 1) exp (Ct) < o0,

vagyis a kvadratikus névekedési feltétel teljesiilése esetén E (X 2 (t)) < 00
minden t-re. O

A bizonyitasbol azonnal latszik, hogy érvényes a kovetkezs tétel:

3.114. Tétel. Ha a b(x) és o (x) folytonos, esetleg tobbdimenzids figgué-
nyek, akkor a
dX =b(X)dt + o (X)dw

egyenletnek van, esetlegesen felrobband gyenge megolddsa.

3.115. Kovetkezmény. Ha a b(t,x) és a o (t,x) figguények kielégitik a
linedris novekedési feltételt és lokdlisan kielégitik a Lipschitz-feltételt, vagyis
minden N esetén taldlhatd olyan Ky konstans, amelyre

b(t,z) —b(t,y)| < Knlz—yl,
lo(t,z) — o (t,y)] < Ky |z -y

valahdnyszor |z|, |y| < N, akkor, a
dX(t)=b(t,X)dt+o(t,X)dw, X(0)==z

egyenletnek tetszdleges x kezdeti feltétel esetén van egyértelmi erds megoldd-
sa.

Bizonyitds. Elegends azt megjegyezni, hogy a linearis névekedés feltétele mi-
att Szkorohod tétele alapjan van gyenge megoldas. Az egyértelmiiségi tétel
miatt a lokélis Lipschitz-feltétel alapjan ha van erés megoldas, akkor az egyér-
telmi, igy az egyértelmi trajektoridkrol szold kévetkeznény@ alapjan létezik
egyértelmi erés megoldas. O

3.5.5. Néhany példa
3.116. Példa. Bessel-folyamatok.

Az idaig elmondottakat egy érdekes folyamatosztaly a Bessel-folyamatok
bevezetésével szemléltethetjiik. A Bessel-folyamatokkal kordbban méar talal-

o

koztunk. Legyen w egy n > 2 dimenziés Wiener-folyamat. Ha p? (t) =

6v.5.: w Koévetkezmény, oldal.
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[w (£)||”, akkor az Ito-formula alapjan

p2—p2(0):2§ wkowk+n~t:2g p%owk—f—ni:
p
k=1 k=1

=2pe Z%owk +n-t,
=1 P

ahol felhasznaltuk, hogy p > 0. A polaritéasi formula és a Lévy-féle karakteri-
z4cios tétel szerint

lZu;“’] &)= [ S5 o fwiwy] | (1) =t,

2
w P

vagyis
dp? = ndt + 2pdw,

ahol a w egy Wiener-folyamat. A p? helyett Q-t irva a § = n esetben a

dQ = §dt + 21/|Qdw

egyenlethez jutunk. A Szkorohod-tétel miatt az egyenletnek minden § > 0
esetén van gyenge megoldasa. A Yamada—Watanabe-tétel miatt, felhasznal-

va, hogy ‘\/m — \/HI < /|z — y| a megoldas egyértelm és a mivel a gyen-
ge megoldas létezése és a megoldas egyértelmiisége miatt létezik, mégpedig
egyetlen megoldés ezért a (Q minden w Wiener-folyamat esetén tetszéleges
kezdeti érték mellett egyértelmiien definidlhaté. Ha 6 = 0 és = = 0, akkor
Q = 0, igy az Osszehasonlitasi tétel miatt ha § > 0 és = > 0, akkor @ > 0,
igy ilyenkor az abszolut érték elhagyhato.

3.117. Definici6é. Ha x > 0 és 6 > 0, akkor a
dQ = 8dt +21/Qdw, Q(0) ==z

egyenlet megoldasat d-dimenzids négyzetes Bessel-folyamatnak mondjuk. A
d-dimenzids négyzetes Bessel-folyamat négyzetgyokét J-dimenzios Bessel-fo-
lyamatnak mondjuk.

Mivel egy r = ||z|| > 0 pontbol elinditott kétdimenzios Wiener-folyamat
egy valoszintiséggel nem éri el az origot az Osszehasonlitési tétel alapjan vila-
gos, hogy ha § > 2 és x = Q (0) > 0, akkor @ > 0, igy ilyenkor alkalmazhato
az Ito-formula. Miként azt lattuk, ha R = /@ a megfelels Bessel-folyamat,
akkor

6—1 o 1\ 1

ahol a v = §/2 — 1 paramétert a Bessel-folyamat indexének mondjuk. |
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3.118. Példa. Girszanov ellenpéldaja.

KézenfekvGen meriil fel a kérdés, hogy lehet-e a Yamada—Watanabe-tételt
élesiteni. A kévetkezs, Girszanovtol szarmazoé ellenpélda azt mutatja, hogy
nem: Ha 0 < o < 1/2, akkor a

dX = |X|" dw, X (0)=0

egyenletnek az X = 0 erés megoldasa, de az egyenlet gyenge megoldésa nem
egyértelmiﬂ ugyanis megmutatjuk, hogy alkalmas valésziniiségi mezén van
egy masik, nullatol kiilonbo6zd, megoldas is.

A konstrukcié alapgondolata viszonylag egyszertd. Legyen w egy Wiener-
folyamat.

)

w=1lew=|w"|w “ew=|w"e <|w|7aow) = |w|* e L,

feltéve, hogy az L = |w|™” e w integral létezi Ez utobbi igazolasara ve-
zessiik be az integral kvadratikus varidci¢jabol allo

L] (t) = / (w? ()" ds

folyamatot. Mivel a w majdnem minden trajektoriaja csak egy nullmértéki
halmazon lehet nulla@ ezért a trajektorianként vett integral értelmes, bar
lehet, hogy az értéke végtelen. Megmutatjuk, hogy minden ¢ esetén ez csak
egy nulla valoszintiségd halmazon fordulhat el6: Fubini tétele alapjan u = 22

47 Emlékeztetiink, hogy a Yamada—Watanabe-tétel az a > 1/2 esetrdl szol.

48 Mivel az integrandus nem balrol regularis, az integral csak az alabb targyalt kiter-
jesztett értelemben létezik, ezért a példa némiképpen korai.

49 fooo E (x (w(t) = 0))dt =0, igy a Fubini-tétel szerint egy valészintiséggel

/oox(w(t)zo)dt:(l
0
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helyettesitéssel, kihasznalva, hogy a < 1/2
t oo 1 1
t)) = —_— dzds =
) / / V2ms |x\2a ( )
- T / “men (5
27s
= “e
/ V2ms P ( )
—(aF1/2) ¢ duds =
/ \/ 27s ( )
= 71_‘ _—— s
/0 V2rs (2 “ ) /

t
:C/ t~%dt < .
0

rds =

A probléma csak az, hogy az L = |w|™ “ ew lokalis martingél, de nem Wiener-
folyamat. A helyettesitéses integralas formuléjévaﬂ azonban az L-et Wiener-
folyamatta alakithatjuk. Az iteralt logaritmusok tétele miatt majdnem min-
den trajektoriara

lim sup w () =1, lim infwi(t) =-1

t oo Vtloglogt ' trso yftloglogt

igy tetszGleges € > 0 esetén majdnem minden trajektoridra elég nagy t-re
|w(®)] < (1+¢€)+/tloglogt < (1+¢)t.

1 1
20 Z Ct273
lw (£)]

Ebbésl

amibol limy s [L] (t) = co. Az [L] elsallitasaban szerepls |w| >* folyamat
trajektoriai nullmertéki halmaztol eltekintve pozitivak, igy az [L] trajektoriai
szigortian monoton nének és folytonosak. Legyen

7(s) = inf {t [ [L] () > s}

az [L] folytonos inverze. Legyen @ (s) = L (7 (s)). A kvadratikus variaciora
belatott (3.13)) formula szerint

50V.6.: tétel, oldal.
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igy a w a G; = Fr filtraciora nézve Wiener-folyamat. Legyen X (s) =
w (7 (s)). A sztochasztikus integralokra érvényes helyettesitési formula miatt

7(t) t
X (1) = w(r (1) = / o ()| dL () = / o ( ()| dL ( (s)) =
=[x dn ).
0

kovetkezésképpen az X a dX = | X|” dw egyenlet egy gyenge megoldasa. [J

3.5.6. Erds Markov-tulajdonsag

A Markov-folyamatok a sztochasztikus folyamatok egy kiilon csaladja. A
Markov-tulajdonsag a folyamat eloszlasaira ir el6 bizonyos megkotést: A fo-
lyamat jovGjének eloszlasa a multtol csak a jelen allapoton keresztiil fiigg.
Markov-folyamatra a legegyszeriibb példa a kumulativ folyamatok. Valamely
folyamatos Gsszeg jovGje mindig csak az aktualis 6sszeg értékétdl fligg, és flig-
getlen attdl, hogy miként, konkrétan milyen tton értiink el az éppen aktualis
Osszegig. A sztochasztikus differencidlegyenletek tipikus példai a folyamatos
Osszegzésnek, ugyanis az egyenletet megado6 integralok mindegyike egy-egy
folyamatos Gsszeg.

Mivel a Markov-tulajdonséag a folyamat eloszlasaira vonatkozik, ezért min-
dig ki kell jelolni a lehetséges trajektoridk terét. Mivel az altalunk targyalt
sztochasztikus differencialegyenletek trajektoriai folytonosak, ezért az elosz-
lasokat hordozo tér az Ry = [0, 00) id6tengelyen értelmezett folytonos fiigg-
vények C([0,00)) = C (Ry) terﬂ A kompakt szakaszokon valo egyenle-
tes konvergenciara nézve a C ([0,00)) tér teljes szeparabilis metrikus tér. A
sztochasztikus differencidlegyenletek megoldasainak eloszlasai ezen tér Borel-
halmazain értelmezett valoszintiségi mértékek. Erdemes emlékeztetni, hogy
a teljes szeparabilis metrikus terek Borel-halmazain értelmezett valoszint-
ségi mértékek matematikai tulajdonsagai igen kedvezek. Tébbek kozott a
val6szintiségi mértékek automatikusan kompakt regularisak, illetve ha F a
Borel-halmazok egy rész o-algebraja, akkor az F-re vett feltételes valoszi-
niiségeknek van regularis verzidja, vagyis ha a P valamilyen val6szintiségi
mérték, akkor létezik egy olyan P (w, A) fliggvény, amely egyrészt az A sze-
rint minden w-ra Borel-mérték, masrészt amelyre minden A Borel-mérhets
halmazra az w — P (w,A) a P (A | F) feltételes valoszintiség egy verzidja,
igy tobbek kozott F-mérhetd.

Legyen 2 = C([0,00)) és jelolje B az @ Borel-halmazait. Az igy kapott
(Q, B) mérhetd teret kézenfekvé modon ellathatjuk az tgynevezett kanoni-

51 Korabban szintén a C (R4 )-szal jeldltiik a nullabol indulé folytonos fiiggvényeket.
A tul sok index nem teszi vildgosabbé a targyalast, ezért inkdbb az inkonzisztens
jelolés blnét valasztjuk.
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kus filtracioval, ahol B; az a legsziikebb o-algebra, amelyre nézve minden
0 < s < tesetén az w — w (s) koordinataleképezések mérhetdek. Az igy ka-
pott filtracio azonban nem tesz eleget a szokasos feltételeknek, vagyis példaul
nem jobbrol folytonos, valamint a nullmértékd halmazokat sem tartalmazza.
A nullmértéki halmazokat nem tudjuk egyszeriien odacsapni a filtracidhoz
ugyanis nem tudjuk, hogy a téren értelmezett tébb mérték koziil melyik mér-
ték szerint kell a nullmértékd halmazokat venni. A szokasos feltételek hianya
nagyon sok technikai probléma forrasa, amelyek megoldasara szamos mér-
tékelméleti bravir ismert. A filtracié nullmértéki halmazokkal vald kib&vi-
tése altalaban két okbol sziikséges. Egyrészt a majdnem minden kimenetelre
megegyezd folyamatok azonositasa miatt, masrészt, példaul Lévy-folyamatok
esetén, a filtracio jobbroél valo folytonossdganak biztositasa céljabol. Az els6
probléma az eloszlasok vizsgalatakor nem relevans, ugyanis minden folyama-
tot kanonikus modon azonositunk a koordinatafolyamattal és az (€2, B) téren
csak a mértékeket cserélgetjiik. A filtracio jobbrol valo folytonossaga elsGsor-
ban azért sziikséges, hogy a {7 <t} € B; feltételeknek eleget tevs gyenge
megallasi idSkrsl be tudjuk latni, hogy valdédi megallasi id6k, vagyis hogy
teljesitik az erésebb {r <t} € B; feltételt is. Ugyanakkor, szemben a talala-
ti id6kkel, az eredeti tér Gsszes megéallasi ideje nem feltétleniil értelmezhets
az (2, B, (B;)) kanonikus reprezentacioban. Mivel az altalunk targyalt eset-
ben a trajektoridk folytonosak és a zart halmazok talalati idejei a filtracid
jobbrol valo folytonossdga nélkiil is megallasi id6k, ezért ha koriiltekintGen
jarunk el, akkor nincsen igazan sziikségiink a filtracio jobbrol valo folytonos-
sagara. Ugyanakkor érdemes azonban megjegyezni, hogy az egyes pontokban
val6 tartozkodasi idék, mivel azok az adott pont komplementerének, vagyis
egy nyilt halmaznak a talalati idejei, a filtracio jobbrol valo folytonossaganak
hianya miatt, nem lesznek feltétleniil megéllasi idsk.

Az er6s Markov-tulajdonsag értelmezéséhez sziikségiink van az eltolas ope-
rator fogalmara. Legyen 7 tetszileges véletlen idGpont. A 7 (w) = oo azt je-
lenti, hogy a 7 altal leirt esemény az w trajektoriara nem kovetkezik be. Egy
X (t,w) sztochasztikus folyamat esetén a {7 < oo} halmazon tekinthetjiik a
(t,w) = X (t+ 7 (w) ,w) Gjrainditott folyamatot. Az igy kapott folyamat az
X alakulasat adja meg a 7 bekovetkezésekor, illetve azt kovetSen. Az (2, B)
kanonikus reprezentacioban a 7 egy operatort definial, amely értelmezési tar-
toméanya a {7 < oo} C 2 halmaz. Az operatort szokas eltolas operatornak
mondani, ugyanis azokat az w trajektoridkat, amelyekre 7 (w) < oo balra el-
tolja, mégpedig 7 (w)-val. Az operator szokasos jelolése 6,. A 6, minden w
trajektoridhoz hozzéarendeli a trajektoria 7 véletlen id6pont altal leirt ese-
mény bekovetkezése utani alakulasat. Erdemes hangsulyozni, hogy a balra
val6 eltolaskor a szigortian a 7 eltti id6pontokban felvett értékek eltiinnek.
Tetsz6leges B € B halmaz esetén 071 (B) azokat az w trajektoriakat jeloli,
amelyekre egyrészt a 7 altal jelzett esemény bekovetkezett, masrészt amelyek-
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re a B C C(]0,00)) altal leirt tulajdonsag a 7 utan teljesiil, vagyis amelyre
atr— w(r(w)+t) folytonos fiiggvény értelmes és eleme a B halmaznak.

A sztochasztikus differencialegyenletek vizsgalatara ratérve tegyiik fel, hogy
minden z esetén az X (0) = x kezdeti feltétel mellett a vizsgalt sztochasztikus
differencidlegyenlet rendelkezik egy egyértelmii eloszlassal rendelkezs gyenge
megoldassal. A gyenge megoldas altal az (€2, B) téren generalt eloszlast jelolje
P*. A P(z,B) = P* (B) interpretalhato mint egy dtmenetvaloszintség fiigg-
vény, amely azt mondja meg, hogy mi annak a valészintisége, hogy az z-bsl
elinditott folyamat trajektoridi a B halmazban fognak haladnﬂ Valamely
(P*) csalad er6s Markov-tulajdonsagan a kovetkezdt értjiik:

3.119. Definicié (Erds Markov-tulajdonsag). Az (€2, B) kanonikus téren ér-
telmezett (P®) valoszintiségi meértékekbsl 4116 csaladot erss Markov-tulajdon-
sagunak mondunk, ha az (€2, B, (B;)) minden 7 megallasi idejére és minden
B € B halmazra tetszbleges = esetén

P*(6-1(B) | B;) (w) = P*T) (B) =
= PO @O (B) a {r < oo} halmaz P*-majdnem minden

w kimenetele esetén.

Vagyis a folyamat 7 utani alakuldsanak a 7 el6tti informéaciokra vonatkozd
feltételes valoszintiségének kiszamolaséhoz elegendd ismerniink azt, hogy a
folyamat hol volt a 7 bekovetkezésekor™}

3.120. Lemma. Az (2, B) kanonikus téren értelmezett (P*) csaldd pontosan
akkor erés Markov-tulajdonsdgu, ha tetszdleges @ : (2, B) — Ry U {+o0} =
[0, 00] mérhetd, nem negativ funkciondl és T < oo megdlldsi idd esetén

E*(®(0,X) | B,) = E* (@ (0-X) | X (1)) = EX(") (& (X)),

ahol X (t,w) = w(t) a koordindtaleképezés. Hasonlo dllitds igaz, ha @ :
1 (92, B) = R mérhetd funkciondl.

3.121. Példa. Erés Markov-tulajdonsag és a talalati idsk.

A leggyakorabban hasznélt megallasi id6 valamely a szint eléréséhez sziik-
séges T, talalati idS. Folytonos trajektoriak esetén X (7,) = a. Ha 7, < o0,
akkor

E*(® (0-,X) | B;,) = EX() (& (X)) = E* (@ (X)). O

52 Megmutathato6, de a definiciébol nem kévetkezik, hogy az = +— P% (A) leképezés
Borel-mérhets. A P (x,A) = P*(A) a definici6 alapjan azonban automatikusan
nem atmenetvaloszintiség. Amennyiben ezt mégis fel akarjuk tételezni, akkor ezt
igazolni kell.

53 Vagyis a jové mult alapjan valé elérebecsléséhez elegends a jelen allapotot ismerni.
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Erdemes felhivni a figyelmet arra, hogy az EX(") (® (X)) kifejezés értéke
nem fiigg kozvetleniil a 7 megallasi id6t6l, csak attol, hogy hol van a fo-
lyamat a 7 id6pontban. Miként jeleztiik Markov-folyamatra a legegyszertibb
példat a folyamatos Osszegzés szolgaltatja. Az er6s Markov-tulajdonsag ese-
tén fliggetleniil attol, hogy az egyes trajektoriak esetén mennyi idébe telt
egy adott szint elérése a szint atlépése utdn a névekménynek azonos mo-
don kell alakulnia. Vagyis az olyan Osszegzések amelyekben az 6sszeadandok
értékei explicite moédon fliggnek az eltelt id6tsl altalaban nem lesznek erds
Markov-tulajdonsagtuak. Ennek megfelelen ha egy sztochasztikus differenci-
alegyenlet b és o paramétere fiigg az id6t6l, akkor a folyamat varhatéan nem
lehet erés Markov-tulajdonsagu, hacsak az eltelt ¢ id6t nem vessziik be az
allapotvaltozok kozé.

3.122. Példa. Elemi példak mérhets funkcionalokra.

Flggvénytereken az f — f(x), illetve a sztochasztikus folyamatok ka-
nonikus reprezentalasa esetén w — w (t) a modon jeldlt pontfunkcionalok,
vagy méasképpen koordinatafiiggvények altal generalt mérhetGségi struktira
szerint mérhetd fiiggvényre a legegyszertibb példak természetesen maguk az
w — w (t) koordinatafiiggvények. Tipikus, és gyakran hasznalt példa a trajek-
toridk szuprémuma, vagy infimuma egy adott idétartoméany felett. Természe-
tesen, ahhoz hogy a szuprémum-funkcional mérhetd legyen valami megkotést
kell tenni a trajektoridkra. Mivel a jobbrol, vagy balrol reguléris fiiggvények
egyértelmiien meghatarozottak a racionélis idépontokban felvett értékeik al-
tal, ezért ilyenkor a szuprémum, illetve az infimum altal definialt funkcio-
nal mérheté a koordinatafunkcionalok altal generalt o-algebréara nézve. A
folytonos fliggvények terén tovabbi példa mérhets funkcionalra valamely id6-
tartomanyon vett integral. Folytonos fliggvények esetén ugyanis az integrél
Riemann-integral, igy a ® funkcional a koordinatafunkcionélok linearis kom-
binaci6janak hatarértéke. Ha

Te =inf {t | X () > a}

nem negativ mérheté funkcional, ugyanis
{w ] 76 (W) <t} = { sup X (s) >a}
0<s<t

és az utobbi halmaz mérhets a pontfunkcionélok altal generalt o-algebrara
nézve. Hasonl6 igaz a
To = inf {t | | X (t)| > a}

talalati id6kre. Legyen X egy tobbdimenzios folytonos folyamat és legyen K
egy kompakt halmaz.

Tk Zinf{t | X (t) € K} =inf {t | d(X (t),K) =0}.
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AzY (t) =d(X (t), K) egy folytonos folyamat és nyilvanvaloan 7x éppen az
Y -hoz tartozd g elérési id6, igy a 7x egy mérheté nem negativ funkcional.
O

3.123. Tétel. Ha valamely folytonos egyiitthatokkal rendelkezd
dX =b(X)dt+ o (X)dw

homogén sztochasztikus differencidlegyenletnek minden X (0) = x kezdeti ér-
ték esetén van egyértelmd eloszldssal rendelkezd gyenge megolddsa, akkor az
ezekbdl az egyértelmd eloszldsokbdl dllo (P*) csaldd erds Markov-tulajdonsdg.

Az erés Markov-tulajdonsag bizonyitasat a megallasi opciokrol szolo tétel-
re vezetjik vissza. A tétel bizonyitasat tobb lépésre bontjuk.

3.124. Lemma. A tételben szerepld feltétel helyettesithetd avval, hogy

1. tetszdleges x esetén P* (w(0) =z) =1,

2. az X (t,w) = w (t) koordindtaleképezés a (By) filtracic mellett megolddsa
a az egyenlethez tartozé martingdlproblémdnak, és a

3. martingdlprobléma megolddsdinak eloszldsa egyértelm.

Bizonyitds. A bizonyitds megkezdése el6tt érdemes megjegyezni, hogy a lem-
maban szerepld feltételek esetén a sztochasztikus analizis nem hasznalhato,
ugyanis a (B;) filtracié nem teljesiti a szokasos feltételeket. Ezért a (B;) he-
lyett az

Fi =0 (BiUN),, = N0 (BsUN)

filtraciot kell hasznélni. Vegyiik észre, hogy mivel a P* rogzitett, ezért a null-
mértékid halmazok N csaladja egyértelmd. Ha egy (B;)-adaptalt Z folyamat
martingél az (F;) szerint akkor a (B;) szerint is az, ugyanis mivel By C F;
ezért

Megforditva, tegyiik fel, hogy az MY martingal a (B;) szerint. Ha A €
€ (BS+1/n UN) , akkor van olyan B € By i/, amely a P® mérték szerint
csak nullmértékd halmazban kiilonbozik az A-t6l. Mivel az Mf martingal a
(B;) alatt, ezért

/Mf t)dP® = /Mf t)dP® = /Mf <s+1) dPﬂC:/Mf (s+1> dP®.
n A n

Mivel az f kompakt tartoju, ezért az MY korlatos, igy n — oo esetén a
hatarérték az integral alatt is elvégezhets. Ebbdl, felhasznalva, hogy az M/
folytonos

/Mf (t)dP””:/Mf (s)dP*, A€ F,,
A A
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ami éppen a bizonyitandé F-martingaltulajdonsag.

A bizonyitas érdemi részére ratérve, egy x kezdeti érték esetén a megoldas
eloszlasara biztosan P* (w (0) = x) = 1. Ha a koordinataleképezés a (B;) mel-
lett martingél, akkor az (F;) mellett is az, igy egy alkalmasan bévitett téren
az egyenletnek van megoldasa, igy az egyenletnek van gyenge megoldasa. De
ez a gyenge megoldas egyuttal megoldasa a martingalproblémanak is, és mivel
a martingalprobléma megoldasédnak eloszlasa a lemma feltétele miatt egyér-
telmd, ezért a P* az egyenlet gyenge megoldasainak egyértelmi eloszlasa. Ha
pedig az egyenletnek van gyenge megoldasa, akkor a koordinataleképezés a
gyenge megoldas eloszlasa mellett megoldasa az egyenletnek, de akkor az M/
egy (F;) alatti martingal. Mivel az M/ az egyiitthatok folytonossaga miatt
ilyenkor (B;) adaptalt is, ezért az M7 egyuttal (B;) martingal is. Es mivel
a gyenge megoldas eloszlasa egyértelmt, ezért a martingélprobléma eloszlasa
is egyértelmd. O

A tétel bizonyitdsa. Rogzitett x esetén tekintsikk a D — P* (D | B;) felté-
teles valoszintiséget. Mivel a C ([0, 00)) egy teljes szeparabilis metrikus tér
és a B, a Borel-halmazok egy rész o-algebraja, ezért a B, szerinti feltéte-
les valoszintiségnek létezik egy reguléris verzioja, amelyet jeloljon R (w, D).
Rogzitsiik egy olyan wp kimenetelt, amelyre 7 (wg) < oo és definialjuk az
y = wo (7 (wp)) értéket. Ha megmutatjuk, hogy egy késébb pontosan definialt
fix N a P* szerint nullmértéki halmaztol eltekintve az F +— R (wo, 071 (F))
meérték mellett az X (¢,w) = w (t) koordinataleképezés megoldasa a martin-
galproblémanak, mégpedig egy olyan megoldasa, amelyre ezen mérték mellett
majdnem minden kimenetelre az olyan h € C ([0, 00)) fiiggvények halmaza,
amelyekre h (0) = y egy valoszindségt halmazt alkot, akkor a sztochasztikus
differencidlegyenlet gyenge megoldasanak feltételezett egyértelmii eloszlasa
miatt minden F € B(C ([0, 0)))-ra

P* (07 (F) | Br) (w0) ™2 R (w0, 07" (F)) = PV (F) = Po(ro)) (F)

ami éppen a bizonyitandé egyenlGség.

A kezdeti értékre vonatkozd egyenléség igazolasa a kovetkezd: Tekintsiik
azon fliggvények A halmazat, amelyek a ¢ = 0 pontban az y értéket veszik
fel. Meg kell mutatni, hogy R (wo, 07" (4)) = 1. A B = 6! (A) az olyan h
folytonos fliggvények halmaza, amelyekre 7 (h) < oo és h(7(h)) = y. De a
h +— 7 (h) maga a 7 megallasi id6, a h — h (7 (h)) pedig a koordinatafolyamat
kiértékelése a 7 megallasi id6 altal definialt id6pontban, igy a h — h (7 (h))
éppen a megallitott valtozo, vagyis egy B.-mérhets valoszintiségi valtozo.
Ha egy esemény a feltétel szerint mérhets, akkor a feltételes valoszinidsége
P(A|F)=E(xa|F) ™" xa. Aregularis feltételes valoszintiség definicioja
miatt a feltételes valoszintiség kozvetlen behelyettesitéssel kaphato, igy

R(wo, B) = xB (wo) = x ({h [ (7 (h)) = y}) (wo) = 1.
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Ugyanakkor van itt egy csekély technikai probléma: Minden B esetén a xp
csak egy verzidja a feltételes valdszintiségnek és nem vildgos, hogy a regularis
verzi6 aktualisan melyik reprezentanssal azonos, igy egy konkrét wgy esetén
az egyenléség még sem biztos, hogy teljesiil. Ha az egyes B halmazokhoz tar-
tozo azokat a nullmértékid halmazokat, amelyeken a regularis verzio eltér a
x B-t6l egyesitjiik, nem vilagos hogy milyen wy kimenetelek maradnak meg.
A bizonyitas els6 felének befejezéseként meg szeretnénk mutatni, hogy van
olyan N nullmértékii halmaz, amelyen kiviil mér a x g valaszthat6 a reguléaris
verzionak. Ennek kulcsa a kovetkezd észrevétel: A kanonikus reprezentacio-
ban a B, megéallitott o-algebra szerkezete igen egyszerti: éppen a 7 At alaku
valtozok altal generalt o-algebra. A ¢ valtozo helyébe csak a racionalis id6-
pontokat irva azonnal lathato, hogy a B, valdéjaban megszamlalhato fiiggvény
altal van generalva. Ebbdl kovetkezGen megadhato megszamlalhatod (B,,) C
C B, halmaz, amely méar generalja a B, o-algebrat. Mivel feltehetjiik, hogy
a (B,) csalad metszet zart, ezért elegends a B.-n értelmezett mértékeket a
(By) halmazokon megadni, ugyanis két mérték pontosan akkor esik egybe
a B;-n, ha a (B,) halmazokon egybeesnek. Ha a B, halmazokhoz tartozo
nullmértékd halmazokat egyesitjiik, akkor minden wy ¢ N esetén a x5 (wp)
éppen a feltételes valoszintiség egy verzidja.

Térjiink rda annak igazolasira, hogy a koordinataleképezés megoldésa a
martingalproblémanak. Legyen F' € B,. Mivel a B, egy generalt o-algebra,
ezért a generdlt o-algebrak altaldnos szerkezete miatt egy alkalmas U C
C B(R*) halmazra és 0 < s, < s sorozatra

F={yeC([0,0)|(y(s1),y(s2),...) €U}.
Ebbdl a
0- ' F={y € C(Ry) | (y(s1+7 (), 4y (s2+7(y),...) EUY€Brys C Fri,

(3.36)

ahol az utolso relaci6 az y — y (sk + 7 (y)) fliggvények B, ;s-mérhet&ségének

kovetkezménye. Legyen R a D — P* (D | By) regularis verzioja. A regularis

feltételes valoszintiség definicioja alapjan a feltételes varhato érték a feltételes

valoszintiség szerinti integralként irhato fel, igy tetszsleges & valoszintiségi

valtozo esetén

| can=E 1.,
Ugyanakkor az X (t) = w (t) koordinataleképezések esetén
¢
MY (t,w) = f (t,w (1) = f(0,w(0) —/0 (Af) (s,w (s)) ds,

igy tetszoleges y fiiggvényre

-MUt&w=f@w@+TD—f®yU»—A(Aﬂ@w@+7”®-
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Ugyanakkor mivel a sztochasztikus differencidlegyenletben az egyiitthatok
nem fiiggnek a t-t6l, ezért elegendd az id6t6l fliggetlen martingalproblémaval
foglalkozni, vagyis feltehetjiik, hogy az f nem fiigg a t-t6l. Igy

MY (t,0,9) = F(y(t+7)) = £ (5 (7)) — / (Af) (y (s + 7)) ds =

t+71

=f(y(t+7))—f(y(f))—/ (Af) (3 (u)) du =

=Mf(t+ﬂy)—f(y(T))+f(y(0))+/OT(Af)(y(U))du=
= M (14 7y) - M (y (7).

Jeldlje Q az A — R (wo,0;' (A)) mértéket. Ha ¢ > s, akkor a megallasi
opciok tétele alapjan, felhasznalva, hogy mivel az f kompakt tartoju, ezért
az M7 a P® mellett korlatos martingal, ugyanis a lemma alapjan P® alatt a
koordinataleképezés megoldasa a martingalprobléméanak

[t et = [ M7 ) xe ) dQ ) =
F Q
Z/QMf (t,0:y) XF (0-y) R (wo, dy) =
= /Q (M7 (¢ +7,5) — M7 (7,) Xgmr  (9) R (0, dy) =
= B (M (t+7) = MY (1,)) X150 | By ) (w0) =
o (Ez (M7t +7)=M! (7,9) | Fris) Xg-15 | Bs)(wo):
- Ez((Mf (s+7) — MY (1,9)) =17 | 38)(%) -
— [ W pda ).
a

ahol kihasznaltuk a fenti (3.36) sort. Kovetkezésképpen az M/ martingal a
Q mérték alatt. O

Erdemes megjegyezni, hogy a tétel a jelen alakjaban alkalmazhaté vala-
mely zart halmaz talalati idejére, de nem alkalmazhaté valamely nyilt halmaz
talalati idejére, ugyanis amennyiben a filtracié nem jobbrdl folytonos a nyilt
halmazok talalati idejei nem feltétleniil megallasi idsk.

3.5.7. Infinitezimalis generator és a resolvens operator

Legyen Y egy homogén Markov-folyamat. Egy Markov-folyamat homogenita-
san azt értjiik, hogy az s < t id6pontok kozdtt dtmenetvaloszintiségek egyediil
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t— s idGtartamtol fiiggnek. Jelolje F' az Y folyamat fazisterét, jellemzGen F' =
= R". Tetszoleges g € By, (F') korlatos mérhetd fiiggvényre definialjuk a

(Prg) (z) ZE(g(Y (1)) | Y (0) = z) = E* (¢ (Y (1))
operatorokat. Evidens moédon a homogén Markov-tulajdonsag miatt

(Pits9) (Y (0)) =E (g (Y (t+5)) [ Y (0) =
=EE@Y (t+s)) Y (1) |Y(0) =
=E(Pyg (Y (1) | Y (0)) = P (Psg (Y (0))),
amibdl a lineéris operatorok korében szokasos jeloléssel Py, = P, - P, vagyis

a (P;) egy operator félcsoport. Trividlis modon Py = I. A P, segitségével
tetszoleges p > 0 szamra definidljuk az

(Ryg) (z) = / " exp (—ps) (Pug) (2) ds

rezolvens operétorﬁ A definicioban szerepl$ integral a konkrét operator
félcsoportok esetén eltéré moédon értelmezhetd.

3.125. Példa. Az egydimenzios Wiener-folyamat rezolvens operatora
(Bof) (@) = [ exp(-pu)BAS (w (1) dt =
0
1
= | — —\/2p |z — d
| e (~vnle—ul) F ).

ahol w egy az z pontbdl elinditott Wiener-folyamat és f > 0 tetszdleges
Borel-mérhetd fiiggvény.

A Fubini-tétel alapjan

(Bt (@)= [ e (pt) [ oz (—@) 1 (0) dyi

= / up (x,y) f (y) dy,
R

[le

ahol

. 1 z —y)?
up (z,y) = /0 \/Tmexp <—pt — (%y)> dt.

54 Sz0kas még potencidloperarorrdl is beszélni.
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Az = |z —y| és v = /2p jelolés mellett

., 1 > 1 < 1(2t+Z2>>dt
Uy = —— —exp|—= — .
P V21 Jo \/11, P 2 v t
Ha t = 252 /7 helyettesitést végziink, akkor
. 22/ /Oo ( 1 -1 2)
Uy = exp (—yz exp| —=z2v(s—s ds.
P 5 P (=72) el 7 ( )
Most v = s — s~ ! helyettesitéssel
2V/z/v o 1 L)\ ds
= - —= —dv.
Up W exp (—vz) [ N exp | —gzyv” | - dv

A v = s — 57! masodfoki egyenletet megoldva, elemi szamoléssal

s(w)=v+s(—v)

amibdl s’ (v) + s’ (—v) = 1, tehat

2y/z/ /Oo < 1 2)
Uy = e —vz e ——zyv° | dv =
N xp (—72) o5
=7 exp(—72).

A bevezetett v és z konstansokat visszahelyettesitve éppen a bizonyitando
Osszefiiggést kapjuk. a

3.126. Definicié. Egy (P;) operatorfélcsoport G infinitezimalis generatora-
nak D (G) értelmezési tartoméanya az olyan f fiiggvényekbdl all, amelyekre

a
Pof—-f
Gf = lim —————
f hl\mo h
hatarérték létezik, ahol természetesen a hatarérték értelmezése az operator-
félcsoport specifikaciojatol fiigg. A G operatort az operatorfélcsoport infini-
tezimalis generatoranak mondjuk.

Az operatorfélcsoportok elmélete az absztrakt analizis egyik legkidolgozot-
tabb fejezete, amely bemutatasa 6nmagaban is tobb kotetet igényelne, ezért
csak az elmélet egy az Ito-formulahoz kapcsolodo ,folhozragadt” verzidjat
targyaljuk réviden. Legyen most f € Cy (F'), ahol a Cy (F') a fazistéren ér-
telmezett korlatos és folytonos fliggvények halmazat jeloli.. A korlatossag és
a folytonossag miatt minden z-re a

te BT (Y (1) = (P.f) (z)
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fliggvény korlatos és folytonos, igy a

0(@) = (Ryf) (x) = / " exp (—ps) (Pof) () ds

fliggvény jol definialt.

o

1. Tegyiik fel, hogy valamely f € Cj, (F) fiiggvényre z-re a t — (P, f) (x) =
E® (f (Y (t))) modon definialt figgvény ¢ szerint derivalhato. (G f) (z) jelolje
a t = 0 pontban vett derivaltat. Tegyiik fel, hogy az alabbi szamolas az f
fliggvény esetén Végrehajthatdﬁ

L ) = e (LI SO0

dt h—0 h
— lim E* (EY(t) (f(Y(t—&—h)})L—f(Y(t)))) _
h—0
~ i B <EY(t) (f(Y (h)) ; f (0))>) _
o (50 (L)L ODY)
=E"(Gf (Y (1))

A szamolas soran az egyediili problémas 1épés a hatarérték és az E® szerinti
varhato érték felcserélhetsége. Azokat az f korlatos és folytonos fiiggvénye-
ket amelyekre a gondolatmenet teljesiil jelolje D (G).

2. Legyen f € D (H). Az f korlatossaga miatt at — E® (f (Y (t))) valosbol
valosba képezd fliggvény korlatos, igy a kovetkezd szamolasban hasznalhatjuk
a parcialis integréalas formulajat

f (@) =—T[exp(—pt) E*f (Y (t)]g° =

_ _/OOO de%i—?t)m (F (¥ (t)))dt—/OooeXp(_pt)iE””f(Y(t))dt:

=p(Rpf) (x) - /OOO exp (—pt) E* ((Gf) (Y ())) dt =
=p(Rpf) () = (B (G)) () = (B (pI = G) f) () .

55 A félcsoportok absztrakt elméletében fel szokéas tételezni, hogy a fazistéren adott
egy topologia és ebben a topologiaban az operatorok folytonosak. Ha a derivaltakat
létezését ebben a topologidban koveteljiik meg, akkor a limesz és az operator a fel-
tételezett folytonossag miatt felcserélhets. A lényeg az, hogy egy adott f fliggvény
esetén kozvetleniil nem egyszerd eldonteni, hogy eleme-e a G értelmezési tartoma-
nyanak vagy sem, ugyanis az absztrakt megfogalmazas idénként elrejti a tényleges
nehézségeket.
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Vegyiik észre, felhasznaltuk, hogy a parcialis integralas formuldjaban ha két
tag véges, akkor a harmadiknak is végesnek kell lenni. Az egyenlGség més-
képpen fogalmazva azt jelenti, hogy minden f € D (H) esetén

Ry (pI ~G)f = f. (3.37)
3. Legyen ismételten f € Cy (F'). Egyszerii szamoléssal
P Ruf) = e [ exp (-ps) Pufis =
-/ " exp (—ps) PP fds =
-/ " exp (—ps) Pryafds =
-/ " exp (—p (u— 1)) Pufdu =

= exp (pt) /t exp (—pu) Py fdu.

Az egyenl6ség igazolasahoz csak a Py és az integraléas felcserélhet&ségét biz-
tositod

P [ exp(ops) Pufds = [ exp(-ps) Prifds
0 0

egyenlséget érdemes kozelebbrsl megvizsgéalni. Ez masképpen a Fubini-tétel
és a Markov-tulajdonsag alapjan teljesiils

o ( [ e o B O G o) ds) _
-/ " exp (=ps) B (YO (£ (¥ (5)))) ds =
— /000 exp (—ps) B (f (Y (t +s)))ds

egyenléséget jelenti. A szamolas eredményeként kapott alakot behelyettesitve

i Fth (Rpf) — Py (R, f)
h\0 h

_ g O (D) Jonexp (=pu) Py fdu — exp (pt) [ exp (—pu) P, fdu
T RNO h '
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A hatéarérték mogotti rész

exp (p (h+ 12) — exp (pt) Ryf—
t+h

exp (p(h+1)) [, exp(—ps)Psfds — exp (pt) f(f exp (—ps) Ps fds
h

modon irhaté. A méasodik sor

h t+h
eXp(pglth))/t exp (—ps) Ps fds+

exp (p(h+1t)) —exp
+ h

t
(pt)/ exp (—ps) Ps fds.
0
Ha h — 0, akkor a hatarérték
t
pexp (pt) Ry f — exp (pt) exp (—pt) Prf — pexp (pt) / exp (—ps) Ps fds =
0
t
=pexp (pt) Ry f — Pif —pexp (pt)/ exp (—ps) Ps fds.
0

Specialisan ha ¢ = 0, akkor

G(Rpf) =pR,f — [,
vagy ami ugyanaz:
(v — G) (Ry) = 1, (3.38)
feltéve, ha R,f € D (H). Vegylik észre, hogy

E* (G (Rpf (Y (1)) = E* (pRpf — f) (Y (1)) =
=pE* (pRyf (Y (1)) — E* (f (Y (1))
A maésodik kifejezés éppen a derivalt képletében szereplé — P, f. Szamoljuk ki

az els6 tagot. A Fubini-tétel szerint az integralokat megcserélve és a Markov-
tulajdonsagot felhasznalva

o0

p/oooexp(—ps)Em(Psf(Y(t)))ds = p/ exp (—ps) Psyifds =

0

_ / " exp (=p (u— 1)) Pufdu =

t
— pexp (pt) Ry (f) — pexp (pt) / P, fdu,
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ami éppen a derivalt tobbi tagja. Ebbdl kovetkezGen tetszoleges f € Cy, (F)
fiiggvényre R, f € D (G). A belatott és sorok egylittes interpre-
tacioja, hogy a Cj (F') téren értelmezett R, minden pozitiv p estén éppen a
pl — G inverze, vagyis

Ry, = (pI — G)_l )

ami éppen indokolja a rezolvens elnevezést, ugyanis altalaban egy B operator
rezolvensén a z — (zI — B) " leképezést szokas érteni.

3.127. Példa. Homogén sztochasztikus differencidlegyenletek infinitezimalis
generatora.

Legyenek b (x) és o (z) folytonos fliggvények és tekintsiink egy dY (t) =
=b(Y (t))dt + o (Y (t)) dw (t) alaka sztochasztikus differencidlegyenletet és
tekintsiik az altala definidlt Y homogén Markov-folyamatot. Az Y folyto-
nossaga miatt az el6z8 gondolatmenet hasznalhat6. Az egyediili problémét
a D (G) értelmezési tartomanyanak meghatéarozasa jelenti. Megmutatjuk, ha
f kompakt tartoju és kétszer folytonosan derivalhatd, akkor f € D (G) és
ilyenkor Gf = Af, ahol az A a martingalprobléma definidlasakor felirt
operator. Minden z-re tekintsiik a

tos (Pf) (2) = B*(f(Y (1)) = B (Mf<t> 1)+ (Af><Y<s>>) ds=

= E* (f(Y(O)))+/0 EZ((Af) (Y (s))) ds

leképezést, ahol felhasznaltuk, hogy mivel az f kompakt tartoja, ezért az M7
martingal, igy a varhato értéke nulla. Mivel a b, o és az Y folytonos, ezért
az s = A(f (Y (s))) is folytonos és mivel az f masodik derivaltja is kompakt
tartoju ezért ez a fliggvény korlatos is, igy a hatarérték és az E® szerinti
varhato érték megceserélhetd, igy az integral alatti kifejezés folytonos. Ebbsl
kovetkezGen ilyenkor a kifejezés derivalhato. A derivalt a ¢ = 0 pontban éppen
az

E* (Af (Y (0))) = (Af) (x)
ugyanis az Y (0) az E* alatt egy valoszintiséggel éppen x. Ebbdl kovetke-

z8en f € D(G) kovetkezésképpen a G az A kiterjesztése. Természetesen a
gondolatmenet pontosan arra épiil. hogy az Ité-formula altal megadott

M) = [ oGl o @)

sztochasztikus integral mikor lesz valodi martingal. Arra azonban, hogy egy
sztochasztikus integral mikor lesz martingal csak elégséges feltételek allnak
rendelkezésre. ]
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3.6. Az integralas kiterjesztése el6rejelezhets in-
tegrandusokra

Az idaig bemutatott sztochasztikus integralas az alkalmazasok egy jelentds
részében megfelel. Ugyanakkor a sztochasztikus analizis néhany tételének
igazolasahoz az integralfogalmat ki kell terjeszteni. Ilyen tétel példaul a pénz-
ligyi alkalmazasokban alapvets szerepet jatszd integralreprezentacios téteﬂ
A kiterjesztés két iranyba torténhet. Egyrészt nem folytonos integratorok be-
vezetésével, masrészt nem balrél reguléris integrandusok bevezetésével. Mivel
a sztochasztikus analizis leggyakoribb alkalmazéasaiban az integratorok foly-
tonosak, ezért a lehetséges integratorok bévitését nem térgyaljulﬂ

Az integral kiterjesztésének altalanos héattere igen egyszerii: Legyenek ad-
va X és Y metrikus terek, tegyiik fel, hogy az Y teljes, és legyen f az X egy
stird részhalmazat az Y térbe képez izometria. Ekkor az f izometriaként ki-
terjeszthets a teljes X térre. A kiterjesztés igen egyszerid. Ha x,, — x, akkor
az (x,) Cauchy-sorozat az X-ben, de akkor az izometria miatt az (f (z,))
Cauchy-sorozat az Y-ban. Mivel az Y teljes, ezért létezik olyan y € Y, amely-
re f(x,) = y. Az f () =y modon definialt fiiggvény éppen a keresett kiter-
jesztés. Konnyen lathato, hogy a kiterjesztés utan az f izometria marad.

3.6.1. Elo6rejelezhets folyamatok és kiterjesztés It6-izo-
metriaval

A kibovités tobb modon is megtehets. Az itt roviden vazolt kiterjesztés a
Burkholder—Davis—Gundy-féle egyenl6tlenségre és a martingal kritéri-
umra épiil. Ezek alapjan ha L egy folytonos lokélis martingal és az X olyan
adaptalt balrol regularis folyamat, amelyre E ( fooo X2d[L]) < oo, akkor az
N = X o L egy folytonos négyzetesen integralhaté martingal. E ([, X?d [L])
egy L? norma az Ry x Q téren értelmezett lehetséges integrandusok terén.
Mivel az idaig bevezetett integrandusok balrél regularisak, ezért az idaig be-
vezetett integrandusok tere ebben az L? normaban nem teljes. Az integral
kiterjesztésekor ezt a teret egyszertien teljessé tessziik.

3.128. Allitas. Ha N négyzetesen integrdlhaté martingdl, akkor az N? —[N]
valddi martingdl.

56 A tételt mar hasznaltuk az el6z3 pontban.

57 Az integrator altalaban egy Wiener-folyamat, vagy egy Wiener-folyamat szerinti in-
tegral, vagy valamilyen Wiener-folyamattal felirt sztochasztikus differencialegyenlet
megoldésa.

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

3.6. AZ INTEGRALAS KITERJESZTESE ELOREJELEZHETO INTEGRANDUSOKRA 207

Bizonyitds. Az egyszertiség kedvéert tegyiik fel, hogy N (0) = 0. Legyen (7,)
az N? — [N] lokalizacios sorozata. Ha p = 2, akkor a masodik

sup | X (s)]

0<s<t

P
< — || X (¢t .

Doob-egyenlétlenség miatt tetszéleges [0,t] véges szakaszon az N? rendelke-
zik integralhato majoranssal. A megéallitott folyamat martingél tulajdonsaga

miatt
E(N*(tAT,)) =E(N]™ ().

A monoton konvergencia tétel és a majoralt konvergencia tétel egyideji
hasznélataval belathato, hogy E (N2 (t)) = E ([N] (t)), kovetkezésképpen az
E ([N](t)) is véges. Ebbdl kivetkezik, hogy az N? — [N] folyamat a [0,1]
szakaszon rendelkezik id6t6l fiiggetlen integralhaté majoranssal, igy valodi
martingal. O

3.129. Koévetkezmény (Ito-izometria). Ha L folytonos lokdlis martingdl és

X olyan balrdl reguldris és adaptdlt folyamat, amelyre nézve E (f(f X2d [L]) <

< o0, akkor .
E ((X o) (t)) —E (/0 X2d [L])

ahol a t lehet végtelen is.

3.130. Definicio. Jeldlje P az Ry x Q tér azon részhalmazaibol allo o-
algebrat, amelyet a folytonoﬂ adaptalt folyamatok generdlnak. A P o-
algebrara nézve mérhets kétvaltozos fliggvényeket eldrejelezhetd folyamatok-

nak mondjulf™}
3.131. Példa. Ha X folytonos adaptalt folyamat, akkor az

Y (t) = sign (X (1)) = {_11, EZ §8 ;8 ’

58 Kénnyen megmutathaté, hogy a generalt o-algebra megegyezik a balrél regularis,
adaptalt folyamatok altal generalt o-algebraval.

59 Az eldrejelezhets elnevezés oka az, hogy ha 7 egy megallasi ids, akkor a 7 grafja
pontosan akkor elérejelezhets halmaz, ha a 7 megallasi id§ elérejelezhets, vagyis ha
van olyan (75, ) megallasi id6kbdl 4116 sorozat, amelyre 7, * 7 és minden olyan kime-
netelre, amelyre 7 (w) > 0 a 7, (w) ,elérejelzi” a 7 (w) értéket, vagyis 7, (w) < 7 (w).
Nem minden megéallasi id6 elSrejelezhetd, példaul a Poisson-folyamatok ugrasainak
idSpontja nem elérejelezhetd megallasi id6. Megmutathatd, hogy folytonos integ-
rator esetén az integrandusokat joval bévebb o-algebrabél is valaszthatjuk. Ennek
azonban nincsen jelent&sége. Az eldrejelezhets folyamatokra a mértékelmélet szoka-
sos megfontolasait hasznalni tudjuk és ez a sztochasztikus analizis szempontjabol
elegendd.
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vagy az
1
Y= —x(X#£0
X (X #0)
folyamatok elérejelezhetGek, de nem balrol regularisak.

3.132. Példa. A balrdl folytonos adaptalt folyamatok elérejelezhetGek.

Legyen X balrol folytonos, adaptalt folyamat. Az adaptéltsag miatt az
. - k ko k+1
X, 02 X O (00 + 3% (50 )« (5 |)
k=0

folyamat adaptalt 1épcsés folyamat. Az X balrol valo folytonosségﬂ miatt
minden (¢, w) parra X, (t,w) — X (t,w) . Kénnyen belathato, hogy a x ((a, b])
balrol reguléris fiiggvények elGallnak folytonos fliggvények hatéarértékeiként,

kovetkezésképpen az
2"L 27’L 2"L

folyamatok elérejelezhetGek. O

3.133. Példa. Ha X el6rejelezhetd, akkor az X7 is elérejelezhetd.

Ha az X folytonos, akkor az X7 is folytonos. A folytonos adaptalt fo-
lyamatok 7 rendszert alkotnak. Kénnyen lathato, hogy az olyan folyamatok,
amelyekre a megallitott folyamat el6rejelezhetd A rendszert alkotnak, igy a
monoton osztaly tétel miatt ha az X el6rejelezhetd, akkor tetszéleges ™ meg-
allasi id§ esetén az X7 is eldrejelezhetd. O

A sztochasztikus analizis targyaldsa sordn szamos o-algebrat szokas be-
vezetni Ezek koziil a legsziikebb az elérejelezheté halmazok csalddja. Ez a
csalad valoban sziik. Megmutathato példaul, hogy a Poisson-folyamatok nem
elérejelezhets folyamatok. Ebbdl is lathato, hogy nem minden jobbrol folyto-
nos, bal oldali hatarértékkel rendelkezé folyamat elérejelezhets. A o-algebra
sziikosségére utal, hogy a jobbrol regularis x ([0,7)) véletlen intervallumok
x ([0, 7]) folyamatok elérejelezhetSek. Ennek oka, hogy nem minden 7 meg-
allasi id6 elérejelezhets abban az értelemben, hogy van olyan (7,,) sorozat,
hogy 1, /' T.

A monoton osztaly tétellel lathatd be, hogy az elérejelezhets folyamatok
trajektoriai mérhetdek, igy az E ( fooo X2d[L)) kifejezés minden eldrejelezhets

60 Vegyiik észre, hogy a gondolatmenet nem vihetd at jobbrol folytonos folyamatokra,

ugyanis az anal6g modon képzett X (k;,}) X ([%, %)) nem lenne adaptalt.
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X folyamat esetén értelmezhetd és a

p )2 B( [“ i)

egy mértéket definial az elérejelezhets halmazok osztalyan. A mérték szerinti
integral konstrukciojabol evidens, hogy tetszéleges X elérejelezhetd folyamat

esetén -
/ Xdu=E (/ d [L])
Ry xQ 0

Az igy kapott (Ry x Q,P,u) téren értelmezett L? teret jeldlje £2 (L), vagy
ha az L folytonos lokalis martingal egyértelmii, akkor egyszertien £2. Az X €
€ L£? (L) folyamat normajat az || X||; modon fogjuk jelSlni.

Emlékeztetiink, hogy a teljes szémegyeneserﬂ négyzetesen integralhatd
martingalok egyenletesen integralhatoak, igy egyértelmien kiterjeszthetk a
t = oo id6pontra. Vagyis a minden t < oo esetén teljesiil

M) =EM@®) | F), s<t

egyenldség miatt a négyzetesen integralhaté martingalok H2-vel jelslt te-
re azonosithatd az F; N Foo = o (Fi,t > 0) téren négyzetesen integralha-
t6 fiiggvények L2 (€2, Foo, P) terével. Az igy kapott Hilbert-térben a normét
|| M ||4,2-vel fogjuk jelSlni. A Doob-egyenlGtlenség miatt minden ¢ < oo esetén

2
E(M* () <E (( sup M(s)) ) <4-E(M?(t)),
0<s<t

ezért az M (t) értéknek az L? (Q, F;, P) térben vett konvergencidja ekviva-
lens avval hogy a trajektoridk idétengelyen valo egyenletes konvergenciaban
vett tavolsdga L2 (Q)-ban nulldhoz tart. Mivel minden L2-ben konvergens so-
rozatnak van majdnem mindenhol konvergens részsorozata, ezért, legalabbis
egy részsorozatra, majdnem minden trajektoria egyenletesen is konvergens.
Mivel folytonos filiggvények egyenletes konvergens sorozatdnak hatarértéke
is folytonos, ezért a folytonos négyzetesen integralhaté6 martingélok csalad-
ja zart részhalmaza a négyzetesen integralhato martingalok csaladjanak. Az
[té-izometria minden ¢ < co esetén tekinthet az L2 (Q, F;, P), illetve a vele
ekvivalens H? és az L2 (L) egy-egy lineéris altere kozdtti izometrianak. Ha
X € £%(L), akkor jeldlje X o L azt a négyzetesen integralhaté martingalt,
amit az X +— X e L izometria £2 (L)-re valo kiterjesztése segitségével kapunk.
Mivel a folytonos adaptalt folyamatok, kévetkezésképpen a balrél regularis fo-
lyamatok stirtiek az £2 (L)-ben a kiterjesztett leképezés minden £2 (L) esetén

61 Emlékeztetiink, hogy a négyzetesen integralhatosag azt jelenti, hogy az L2-norma
korlatos.
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értelmes. A kiterjesztés soran kapott H? martingalok folytonosak, ugyanis a
folytonos martingalok egy zart alteret alkotnak. Természetesen a kiterjesztés
soran konstrualt sztochasztikus integralokra méar nem lesz igaz, hogy az in-
tegral az integralkozelits Osszegek hatarértéke, de az [t6—Stieltjes-integralokra
belatott szamolasi szabélyok kivétel nélkiil atvihetSk a kiterjesztett integral-
fogalomra is.

3.6.2. A kiterjesztett integral tulajdonsagai

Az Ito—Stieltjes-integral linearitasa miatt a kovetkezd allitas evidens:

3.134. Allitas (Linearitas). Ha X1, Xo € L2 (L), akkor (X, 4+ X3) e L =
=X,eL+ XseL.

3.135. Allitas (Polaritasi formula). Ha L és N folytonos lokdlis martingdlok
és X € L2 (L), akkor [X @« L,N] = X o [L, N]. Az X e L az egyetlen olyan a
t = 0 pontban nulla értéket felvevd, folytonos négyzetesen integralhaté mar-
tingdl, amire ez az egyenldség minden N folytonos négyzetesen integralhatd
martingdlra teljesil.

Bizonyitds. Az egyértelmiiség konnyen igazolhatdé: Ha M egy masik ilyen
folytonos, négyzetesen integralhaté6 martingal, akkor

0=Xe[L,N]—Xe[L,N]=[XeL N|—[M,N]=[XeL—M,N].

Ha most N = X o L — M, akkor [X e L — M] = 0, kovetkezésképpen az X e
e [ — M konstans. Mivel mind a két folyamat a nulla idépontban nulla, ezért
az eltérés azonosan nulla, amivel az egyértelmiiséget igazoltuk.

Az azonossag teljesiilésére ratérve vegyiik észre, hogy az azonossag loka-
lizalhato: Legyen (7,,) egy lokalizaciés sorozat. Egyrészt a folytonos lokalis

[XeL N =[XeL N|™.
Maésrészt a trajektorianként vett integralra trividlisan igaz a megallitasi sza-
baly, igy
(Xo[L,N))"=Xe[L,N]™"=Xe[L,N"].
Kovetkezésképpen, ha igazolni tudjuk, hogy az
[XeL N"]=Xe[L N

egyenlGség teljestil, akkor

X o L,N™ = [X o L,N™] = X o [L, N7"] = X o [L,N]™ = (X o [L,N))™,
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amibdl, mivel 7, oo, a kivint egyenlGség mar kovetkezik. Mivel az N
folytonos, ezért elegendd az

[XeL Nl=Xe[L N|

azonossagot N és [IN] korlatossaga esetén igazolni. Ennek belatasahoz a ke-
resztvariacid jellemzése alapjan elég belatni, hogy az

(XeL)N — X e[L,N]

lokalis martingal. De mivel az X e L négyzetesen integralhato, az N pedig
korlatos, vagyis szintén négyzetesen integralhato, ezér@ ha az X folytonos,
akkor az Ito—Stieltjes-integralasra mar belatott polaritéasi szabaly miat@

(XeL)N—Xe[L,N]=(XeL)N—[(XeL),N]
kifejezés valodi martingal, vagyis ha ¢t > s, akkor
t s
E((XoL)(t)N(t)—/ Xd[L, N] |]-'s) :(XoL)(s)N(s)—/ Xd[L, N].
0 0
Ha X € £2?(L), akkor vannak olyan folytonos X,, € £2(L) folyamatok,

amelyekre X,, — X az £2 (L) térben. A H? tér topolégiaja miatt minden u
idépontra

2
(Xp o L) (u) "5 (X o L) (u).
Az alabb kiilon belatott Kunita—Watanabe-egyenlGtlenség miatt felhasznalva,
2
hogy az X, 5 X és az [N] korlatos, [N] < K

E ((/(Ju(Xn—X)d[L,N]>2> <E (/Ou(Xn—X)Qd[L]/Ould[N]) —
B (V@ [ (6, - X)) <
gK-E(/Ou(Xn—X)Qd[L]) -0,
vagyis minden u esetén
/Ou X,d[L, N] P2 /Ou Xd|[L,N].

A feltételes varhato értéek L' (Q) folytonossaga miatt a hatarérték és a feltéte-
les varhato érték felcserélhets, amibdl az allitas méar konnyen igazolhato. O

62v.5.:[3.128] 4llitas, oldal.
63v.5.: [3.38] tétel, [96] oldal.
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A Cauchy-egyenlStlenség sztochasztikus integralasra atszabott verziojat
mar az el6z§ allitas igazolasakor is felhasznaltuk.

3.136. Allitas (Kunita—Watanabe-egyenlstlenség). Ha U és V' szorzatmér-
hetd folyamatok, X ésY folytonos lokdlis martingdlok, akkor

/Ot UVd[X,Y]‘ < /Ot|UV|dVar([X,Y]) < \//(:UQd[X]\//OtVQd[Y].

Bizonyitds. Az els6 egyenlség trivialisan teljesiil. Ha X és Y folytonos lokalis
martingalok, akkor tetszéleges a és b konstansok esetén

[aX +bY] = a® [X] +2ab [ X, Y] + b? [Y],

ahol az egyenléség majdnem mindenhol értelemben értends. Ha az a és a b
racionéalis szamok, akkor a nullmértéki halmazokat egyesithetjiik és feltehet-
jiuk, hogy az egyenlGség minden trajektoriara teljesiil. Mivel a kvadratikus
variacié alatt nem tudunk hatarértéket venni, az egyenlGséget nem tudjuk
minden a és b esetére kiterjeszteni. De azért feltehetjiik, hogy minden a és b
racionélis szamra

a®[X] +2ab [ X, Y] + b2 [Y] >0,

amely egyenlGtlenséget mar kiterjeszthetiink minden valés a és b konstansok-
ra. Mivel a diszkriminans nem lehet pozitiv, ezért majdnem minden trajek-

toriara
X Y] < VIXIVIY]
Legyen s tetsz6leges. Az egyenlStlenséget az
X)) =X (s+t) e Y(@#)=Y (s+1)
folyamatokra alkalmazva és felhasznalva, hogy
[X.7] () = X.Y1() - X, Y] (5)
kénnyen belathato, hogy

< VXY

t1 ti”

|1, v

Természetesen ez ismét csak majdnem mindenhol értelemben teljesiil. Ezért
a nullmértékid halmazokat egyesitve minden racionalis t;,ts szamra egy ko-
z6s nullmértékd halmaztol eltekintve az egyenl6tlenség teljesiil. Kihasznalva,
hogy a trajektoriak folytonosak minden ¢; és to esetére is kiterjeszthetd az
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egyenlStlenség. Rogzitsiink egy kimenetelt és az [X, Y], [X] és az [Y] ezen
kimeneteléhez tartozo trajektoridjat jelolje f, g és h. Igy ha t; < to, akkor

f (t2) — f (1) < Vg (t2) — g (t1) VR (t2) — h (1) (3.39)

Legyen
p=Var(f)+g+h és v, =a’g+2af+ h.

A fenti (3.39) sorbdl trividlisan, ha ¢, < to, akkor a
Va (t2) = va (1) = a® (g (t2) — g (1)) + 2a (f (t2) = f (tr)) + h (t2) — h (t1)

nem negativ, ugyanis az a szerint vett méasodfoku polinom diszkriminansa
nem pozitiv. Igy a v, minden a esetén nem csokkend. Tehat

dv, 5 dg df  dh
< ZZa 22 49 4 20
O*du adu+ adu+d,u

a i mérték szerint majdnem mindenhol. A nullmértéki halmazokat egyesitve
ismét igazolhato, hogy ez minden a esetén teljesiil. Igy ismételten a u szerint

majdnem mindenhol
@l |d9 [dh
—\du\ du

Tetszbleges u és v Borel-mérhetd fiiggvények esetén

[l - Oo|uv|dfdu\ /wmv\
g\//o u? gdp\// UQ—d,u—
= \//Ooou2dg\//0 v2dh

ami éppen a bizonyitani kivant Kunita—Watanabe-egyenl6tlenség. O

df
e <
dp ‘ o

A polaritasi formula kulcs szerepet jatszik az Ito-izometria segitségével ki-
terjesztett integrélfogalom tulajdonségainak igazolésakor Példaként tekint-

3.137. Allitas (Megallitasi szabaly). Ha 7 megdlldsi id6, akkor

X oM = (x([0,7])X)e M= (XeM). (3.40)
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Bizonyitds. A kvadratikus variacio megfelels tulajdonsaga és a polaritasi sza-
baly szerint

[(XeM) N =[XeMN|"=(Xe[M,N))" =X e[M,N|" =
=Xe[M",N|=[XeM" NJ|,

ami csak akkor lehetséges, ha

Hasonlo6an,
[XeM™ N=Xe[M",N|=Xe[M,N|"=
= (x ([0,7]) X) o [M, N] =
= [(x ([0,7]) X) & M, NT,
amibdl
XeM™ = (x([0,7]) X) e M. O

3.138. Allitas (Asszociativitasi szabaly). Ha X € L2(M) és Y € L?(X o M),
akkor XY € L% (M) és

YX)eM=Ye(XeM). (3.41)

Bizonyitds. Az X € L* definici6ja szerint E ([ X?d [M]) < co. Ebbdl k-
vetkezGen majdnem minden kimenetelre az fooo X2d[M] trajektoridnként
vett integral véges. A polaritasi szabaly szerint

[XOM]:[XQM,XOM]ZXQ[M,XQM]:
:X‘(X‘[M7M]):X2.[M3M]v

ahol kihasznaltuk, hogy az asszociativitasi szabaly trajektoridnként vett in-
tegralokra teljesiil. Ha Y € £2 (X o M), akkor

oo>E(/OOOY2d[XoM]) :E(/OOOYQd/OSXQd[MD =
—E</OOOY2X2d[M])7

vagyis Y X € £2 (M) . Ugyanakkor ismételten a polaritasi szabaly miatt
t
[(YX).M,N}:(YX)-[M,N]é/ YXd[M,N] = (3.42)
0

:/tYd/st[M,N] =Y e (X e[MN]),
0 0
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ahol felhasznaltuk, hogy mivel X € L2 (M), ezért a Kunita-Watanabe-
egyenlGtlenség miatt

/|X|dVar [M, N]) \// X2d[M \// 1d[N

igy az X majdnem minden kimenetelre [M, N] integralhat6. Tovabba

Ye(Xe[M,N))=Ye[XeM/ N =[YVe(XeM)N],
vagyis a fenti sorral Osszevetve
(YX)eM,N|=[Ye(XeM),NJ,
amibdl a sztochasztikus integral egyértelmiisége alapjan
YX)eM=Ye(XeM),

ami éppen a bizonyitani kivant asszociativitéasi szabéaly. O

3.6.3. Az integral tovabbi kiterjesztése

Célunk egy olyan integralfogalom definialasa, amelyre érvényes az [X o L] =
= X?e[L] polaritasi szabély. Mivel az [X e L] véges, ezért ilyenkor az X2 e[L]
is véges kell hogy legyen. A kérdés az, hogy ha L egy folytonos lokalis martin-
gal és X egy olyan el6rejelezhets folyamat, amelyre fot X2 (s)d[L] (s) < o0
minden ¢ esetén, akkor van-e olyan X e L mddon jelolt folytonos, a nullaban
nulla értéket felvevd lokélis martingal, amelyre minden N folytonos lokalis
martingélra [X ¢ L, N| = X e [L, N]? Miként mar t6bbszor lattuk, ha ilyen
X o L folytonos lokélis martingél van, akkor az X e L egyértelmi. Valoban,
ha [X e L, N] = [M,N] = X e [L, N] minden N folytonos lokalis martingal
esetén, akkor minden N folytonos lokalis martingalra [X ¢ L — M, N| = 0,
amibsl X e L = M, vagyis ha van olyan integralfogalom amely teljesiti a
polaritasi formulat, akkor az integral egyértelmi.

3.139. Definicio. Legyen L lokalis martingal. Az £3 (L) téren az olyan X
elérejelezhets folyamatok halmazat értjiik, amelyekhez az L-nek van olyan
(1) lokalizAcios sorozata, hogy minden n-re X € £2 (L™), vagyis

E (/OOOXQd[LT"]) =E (/Ooond[L]T"> =E (/OTn X2d[L]> =
_E (/Omx([o,fn])xm[L]) < 0.
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3.140. Tétel (Sztochasztikus integral létezése). Ha L folytonos lokdlis mar-
tingdl, akkor tetszéleges X € L3 . (L) folyamathoz létezik olyan X e L mddon
jelolt,

1. a nulla pontban nulla értéket felvevd, folytonos lokdlis martingdl, amely-

re minden N folytonos lokdlis martingdlra érvényes az
[XeL N|=Xe[L,N]| (3.43)

polaritdsi szabdlﬂ.

2. Az L2 (L) tér pontosan azokbdl az elérejelezhetd folyamatokbol dll,

amelyekre minden t-re

(X o L] (1) = /O X2d[L] 2 (X2 e (L)) (1) < oo (3.44)

3. Tetszdleges T megdlldsi iddre teljesil az

(XoL) =y([0,7) XeL=X"eL =XeL (3.45)

megdllitdasi szabdly.

4. Ha X € L3 ,(L), akkor Y € L} (X o L) pontosan akkor, ha XY €

loc

€ L3 (L) és ilyenkor teljesiil az
YX)eL=Ye(Xel) (3.46)

asszociativitdsi szabdly.

5. Az X e L bilinedris, vagyis

Xe (a1L1 + 042L2) = (X [ Ll) + ao (X [ Lg)
€s
(Oéle + Ongg) o[ = (6751 (Xl L L) + Qo (X2 L L) 5

feltéve, hogy az dsszes kifejezés értelmes. Ha az egyenldségben szerepld
hdrom tagbdl kettd értelmes, akkor értelmes a harmadik is.

Bizonyitas. Az allitasok igazolésa a koréabbiak alapjan mar egyszeri:

1. Legyen X € L2 (L) és (7,) legyen az L olyan lokalizaciés sorozata,

loc

amelyre X € £2(L™). Tekintsiik az I,, = X e L™ integralokat. Az I,,11 a
[0, 7,,] szakaszon megegyezik az

I;L—ﬁ-l = (X [ ] LT"+1)T" = X [ ) (LTW’+1)Tn = X [ ] LT" = In

64 Miként korabban, most is belathato, hogy a polaritasi formula megkdvetelése egy-
értelmien definialja az X e L lokalis martingalt.
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folyamattal, vagyis a X e L integral egyértelmten definidlhato ha értékét a
[0, 7] szakaszon az I,-nel értelmezziik. A konstrukciobol nyilvanvalo, hogy
az X o [ nem fiigg a (7,,) lokalizacios sorozattol. Az X e L a nulla idpontban
biztosan eltiinik és folytonos. Trivialisan

(XeL)"=(XeL™)"=XeoL™.

Tn

Az X e L™ négyzetesen integralhaté martingal és ezért az (X o L)™™ meg-
allitott folyamat is négyzetesen integralhaté martingal, igy az X e L lokalis
martingal. Meg kell mutatni, hogy teljesiil a polaritasi formula. A
kvadratikus variaciora vonatkozo megéallitasi szabaly szerint

(X oL N™ =[(XeL)™ N™|=
= [X ° L"'n’ NTn] X e [LT” NT"] _
= X o [LN]"™ = (X o[L, N)™

amibdl a (3.43) altalanos polaritasi formula evidens.

2. A trajektoriankénti integralas elemi szabalyai szerint a polaritasi szabaly

alapjan
[XeLl=[XeL, Xel|=Xe[[,Xel]=
=Xe(Xeo[LL))=X?e[L].

Az [X e L] kvadratikus variaci6 majdnem mindenhol valo végességébdl és a
fenti sorbol kovetkezGen ha X € £2 (L), akkor teljesiil a (3.44). Megforditva,
ha az el6rejelezhetd X folyamathoz vessziik az olyan (7,,) megallasi idGket |
ahol a t — fg X2d[L] véges, folytonos folyamat elGszor 1épi 4t az n szintet,
akkor E ([;° X2?d[L™]) < n, vagyis X € L2 (L™), vagyis X € L} (L),
tehat az L; . (L) tér tartalmazza az Osszes olyan elérejelezhetd folyamatot,
amelyre majdnem minden kimenetelre minden ¢-re teljesiil a ((3.44).

3. Legyen 7 tetsz6leges megéllasi id6. Ha X € L2 (L), akkor az
Ix ([0, 7]) X| < [X]
miatt trivialisan x ([0,7]) X € £3_ (L) . A mar belatott analog szabaly alap-
jan
(XeL))™" =((XeL)™) = (XeL™) =

x(w T) X e L™ =
= (x([0,7)) X 0 L) .

A (3.45) egyenldség tobbi részének igazolasa analog.
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4. Az XY € L3 (L) ekvivalens az X?Y? e [L] végességével. A trajektori-
ankénti integrdlas miatt mindig teljesiil az

Y?’X?e[L]=Y e (X?e[L]) =Y e [X o]

azonossag, kovetkezésképpen Y € L2 (X e L) pontosan akkor, ha XY €
€ L2 (L). Ha

loc

YeLi . (Xel),

loc

akkor alkalmas (7,,) lokalizAciés sorozatra Y € L2((X @ L)™)=L2((X o L™)).

(Ye(XeL)™=(Ye(Xe LT”')T")Tn =
(Vo (X0 L))" =
=(YXeL™)™=(YXeL)™,

amibdl az asszociativitasi szabaly evidens.

5. A linearitas a konstrukcié miatt evidens. O

3.6.4. Folytonos szemimartingalok szerinti integralas

A mar elmondottak alapjan értelemszertien definialjuk a folytonos szemimar-
tingalok szerinti integralast.

3.141. Definicio. Legyen X egy folytonos szemimartingél és legyen X =
= X (0)+V + L az X egyértelmi felbontasa, ahol a szemimartingal defi-
niciéjanak megfeleléen L folytonos lokalis martingdl és V folytonos, véges
valtozasu folyamat, tovabba az egyszeriiség kedvéeért V (0) = L (0) = 0. Az Y
elérejelezhet folyamatot az X szemimartingal szerint integralhatéonak mond-
juk, ha egyrészt Y € £120c (L), vagyis majdnem minden w kimenetelre minden
t esetén

t
|y el s <o,
0

masrészt majdnem minden trajektoriara és minden ¢ idGpontra léteznek az

YeV)(t,w) = fot Y (s,w)dV (s,w) trajektorianként vett integralok, vagyis
majdnem minden w kimenetelre és minden t id6pontra

/O Y] (s,w) dVar (V) (s,w) < o0.

Definicié szerint

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

3.6. AZ INTEGRALAS KITERJESZTESE ELOREJELEZHETO INTEGRANDUSOKRA 219

Az olvaso kénnyen belathatja, hogy az igy kapott Y e X integralfogalomra
teljesiilnek a sztochasztikus integraldsra méar bemutatott szabalyok. A kiter-
jesztett integralfogalom egyik {6 elénye, hogy az integralok és a hatéarérték
felcserélésére atvihetjiik a majoralt konvergencia kritériumot :

3.142. Tétel (Majoralt konvergencia tétele). Legyen X folytonos szemimar-
tingdl. Tegyiik fel, hogy (Y,,) eldrejelezhetd folyamatok olyan sorozata, amelyre
az Y, majdnem minden kimenetelre minden idépontban valamely Yo, folya-
mathoz tart. Ha van olyan az X szerint integrdlhate Y  folyamat, amelyre
|V, <Y, akkor Y,, ¢« X — Y., @ X, ahol a konvergencia sztochasztikus kon-
vergencidban minden kompakt intervallumon egyenletesen, vagyis

sup |(Y, ¢ X) (s) — (Yo @ X) (5)] 20, 0<t< co.

s<t
Bizonyitds. Az allitast elég kiilon-kiilon az X korlatos valtozéasu és lokalis
martingal részére belatni. Az integral linearitdsa miatt elegendd belatni az
allitast ha Y, = 0.

Elsszor tegyiik fel, hogy az X véges valtozasa. Mivel |Y,,| <Y, ezért tet-
sz6leges w-ra és [0,t] intervallumra az Y, (w) trajektoria a [0,t] szakaszon
integralhato. Trajektorianként alkalmazva a Lebesgue-féle majoralt konver-
gencia tételt minden s < t fels6 hatarra

¢
< / |Y,|dVar (X) — 0,
0

Y,dX
0

tehét az integral trajektorianként, a fels6 hatéar szerint egyenletesen, nulldhoz
tart. A pontonkénti konvergenciabol kovetkezik a sztochasztikus konvergen-
cia, igy az allitasban szerepl$ konvergencia teljestil.

Legyen X folytonos lokalis martingal. Az Y a feltétel szerint az X szerint
integralhato, tehat Y € £ (X). Legyen T olyan megallasi ids, amelyre X7 €
€ H?ésY € L2(XT). Ha Y € L2(X7), akkor az |Y,| < Y miatt Y, €
€ L2 (XT), igy az Y;, — 0 miatt a majoralt konvergencia tétel felhasznaldsaval

il =B ([ vzane) = ( [Tvzanr) -

5 ([ v o

tehat az £2 (X7) térben Y, — 0.

Legyen (7,,) az X integrandus H2-lokalizicios sorozata. Legyen €,d > 0 és
jelolje o az egyik olyan 7, megallasi id6t, amelyre P (7, <t) < 4. A [0, 0]
véletlen intervallumon az Y,, ¢ X megegyezik az Y,, @ X? folyamattal, vagyis
ha s < o (w), akkor

(Y 0 X) (5,0) = (Y 0 X7) (s,)..

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

220 3. NEHANY TETEL A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ELMELETEBOL

Ha A = {sup,., |V, ® X|(s) > ¢}, akkor

)AA)+P((0>t)NA) <

P(4) = P(( t
o<t +P((0>t)NA) <5+ P(A,)

P(

ahol A, az A-val analég modon képzett halmaz, vagyis

<
<

A, = {squnOX”| (s) > E}.

s<t

Mivel az £2 (X7) topologidban Y,, — 0, és mivel a Z + Z @ X7 izometria,
ezért a H2-ben Y, « X° — 0. A Doob-egyenlétlenség szerint

E <<sup Y, ® X7 ($)>2> <4 (E2 (Y, @ X7) (oo))Q) -

s<oo

=4V, e X5, — 0.

A Markov-egyenl6tlenség szerint az L2-konvergencidbol kovetkezik a szto-
chasztikus konvergencia, ezért

P(AJ)LP<SUP|Yn'X"(s)>€) —0. O

s<t

A majoralt konvergencia tétele segitségével megmutathatjuk, hogy balrol
reguléris folyamatok esetén a sztochasztikus integralok és az Ito—Stieltjes-
integralok egybeesnek, vagyis a sztochasztikus integralas valoban kiterjesztése
az [to—Stieltjes-integralasnak.

3.143. Definici6é. Egy X folyamatot lokalisan korlatosnak mondunk, ha az
X — X (0) rendelkezik olyan (7,) lokalizicios sorozattal, amelyre nézve az
(X — X (0))™ egyenletesen korlatos.

Ha egy X folyamat lokélisan korlatos és elérejelezhets és az M egy foly-
tonos lokalis martingél, akkor van olyan (7,) lokalizaciés sorozat, hogy az
(X — X (0))™ és az [M™] is korlatos, igy X € L (M), vagyis az X e M
létezik.

3.144. Lemma. Minden balrol reguldris folyamat lokdlisan korldtos, igy min-
den balrol requldris, adaptdlt folyamat integrdlhato tetszdleges folytonos sze-
mimartingdl esetén.

Bizonyitds. Feltehetd, hogy X (0) = 0. Legyen

T = inf {t | [X (£)] > n}.

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

3.6. AZ INTEGRALAS KITERJESZTESE ELOREJELEZHETO INTEGRANDUSOKRA 221

A balrol valo folytonossag miatt | X ™| < n, ugyanis ha a 7, id6pontban nem
teljestilne, akkor a balrol valo folytonossag miatt a 7,, csokkenthets lenne. A
jobb oldali hatarérték létezése miatt 7,, oo, ugyanis ellenkezs esetben a
(Tn) véges torlodasi pontjaban nem létezhetne a jobb oldali hatéarérték. Tri-
vialisan minden lokélisan korlatos folyamatra és tetszélges M lokalis martin-
gilra az X2 e [M] folyamat véges, igy X € L2 (M), igy az M feltételezett

loc
folytonossédga miatt az X integralhato. O

3.145. Lemma. Ha X balrdl reguldris és adaptdlt, akkor az
X" (t) =sup{|X (s)] | s <t}

folyamat is lokdlisan korldtos és ezért tetszdleges M folytonos lokdlis martin-
gdl esetén integralhatd.

Bizonyitds. Az X regularis, ezért a szuprémumot elég a racionélis koordiné-
taju idépontokban venni, igy az X* mérhet6 a balrol regularis folyamatok
altal generélt o-algebrara nézve, igy az X* el6rejelezhet6. Ha X lokélisan
korlatos, akkor trivialisan ugyan avval a (7,,) lokalizacios sorozattal az X* is
lokalisan korlatos. O

3.146. Tétel. Ha X folytonos szemimartingdl, Y balrdl reguldris, adaptdlt
folyamat, akkor azY e X integrdl eldall Ito—Stieltjes-tipusi kizelitd dsszegek
hatdrértékeként, ahol a konvergencia sztochasztikusan a véges szakaszokon
egyenletes.

Bizonyitds. Legyen (t,(cn)) egy infinitezimalis particiosorozat és legyen Y (") =

>eY (t,(cnjl) X (t,(;i)l,t,(cn)} a megfelels 1épcesss fiiggvény. Mivel a particio-
sorozat végteleniil finomodik tetszéleges t esetén a t idépontot tartalmazo
intervallumok als6 hatéara balrél a t-hez tart. Az Y balrol folytonos, ezért
Y™ (t,w) — Y (t,w) minden ¢ és w esetén. Vegyiik a K (t) = sup,, [V (s)|
folyamatot. és mivel |Y(”)‘ < K, ezért a majoralt konvergencia tétel szerint

YMeX 5YeX,

ahol a konvergencia sztochasztikusan a véges szakaszokon egyenletes. O

3.6.5. Sztochasztikus integralas és mértékcsere

Miként emlitettiik, ekvivalens mértékcsere esetén a sztochasztikus és a majd-
nem mindenhol valé konvergencia nem valtozik. Ebbgl kévetkez6en valamely
re soran. A lokalisan ekvivalens mértékcsere nyilvanvaléan nem befolyasolja
a trajektorianként definialt sztochasztikus integralok értékeét.
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Kevésbé nyilvanvalo, hogy a sztochasztikus integral értéke ,altalaban”
ugyancsak nem valtozik a lokélis martingalok szerint vett integralokra. En-
nek indoklésa némiképpen bonyolultabb. Ha S egy folytonos szemimartingal
és X egy balrdl regularis, adaptalt folyamat, akkor miként lattuk minden
t-re az fot XdS sztochasztikus integral az It6-féle kozelits 6sszegek sztochasz-
tikus konvergenciaban vett hatarértéke. Mivel a lokalisan ekvivalens mér-
tékcsere véges intervallumon nem befolyasolja a sztochasztikus konvergen-
ciat a filtracio egyes o-algebrain, ezért az integralas eredménye nem fiigg
az alapul vett mértéktsl. Vilagos, hogy a folytonos, korlatos és adaptalt fo-
lyamatok m-rendszert alkotnak és az olyan X korlatos, elérejelezhetd folya-
matok, amelyekre a két mérték mellett vett S szerinti integral megegyezik
A-rendszer. Emlékeztetiink, hogy a sztochasztikus integralas additiv mivelet
és a sztochasztikus integralokra érvényes a majoralt konvergencia tétele, il-
letve minden korlatos, el6rejelezhets folyamat sztochasztikusan integralhato.
Igy a monoton osztaly tétel miatt minden olyan korlatos X folyamat esetén,
amely mérhet§ a folytonos, adaptalt folyamatok altal generélt legsziikebb o-
algebra szerint a két integral megegyezik. De éppen ezen o-algebra elemeire
definialtuk a sztochasztikus integralast. Az idaig elmondottakat a kovetkezs
lemmaban foglalhatjuk Ossze:

3.147. Lemma. Ha P és Q lokdlisan ekvivalens mértékek és S folytonos
szemimartingdl, akkor minden korldtos eldrejelezhetd X folyamatra az X e S
sztochasztikus integrdl fiiggetlen a P és a Q mértéktdl.

A tétel altalaban is igaz, bar tetszéleges S szemimartingal esetén nem defi-
nialtuk a sztochasztikus integralt. A filtracidkkal persze vigyéazni kell és mind
a két mérték esetén azonos filtraciokat kell tekinteni. Tobbek kozott példa-
ul azért, mert az adaptalt, folytonos folyamatok, illetve az elérejelezhet&ség
definicioja fiigg a filtraciotol. Miként emlitettiik a kibgvitett filtraciok defini-
cioja fiigg attol, hogy milyen nullmértéki halmazokkal bévitettiik a filtraciot.
Mivel a két oldalon azonos filtracidknak kell lenni, ezért tobbek koézott a null-
mértéki halmazok azonos osztalyaival kell a filtraciokat béviteni. Ezt oldja
fel tobbek k6zott a mar emlitett lokalisan nullmértékd halmazok bevezetése.

3.148. Tétel. Ha X eldrejelezhetd és S folytonos szemimartingdl, akkor az
X o .S sztochasztikus integrdl, invaridns a lokdlisan ekvivalens mértékcserére,
vagyis az X o .S pontosan akkor létezik eqy P mérték alatt, ha létezik a vele
lokdlisan ekvivalens Q alatt is, €s ilyenkor a két integrdl értéke azonos.

Bizonyitds. Mivel a véges valtozasa rész szerinti integral nyilvan invarians a
lokélisan ekvivalens mértékcserére, ezért elegendd a lokélis martingal szerinti
résszel foglalkozni. Legyen tehat S tetszbleges folytonos lokélis martingél a
P mérték mellett. Az S szemimartingal a Q alatt és miként lattuk ha X
korlatos és eldrejelezhetd, akkor (X o S)p = (X @ .5)q . Erdemes hangsiilyoz-
ni, hogy a két oldalon, a mértékek kiilonbozGsége miatt a kdzos integratorok
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matematikai tulajdonsigai kiilonbozéek, igy a két oldalon teljesen mas ma-
tematikai konstrukciok allnak. Ha most X tetszdSleges a P alatt integralhato,
eldrejelezhetd folyamat és X,, = X x (|X| < n), akkor, mivel az X,, korlatos,
az &llitas igaz, vagyis (X, e S)p = (X, ¢ 5)q . Meg fogjuk mutatni, hogy az
(X @ .5)q integral is létezik. Ha ez teljesiil, akkor mind a két oldalon alkal-
mazva a majoralt konvergencia tételt az allitas mar egyszertien indokolhaté.
Legyen tehat S = S(0) + N + V az S felbontasa a Q alatt. A V véges
valtozasu és folytonos ezért [V] = [V, N] = 0. Mivel a kvadratikus variacio
a lokalisan ekvivalens mértékesere soran nem valtozik, ezért [N] = [S]. Az
X pontosan akkor integralhato az S lokélis martingal szerint a P alatt, ha
X? o [S] < 0o majdnem mindenhol a P alatt. Amihez persze elegendd, ha
ugyanez minden véges szakaszon teljesiil, vagyis elegendd, ha egy lokalisan
nullmértéki halmazon teljesiil. Igy az [S] = [N] miatt trivialisan

X?e[N]=X?e[S] < 0

lokalisan majdnem mindenhol a P alatt, igy a Q és a P lokilis ekvivalen-
cidja miatt a Q alatt is, tehat az X e N integral létezik a Q alatt. A V
véges valtozasu folyamat mellett az X e V integral pontosan akkor létezik,
ha |X| e Var (V) < oo, ahol Var (V) a V trajektorianként vett teljes megval-
tozasainak folyamata. A Girszanov-transzformécio szerint

VE_Ale[S,A]=—[S, A eA] = —[5, L],

ahol az L lokalis martingél a P alatt. A Kunita—Watanabe-egyenlGtlenség
szerint

|X| e Var (V) < /X2e[S]\/12 e [L] < 0,
tehat az X e V integral is létezik. Igy az
(XoS)g=(XeN)g+(XeV),
integral is létezik és az allitast igazoltuk. O

Erdemes megjegyezni a kovetkezét: Azt mondjuk, hogy egy Q valészini-
ségi mérték lokalisan abszolut folytonos a P valoszintiségi mértékre nézve, ha
a Q lesziikitése minden F; o-algebrara abszolut folytonos a P lesztikitésére
nézve. Vildgos, hogy a szokasos feltételek nem feltétleniil maradnak érvény-
ben, ha a P-rél attériink a Q-ra, de a nullmértékd halmazok halmaza csak
néhet. Igy a Q alatt az elérejelezhetd folyamatok halmaza elvileg béviilhet.
A bemutatott gondolatmenettel megmutathatd, hogy tetszéleges az eredeti
filtraciora nézve eldrejelezhets, integralhato folyamat integralhato lesz a Q
alatt is és a P alatti integralja a Q alatti integral egy verzidja lesz.
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3.7. Az integralreprezentacios tétel

Miként jeleztiik az integral kiterjesztésére az integralreprezentacios tétel mi-
att van sziikkség. Az integralreprezentéicios tételek a piac teljességének in-
doklasa soran jatszanak alapvets szerepet. Két tételt targyalunk: elGszor a
Dudley-féle, majd az It6-féle reprezentacios tételt mutatjuk be. Mind a két
tétel arrol szol, hogy egy & valdszintiségi valtozo milyen koriilmények kozott
irhato fel, reprezentalhatd £ = A + fOT Xdw moédon.

3.7.1. Lokalis martingalokkal valé integralreprezentacios
tétel

Emlékeztetiink, hogy ha w Wiener-folyamat, akkor az FQ = o (w (s) | s < )
egy filtraciot definial. Ellenpéldaval megmutattuk, hogy az F° nem jobb-
16l folytonos. Megmutathat6, hogy ha az FY helyett az F; = o (]:to UN )
kibgvitett filtraciot tekintjiik, akkor az F jobbrol folytonos lesz, vagyis ilyen-
kor F; = Fir = Ng>tFs. Mivel a w folytonos, ezért minden ¢-re w(t) =
= lim, ~ w (s) . Ezért a w (t) mérhets az Fy_ = o (w(s) | s < t) o-algebrara.
Ebbél kovetkezéen Fy = FP_ = o (.7-'2 | s < t) . Ez nyilvan teljestl az F ki-
bévitett filtraciora is. Ezt ugy szokas mondani, hogy az F balrdl is folytonos,
és mivel jobbrol is folytonos, ezért az F filtraciot folytonosnak mondjuk.

3.149. Tétel (Dudley). Legyen w egy Wiener-folyamat és F legyen a w dltal
generdlt kibdvitett filtracio. Tetszdleges & Fp-mérhetd vdltozo esetén létezik
X € L2 (w) folyamat, amelyre

g—/OTde.

Az dllitds akkor is érvényes, ha az F nem feltétlentil a w dltal generdlt filtrd-
cid, de az F folytonos és a w Wiener-folyamat az F-re nézv@.

Bizonyitds. A bizonyitasban hasznalt legfébb eszkoz a kovetkezs, kordbban
mar felhasznalt észrevétel: Tetszbleges 0 < a < b esetén az

L) [ 2du s

sztochasztikus integral értelmes, folytonos az [a,b) szakaszon, és ha t 7 b,
akkor az I(t,w) trajektoridi majdnem minden kimenetelre a —oo és a 400
kozott ingadoznak. Az I folyamat tekinthetd tgy, mintha egy Wiener-folya-
matot ,Gsszenyomtunk” volna az a és a b id6pontok kozé

65 Tipikus eset, amikor az F egy tobbdimenziés Wiener-folyamat altal generalt kiter-
jesztett filtracié és w az egyik koordinata.

66 v.a.: példa, oldal.
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Els6 1épésben belatjuk, hogy tetszdleges t,, T sorozat esetén van olyan
(&) sorozat, hogy minden n-re &, mérhets az F;, o-algebra szerint és majd-
nem mindenhol &, — £. Ennek igazolasa a kovetkezs: Ha n = arctan £, akkor
az n korlatos, igy a Lévy-féle martingél konvergencia tétefﬂ miatt majdnem
mindenhol

m=EMWn|F,)—=>En|F,)=EM0|Fr-).

Ugyanakkor az F filtracio a feltétel szerint balrol folytonos, vagyis Fpr_ =
=Fr,igy E(n| Fr-) =En|Fr) =n. Az (n,) segitségével a (&,) sorozat
mér konnyen definialhato:

&, = tan (n,) — tan(n) = &.

Véges mérték esetén a majdnem mindenhol valé konvergenciabol kévetke-
zik a sztochasztikus konvergencia. Ebbél kovetkezGen megadhaté olyan (&, )
részsorozat, amelyre

1 1
P <5nk — & > ]€3> <

Az egyszertibb jelolés kedvért az eredeti sorozat helyett vegyiik ezt a részso-
rozatot. A bizonyitas végén sziikségiink lesz a kovetkezd becslésre:

P (0 Dl &l > 75 ) =P (I~ 6l > i ) < 647

n?(n+1)
1 3
SP(|§n+1—§|>ng(n+1)) +P<|€n_£|>n?(n+l)> <
1 1
<P <5n+1—f > (n+1)3> +P<§n—€ > n3> < (3.48)
1 1 2
P

Tekintstk a

L [ ()

nt+1 — S

n

integralokat. Az I, egy a [ty,t,11) intervallumba ,beszoritott” Wiener-folya-
mat. Miként megjegyeztiik, ha t * t,,41, akkor az I,, integralfolyamat a +oo
kozott ingadozik, és mivel az I, folyamat folytonos, ezért

Tn=inf{s>t,: I,(s) =&, — &1} =
=inf{s >ty : [, (s) = (& — &n—1) = 0} < tpt1.
67 A tétel szerint ha 7 egy integralhato valoszintségi valtozo és (Fy,) o-algebrak egy

monoton noveked§ sorozata, akkor E (| Fn) — E(n| Fx), ahol Foo az Fp o-
algebrak egyesitése altal generalt o-algebra.
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Mivel a &, — &,—1 valtozo F;, -mérhets, konnyen belathato, hogy az

In (S) - (gn - gn—l) 5 tn+l > s Z tn

folyamat adaptalt és folytonos a [t,,t,41) szakaszon, igy a 7, talalati id6
megallasi id6.

A 0 < s < t; halmazon az X legyen nulla és indukcioval a (t,,tn4+1]
szakaszokon legyen

o 1/ (tny1—5), ha t,<s<m7, 1
= = - < .
X (s,w) { 0, ha 7, < s <tp41 tni1l — SX(S <)

Tetsz6leges n-re a 7, < t,41 miatt

trnt1 tn+t1 1
/ X2d[w]:/ ——Xx(s<T1,)ds =
¢ ¢

n n (t’nJrl - S)
Tn 1 1 Tn
-/ [ ]
tn (tn+1 — S) tn+1 — S tn
1 1

thrl — Tn tn+1 - tn

gy minden n-re X € £ _ a [t,,t,+1] szakaszon, kovetkezésképpen a szto-
chasztikus integrél additivitasa miatt X € £ a [0, ¢,+1] szakaszon is. Ebbél

kévetkezden az fot " Xdw integral értelmes. Ugyanakkor

tni1 tet1 tet1
Xdw = Xdw = / X (s < 1) dw =
S e S

ahol értelemszertien feltettiik, hogy & = 0.

Ha az X a teljes 0,7 szakaszon is integralhato, akkor a majoralt kon-
vergencia tétel miatt, felhasznalva, hogy az egy pontbdl all6 halmazok az
integrator folytonossédga miatt elhagyhatoak, vagyis hogy a [0,T] és a (0,T)
halmazon val6 integrélok egybeesnek

tn41
/ de—/ lim x ((0,t541]) Xdw = lim Xdw = lim §, =¢,
o n—oo n—oo Jq n—oo
ami éppen a bizonyitani kivant reprezentécio. ([l

Az X integralhatosagahoz meg kell mutatni, hogy X € L3 (w), vagyis
hogy majdnem minden kimenetelre

T
/ X2 (s)ds < o0.
0
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Legyen
2 L) = [ s
n = Un|\Tn) = =
tn (tn+1*5)2

= - éfgl(Tn)'

tn—i—l — Tn tn-‘rl - tn

Evidens modon fOT X2 (s)ds =07, V- Meg kell mutatni, hogy Yo7 v, <
< 0o majdnem mindenhol. Az f, ! fiiggvény éppen a [t,,,t,11) intervallumot
képezi a [0, 00) félegyenesre. Ha Wy, (s) = I, (fr (8)) a megfelels ,széthuzott”
Wiener-folyamat, akkor

@n (’}/n) = {l}n (f;l (Tn)) =1, (Tn) = gn - gn—l

és mivel az f és az f~! szigortian monoton nd, valdjaban ,, az els6 olyan id6-
pont, ahol a @, Wiener-folyamat eltalalja a &, — &, _1 valtozot. Vegylik észre,
hogy a &, — &,—1 az F, o-algebrara nézve mérhetd, a @, pedig a [tn,tn+1)
idGintervallumon értelmezett I,, attranszforméalasa. Kovetkezésképpen az I,,,
igy a w, is fliggetlen a &, — &,_1 valtozotol.

Vizsgaljuk meg a -, eloszlasat. Az egyszertiség kedvéért az n indexet el-
hagyva tetsz6leges B Borel-mérhet6 halmazra, ha F jeloli a & = &, — &,-1
eloszlasat, akkor

P(WEB)é/RP(veBM:x)dF(x).

Vegyiik észre, hogy ez az egyenldség egy trivialis azonossag. Barmely valoszi-
niiség felirhato tetszoleges masik valtozora vonatkozo feltételes valoszintiségek
integraljaként. Az azonossag felirasahoz pusztan a feltételes valoszintiség defi-
nicioja sziikséges és az, hogy a feltételes valosziniiség mindig létezik, vagy ami
ugyanaz, hogy a feltételes varhato érték integralhatd valtozo esetén mindig
létezik. Kérdés csak az, hogy hogyan lehet kiszamolni a feltételes valoszint-
séget ?
Az egyetlen széles korben hasznalhato feltétel a kovetkezs:

3.150. Lemma. Ha a £ és az n fiiggetlen, véges vagy végtelen dimenzids
vektorvdltozok és Z (x,y) egy két-vdltozds, szorzatmérhetd figguény, akkor

E(Z(&n) n=y)=E(Z (),

vagyis fliggetlenség esetén a feltétel , behelyettesithetd és elhagyhats” A € és az
1 képtere tetszdleges mérhetd tér lehet, amelyre nézve a & és azn valdsziniségi
vdltozd és a Z szorzatmérhetd.
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Bizonyitds. Ha Z = x axp alakit mérhet§ tégla karakterisztikus fiiggvénye,
akkor

E(ZEn)[In)=EXxa)xs)In)=xsmE(Xa()]|n)=
= x5 (1) E(xa(§)),

igy a regresszios fliggvény definicidja miatt

E(Z(&n) [n=y)=xsWEXa()) =EXxsy)xal§)) =
=E(Z(&y))

Az altalanos eset a lépcsés fiiggvényekkel valo kozelitéssel kaphato. O

Jelolje C ([0, 00)) a nullabol indulé folytonos fiiggvények terét. A C ([0, 00))
teret a Borel-halmazok altal generalt, vagy ami ugyanaz, a pontfunkcionalok
altal generalt o-algebréval latjuk el. A konkrét helyzetben a Z egyik valtozoja
az x € C ([0,00)) fliggvények, a masik az y € R szamok. A Z (x,y) fiiggvény
értéke legyen az az els§ id6pont, amikor az x fliggvény eléri az y értéket.
Legyen A > 0 tetszSleges. Ha y > 0, akkor felhasznélva, hogy egy kompakt
halmazon értelmezett folytonos fiiggvény felveszi a maximumét

{(@y) | Z(2,y) > A} ={(z,y) |z (t) <y, YVt <A} = (3.49)

=Un{(fc7y)Ix(t)Sy—:L,VtgA}:
=Un{(:c7y)Im(r)ﬁy—i,ng,re@}.

Barmely r id6pontra az {(x,y) |  (r) <y — 1/n} halmaz zart, igy a halmaz

B(C(]0,00)))xB(R) = B(C([0,00)) x R) mérhets. Kovetkezésképpen a fen-

ti halmaz szorzatmérhets. Hasonléan jarhatunk el, ha y < 0. Hay = 0,

akkor a fenti halmaz iires. Vagyis a Z esetén alkalmazhat6 a lemma.
A lemma szerint ha

akkor

P(VGB)é/

R

Py e B |¢=o)dF ()= [

P (7@) € B) dF (z) .

Mivel 4(*) az & pont talalati ideje, akkor a v(*) stirtségfiiggvény éppen

1 x?
h(u) = || mexp (_2u> , u>0.
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A stirtiségfiiggvény képletébsl

vagyis

< 1]~ x
P(y(m)2u)§|x|/ y 3 2dy = -2z {\/ﬂ} :2u.

Kovetkezésképpen

(e ) (o
= [in (P (42 ) 1)dF<x>s

: |z|
SAmln(?W )dF /mln (2n |z|,1)dF (z) =

=E (mln (27’L |€n - §n71| 71 ) S

8
P <2n€n_§n1| > (77/—1)2> +1m

A targyalas elején levd (3.47) becslés alapjan

4 2
P <n|§n_€n1 > (n_1)2> S (n_1)27

1 2 8 10
P<%>nQ> = (n—1)* * m—172 (n—1)7%

ezért

Az Y21/ (n—1)? sor konvergens, igy a Borel-Cantelli-lemma miatt majd-
nem minden kimenetelre véges sok indextdl eltekintve v, < 1/n?, vagyis a
>~ 4 sor majdnem minden kimenetelre konvergens, tehat az integralhatosag
teljestl. a

3.151. Példa. Integralreprezentacié tobbdimenzios Wiener-folyamat esetén.

A Dudley-féle tételben csak a filtracio folytonossagéara van sziikség. Ez
teljesiil példaul akkor, ha a filtraciot egy tobbdimenzios Wiener-folyamat de-
finidlja, mikdzben a reprezentalast csak az egyik koordinata segitségével akar-
juk elvégezni. A Dudley-tétel szerint az elGallitas ilyenkor is megvaldsithato.
Vagyis ha az X nem mérhets az integrator éltal generalt filtraciora nézve,
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akkor esetlegesen az integrator altal generalt filtraciora nem mérhets valto-
z0 is elGallithatd sztochasztikus integralként. Erre tekinthetjiik a kovetkezs
példat:

Legyen (w1, ws) egy kétdimenzios Wiener-folyamat. Legyen

E(t) = exp (w2 (t) — ;) — exp (w2 () - [wi () ) .

Az FE éppen a ws exponenciilis martingélja, igy az Itdo-formulaval kénnyen
igazolhato, hogy az E lokalis martingal. Ugyanakkor az E valédi martingél:
Ha t > s, akkor, felhasznalva, hogy a ws fliggetlen névekmény

E(E(t)|F,)=E (exp <w2 (t) — ;) | -7:3) _
= exXp <—;> exp (w2 (s)) E (exp (w2 (t) — wa (s)) | Fs) =

—exp (5 ) exp (12 ) Bexp (w2 (1) — w2 (5) =

—exp (—;) exp (w3 (5)) exp (t;S) —B(s),

ahol az utols6 sorban kihasznéltuk a lognormélis eloszlas varhato értékének
képletét. Legyen tovabba a > 1 és

reZinf{t<T|a+1(t)=E®)},

ahol ismét

t
1
I1(t)= d , t<T
02 [ Fsdun ()
a wi Wiener-folyamat mar latott ,0sszenyomasa’”.

Mikeént korabban lattuk az I ,Osszenyomott” Wiener-folyamat a [0, T") sza-
kaszon a —oo és oo kozott ingadozik, az E trajektoriai, mivel folytonosak,
kiilon-kiilon korlatosak a [0,7] kompakt szakaszon, ezért 7, < T. Vilagos,
hogy a 7, megallasi id6 a (wy,ws) altal generalt filtraciora nézve. Legyen a
[0, T'] szakaszon

1
X (s) = < Tq).
(5) = t—x(s < 7)
Felhasznalva, hogy F > 0 és E(0) =1 < a = a+ I (0) azonnal lathato, hogy
a [0,7,) szakaszon az a + I az E felett van, igy ezen a szakaszon

to
I(t) =
a+1I(t) a+/0T

— S

dwy (s) > E(t) =2 0.
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Vagyis

1
T—s

Xoew, = X(s<7g) 0wy = ew* =17 > —a,

1
T-—s
igy az X egy ,megengedett” befektetési stratégia a wi-re nézve.

Ha Hr = E (71,) , akkor

1

— S

HTéE(Ta):a—i—I(Ta):a—i—/ T dwn (s) =
0

T

=a+ Xdw (s) =a+ (X ewy)(T),

vagyis a wy egy a (wy,ws) altal generalt filtraciora nézve mérhets valtozot is
el tudott allitani. (Persze az X csak a (wy, ws)-re nézve adaptalt.)
A megallasi opciokrol szolo tétel miatt, felhasznéalva, hogy az E martingél
és 7, <T
E (Hr) = E(E (r,) = B(E(0) = 1,

igy a replikal6 stratégidban a replikald konstans értéke a > 1 nem a varhato
érték. Ugyanakkor az Ito-formulaval vald elemi szamolassal

E(t):1+/0 E (s) dws (s).

Az E (t) trividlisan nem negativ. Kovetkezésképpen F e wg > —1.
Hr = E(1,) =1—|—/ E (s)dwsy (s) =
0

:1—|—/0 X (s < 74) E(s)dws (s),

igy van olyan replikalo, alulrél korlatos portfolio is, ahol a konstans éppen
a Hrp tranzakci6o varhato értéke. Vegylik észre, hogy ebben az elGallitdsban
sem mérhets a Hr az integralban szerepls wo Wiener-folyamat altal generalt
filtraciora nézve. Ebben az elGallitasban szerepl$ integral azonban martingél
a (wy,wsy) altal generalt filtraciora nézve. g

3.7.2. Négyzetesen integralhaté martingalokkal valé in-
tegralreprezentacios tétel
A Dudley-tételben az elallitas nem egyértelmi, ennek megfeleléen nem tud-

juk garantélni, hogy a reprezentécidéban szereplé konstans éppen a & valtozo
varhato értéke legyen. Az alabb targyalando Ito-féle reprezentacios tételben
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a legfontosabb az, hogy az elGallitasban szereplé konstans éppen a varha-
t6 érték. Ugyancsak érdemes hangsulyozni, hogy az elGéllitasban szereplé
sztochasztikus integral nem csak lokélis martingal, hanem valédi martin-
g4l, ugyanis az elallitasban szerepld integral X integranduséra X € £2 (w).
Ugyanakkor ennek ara is van. Egyrészt a £ nem lehet tetszdleges, fel kell tenni,
hogy a £ négyzetesen integralhatd, masrészt a £-nek mérhetének kell lenni az
el6allito Wiener-folyamat altal generalt filtracioban szerepls o-algebrara néz-
ve. Az eszkOzarazasi képletben a bearazhato kovetelések mérhetéségére szi-
gord megkotéseket kell tenni. A modellben a filtraciot az alapul vett Wiener-
folyamatok generaljak. Ennek oka éppen az alabb targyalt tételben rejlik.

Legyen tehat w egy Wiener-folyamat és jelolje F a w altal generalt filt-
raciot. Emlékeztetiink, hogy F; = o (Ff UN), ahol F° a w altal generélt
filtraci6. Kénnyen lathaté, hogy minden F' € F; halmazhoz talalhaté olyan
Fy € F? és N nullmértékt halmaz, hogy FAFy = N. Az F?, definicié sze-
rint, éppen a w (s), s < t alaka valtozok altal generalt legsziikebb o-algebra.
Vilagos, hogy ez a o-algebra megegyezik a w(s1) — w(s2), s1,82 < t ala-
kit névekmények altal generalt o-algebraval. Ugyancsak emlékeztetiink, hogy
valamely véges szamu &1, &a, . . ., &, valtozok altal generalt o-algebra minden
eleme felirhato

{wl(&,8,..-,6m) (W) € B}

moédon, ahol B az R™ egy tetszbleges Borel-mérhet6 halmaza. Vagyis a
(&k)pw, valtozok altal generalt o-algebra éppen az m-dimenzits Borel-hal-
mazok inverzképeinek halmaza.

Emlékeztetiink, hogy az Fy o-algebra definicié szerint az w (s) , s < t valo-
szintiségi valtozok alapjan generalt o-algebra. Tekintsiik a Aw (tg) = w (tg) —
—w (tg—1), tk,,tk—1 <t alakid névekmeényekbdl allo D halmazt. A D tetszd-
leges véges elemt részhalmaza esetén tekintsiik az ezen véges szamu valtozo
altal generalt o-algebrat, majd tekintsiik ezen o-algebrak uniojat. Vilagos,
hogy egyrészt metszet zart rendszert kapunk, masrészt az igy kapott S hal-
mazcsalad szintén generélja az F_ o-algebrat. A monoton osztély tételbsl
evidens, hogy tetsz6leges v (véges) elGjeles mérték esetén ha v (S) = 0 minden
S € S halmazra, akkor a v = 0, vagyis az S elemei egyértelmiien meghataroz-
zak az elGjeles mértékeket. (Venni kell az Gsszes olyan korlatos u fliggvényt,
amelyre fQ udy = 0. Mivel a v mérték véges, ezért a lehetséges u fiiggvények
halmaza linearis tér.) Ezt kovetGen tekintsiik a kovetkezs egyszertd lemmaét:

3.152. Lemma. Jeldlje F valamely w Wiener-folyamat dltal generdlt filtrd-
ciot. Ha a h végigfutja [0,T] szakaszon értelmezett determinisztikus lépcsds
fiigguényosztdaly elemeit, akkor az

(€ (hew))(T) = exp (/0 hdw — %/O h2d[w]>
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alaki fiigguények dltal generdlt linedris tér sirid az L* (Q, Fr,P) térben. A
T = oo megengedett, azonban ilyenkor is a h fligguények tartdja korldtos kell,
hogy legyen, ugyanis ellenkezd esetben az integrdlok értelmetlenek.

Bizonyitds. Jelolje U az (€ (hew)) (T) alaka fliggvények altal generalt li-
neéaris teret. Megmutatjuk, hogy ha a g fliggvény mer6leges az U-ra, akkor

2" (). Ebbél a lemma mar kovetkezni fog, mert ha egy fiiggvény meréleges
az U-ra, akkor mer6leges az U altal generalt zart altérre is, amely ezek szerint
a teljes L? tér, ugyanis ha a generalt zart altér az L?-nek csak egy valodi zart
altere lenne, akkor létezne egy a generalt zart altérre meréleges nem nulla

elem is. Vagyis elegendd belatni, hogy ha minden

R Mx (b i)
k=0

esetén

0=E (exp <Z MeAw (tg) — ;ZA%A%) .g) =
k k
=C-E <exp <Z A Aw (tk)> 'g> ,
k

akkor g = 0. Evidens médon tetsz6leges (Mg, t) sorozat esetén C' # 0, vagyis

feltehetjiik, hogy
E <exp (Z A Aw (tk)> ~g> =0.
k

A kovetkez6 gondolatmenet célja, hogy a A valos paraméterek helyébe az
1Ak imaginarius értékeket tegyiik.
Rogrzitsiik a g kivételével a A, konstansokat. Az

exp (A\pAw (tr)), k=12,....,m

alaki kifejezések lognormalisak, igy van szorasuk, vagyis L2 (2, A, P)-beli
elemek. Mivel fiiggetlenek egyméastol, ezért a négyzetiik szorzatanak varha-
t6 értéke éppen a négyzetek varhato értékeinek szorzata. Igy a szorzatuk is
L? (Q)-beli. A g szintén L? (Q)-ban van. Két négyzetesen integralhato fiigg-
vény szorzata integralhato, kovetkezésképpen a g € L2 (Q)-vel szorozva az
exp (Yje, MeAw () valtozot egy L' (Q)-beli u fiiggvényt kapunk. Mivel
erre a késGbbiekben sziikségiink lesz érdemes hangsilyozni, hogy ugyanez a
gondolatmenet érvényes az exp (A |Aw (tg)|) valtozokra is, egyediil azt kell
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csak felhasznalni, hogy ha & normalis eloszlasi, akkor az exp (|£|) valtozonak
van szorasa: Legyen £ 2 N (0,0). E ((exp (|§|))2) = E (exp (21¢])) és igy ele-

gends az E (exp (c|£]))-vel, ¢ > 0 és £ = N (0,1) varhato értékkel foglalkozni.
A lognormalis eloszlas varhato értékének végessége miatt

E (exp (c[¢])) f/ exp (¢ |z|) exp () dr =

2
/ exp (cx) exp B <
\/27r 2

o0 1 $2
<2 exp (cx)exp | —— | dx < .
< /_(>o o p (cz) p( 2)

Térjiink vissza a A\g valtozora.

M (X)) =E (exp (Z A Aw (tk)> -g) = E (exp (MAw (tp)) - u) =
k

= / exp (AoAw (tg)) - udP = / exp (AoAw (tg)) du = 0,
Q Q

ahol p(A) = [, udP egy eljeles mérték. Minden eljeles mérték definicio
szerint csak véges értékeket vehet fel, tehat fontos, hogy az u integralhato a
P-re nézve. Konnyen lathato, hogy az M végtelen sokszor derivalhato és a
derivalas elvégezhets az integral alatt. (Emlékeztetiink, hogy ehhez elegendd,
hogy a magfiiggvény paraméter szerinti parcialis derivilasa utan a derivaltnak
legyen derivalashoz hasznalt paramétertdl fiiggetlen integralhatd majoransa.
Mivel a derivalas lokalis miivelet, az integralhat6 majorans elegendé ha a
derivaland6 paraméter tetszéleges értéke esetén egy a paraméter érték koré
rajzolt nyilt savban létezik.) Formalisan az integral alatt derivalva

MO () = [ (B (0))" exp (ol (1) .
Mivel tetszéleges € > 0 esetén alkalmas k konstanssal
2"exp(z) <kexp(x(1+¢)), x>0, ha \g€ (N —¢&, o +¢),
akkor

[(Aw (t0))" exp (Ao Aw (to))| < |(Aw (o))" | exp (AoAw (to)]) <
< kexp ((|Ao] + ) [Aw (o)])

amely kifejezés, miként lattuk, integralhato.
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A derivalast elvégezve az M (A) = 0 alapjan

M (Ag) = /Q (Aw (t0))" exp (oAw (fo)) dpt = 0.

Ha A\g = 0, akkor

/ (Aw (tp))"dp =0, n=0,1,2,....
Q

Tekintsiik az

/Q exp (iMoAw (to)) dpt = /Q - ol ()",

n!

integralt. A bizonyitas alapgondolata, hogy az Osszegzést és az integralast
fel tudjuk cserélni. Ezt a majoralt konvergencia tétellel fogjuk igazolni. A
Aw (tp) eloszlasa normalis, igy miként mar megjegyeztik az exp (|\oAw (to)|)
valtozonak van szorasa. Az v € L? () miatt

iXoAw (to))|" XoAw (to)]"™
/an:( 0 n!(o))| dM:/QZL: 0 n!(o)| dlyl =

— [ exp(ow to) ) dlil = | exp(hodw () u] dP < oc.
Q Q

Ezt felhasznalva az alabbi sorban hasznélhatjuk a majoralt konvergencia té-
telt: -
, B (iXo)" n o,
exp (idoAw (to)) dp =Y ~=r— [ (Aw(t))" du=0.
Q Q

n!
n=0

Vagyis minden \g valos szam esetén
E (exp (iNgAw (tp)) - u) = 0.
Ezt kovetGen a g helyébe irjuk az
exp (iNwA (t9)) g

fliggvényt. Mivel a komplex exponencialis fliggvény korlatos az 1j fiiggvény
szintén négyzetesen integralhatdé marad. Ezt kovetGen vegyilik a A; valtozot,
majd ismételjiik meg a gondolatmenetet a A\j-re stb. Véges 1épés utan az

M (iXg,...,i\n) = E <exp (Z A Aw (tk)> .g> =0
k

azonossaghoz jutunk.
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Az olyan f (z1,22,...,2y) korlatos fliggvények, amelyekre
E(f(Aw(t),...,Aw(tg)) - g) =0

A-rendszert alkotnak. A Z exp (iAgx) korlatos fliggvények m-rendszert alkot-

k
nak, igy alkalmazhatjuk a monoton osztaly tételt. Kévetkezésképpen minden
f (z1,...,zy) Borel-mérhetd, korlatos fiiggvényre

E (f (Aw(t),..., Aw(t)) - g) = 0.
Ha f = xp, ahol B az R" egy Borel-mérhet6 halmaza, akkor
E(xg (Aw(t1),...,Aw(ty)) -g) =0.
A generalt o-algebra korabban emlitett konstrukcija miatt ha
A€o (Aw(ty),...,Aw (tm)) =0 (w(te),...,w(tm)),

akkor E (xag) = 0. Vegytik észre, hogy a v (A) = fA gdP egy elGjeles mérték.
A monoton osztaly tétel miatt a mar korabban emlitett észrevétel alapjan

E(xag9) =0, ha Aco(w(s), s<T)=FL.

Az F filtracio a feladat megfogalmazasa szerint a w altal generalt filtracio,
ezért

/gdP:O, Ae Fr.
A

m.m.

A g fiiggvény Fr-mérhets, kovetkezésképpen g = 0, ugyanis ha példaul
az A = {g > 0} halmaz mértéke pozitiv lenne, akkor [, gdP > 0 lenne, ami
lehetelen, ugyanis A € Frp. O

3.153. Tétel (Ito). Legyen w Wiener-folyamat, és jeldlje F a w dltal generdlt
filtraciot. Ha & € L* (Q, Fr,P), akkor taldlhato, mégpedig egyetlen olyan X €

€ L% (w), amelyre £ = E (§) + fOT Xdw.
Bizonyitds. Legyen U az olyan £ valtozok halmaza, amelyekre a tételben sze-
repls elsallitas valamilyen X € £2 (w) folyamattal lehetséges. Az U triviali-

san linearis tér. Ha & € U, akkor az elGallitas két oldalat négyzetre emelve az
It6-izometria alapjan

E (&%) =(E(©)" +2E(¢) E (Ede) +E (Zde) _

(E©)" +E (Zde> = (E(©))" + (X ow) (T)||5 =

= (E(9)" + X e w3 = (E(©)*+ |1 X2,
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ugyanis a feltétel szerint X € £2 (w), igy az X e w négyzetesen integralhato
martingal, tehét

E (X o w) (T)) = B((X o w) (0)) = 0.

Az U zart az L? (Q)-ban, ugyanis ha (£,) CU C L% (Q, Fr,P) és &, — Eoo,
akkor E (§,) = E (£x) és ezért a (&,), illetve az (E (§,)) Cauchy-sorozatok.
Igy a megfelels (X,,) is Cauchy-sorozat az £2 (w) térben. Mivel az £2 (w),
miként minden L2-tér, teljes, ezért az (X,,) sorozatnak van X, € £? (w) ha-
tarértéke, természetesen az L2 (w)-ben definialt konvergencia szerint. Ugyan-
csak az Ito-izometria szerint az L? () térben

T T
/ X,dw — / Xoodw,
0 0

ezért az integralelGallitas teljesiil a £, hatéarértékre is.
Megmutatjuk, hogy az U tartalmazza a

§é€(how)(T)éexp(how—;hQO[w]) (T)

alakt valtozokat, ahol h egy lépcsds fiiggvény. Természetesen h? e [w)] érte-
lemszertien a h? integralfiiggvénye a A Lebesgue-mérték szerint.
Az Tto-formula alapjan tetszéleges M folytonos szemimartingalra, ha

E(M) = E(M)(0) = E(M) o (M —1/2[M]) + %S(M) o [M—1/2[M]] =

:E(M)o(M—l/Q[M])+%S(M)o[M]:S(M)oM.

Igy ha az M lokalis martingal, akkor az € (M) mindig lokalis martingéal. Ha
M = h e w, akkor

E(M)o M =g (M)e(hew)=(E(M)h)ew,
igy
E(M)=E(M)(0)+ (E(M)h) e w.

Elegends belatni, hogy tetszsleges lépests h esetén a [0, T szakaszon

5(M)h:hexp<how—;h20[w]> € L2 (w),
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ugyanis ekkor az & (M) valodi martingdl, igy, felhasznalva, hogy az Fy a
trivialis o-algebra

Mivel a h lépcsSs és determinisztikus, ezért felhasznélva, hogy a w fliggetlen
névekményt

(hew)(s) = Z)\iAw(ti/\s):N<0, /OShQ(u)du>.

t;<s

Ine (M)17, =

w

/OT <hexp ((h ow) — % (h* o [w]))>2 (s) ds) _

:[E((fwxp (h.w_;h%[w]))Q(s)) ds

-/ "2 ) exp (- ([ 2 @an)) B (exp(ow) ()7) as -

/OTh2 () exp < /0 hz(u)du>-E <exp <2N (o, /0 h2(u)du>>> ds =
:/OTh2 (s) exp <—/Osh2 (u)du> exp (2/Osh2 (u)du> ds =
:/OTh2(s)exp</Osh2(u)du>ds=exp (/OThQ(s)ds>—1<oo.

Kovetkezésképpen, miként allitottuk, a [0, 7] szakaszon
hE (M) € L2 (w).

Igy az £ (h e w) (T) alaki valtozokra teljesiil a tétel, vagyis minden h lépcsSs
fiiggvényre £ (hew) (T') € U. Ha F a Wiener-folyamat altal generalt filtra-
cio, akkor az £ (h e w) (T') alakt valtozok altal generalt lineéris tér strd az
L? (Fr) térben, az U zért linedris tér, igy U = L? (Fr).

Az egyértelmiiség igazolasa céljabol tegyiik fel, hogy

T T
§:E(§)—|—/0 dew:E(f)—i—/O Xodw,
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T T
/ dew—/ ngw =0.
0 0

Az It6-izometria felhasznalasaval

0=E </0TX1—X2dw>2 :E</OT(X1—X2)2d[w]>.

Definicié szerint az £2 (w) az (R4 x Q, R, ay,), ahol ay, = X x P a Wiener-
folyamathoz tartozé Doléans-mérték, szerint ekvivalens folyamatokbol all, igy
X1 = X5 vagyis az ay, szerint majdnem mindenhol megegyeznek. O

vagyis

3.154. Kovetkezmény. Az Ito-féle reprezentdcids tételben a konstans egy-
értelmi, vagyis ha eldirjuk, hogy X € L% (w), akkor a x = E (£) az egyetlen
olyan konstans, amelyre

T
§:x+/ Xdw.
0

Bizonyitds. Ha X € L2 (w), akkor a sztochasztikus integral valodi martingal
és ezért a varhato értéke nulla. Ebbgl kévetkezen x = E (£) . O

3.7.3. Lokalis martingalok reprezentalasa

Az 1t6 és a Dudley integralreprezentacios tételek kozotti alapvets eltérés,
hogy az Ito-féle tételben az elgallitas egyértelmi. Ez kulcs szerepet jatszik a
kovetkezo allitasban.

3.155. Tétel. Legyen w egy Wiener-folyamat. Ha F a w dltal generdlt filt-
rdcid, akkor tetszéleges M F-lokdlis martingdlra

M = M(0)+ X ow,
ahol X € L3, (w). Ha M € H?, akkor X € L* (w).
Bizonyitds. Ha M € H?, akkor M (oc) € L? (Q) és
M (t) =E(M (c0) | Ft) .
Az Tto-fele integralreprezentacios tétel szerint M (o0) = M (0) + [;° Xdw,
ahol X € £% (w). Igy
M(#)=E(M ()| F)=E (E(M(O))—i—/OOOde | J—"t> -

:E(M(O))—k/othm
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ugyanis mivel X € £2 (w) ezért az X e w € H? integralfiiggvény martingal.
Megjegyezziik, hogy az X az a,, Doléans-mérték erejéig egyértelmd.

Ilyenkor tehat az allitas teljesiil. Vegyiik észre, hogy elvileg csak minden ¢
id6pontra majdnem mindenhol értelemben azonos a két oldal, de mivel mind
a két oldalon jobbrol regularis folyamatok vannak a nullmértéki halmazok
egyetlen nullmértékii halmazba egyesithetSek. A késébbiek miatt hangsalyoz-
ni kell, hogy az M az elGallitas miatt rendelkezik folytonos verzidval.

Legyen M (00) € L' (£). Mivel a majoralt konvergencia tétel és a mér-
ték végessége miatt a korldtos fiiggvények stirtiek az L' (2)-ban, és mivel
ugyancsak a mérték végessége miatt egyrészt L2 (Q) C L' (), masrészt a
korlatos fiiggvények mindegyike négyzetesen integralhato, ezért az L? () sti-
rli az L' (Q) térben, igy van olyan &, € L? (2) sorozat, amelyre &, — M (00)
az L' (Q) konvergenciaban. Tekintsiik az

My (t) = E (&n | Ft)
martingalokat. A Doob-egyenl6tlenség miatt

[ My (00) = M (0)],
S :

P <s1t1p|Mn (t) - M (1)] > A) <

Mivel || M, (c0) — M (00)||; — 0, ezért valoszintiségben

sup | M, (t) — M (t)| — 0.

Mivel minden sztochasztikusan konvergens sorozatnak van majdnem min-
denhol konvergens részsorozata, ezért részsorozatra attérve feltehets, hogy
a konvergencia majdnem mindenhol értelemben is teljesiil, vagyis az egyen-
letes konvergencia topologidban az (M,,) trajektoriai egy nulla valoszintse-
gl halmaztol eltekintve az M-hez konvergalnak. Miként a bizonyitas el6zé
pontjaban megjegyeztiilk M, -r6l feltehets, hogy folytonos, és az egyenletes
konvergenciabdl kovetkezden az M is folytonos.

Ha M lokalis martingél, akkor létezik korlatos megéllasi idskbol allo (7,)
lokalizécios sorozat. Igy az M™ megallitott martingalokra feltehets, hogy
M™ (00) = M™ (T) = M (1,) € L' (), ahol a T a 7, egy korlatja. Igy az
M™ folytonos minden n-re. Ebbgl kovetkezéen az M is folytonos. Igy felte-
hetd, hogy a lokalizalt folyamatok korlatosak, vagyis hogy az M ™ folyamatok
H2-ben vannak, vagyis teljesiil rajuk az allitas. Ennek megfelelc’ierﬁ

M™=M™(0)+ X, ew=M(0)+ X, ew.

kalizalni a t = 0 ponthoz tartozo értéket. Ezt most az egyszertiség kedvéért elhagy-
juk. Ha a t = 0 pontban sziikséges lokalizaciotol el akarunk tekinteni, akkor a lokalis

feltenni, hogy rendelkezik lokalizacios sorozattal.
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Ugyanakkor

M7= = (M) = (M (0) + X 0 0) " =
=M(0)+ (X,ow) " = M(0)+ Xnx ([0,7_1]) @ w.

m.m.

Ez elsallitas egyértelmtsége miatt X, 1 = Xpx ([0,7-1]), és az Xp-ek
Losszeragaszthatok” egyetlen X € L2 folyamatta. O

3.156. Kovetkezmény. Legyen w Wiener-folyamat és legyen F a w dltal
generdlt filtracio. Ha L lokdlis martingdl az F filtracidra nézve, akkor az L
folytonos.

Bizonyitds. Az elézé allitas szerint az F szerinti lokalis martingalok szto-
chasztikus integralként irhatok fel a w folyamat szerint, igy folytonosak. [

A folytonos filtracio fontos kovetkezménye, hogy ha M egy martingal egy
folytonos filtraciora nézve, akkor tetszéleges ¢t id6pontban

Az elsé egyenlGség azért igaz, mert a martingélokat eleve jobbrol regularizalva
definialjuk. A méasodik egyenlgség a Lévy-féle konvergencia téte@ kovetkez-
ménye, amely szerint

lin M (5) "2 L B (M (8) | ) ™2 B (M (1) | Fio) =

—E(M(t) | F) "M ().

Mivel az egyenléségek minden lépésben csak majdnem mindenhol teljesiilnek,
ezért a filtracid folytonossaga csak azt implikalja, hogy minden ¢ id6pontban
a trajektoriak koziil majdnem mindegyik folytonos, vagyis egy adott ¢t id6-
pontban az ugras valoszintiség nulla. Ugyanakkor a ,nullmértékd halmazok
bosszajanak” tipikus esetérdl van szé. Mivel a lehetséges id6pontok halmaza
nem megszamlalhato, nem tudjuk igazolni, hogy majdnem mindegyik trajek-
toria folytonos. A tipikus példa a Poisson-folyamat, amely minden idépont-
ban nulla valészintiséggel ugrik, de a trajektoriai egy valoszintiséggel nem
folytonosak.

3.157. Példa. Az allitds nem igaz minden folytonos filtraciora nézv@

69 Ha F,, * Foo és € integralhato, akkor E (£ | Fn) = E (€| Fx), ahol a konvergencia
L'-ben és majdnem mindenhol értelemben is teljesiil.

70 A példa azért fontos, mert a Sztochasztikus analizis kényvben az idevago allitas
hibés.
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Legyen X egy Poisson-folyamat. Az X altal generalt filtraciorol konnyen
igazolhato, hogy jobbrol folytonos. (Elegendd felhasznalni, hogy a trajekto-
riak minden ¢ id6pontban egy ideig konstansok.) Ha az FX-et kiegészitjiik
a nullmértéki halmazokkal, akkor az igy kapott kib&vitett filtracié balrol
is folytonos lesz, ugyanis ha t, " t, akkor majdnem minden kimenetelre
X (t,) / X (t), ugyanis minden ¢ id6pontban az ugras valoszintisége nul-
la, vagyis minden ¢t id6pontban a trajektoéridk majdnem minden kimenetelre
folytonosak. Igy minden t-re az X (t) mérhets az F;_ o-algebrara nézve, igy
Fi— = F;. Ugyanakkor az F hordozza, a nem folytonos trajektoriakkal ren-
delkez8 X (t) — A\t kompenzalt Poisson-folyamatot, amely martingal. O

3.158. Példa. Tetsz6leges lokalis martingal esetén nem teljesiil az integral-
reprezentacios tulajdonsag.

Legyen ((w1,ws),G) figgetlen koordinatakbol allo kétdimenzios Wiener-
folyamat. Legyen X = w; e wy, és F legyen az X Aaltal generalt filtracio.
Evidens moédon F; C Gy, és az [X] kvadratikus variacié F-adaptélt. Mivel

X100 = [ wtdiua = [t 6)as

ezért a w? éppen az [X] derivaltja, tehat a w? szintén F-adaptalt, kovetke-

zésképpen az [to-formula szerint a

Z(t) = (wr own) (1) = 3 (]~ [ur]) (1)

is F-adaptalt. A Z F-martingal, ugyanis ha s < ¢, akkor, felhasznalva, hogy
a Z = w? — [wy] G-martingél

E(Z(t)| Fs) =E(E(Z () |Gs) | Fs) =E(Z(s) | Fs) = Z(s).
Mivel analég médon
EX @) [F)=EEX()|G)]|F)=EX(s) | Fs) =X (s),

ezért az X is F-martingal. Tegyiik fel, hogy az (X, F) parra teljesiil a repre-
zentacios tulajdonsag és legyen

Z=YeX =Y e(w ews)=Yw ews.

A wy és wy fiiggetlenek, ezért [wy,ws] = 0, és igy a Z két fajta elsallitasat
felhasznalva

0<[ZeZ]=|wew,Y e X]=[w ewy,Yw ewy]=Yw]ew,ws =0,

lenne, ami lehetetlen. O
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4. fejezet

Az eszkozarazas diffizi6s
modellje

A szarmaztatott termékek arazasanak f6 allitasa, hogy megfelels ,matemati-
kai és kozgazdasagi” feltételek teljesiilése esetén ha Hp valamely T id6pont-
ban esedékes kovetelés, akkor a t < T id6pontban a kovetelés ara

7 (Hp) = EQ (g((;))HT \ ]:t> )

ahol R a diszkont tényezs és Q az ugynevezett kockazatsemleges, vagy (loka-
lis) martingal mérték. Specilisan a ¢t = 0 pontban

(i) =B (i )

Emlékeztetiink, hogy diszkrét és véges idShorizonton a képlet a teljesség meg-
kotése esetén, felhasznalva a nincsen arbitrazs tulajdonsagot, érvényes min-
den Hrp-re. Ha a piac nem teljes, de arbitrazsmentes, akkor az egyenlGség
teljesiiléséhez elegendd, hogy a Hr ,sztochasztikus integralként” elGallithatod
legyen az alaptermékekkel.

Miel6tt a részletek targyalasara ratérnénk érdemes egy gyors attekintést
tenni. Tegyiik fel, hogy alkalmas (X,Y") port{olio sulyokkal

T T
HT:)\—i—/ XdR+/ YdS.
0 0

Hasonlban a diszkrét id6horizonthoz, folytonos id6horizonton a sztochaszti-
kus integralok tekinthetk olyan folytonos befektetésfolyamatoknak, amelyek
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soran az egyes id6pontokban az egységnyi nagysagu befektetéseken realizalod-
do6 dR és dS pillanatnyi arfolyamnyereségek megszorozzuk az X és Y aktualis
porfoliosulyokkal, majd ezeket a pillanatnyi nyereségeket vagy veszteségeket
az id6tengely mentén kumuléljuk. Ez a tevékenység a modell feltételezései sze-
rint koltségmentesen végezhetd, igy kézenfekvd kozgazdasagi gondolat, hogy
a Hp ara éppen az indulé A konstans legyen. Ugyanis ellenkez6 esetben az
olcsébbat megvéve a dragabbat eladva arbitrazsnyereséghez lehetne jutni.
Vagyis ha peéldaul 7 (Hr) < A, akkor a Hp termék az olcsobb, azt meg kell
venni, az el6allité portfoliot pedig el kell adni. Ekkor a ¢ = 0 id6pontban A —
—m (Hr) nyereséghez jutunk, de a t = T id6pontban mind a két esetben éppen
a Hp termékhez jutunk, kovetkezésképpen a felvett pozicid nettod egyenlege
nyilvan nulla. Mivel a sztochasztikus integralok mogotti arfolyamspekulacios
folyamat a modell feltételei szerint koltségmentes, a t = 0 idépontban kelet-
kezett pozitiv nyereség az idGszak végére is megmarad. Ez azonban arbitrazs,
amit elvileg definicié szerint kizarunk. A kérdés pusztan az, hogyan tudjuk
a A konstanst kifejezni a modell paramétereivel? Vagyis hogyan tudnank a
sztochasztikus integraloktol megszabadulni. A kézenfekvs gondolat, hogy ve-
gytink varhato6 értéket. De mivel mind az S mind az R valédi szemimartingal,
a sztochasztikus integralok varhato értéke nem lesz nulla. Az egyik terméktsl
az armérce modositasaval meg lehet szabadulni. Miként alabb megmutatjuk,
ha az R tényezével diszkontalunk, akkor

Hr A TR [T S

R(T)_R(O)+/O XdR—i—/o va>, (4.1)
ugyanis az R/R = 1 konstans folyamat szerinti integral értéke nulla. Ugyan-
akkor az S = S/R diszkontalt részvényarfolyam altaldban tovabbra is valodi
szemimartingal. Ha azonban a mértéket megvaltoztatjuk, akkor az S/R eset-
legesen (lokalis) martingalla tehet6 az Gj mérték alatt, és ilyenkor alkalmas
feltételek mellett a sztochasztikus integral martingél lesz, igy a varhato értéke
minden idépontban, igy a T-ben is, nulla lesz, amely miatt a A\ értéke éppen
a HrR (0) /R (T) varhato értéke, amely éppen az arazo formula teljesiilését
jelentené a ¢t = 0 id6pontban.

A gondolatmenet, szemben a diszkrét és véges idGhorizonttal, folytonos
idGhorizont esetében bizonyos megszoritasok nélkiil nem alkalmazhatd. A
sziikséges egyik feltétel értelemszerten, az hogy a Hp kovetelésnek és a piacot
leiré kotvény és részvény folyamatoknak mérhetének kell lenni a véletlen for-
rast reprezentald valamely Wiener-folyamat altal generalt filtraciora nézve.
A filtraciora tett megszoritas az integralreprezentacios tétel folyoménya és 1é-
nyegében a teljesség feltétele folytonos id6horizontra. Lényegesebb probléma,
hogy a sztochasztikus integralok altaldban csak lokalis martingilok. Korla-
tos, de folytonos idShorizonton lehetséges a ,duplazasi stratégia”, ugyanis egy
korlatos intervallum végtelen sok részintervallumra bonthato, igy folytonos
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id6horizonton még a korlatos id6tartoményok is tgy viselkednek, mintha az
id6tartoméany korlatlan lenne. Igy ahhoz, hogy értelmes modellhez jussunk,
a megengedett, lehetséges portfoliok korét korlatozni kell. Altalaban az iro-
dalomban két megoldés ismert. Az egyik szerint a Hp kovetelésnek az S/R
folyamat martingalmértékére nézve négyzetesen integralhatonak kell lenni.
Ilyenkor a fent levezetett sorban alkalmazhat6 az Ito-féle reprezentacios
tétel és igy a szochasztikus integréal valédi martingal lesz. Mi azonban egy
maésik, némiképpen nehezebb utat fogunk kévetni: A lehetséges fedezd por-
foliok korét sztikitjiik, és csak alulrol korlatos értékfolyamatokkal rendelkezé
porfoliokat engediink meg. Mind a két megoldas azonos eredményre vezet, de
ez utébbi talan némiképpen kevésbé | atlatszo”.

4.1. Onfinanszirozé portfolidk és az drmérce

Legyen (R, S) két kockazatos termék és jelolje (X,Y") a termékekbdl tartott
mennyiségeket. Az opcidarazas szokasos modelljében R a kétvény, S a rész-
vény ara. Az (R, S) folyamatokrol feltessziik, hogy folytonos szemimartinga-
lok, az (X,Y) portfolio silyokbol allo folyamatokrol pedig tegyiik fel, hogy
az alabbi integralok léteznek. Az (X,Y) mennyiségeket tartalmazo portfolio
értéke értelemszerten V= XR+YS.

4.1. Definicié. Az (X,Y, R, S) vektorfolyamatot 6nfinanszirozonak mond-
juk, ha

XR4YS=V=V(0)+XeR+YeS (4.2)
Rogzitett (R, S) esetén a megadott (4.2)) feltételt kielégits (X,Y") part onfi-

nanszirozo portfélionak mondjuk.

Az olvasoban felmeriils elsé kérdés az lehet, hogy egyaltalan léteznek-e
onfinanszirozo portfoliok. A most kévetkezs gondolatmenet célja tobbek ko-
zOtt ennek igazolasa. Az oOnfinanszirozas definicioja jobban érthets, ha az
integralokat a hagyoményos jel6léssel irjuk fel. Az onfinanszirozas feltétele

V(t):V(O)—i—/O X(s)dR(s)+/0 Y (s)dS (s),

amely szerint a portfolio értékét a t idSpontban tgy kapjuk, hogy a portfolio
nulla idépontban vett értékéhez hozzaadjuk a portfoélibban szerepls eszkozok

X (s)dR(s)+Y (s)dS (s)

értékvaltozasabol szarmazéd nyereségek és veszteségek kumulalt Gsszegét.
Hangsulyozni kell, hogy a képlet a diszkrét id6horizonton téargyalt egyen-
16ség formalis atvételébsl adodik. Ennek ellenére folytonos idéhorizonton az
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onfinanszirozés interpretécidja nem annyira kézenfekvs, mint a diszkrét eset-
ben. Az interpretacidval kapcsolatos legnagyobb nehézség abbol ered, hogy
az Onfinanszirozast diszkrét idghorizonton az

Y()SH+ROX ) =Y (t+1)SE)+X(t+1)R(?)

képletbdl definidltuk, amely tartalmilag tényleg az Onfinanszirozast jelen-
ti és az integralalakot ennek kévetkezményeként definidltuk. A definiciobol
ugyancsak nem vilagos, hogy az (X (s),Y (s)) ,id6pontja” miként viszonyul
a (dR (s),dS (s)) idépontjahoz. Ha azonban az Ito-integralasnal megszokott
konvenciot vessziik, akkor a megvaltozasok az s idépont ,,utan” kévetkeznek
be. Az Onfinanszirozas elnevezés némiképpen félrevezets, talan jobb lenne
koltségmentes kumulalt arfolyamnyereségrél beszélni.

Az onfinanszirozas feltétele miatt a V' értékfolyamat szemimartingal. Ve-
gyiik észre, hogy az, hogy a V szemimartingél egyediil az 6nfinanszirozas fel-
tételébsl kovetkezik, ugyanis ilyenkor a V' sztochasztikus integralok Osszege.
Mivel az X és az Y nem feltétleniil szemimartingalok, altaldban a V' = X R+
+ Y S szorzatosszeg nem lesz automatikusan szemimartingal.

Legyen U egy tovabbi szemimartingal. Ha U # 0, akkor az S és R termékek
arat kifejezhetjiik az U-ban is, vagyis ha U # 0, akkor az U valaszhato drmér-
cének. Az 1/z fiiggvény az x > 0 halmazon tetszslegesen sokszor derivalhato,
igy az Ito-formula miatt az U = S/U és az R/U szintén szemimartingal és
az 4j armérce mellett a portfolio értéke

.. R _S .. — _

V—XU+YU =X-R+Y.S.
KézenfekvGen meriil fel a kérdés, hogy vajon az (X Y, R, ?) vektorfolyamat
onfinansziroz6 marad-e vagy sem, vagyis érvényes-e a

V-V(0)=XeR+YeS,
egyenlGség?

4.2. Allitas. Az 1ij drmérce bevezetése nem mddositja a portfolié onfinan-
s2irozd jellegét.

Bizonyitds. Mivel egy altalanosan hasznélt, igen alapvetd Osszefiiggésrdl van
s70, ezért a kérdést altalanos szemimartingalok esetén igazoljuk. Az altala-
nos és a folytonos eset igazolasa kozotti egyetlen eltérés, hogy a parcialis
integralas formulajaban az integrandusok balrél regularizélt verziojat kell al-
kalmaznﬂ Amennyiben az olvasot ez zavarja, Ugy az ugrasokra vonatkozd
megjegyzéseket nyugodtan figyelmen kiviil hagyhatja.

! Ertelemszerten egy X regularis folyamat esetén X_ a balrél vett hatarértékekbsl
allo, balroél regularizalt folyamatot jeloli.
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A folyamatok szemimartingal tulajdonsédga miatt alkalmazhato6 a parciélis
integralas formulaja, amely szerint

.V = 1 1 1
V_U_V(0)+V_oU+U.V+{V, ]

Vegyiik észre, hogy a nem folytonos esetben az U # 0 nem implikalja, hogy
U_ # 0. Ebbol kovetkezden az sem igaz, hogy az 1/U szintén szemimartingél
maradﬂ Ezt kizarandd a nem folytonos esetben definicié szerint megkdve-
teljiik, hogy az 1/U fliggvény szintén jobbrol regularis legyen és igy tobbek
kozott implicite megkdveteljiik, hogy az U_ # 0 is teljesiiljon. Az 6nfinanszi-
rozds V —V (0) = X e R+ Y e S feltételét beirva és kihasznalva, hogy az
1/U_ folyamat balrol regularis és igy lokalisan korlatos, igy az asszociativitasi
szabaly hasznalhato:

A polaritasi szabaly szerint

i xefnd]ovefod).

Visszahelyettesitve, elemi atrendezéssel

V—V(O):V_.é+<X.<J.R>+X. {R,H)+

(e (es)evefsd]).

Térjiink ra a V_ tagra. A sztochasztikus integralés altalanos elméletében meg-
mutathato, hogy nem folytonos integratorok esetén érvényes a A (H e G) =
= H-AG szabaly, vagyis az integralfolyamat ugrasai az integrandus és az
integrator ugrasainak szorzataként kaphat6. Ez véges valtozast integratorok
esetén evidens, lokdlos martingéilok esetén pedig lényegében része az integral
definiciojanak. Ezt felhasznalva AV =XAR+Y AS, vagyisV_=XR_+YS_.

Ezt beirva

1 1 1
V_OE—XR_OUJrYS_oE.

2Vegyiikk az U (t) =1 —t, hat < 1és 1 hat > 1 folyamatot. Az U jobbrél regularis
és korlatos valtozasu, de az 1/U nem korlatos valtozast, igy nem is szemimartingal.
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Ezt is behelyettesitve
V—V(O)z(XRoé—l—(Xo(J_oR)—i—XO[R é]))—&-
+(YS ol—kYo i05’ +Ye Sl
U U_ Ul)’
ami éppen

VV(O)—X-(R.(1]>+X.<U1_.R>+X.{R,H+

ra(sel)eve(d es)evalsd].

Ebbe az
_ S _ 1 1
S_U_S(0)+S_oU+U.S+{S,U],
— R = 1 1 1

relaciokat behelyettesitve
V-V(0)=XeR+YeS,
vagyis az (X YR, g) onfinanszirozo. O

A diszkontalas kapcsan jelezni kell, hogy a diszkontélt értékfolyamat alul-
rol valod korlatossagat meg akarjuk Grizni, ez az armércére tovabbi megkoté-
seket jelent. Ha a V negativ értéket is felvehet, akkor az U nem vehet fel
tetszolegesen kicsi értéket, mert akkor a V/U nem lenne alulrol egyenlete-
sen korlatos. Ennek elkeriilése céljabdl szamos szerzé megkoveteli, hogy a V'
folyamat ne csak alulrol korlatos, hanem nem negativ is legyen. Ilyenkor tet-
sz6leges U > 0 hasznalhato, ugyanis a V/U > 0 érvényben marad még akkor
is, ha az U esetleg tetszGlegesen kicsi értéket is felvehet.

Ha diszkontfaktornak az R folyamatot tekintjiik, akkor R = R/R = 1, igy
a kovetkezd allitas evidens:

4.3. Tétel. Ha R > 0, akkor az (X,Y, R, S) pontosan akkor énfinanszirozd,
ha a diszkontdlt értékfolyamatra

V-V(0)=XeR+YeS=YeS.

Az allitds minden trivialitasa ellenére igen hasznos. Az 6nfinanszirozo port-
foliok halmazat a tétellel azonositottuk az Y e S alaki sztochasztikus integ-
ralokkal. TetszSleges olyan Y és V (0) esetén, amelyre az Y o S létezik, a fenti
képlettel meghatarozhaté a V —V (0). De mivel az énfinanszirozis kovetelmé-
nye miatt V = XR+Y S = X-1+Y-S,ezért X =V-YS =V (0)+YeS-YS.
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4.2. Ekvivalens lokalis martingalmérték és arbit-
razs

Az ekvivalens lokalis martingadlmértékek létezése szorosan Osszefiigg az ar-
bitrazs fogalmaval. Miel6tt a definiciot megadnank emlékeztetni szeretnénk,
hogy a Dudley-féle integralreprezentacios tétel alapjan barmilyen £ € Fr el6-
allithato fOT Xdw alakban. Igy kénnyen lathato hogy a Black-Scholes-modell
a lehetséges portfoliokra tett minden tovabbi megkotés nélkiil az arbitrazs
barmilyen értelmes definicioja esetén tartalmaz arbitrazst. Ezt Ggy zarhatjuk
ki, ha nem minden 6nfinanszirozo portfoliot engediink meg. A megengedett
portfolio fogalma az irodalomban nem egyértelmi. A legegyszeritibb definicio
talan a kovetkezs:

4.4. Definicié. Egy (X,Y) part megengedettnek mondunk, haa V= XR+
+ Y S értékfolyamat alulrél egyenletesen korlétosﬂ

A definicioval kapcsolatos legfébb gond az, hogy a V' értékfolyamatra mint
valamiféle kereskedett termékre szokas gondolni. Az alulrol valo korlatossag
feltétele miatt egy lehetséges portfolio minusz egyszerese nem feltétleniil meg-
engedett. Vagyis példaul valaminek a megvétele megengedett, de az eladésa
mar nem.

4.5. Definici6é. Azt mondjuk, hogy az (R, S) modellben az (X,Y) par ar-
bitrézs a T id6pontban, ha

1. az (X,Y, R, S) onfinanszirozo,

2. aV = XR+YS értékfolyamathoz tartozo (X,Y’) par a [0,T] idGtar-
toméanyon megengedett,

3. V(0)=0,V(T)>0és E(V(T)) > 0.

Ha a P és a Q mértékek ekvivalensek, akkor a sztochasztikus integralok
megegyeznek, és a mértékek ekvivalencidja miatt az utolsé egyenlGségben a
P helyébe Q is irhatd, vagyis az arbitrazs fogalma invaridns az ekvivalens
meértékeserére nézve.

3 A matematikai pénziigyi elmélet ,kulcs” fogalma a megengedett stratégia fogalma.
Az irodalomban szamos eltérg definici6é ismert. Néhany szerzd akkor nevez egy be-
fektetési stratégiat megengedettnek, ha az értékfolyamat a kockdzatmentes mérték
alatt martingal. Masok akkor, ha az értékfolyamat, ugyancsak a kockdzatmentes
mérték alatt, négyzetesen integralhat6. Ezen definicidk elénye, hogy ha egy straté-
gia megengedett, akkor a minusz egyszerese is megengedett. Ugyanakkor mivel ezt a
kockazatsemleges mérték alatt kovetelik meg egy kicsit kilog a 16lab, bar ilyenkor a
varhato6 jelenérték szabaly konnyen igazolhat6. A jelen definicio elénye, hogy az also
korlat létezése fiiggetlen az alapul vett mértéktsl, hatranya azonban, hogy segitsé-
gével a varhato jelenérték szabaly nem igazan indokolhato és az arat a lehetséges
fedez6 konstansok minimumaéval kell definialni.
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4.6. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (2, A, P, F) téren értelmezett (R, S)
modell rendelkezik lokélis martingalmértékkel, ha létezik egy a P-vel ekviva-
lens Q valészintiségi mérték és olyan U armérce, amely mellett az S = S/U
és R = R/U diszkontalt érfolyamo lokalis martingélt alkotnak. Ha maskép-
pen nem mondjuk, akkor &rmércén mindig az R kotvényt értjiik. Ilyenkor a Q
pontosan akkor lokalis martingalmérték, ha az S = S/R diszkontélt folyamat
lokalis martingal. Hasonldéan definidlhatjuk a martingalmértéket.

Nyilvanvalé médon a Q fiigg az armércétsl. Ha ennek szerepe van, akkor
az armércét a Q alsé vagy fels6 indexeként szokas irni. Ha nincsen index,
akkor az armérce altalaban az R kotvény. Az R-hez tartoz6 martingalmér-
téket, illetve lokalis martingalmértéket szokas kockazatsemleges mértéknek is
nevezni.

4.7. Allitas. Ha az (X,Y) pdr arbitrdzs az (R, S) modellben, és U > ug > 0
tetszdleges drmérce, akkor az (X,Y) arbitrdzs az (R/U,S/U) modellben is.
A Q = QF pontosan akkor kockdzatsemleges mérték az (R, S) modellben, ha
kockdzatsemleges mérték az (R/U, S/U) modellben az R-nek megfeleld R/U

diszkontfaktor szerint.

Bizonyitds. Az (X,Y) par pontosan akkor dnfinanszirozoé az (R, S) arak mel-
lett, ha Onfinanszirozé az (R/U, S/U) arak mellett. Az U pozitivitdsa miatt
az X R+Y S elgjele megegyezik az X R/U +Y S/U elGjelével. Az U > ug > 0
miatt a diszkontalt értékfolyamat alulrol korlatos marad. A masodik &llitas
evidens, ugyanis

_S/u

— . S
S=—=—. O
R R/U

Az alulrol valo korlatosséag feltétele kulcs szerepet jatszik a kovetkezo elemi,
ugyanakkor a matematikai pénziigyekben kiemelkedd jelentGségi allitasban:

4.8. Tétel. Ha a [0,T] szakaszon R > ro > 0 és az (R,S) modellben van
ekvivalens lokdlis martingdlmérték, akkor a modellben nincsen arbitrdzs.

Bizonyitds. Az R > ro feltétel kozgazdasigilag trividlis megkotés, ugyanis
az R altalaban a koétvényt jelenti, vagy valamilyen més kockdzatmentes be-
fektetést jeldl. Altaldban fel szokas tenni, hogy R (0) = 9 > 0, és a feltétel
hallgatélagosan azt jelenti, hogy a diszkonttényezdéként hasznélt kotvény ara
monoton né. Altalaban az R fiigghet a véletlentél, de szemben az S-sel az
értéke nem csokkenhet.

4 Mind a kettd egyszerre.
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Tegyiik fel, hogy a Q mérték mellett az S/R lokilis martingal. Legyen az
(X,Y) az (R, S) modellben 6nfinanszirozo portfolio. Tegyiik fel, hogy V' (0) =
= 0és a V legyen alulrol korlatos. Az (X,Y) 6nfinanszirozo az (1, S ) modell-
ben is és az R > 1o > 0 feltétel miatt a V diszkontalt értékfolyamat szintén
alulrél korlatos. A sztochasztikus integralok lokalisan martingalok, igy a

— . XR+YS — _ _
Ve % : XeR+YeS=YeS
a Q alatt alulrél korlatos lokélis martingéal. Emlékeztetiink arra, hogy minden
L alulrél korlatos lokélis martingal szupermartingal, ugyanis, ha t > s és a
lokalis martingal definiciojabol kovetkezd E (L™ (t) | Fs) = L™ (s) egyenls-
ségben alkalmazzuk a Fatou-lemmat, akkor
E(L(t) | F,)=E ( lim L™ (t) |]-'s> < liminfE (L™ (1) | ) =

n—oo
= hnnilcgfL " (s)=L(s).
Szupermartingdlok esetén a vérhaté érték csokken, tehat EQ (V (T)) < 0,
kovetkezésképpen ha V' (T) > 0, akkor V (T) "=" 0. Természetesen mindez a
Q mérték alatt. De a Q és a P ekvivalencidja miatt a nullmértéki halmazok
egybeesnek a P és a Q alatt, amelybsl V (T) "= 0 a P alatt, tehat az (X,Y)
nem lehet arbitrazs. O

Problémat jelent, hogy az allitis nem fordithatdo meg, vagyis az arbit-
razsmentesség még nem implikdlja az ekvivalens martingalmérték létezését.
Diszkrét idGhorizont esetében az ekvivalens martingalmértéket kozvetleniil
az arbitrazsmentesség kozgazdasagi definiciojabol szarmaztattuk. Erre foly-
tonos idGhorizont esetében nincsen mod. Ezért ahhoz, hogy az arazési problé-
mat kezelni tudjuk, vagyis hogy az ekvivalens martingadlmértéket meg tudjuk
konstrualni, kézvetlen megszoritasokat kell bevezetniink az S és R folyama-
tokra.

4.3. Uj Armércére valo attérés

Legyen U és W két armérce és legyen QU és QW a két ekvivalens martingal, il-
letve ekvivalens lokalis martingalmérték. Hogyan szamolhato ki a dQV /dQ"
Radon—Nikodym derivalt? Miként korabban, a Girszanov-formula targyalé-
sakor lattuk igaz a kdvetkezs:

4.9. Allitas. Tegyiik fel, hogy a P és a Q mértékek lokdlisan ekvivalensek.
Legyen L adaptdlt, jobbrol reguldris folyamat és legyen A a derivdltfolyamat.

1. Az L pontosan akkor lokdlis martingdl a Q alatt, ha az LA szorzat
lokdlis martingdl a P alatt.
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2. Az L pontosan akkor martingdl a Q alatt, ha az LA szorzat martingdl
a P alatt.

Mivel L = S/U lokélis martingal a QU alatt és LA = S/W lokilis mar-
tingal a Q"W alatt, ezért az egyediil lehetséges szorzé nyilvan D = U/W.
A D azonban nem vélaszthatdo A-nak, ugyanis a varhat6é értéke nem lesz
konstans moédon 1, amit a A derivaltfolyamattol elvarunk. Ennek megfelelGen
azt sejtjik, hogy

_ U W ()
A=y U (0)
és igy
Qv _U(T) w(0)

Ami természetesen csak akkor igaz, ha a A martingal. Tegyiik fel, hogy az
aktualis &rmérce éppen W és legyen Q" a hozza tartozoé aktualis meérték. Az
U folyamat a W armércében kifejezve U/W. Igy az 1j armérce régi armér-
ce szerinti értéke martingal kell hogy legyen a régi armérce szerinti lokalis
martingalmérték szerint. Vagyis a régi armérce altal meghatéarozott ,szem-
iivegen” keresztiil nézve a folyamatokat az 1j armércének martingalnak kell
lenni. Példaul ha az indulé Black—Scholes-modellben az R vagy az S szerint
diszkontalunk, akkor az R/R = 1 vagy az S/S = 1 konstans folyamat nyil-
van tetszéleges P mérték esetén martingal. Tovabbi példaként tekintsiik a
kovetkezot: Ha az R armércéhez tartozd Q = QR kockéazatsemleges mérték
mellett az S = S/R > 0 diszkontalt arfolyam martingal, akkor az S valaszt-
haté armércének.

dQ° dQS  5(T) R(0
dQ ~ dQE ~ 5(0) R(T)

| @l
=

Ahhoz, hogy az S armércérdl vissza tudjunk térni az R drmércére sziikséges,
hogy az R/S martingal legyen az S-hez tartozé Q° mérték mellett.

Mivel egy igen fontos Gsszefliggésrdl van sz egy masik indokléast is bemu-
tatunk. El6szor egy hasznos szamolasi szabalyt mutatunk be: Tetsz6leges G
rész o-algebra esetén ha G € G, akkor

C[dQ . [ (dQ
Q(6) = GdeP—/GE(dPg)dP,

vagyis a G o-algebran a Radon—Nikodym-derivalt éppen E (dQ/dP | G). Min-
den & a Q mérték szerint integralhato véaltozora, és minden F' € G esetén
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QL
*U\@

/Ffsz/Pﬁ%dP:/F (gd |>dP:
[ (e319)e (4 |g)1 (12 6) ar
- [ e (<R 19)E(R10) dq

Mivel az utols6 integralban szerepld kifejezés G-mérhets, ezért igaz a kovet-

kez6 formula:

4.10. Allitas (Bayes-formula). Ha létezik az EQ (€| G) feltételes vdrhato
érték és a Q és P mértékek ekvivalensek, akkor

LGl

(dT>|g)

Legyen D > 0 valamilyen termék, amelyik a Q martingdlmérték mellett
martingal. I;Jj armércének valasszuk a D folyamatot. Ekkor az S folyamat
helyett az S = S/D, a R = 1 helyett pedig a R = 1/D folyamatot kell

vizsgalni. Mi lesz az (§ , ]TE) modell martingalmértéke ?

&\@

EQ(¢]G)

4.11. Allitas. Legyen Q az (?, E) egy martingdlmértéke és tegyik fel, hogy
a D egy pozitiv martingdl a Q alatt a [0,T) szakaszon. Ha az R derivdltja

dR , D(T)

QDO (4.4)

akkor az R az (:9\, E) = (S/D,R/D) egy martingdlmértéke.

Bizonyitds. A Bayes-formula szerint ha a Z egy martingal a Q alatt, akkor

2(1) B (5746 | 7)
5 (G| %) = ne (4 |;t)

CEQ(ZEDM)I|F) mez(r)|R) Z()

EQ(D(T)|F) D (1) - DY)’

vagyis a Z/D martingal az R alatt. Az Osszefiiggést a Z = S és Z = R
esetekben alkalmazva éppen az allitast kapjuk. O
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4.12. Példa. A forward mérték.

Az egyszeriibb jelolés céljabol tegyiik fel, hogy R (0) = 1. Az R-rel valo
diszkontalashoz tartozé Q mérték mellett az egyik legismertebb araz6 mérték,
az ugynevezett forward mérték. Ennek megértéséhez meg kell jegyezni, hogy
az arazas kérdéséhez két modon kozelithetiink: Vagy azt kérdezziik, hogy mi
lesz egy a T id&szakban realizalodé a Hy kévetelés t < T id6pontban fizetendd
m (Hr) prompt ara, vagy azt is kérdezhetjiik, hogy milyen, a T id6pontban
fizetendd F (Hrp,t,T) modon jelolt tgynevezett forward arban kell a ¢t < T
id6épontban megallapodni, ahhoz, hogy a megallapodés értéke a t id6pontban
nulla legyen. Mivel az F (Hr,t,T) arban a t id6pontban allapodunk meg,
ezért definicio szerint az F (Hr, t,T) valoszintiségi valtozordl feltessziik, hogy
Fi-mérhetd.

Az F (Hp,t,T) képletének levezetéséhez elGszor vezessiik be a B elemi
kotvényeket. Az elemi kotvény definicidja szerint B (¢,7) a T id6pontban
azonosan egyet fizets fizetési kotelezettség arfolyama a ¢ < T id6pontban,
vagyis a Hp = 1 kifizetéshez tartozo arazo folyamat. A késgbb bemutatott
arazo képlet alapjan, feltéve, hogy az 1/R (T) integralhato a Q alatt

BAT)=m (1) = ROEQ (-2 | £) = ROE? (—— |
1) =m (1) = R(T) t] = R(T) t] -

Ha az R folyamat determinisztikus, akkor B (¢t,7) = R (t) /R (T), az altala-
nos esetben azonban a B és az R kiilonb6z8. Ahhoz, hogy a ¢ id6pontban a
szerz6dés értéke nulla legyen teljesiilni kell a

0=m (HT - F (HTvta T))

egyenlGségnek. Az arazo képletbdl

e (A
o ) (1)
L R

ahol kihasznaltuk azt, hogy az F (Hr,t,T) mérhets az Fi-re, illetve, hogy a
H7 /R (T) integralhato a Q szerint, igy a varhato érték szétszedhetd. Egysze-
ri atrendezéssel

F(HT,t,T):EQ<HT ft (1) |]-"t>.

R(T)B(t,T)
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Vezessiik be a
dQr . R;' 1

dQ ~ EQ(R;') R(I)B(0,T)
aj mértéket. A Qr a

1 1 R(t) B(t,T)
20 =2 (57751 7) = 7> (e %) = ")

4j diszkontfaktorhoz tart6z6 mérték. Vagyis ha a Q alatt az R-rel diszkontalt
valtozokat a Qp-re vald attéréskor D-vel diszkontaljuk, akkor val6jaban az
R-rel valo diszkontalas helyett a B (¢, T)-vel valo diszkontéalasra tériink at.

= (% 1) “=* (Fmsan 1) -

- 1 R(t) BT
S BODRDE (R(T) 'ft) “BODR®

A Bayes-tétel alapjan

Q 1
EQ (HrdQr/dQ | F) P (HTiR(T)B(O,T) |ft) _

EQT (Hy | Fy) = N
)= TEQ(dQ,/dQ | F) BOSRD
- 1 B(0,T)R () _
=2 (i rgan Ben 17) -

:EQ <HTR2-T)BR2t(7t;1) |ft> :F(HT7t7T)7

vagyis a Hrp kifizetés t id6pontban érvényes forward ara éppen a Qr szerinti
feltételes varhato értéke a Hr kifejezésnek. Ez indokolja, hogy a Qr kifejezést
forward mértéknek hivjuk. A Black—Scholes-vilagban az R determinisztikus,
igy ilyenkor Q = Qr és ilyenkor példaul a Hr = St forward 4ara

F(Sr.0.T) = B9 (51| 7) = RD)ES (33 | 71) =
:R(T)fzg)) :S(t)m — S () exp (r (T —1)).

Altalaban az F (Hr,t,T) forward 4r nem csak abban kiilonbozik a m; (Hr)
prompt artol, hogy a m; (Hr) kiszamolasakor diszkontalni kell, az F' (Hr,t,T)
meghatarozasakor pedig nem, hanem az arazo6 képletben szerepls varhato ér-
tékhez tartozo mérték meghatarozasakor méas folyamat az S/ R, illetve az S/ B
martingalmértékét kell meghatarozni. A forward mérték segitségével egy Hrp
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kifizetés t < T idSpontban érvényes prompt arat a kévetkezSképpen szamol-
hatjuk ki.

r (Hy) = R (1) EQ ( R}Z’) | ]-"t) — B(1,T)E® ( Rh(’;) B]?tst)T) | ﬂ) -

= B(t,T)F (Hp,t,T) = B(t,T)EQ" (Hr | F}).

A képlet pontosan megfeleltethet az eredeti arazo képletnek ha figyelem-
be vessziik, hogy Qr éppen a B (¢,T)-hez tartozé kockdzatsemleges ar és
B(T,T) = 1. O

4.4. Az eszkozarazas difftzioés modellje

4.13. Definicié. Az X folyamatot Ito-folyamatnak vagy It6-diffazionak mond-
juk, ha az X felirhato

X(t):X(O)—&-/O a(s)ds—f—/o b(s)dw(s)

modon, ahol w Wiener-folyamat, az a (s,w) és b (s,w) folyamatok elérejelez-
het6ek, valamint

¢
P(w|/ |a(s7w)|ds<oo):1, t>0,
0
¢
P<w/b2(s,w)ds<oo)1, t>0.
0

Egy X Ito-folyamatot formalisan szokas a dX = a - dt + b - dw mddon jeldlni.
A dX kifejezést az X sztochasztikus differencialjanak mondjuk.
Tegyiik fel, hogy a részvények ara kielégiti a
dS=8-(u(t) -dt+o(t)-dw)

sztochasztikus differencidlegyenletet, ahol p (¢, w) és o (t,w) el6rejelezhetd fo-
lyamatok. Heurisztikusan ez azt jelenti, hogy a dS/S hozam egy udt + odw
Ito-folyamatot alkot. Az egyenlet természetesen azonos az

S(t)—S(O):/O ,u(s)S(s)ds—F/O o (s)S(s)dw(s)

integralegyenlettel. Az integralegyenletet kielégits S az S (0), illetve a u és
a o ismeretében konnyen kiszamolhatd. Az Itdo-formulat az f (z) = exp ()
fliggvényre alkalmazva azonnal ellenérizhets, hogy az

S () = S (0) exp (/Otms)—”z(‘s)dw/oto(s)dw(s))
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kielégiti a fenti egyenletet: Ha

t 0_2 s t
X0 = [ n -5 s+ [ o).

akkor az [X] (t) = ft

o 0% (s) ds polaritési szabaly miatt

1
dS = SdX + 35d[X] = Spdt + Sodw.

Természetesen ebbdl még nem kovetkezik, hogy S az egyetlen ilyen folyamat.
Ezt azonban hallgatélagosan mindig feltessziik. Vegyiik észre, hogy implici-
te megkoveteltiik, hogy az integralok létezzenek, vagyis hogy a fot || ds és

az fot o%ds integralok majdnem minden kimenetelre végesek legyenek. Az S
folytonos, igy minden trajektoridja minden véges szakaszon korlatos, igy ha
a fot || ds és az fg o2ds integralok léteznek, akkor a uS és a oS integralja is
létezik.

X = X(0) +V + L egy folytonos szemimartingal. Az Ito-formula miatt
S = 5(0)exp (X —[X]/2) = S(0)exp (X — [L] /2). Mivel a feltétel szerint
R >0, ezért R = exp (log (R)), igy

S=5(0)exp (X (0)+V —log(R)+L—[L]/2).

Ha a log (R) folytonos és korlatos valtozasu, akkor ebbdl ismételten az Ito-
formula miatt

dS =Sd(V —log(R)+ L) = Sd (X —log(R)) = Sd(W + L).

Legyen W =V —log (R) = A + B a véges valtozéasu rész felbontésa az [L]
szerint abszolut folytonos és szinguléris részre. Tekintsiik a szinguléris részre
a Var (B) = U e B felbontast. Mivel

T T T T
/:dS:/ :Sd(W+L):/ wa+/ UdL = Var (B) (T) +0,
0 S 0 S 0 0

amely ha a B nem nulla, akkor az U/S integrator arbitrazst definial. A gondo-
latmenet némiképpen pontatlan, ugyanis nem vilagos, hogy az A+ B felbon-
tas, illetve az U valaszthato el6rejelezhetd modon. (Vagyis példaul folytonos
és adaptalt modon.) Mivel nem akarunk feleslegesen altaldnos megfontolaso-
kat az allitast csak egy egyszertibb alakban igazoljuk.

A kockazatmentes befektetést megvalositd kotvény R ararol, trivialis koz-
gazdasagi megfontolasok alapjan feltessziik, hogy az id6ben monoton ng, és
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mivel a kdtvény araval diszkontéalni akarunk, ezért feltessziik, hogy az R po-
zitiv. A Lebesgue-féle felbontasi tétel miatt

R (t,w) = exp (log R (t,w)) = R (0) exp </0 r(s,w)ds+ h(t,w)) ,

ahol a h a Lebesgue-mérték szerint szingularis és r a log R derivaltja. Mivel
R > 0 és az R monoton ndé, log R kifejezés minden véges [t,T], t > 0 szaka-
szon szintén nd, igy a felbontas létezik. Az S részvényrdl feltessziik, hogy a
megadott alakkal rendelkezik, vagyis hogy Ito-folyamatot alkot.

4.14. Lemma. A nincsen arbitrdzs feltétel teljesiilése esetén h = 0.

Bizonyitds. Ha tekintjik az U (t,w) = Rgexp ( fot r(s,w) ds) diszkontfak-

tort, akkor az Ito-formula miatt az S diszkontélt folyamat szintén Ito-folyamat,
de az R = R/U minden trajektoriaja vagy konstans, vagy szingularis és
R(0) = 1, vagyis R > 1. Mivel elegendd a lemma allitdsat az R-ra igazolni,
feltehetjik, hogy R > 1, az R novekeds és az R trajektoriai altal generalt

mértékek a Lebesgue-mérték szerint szingularisak. Legyen

D (t,w) = limsupt b)) = R = 1/nw)

n—00 1/n

az R baloldali derivaltjaibol all6 folyamat. Mivel az R folytonos a D el6-
rejelezhets. Tekintsiik az X = x ({D > 0}) el6rejelezhets folyamatot. Az R
altal generalt meérték tartoja része a {D > 0} halmaznak, igy mivel az R
vagy konstans, vagy szingularis, ezért az X trajektoriai a Lebesgue-mérték
szerint majdnem mindenhol nullak. Az S véges valtozasi része, valamint az
S kvadratikus variacioja abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre nézve. Ko-
vetkezésképpen fOT RXdS = 0. Mivel S > 0 és az R egy pozitiv mértéki
halmazon szigortian né, ezért

T T
/ SdR>0 é E </ SdR) > 0.
0 0

Tekintstik az ((XS) (t),— (RX) (t)) portfolio sulyokat. Mivel az X trajek-
toriai a Lebesgue-mérték szerint majdnem mindenhol nullak a befektetési
stratégia altal biztositott arfolyamnyereség nagysaga

T T
V(T) -V (0) = / (XS) (t) dR (t) - / (RX) () dS (1) =
T T
- / (X5S) (t)dR (t) = / SdR
0 0
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mikdzben az Gsszes t id6pontban az eszkozolt befektetések értéke
X@®SHR(@E)—X({#)R(t)S(t)=0.

Ez kozgazdasagi értelemben egyértelmi arbitrézs, ugyanis nulla befektetéssel
olyan nem negativ arfolyamnyereséghez jutottunk, amely egy pozitiv valoszi-
niiségt halmazon pozitiv.

Az érvelés azonban nem pontos, ugyanis nem a korabban régzitett nincsen
arbitrazs feltételre épiil. Ahhoz, hogy a nincsen arbitrazs definiciot alkalmaz-
ni tudjuk, meg kell mondani, hogy minden ¢ idépontban mit csindljunk a mar
felhalmozott arfolyamnyereséggel. Nyilvanvalo médon a felhalmozott nyere-
ségen kotvényt kell venni, igy az arfolyamnyereség képlete

Ty T Ty
V(T) = ——l—(XS)dR—/ XRdS:/ — + XSdR. (4.5)
o R 0 o R

Az igy kapott stratégia onfinanszirozo, ugyanis

(‘Ig—I—XS)R—XRS:V.

Meg kell mutatni, hogy a fenti (4.5) sztochasztikus differencidlegyenletnek
van V > 0 megoldésa, ugyanis akkor

Ty T
V(T) :/ — +XSdRZ/ XSdR,
o R 0
és igy valéban arbitrazst kapunk. Vezessiik be a 7

Téinf{t|R(t)—R(0)Z;}>0

megallasi id6t. Mivel az R folytonos, ezért R™ — R (0) < 1/2. A differencial-
egyenlet megoldéasat iteracidoval hatarozzuk meg. Legyen V = 0 és

. (Vn
Vn+1 = (R +XS> QR.
A definiciobdl és az R > 1 egyenl6tlenségbdl vilagos, hogy a [0, 7] szakaszon
Vn
Vag1 = <R—|—XS> eR<(V,+XS)eR=

((V’El +XS) .R+XS) e R<

(Va1 +S)eR+S)eR<...<((SeR+S)eR+...5)eR<
((maxS-(R— Rp) + maxS)e R+ ...+ maxS)e R <

[VANVAN

§maxSZ(RfRo)n <2 -maxS < oo.

n=0
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Ugyanakkor
Vi—-Vh=V1=XSeR>0.

Ebbdl indukcioval

Visr — Vi = (V”+XS>oR—(VEI—I—XS)oR:(W).RZQ

R R

vagyis V41 > V,,, amibdl a (V,,) sorozat konvergens és a V,, — V a fenti
(4.5) egyenlet a [0, 7] szakaszon valo olyan megoldéasa, amely arbitrazs. [

A modell kézgazdaségi tartalma alapjan az altalanossidg megszoritésa nél-
kiil a h szinguléris rész tekinthets nulldnak, igy az egyszertiség kedvéért min-
dig feltessziik, hogy h = 0, vagyis az R alakulasat az

R(t,w) = R (0)exp (/Otr(s,w)ds),

vagy ami azonos az dR = r Rdt egyenlettel irjuk le. Ha most r > 0, akkor R >
> R(0), és igy a korabbi tételek mind alkalmazhatoak. Ismételten implicite
feltettiik, hogy az fot 7 (s) ds integral majdnem minden kimenetelre véges.

4.15. Definicié. Az igy kapott (R,.S)

dR = R - rdt, R(0) = Ry,
dS = S - (udt + odw), S(0) =S

modellt az eszkozarazas difftuzios modelljének szokds mondani. A tovabbiak-
ban, hacsak masképpen nem mondjuk mindig feltessziik, hogy Ry = 1.

4.5. A kockazat piaci ara

A részvény S diszkontalt arfolyama trivialisan

sw&fzg —5(0)exp (/Otms)—r(s)—”Z@dw/ota(s)dw(s)),

igy ismételten az Itd-formula miatt elemi szamoléssal
dS =S8 ((up—r)dt +odw).
4.16. Definicid. Vezessiik be a

0(tw) = u(tvc;)(t—:)(tw)

folyamatot, amit a kockazat piaci aranak szokas mondani. Természetesen ah-
hoz, hogy a képletnek legyen értelme, fel kell tenni, hogy o (¢,w) > 0.
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Tekintsiik az L = —6 e w lokalis martingalt és a

A = £0)(0) = (-0 0 ) (1) = exp (- [ 0. ruts) — 5 [ 025,005

Girszanov-féle transzformacios fiiggvényt, ahol értelemszertien megkovetel-
jiik, hogy a formula értelmes, vagyis tobbek kozott feltessziik, hogy o > 0 és
az integralok léteznek, vagyis feltessziik, hogy

P(w|/0t92(s,w)ds<oo> =1

Feltessziik még, hogy a Girszanov-formula alkalmazasakor nem 1ép fel prob-
léma, vagyis a A valodi martingal. A Q mértéket valasszuk a

aQ .

p A

egyenlséggel. Mivel a A martingdl, ezért E (A (T)) = 1, kovetkezésképpen
a Q nem csak mérték, hanem valoszintségi mérték. Erdemes hangsulyozni,
hogy explicit médon nem tessziik fel a nincs arbitrazs feltételt. Burkoltan a A
martingal volta helyettesiti ezt a feltételt. Miel6tt tovabb megyiink érdemes
hangstlyozni, hogy a megadott feltételek, kiilondsen az, hogy a A martingal
legyen igen erds megkotés. Az egyik leggyakrabban hasznéalt eset az, amikor
a 1 és a o konstans, ilyenkor a 6 is konstans és a A egy

A (t) = exp <0w (t) — ;0275)

exponencialis martingal. Emlékeztetiink, hogy végtelen idShorizonton a A
nem egyenletesen integralhaté martingal, igy a mértékcsere csak véges ids-
horizonton hajthato végre.

4.6. Lokalis martingadlmérték létezése, Girszanov-
formula

A P mérték mellett az S folyamat folytonos szemimartingal, amely lokalis
martingal része

M(t)é/o o ()5 (s) duw (s)

A A Altal megvaldsitott Q mérték mellett a Girszanov-tétel miatt az M=

o —

oS e w szintén lokalis martingal, de a Q alatt. Szamoljuk ki az M folyamatot!
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Az M képlete, a 0 definicidja és a Girszanov-tétel felhasznalasaval

M=M-[-ew M| =M+[0ew M= (4.6)
=ocSew+0e[w,ocSew| =cSew+ (c0)Sew =
=ocSew+(p—r)Sefw=5-5(0).

Kovetkezésképpen a Q az S lokalis martingalmértéke. Természetesen, a ko-
rabban elmondottak alapjan ilyenkor nincsen a modellben arbitrazs.

Ugyanakkor azt nem lattuk be, hogy az arbitrazs hidnya esetén a Girsza-
nov-transzformacié hasznéalhato-e vagy sem. Ha a o > 0, akkor a 0 és a A
definialhato, feltéve, hogy az integralok léteznek, de nem tudjuk, hogy a A
valodi martingél lesz vagy sem. Vagyis szemben a diszkrét idShorizonttal,
nem jellemeztiik a nincsen arbitrézs megkotést.

A szituaci6 jobb megértése céljabol érdemes egy kis kitérdt tenni, és egy
masik modszerrel is belatni, hogy az S lokalis martingal a Q alatt. Miként
maér lattuk

S(t) = 5(0) exp (/Ot (,u—r—U;) ds+/0tadw(s)>.

A w Girszanov-transzformaltja

Ebbésl

0

Ezt az S képletébe beirva, az asszociativitasi szabély szerint

S(t) = 5(0) exp (/Ot <,u—r—(722> ds+/0tad@(s)—/0t09ds).

Az 6sszevonasok utan, felhasznélva, hogy o6 = u — r

S(t) = 5(0) exp (_/Ot U;ds+/0tad@(s)).

A @ a Q alatt Wiener-folyamat, igy ha N = o e @, akkor az N lokalis mar-
tingal a Q alatt, hiszen egy Q alatti Wiener-folyamat szerinti sztochasztikus
integral. Mivel

5 = 5(0)exp (N—é[N]) —S(0)€(N),
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ezért a Q alatt az S valoban lokalis martingal.
Vegyiik észre, hogy

S() = RS () = S(0) exp (/Ot (r—";) ds—i—/otadﬁ?(s)).

A kifejezéshez tartozo sztochasztikus differencidlegyenlet dS = rSdt + o Sdw.
Vegyiik észre, hogy az S alakulasat leird sztochasztikus differencialegyenlet-
ben a u helyébe r keriilt, vagyis a p ,kiesett". Ugyanakkor persze a w helyébe
pedig w keriilt. A kérdés csak az, hogy a @ milyen szempontbol , helyettesiti"
a w folyamatot. Egy szempontbol biztosan: A w a Q alatt szintén Wiener-
folyamat, igy az eloszlasaik megegyeznek!!! Vagyis az egyiknek a P alatt
vett eloszlasa megegyezik a méasiknak a Q alatt vett eloszldsaval. A mérték-
csere hatasara tehat az S folyamat nem valtozott, de a differencidlegyenletben
szerepld ,egyiitthatok” megvaltoztak. Tegyiik fel, hogy az F filtracio az S de-
finiciojaban szerepld w Wiener-folyamat altal generalt, kiterjesztett filtracio.
Erdemes hangstlyozni, hogy a @ szintén Wiener-folyamat az F alatt, de mi-
vel a ,helyettesités nem tokéletes", a generalt filtracidja esetlegesen sziikebb
lehet mint az F.

4.7. A lokalis martingalmérték egyértelmii

Legyen F a w altal generalt filtracio. Megmutatjuk, hogy ilyenkor a Q lokélis
martingalmérték egyértelmi. Legyen R az S egy masik lokalis martingalmeér-

téke. A
__[dR
ro=e (g %)

pozitiv martingal, amely a filtraciora tett feltétel miatt folytonos. Tehat fel-

irhato € (L) modon. Az L az F szerint lokalis martingél, az F pedig, miként

feltételeztiik, a w Wiener-folyamat filtracioja, igy az integralreprezentacios
m.m.

=" —0.

tétel miatt alkalmas ¢ folyamattal L = pew. Megmutatjuk, hogy ¢ "=
Vegyiik az S folytonos szemimartingal P alatti

S=EM+A=(S0)+oSew)+A

felbontésat. Az ekvivalens mértékesere soran a folytonos szemimartingalok
folytonos szemimartingalok lesznek. Az R ekvivalens lokalis martingalmérték
alatt tehat az S szintén folytonos szemimartingal, amely lokalis martingal
része az imént elmondottakkal analog modon

M—[L,M]=M-[pew,cSew| =M — (po)Se[w.
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A folytonos szemimartingalok egyértelm felbontdsa miatt, felhasznélva, hogy
az R az S lokalis martingal mértéke az

S= (M- (po)Sew])+ A+ (po)Se[uw],
felbontasban A + (po) S e [w] = 0, vagyis
A" oS e w].

Hagyomanyos integrél jel6léssel, majdnem minden w esetén minden t-re

/Oe(s,w)a(s,w)g(s,w)ds:—/o o(s,w) e (s,w)S (s,w)ds.

Az 0, o és ¢ folyamatok négyzetesen integralhatéak, az S folytonos, igy az
integrandusok minden véges szakaszon integralhatoak, kovetkezésképpen a
két oldalt derivalva azonnal lathatd, hogy majdnem minden w kimenetelre
és majdnem minden s-re az integrandusok megegyeznek. A feltételek szerint
S >0és 0 >0, tehat

0 (3’ w) = —¥ (va) )

kovetkezésképpen P = Q.

4.8. Integralreprezentacios tétel és mértékcsere

4.17. Tétel. Legyen M egy folytonos lokdlis martingdl és tegyik fel, hogy
az M rendelkezik az integrdlreprezentdcios tulajdonsdggal a P mérték alatt,
vagyis tegyik fel, hogy a P alatt minden folytonos lokdlis martingdl felirhato
M szerinti sztochasztikus integrdlként. Legyen Q egy ekvivalens valdszinisé-
gi mérték, és tegyiik fel, hogy a P és a Q kizétti Radon—Nikodym-folyamat
egy L folytonos lokdlis martingdllal felirhato € (L) mddon. Legyen M az M
Girszanov-transzformdltja. Ha N tetszdleges folytonos lokdlis martingdl a Q
alatt, akkor alkalmas'Y esetén érvényes az

N(t):N(o)+(Y.J\7) (t), 0<t<T

reprezentdcio, vagyis az M rendelkezik az integrdlreprezentdcids tulajdonsdg-
gal a Q alatt.

Bizonyitds. Az integralreprezentacios tétel hasznalatahoz vissza kell térni a
P mértékre. Legyen
dQ

o= EW)(T),
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ahol L lokalis martingél a P mérték alatt. Ekkor

aP _
dQ
—exp (-2 3 10) (1) = exp (121 2 - (2 - [£]) ().

€@ @) = (o (2~ 50) (T)>1 _

Vegyiik észre, hogy az
[L] - L=(-L)-[-L,L]

éppen a —L lokalis martingal I Girszanov-transzformaltja, igy lokalis mar-
tingal a Q alatt. Vagyis

(ﬁ_exp(z—;[j})(T)—g(jz).

Igy a Q-bol P-be felirt Girszanov-transzformacié miatt ha az N folytonos
lokalis martingal a Q alatt, akkor az

N=N- [fo] =N —[N,[L]- L] =N + [N, L]

lokalis martingal a P alatt. Az M a feltétel szerint rendelkezik az integral-
reprezentacios tulajdonsaggal, igy van olyan Y, hogy

N+ [N,L]=N(0)+Y o M.
[NJL|=[YeM,L| =Y o [M,L].
Tehat atrendezve

N=N@0)+YeM—-[N,L]=N0)+YeM—-Yeo[ML]=
=NO)+Ye(M—[MeL)=N(0)+Y oM,

ami éppen az allitas bizonyitéasa. O
Hasonloan lathato be a kovetkezs:

4.18. Tétel. Girszanov-transzformdcichoz tartozd_ekvivalens valdsziniségi
mértékcsere esetén ha N — N (0) = X e M, akkor N — N (0) = X e M.
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Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy N — N (0) = X e M. Legyen L a Girszanov-
transzformacioban szerepld ,kitevs”. Ekkor

[N,L]=[X e M,L] =X o [M,L].
Ezt a két oldalrol kivonva
N-N@O)=N-N()—[N,L]=XeM—Xe[ML| =
=Xe(M—[ML)=XeM. O

4.9. A piac teljessége

Rogzitsiink egy T id6pontot. Miként korabban, legyen

M) = & (~B0w) () = exp (—/Otms,w)dw(s)—;/otfﬂ(s,wms),

és legyen Q a A (T') altal definialt ekvivalens lokalis martingalmérték. Ugyel-
junk @ elGjelére! A gond abbdl szarmazik, hogy a kockazat piaci arat pozi-
tivnak szeretnénk definialni. Legyen Hp a T id6pontban esedékes pénziigyi
tranzakcié véletlen eredménye. Tegyiik fel, hogy az F filtracié a modellben
szereplé w Wiener-folyamat filtracioja. A modellben tehat csak egy ,véletlen
forras”, a w szerepelhet. Ha példéul az r és a u, vagy a ¢ meghatarozésahoz
tovabbi Wiener-folyamatokra van sziikség és F az Osszes Wiener-folyamat
altal meghatarozott filtracio, akkor a modell nem teljes, vagyis az 6sszes Fp-
mérhets valtozo arat nem tudjuk az alabbi arazasi képlettel megadni.

Vezessiik be az N (t) = EQ (Hy | 7;) Q-martingalt. Természetesen csak
akkor kapunk martingalt, ha az Hy integralhato a Q alatt. Vegyiik észre,
hogy az N adaptalt folyamat replikalja a Hp valtozot, ugyanis mivel a Hp
Fr-mérhets trividlisan

N(T)=ER (Hr | Fr) = Hr.

Ez azonban nem jelent semmit, ugyanis a replikalast onfinanszirozo, alul-
rol korlatos portfolioval kell elvégezni. Az Onfinanszirozas azt jelenti, hogy a
diszkontalt értékfolyamatot a diszkontalt arak szerinti sztochasztikus integ-
ralként allitjuk el. Ehhez elegend6 megmutatni, hogy az N — N (0) elsallit-
haté X ¢ S médon. Az N-et a w integralreprezentaciés tulajdonsiga miatt
felirhatjuk a w szerinti integralként. Felhasznalva, hogy oS # 0 és hogy a
Girszanov-transzformacio felcserélhets a sztochasztikus integralassal, illetve,

a mar igazolt (4.6) sor alapjan

_Y _
N—N(O)ZYO{U\:OS?O’[U\éUSXOﬂ)\Z
o

—

:XO(Ug.U/}):X.(O'F.’w):X.M:X.g.
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Tehat igazoltuk a kovetkez6t:

4.19. Tétel. Ha F a modellben szerepld w Wiener-folyamathoz tartozo filt-
racio és N tetszdleges Q-martingdl az F filtrdacidora nézve, akkor az N elddl-
lithato az S sztochasztikus integrdljaként :

N=N(0)+XeS.

Ha most Gjra N (T') = Hr, akkor
T . s T .
Hr = N(T) :N(0)+/ XdS=E® (Hr | F) +/ XdS =
0 0
S— T J—
=EQ(Hr) + / Xds.
0

Bar a levezetésbdl evidens, de érdemes hangstlyozni, hogy az X e S integral
létezik. Ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy az

t t Y2 o t
/XQd [S] :/ —5—5 02ds:/ Y?ds
0 0 S o2 0

kifejezés majdnem minden kimenetelre véges legyen. Ami azonban az integ-
ralreprezentécios tétel miatt trividlisan teljesiil.

4.10. Arazasi képlet és arbitrazs

Vegyiik észre, hogy szemben a véges, diszkrét idShorizontos esettel nem hi-
vatkozhatunk kozvetleniil a nincs arbitrazs feltételre, mert az alulrol valo
korlatossag feltétele miatt valamely megengedett portfolio minusz egyszerese
nem lesz feltétlentil alulrél korlatos. Ezért a diszkrét esethez képest kozgaz-
dasagilag egy kicsi modositani kell a gondolatmenetet :

4.20. Definicioé. Ha valaki a Hy tranzakcio eredményét ,szintetikusan” koc-
kazatmentes modon el akarja allitani, akkor egy olyan x kezdeti 0sszegre van
sziiksége, amelybdl inditott V' értékfolyamatra Vi (x) > Hyp. A relacio telje-
siilése esetén azt mondjuk, hogy az x kezdeti befektetésbdl kiindulé portfolio
szuperreplikilja a Hp kovetelést. Valamely Hp kovetelés fair arédn a

7w (Hr) = min{z | Vp (X,2) > Hr}

értéket értjik, feltéve ha létezik, ahol az X a lehetséges, szuperreplikalo,
onfinanszirozé portfolié sulyok halmazan fut keresztiil.
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A szuperreplikalas feltételét diszkontalva Vi (z) > Hyp. Az elGallitasban
a V-nak onfinanszirozénak és alulrél korlatosnak kell lenni. Mivel a V' az 6n-
finanszirozas definicidja miatt éppen az S szerinti sztochasztikus integral, és
mivel az S a Q alatt lokalis martingal, ezért a V, mint sztochasztikus integral,
lokalis martingal a Q alatt. Ha feltessziik, hogy a H alulrél korlatos, akkor
a V egy alulrél korlatos lokalis martingal, ezért a V egy szupermartingal.
Mivel a szupermartingalok nem novelik a varhato értéket, ezért

EQ (FT | ]:()) < :EQ (VT (X,l‘) | ]:0) <

<EQ (Vo (X,2) | Fo) =Vo(X,z) = ’

R(0)

Vegyiik észre, hogy a korabban elmondottak miatt egy alkalmas X lehetséges,
onfinanszirozé portfoliora Vi (z) = Hr, és ilyenkor z = R (0) EQ (Hr | Fy).
Ebbsl kévetkezden az x = R (0) EQ (FT | .7-'0) = EQ (FT) az elado szem-
pontjabol egy versenyképes ar.

A kérdés csak az, hogy kérhet-e ettdl eltérs arat? Ha a tényleges 7 (Hr)
ar nagyobb, mint R (0) EQ (FT | }'0), vagyis az alkalmas, 6nfinanszirozo, le-
hetséges portfolié indulod koltsége, akkor a Hp draga, igy el kell adni, a rep-
rezentalod portfolio pedig olcsd és ezért azt meg kell venni. Ha eladjuk a Hp
tranzakciot és dinamikusan felépitjiik az X portfoliot, akkor a koltségeink, az
értékfiiggvény, alulrol korlatos. A nettd eredmény a ¢t = T' idpontban nulla,
a t = 0 id6pontban pedig a bevétel és a koltség kiilonbsége

7T(HT) — R(O) EQ (FT ‘ fo) > 0,

ami arbitrazs. Mivel a modellben a feltételek szerint van ekvivalens loké-
lis martingalmérték, az arbitrazs lehetGsége ellentmondéas. Ha az ar kisebb
lenne, és a szereplSk csak fedezett helyzetben hajlandok a terméket kinalni,
akkor senki sem lenne hajlandé az iizletbe belemenni, vagyis nem lennének
eladdk a piacon, igy az lizlet nem jonne létre. Méasképpen fogalmazva az ara-
zOképlet biztositdsahoz sziikséges kozgazdasagi modellben az elad6 a Hp-ért
kapott arbol fedezett helyzetbe akar keriilni. Ha nem tudja a kovetelést lefe-
dezni, akkor a terméket a modell feltételei szerint nem adja el, ugyanis nem
akar valodi kockazatot vallalni. Szemben a szokvanyos kézgazdaséagi helyzet-
tel, az elad6 nem feltétlentil akarja a terméket eladni, ugyanis az pusztan egy
matematikai formula, {gy nem romlik, nincsen gyértasi koltsége stb. Vagyis a
kereslet hidnya nem vezet az ar csokkenéséhez, illetve az alacsony ar nem fel-
tétleniil vezet a kereslet ndvekedéséhez. Vegyiik észre, hogy a gondolatmenet
nem azonos a véges idGhorizonton elmondottal. Véges idShorizonton mind a
két oldalon az arbitrazs lehetGsége hatarozza meg az arat a szereplSk ,hoz-
zéallastol” fliggetleniil, vagyis véges idShorizonton az alacsony ar keresletet
tamaszt és emelni fogja az arat. Ha a szarmaztatott termék ara alacsony,
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akkor a terméket meg kéne venni, a fedezd portfoliot el kéne adni. A fedezd
portfolié azonban csak alulrél korlatos, igy az eladasakor létrejott portfolio
feliilrél és nem alulrél korlatos, igy nem egy megengedett portfolié. Folytonos
id6horizonton a duplézasi stratégiabol eredd arbitrazs miatt a helyzet nem
szimmetrikus. Természetesen korlatos kifizetések esetén, példaul a put opci-
oknal, van alulrdl és feliilrdl is korlatos replikalé stratégia, igy ilyenkor mind
a két irdnyba lehet arbitrélnilﬂ

Ezidaig csak a t = 0 id6pontra hataroztuk meg az arakat. De milyen
folyamatot kovet a szarmaztatott termék ara a 0 < t < T id&szak alatt?
Megmutatjuk, hogy

R(t)

7 (Hr) = EQ (R(T)~HT|}}>.

Valamely Hp kovetelés fair ara a ¢ id6pontban definicié szerint a [0,T —
— t] id6tartomanyon definialt arazéasi probléma megoldasat értjik a Gy =
Fiys filtracio mellett. Vegyiik észre, hogy az S helyébe az S (s) = S (t + s)

folyamatot kell irni az R helyébe pedig az R (s) = R (t + s) keriil. Igy

w0 (Hr) = R (1) EQ ( ng) | go> — R()EQ ( RH(’;) | ]-"t> .

4.21. Tétel. Legyen w eqy Wiener-folyamat és legyen F a w dltal generdlt
filtrdcio. Tegyiik fel, hogy

R(t) = R (0)exp </0tr(s)d5) — exp (/Otr(s)ds>,
S (1) = S (0) exp </0t,u(s)—022(5)d5+/0t0(s)dw>.

Tegyiik fel tovdbbd, hogy a kockdzat piaci dranak nevezett

MEUEL

folyamat esetén a
t 1 [t
AE) = E(—0ow) (t) = exp (-/ 0 (s) dw (s) — 5/ Ik (s)ds)
0 0
folyamat valdédi martingdl a [0,T) szakaszon. Legyen
Q(A)é/A(T)dP7 Ae Fr.
A

5 Vegyiik észre, hogy a gondolatmenet nehézsége abbol ered, ahogyan a megengedett
portfolié fogalmat definialtuk.
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Ha Hr alulrél korldtos és Fr-mérhetd, valamint

Hry

EQ (Hr)=E AT ) <
(1) = 7z (D) <
akkor a Hy fair dra a 0 <t <T iddpontban éppen

0 (Hr) = R(t) - E9 (RIZ) | ft) . (4.7)

4.11. A Black—Scholes-differenciadlegyenlet

Tegyiik fel, hogy Hr = h(S(T)) és hogy R(t) = exp (fotr(s) ds) és az
determinisztikus. Ilyenkor

7t (Hp) = exp </Otr (s) ds> CEQ <exp (— /OTT (s) ds) h(ST) | ]-"t> =
T
— EQ <eXp (— /t r (s) ds> h(Sr) |]-'t> _

T
— exp (-/t r (s) ds> EQ (h(S7) | ).

Legyen
dS=0b(t,S)dt+o(t,5)dw

az S egyenlete a kockazatsemleges mérték alatt. Tegyiik fel, hogy egy alkalmas
f (t,x) fiiggvény kielégiti a

% (t,z) +b(t,x)

0 02
%f(t,x) + %(72 (t,z) 92 (t,z) =r(t) f(t,z),

f(T, ) = h(z)

agynevezett Black—Scholes-egyenletet. Legyen

g(t,x) = f(t,z)exp (—/Otr(s)ds>.

Az S (t) folyamatra alkalmazva az Ito-formuléat, kihasznalva, hogy az r de-
terminisztikus

%(t,S(t)) - g—{(t,S(f))exp (- /O tr(s)ds) (B f (L, S(8)) exp (— /O tr(s)ds)
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elemi szamolassal

T
9751 =g (t50) = [ o5 0) LD au ),

amibdl az
T
g(T,5(T)) —g(t,5(t) = exp (—/O 7 (s) d5> h(S(T)) —g(t.S(t)

lokalis martingal. Tegytik fel, hogy a g korlatos, vagy legalabbis a g (¢,.5 (t))
rendekezik integralhaté majorénssal. Ilyenkor valédi martingal. Ebbsl

£ (6,8 (1) exp (— / tr(s)ds) —g(t,5(t) =

_ o <exp <_ / TT(S)CL?) R(S(T)| ﬂ) =
~ exp ( /O ") ds> m (Hr),

amibél f (¢, 8 (1)) = m (Hr).
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5. fejezet

Black—Scholes-vilag

A Black—Scholes-vilagon a klasszikus opcidarazas modellkorét értjiik. Ilyenkor
a modellben két termék van, egy kotvény és egy részvény. Ez a feltételezés
a gondolatmenetet, f6leg a jelolést, jelentSsen leegyszertisiti. A részvény arat
altalaban S jeloli és mozgasat a

dS = pSdt + oSdw, S (0) = So

sztochasztikus differencidlegyenlet irja le, ahol y és o konstansok. A kétvény
arat leir6 folyamatot R jeldli és mozgasat a

dR =rRdt, R(0)= Re(=1)

differencidlegyenlet irja le. A modellkor legfébb célja, hogy a kiillonb6zé szar-
maztatott termékek arara vonatkozo egyszertien kezelhets, zart alakban fel-
irhato formuldkat vezessiink le. A hangsily az egyszertien kezelhets, zart
alakban megadhato formulédn van, ugyanis kozismert, hogy a modell a valo-
sagtol igen tavol van. A modell segitségével szarmaztatott formulak egyfajta
els6 kozelitésnek tekinthetSk. A matematikai pénziigyek minden modellje a
Black—Scholes-modell altalanositasa.

5.1. Eurépai opciok arazasa

Ahhoz, hogy konkrét szamolasokat is be tudjunk mutatni, az altalanos dif-
fazios modellt tovabb konkretizaljuk. Ha a u,r és a o paraméterek konstan-
sok, akkor szokés Black—Scholes-modellrsl beszélni. Azonnal 1lathato, hogy a
Black—Scholes-modell esetén az altaldnos arazasi formula feltételei teljesiil-
nek. Ilyenkor a § = E=T kockazat piaci ara konstans. A Q kockdzatmentes

273
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mértéket generalod
Lo
A(t) = exp —9w(t)—§9 t], 0<t<T
folyamat martingal, és az
— 0‘2
S(t) =5(0)exp <(,u —r)t— ?t + ow (t))

diszkontalt arfolyam a Q (A4) = [, A 4 A (T) dP lokélis martingalmérték mellett

val6di martingal. Ennek 1gazolasahoz elegendo belatni, hogy az S véarhato
értéke a Q mérték alatt konstans, ugyanis mivel a Q alatt nem negativ lokalis
martingal, ezért biztosan szupermartingal. Mivel u — r = 0o ezért

EQ (5(t) =E <S (t) Zg) =E (S (t) exp <—9w (T) — ;92T>> _

_ < ( <t>exp< <>"2T)'Ft>)
B (S8 (o (0w () - 30°7) 1 7)) -
:E(S(t)exp( 9w<)_92)>

ZS(O)E<exp (90t—2(92+02)t+(0—9)w(t)>> =
S(O)E(exp ;(90)2t+(00)w(t))>

exp ((9 —0)? t/2>

ahol az utols6 sorban kihasznaltuk a lognormélis eloszlas varhato értékére
vonatkozo6 képletet.

5.1.1. Hataridds termékek arazasa

5.1. Példa. Hataridés iigyletek arazasa.

Els6 példaként legyen Hy = S (T)— K, ahol K konstans. A kifejezés alulrol
korlatos, igy az arazasi formula hasznalhato. Ilyenkor
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™ (HT) = EQ (FT) =

) (S (0) exp((p — 502)T+0w(T))7K

exp (rT)

Lexp(—6w (T) — ;92T)> -
S(0)E (exp ((o——e)w(T) —~ % (o —0)2T>) -
—Kexp(—rT)E <exp <9w (T) — ;02T)> .

Miként az el6z6 levezetésben az els6 kifejezés S (0) , a masodik kifejezés pedig
a A (t) martingal tulajdonsaga miatt éppen —K exp (—rT"). Masképpen

7w (Hp)=5(0) — Kexp (—rT).

A hatéridés tigyleteknél a K értékét ugy kell meghatéarozni, hogy « (Hy) =0
legyen. EbbslK = S (0) exp (rT).

(]
5.1.2. Vanilia call opciék arazasa, Black—Scholes-formula
kiszamolasa Bayes-formulaval

5.2. Példa. Az europai call opciok ara.

Térjiink ra az eurdpai call opcidk arat megadd nevezetes Black—Scholes-
formula targyalasara. Ilyenkor

HT%maX(O,STfK) = (ST*K)—F

hogyan lehet ,egyszertien” kiszamolni. Az arazasi formula alapjan a Black—
Scholes-formula kiszamolasakor a

A konkrét formula tébb modon is kiszdmolhato. A kérdés csak az, hogy
Hr =

(Sp— K)* Sr

exp (rT") -

K
Sr>K)————x(Sr > K
exp(rT)X( vz K) exp(rT)X( vz K)
integraljat kell a Q mérték alatt kiszamolni. Vilagos, hogy a diszkontélt kifi-
zetés alulrél korlatos és integralhato a Q alatt.

A masodik tag integralja konnyt:

K
L 2REQ[ —
2 (exp (rT X
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Mivel )
sr =00 (7= 5 ) T o0(D).

ahol a w Wiener-folyamat a Q alatt, igy ha ® jeloli a standard normélis
eloszlas eloszlasfiiggvényét, akkor

. K _
Iy = MQ(S(T) > K) =
K _ o _
= pows (rT)Q (SO exp | cw (T) + <7“ — 2) T) > K) =
K _ K o _
- exp(TT)Q (Uw(T) = lnS(O) " <2 _T> ')=
LK MESO) (22T
~exp (TT)Q ( (T) 2 o > B
LK o[ WSO+ (=0T
exp (r7T) VT ~ oVT
K o In(S(0) /K)+ (r—02/2)T
~ exp (rT) ovT .

Az els6 integralja némiképpen kinosabb, ugyanis az St nem emelhets ki az
integralbol. Ugyanakkor valasszuk most az S-ot diszkont tényezének. A ko-
rabban a Bayes-formula kovetkezményeként belatott (4.4) sort felhasznalva

1= BR (5(7)x(5(7) 2 K) =B (S(1)x(5 (1) 2 K) ) =

- S
B (S (5(1)2 1) 22 ) = SIR(5(1) 2 K),
T
A formula el6nye, hogy ismét csak egy valoszintiséget kell kiszamolni. Persze
gondot jelent, hogy nem tudjuk, pontosabban tudhatnank, de nem akarjuk
megtudni, hogy mi az R mérték. Ezért egy keriilGutat valasztunk:

Mivel az R = 1 martingal a Q alatt, az R pedig az 4j armércéhez tartozo
martingalmérték, ezért az R martingal az R alatt. A Girszanov-formula miatt
a w-bdl w + at lesz az R alatt, vagyis

——1

S (t) =S5 (0) " exp (—ow (t) — 6t)

www.interkonyv.hu
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alaki lesz, ahol w Wiener-folyamat az R alatt, ami csak akkor lesz martingal,
ha 6 = 02/2, vagyis

0.2

S (t)=5(0)""exp (—aw (t) — 2t) ,

ahol a w Wiener-folyamat az R mérték mellett. Kévetkezésképpen

2
S(T) = S (0) exp <(7~ + ‘;) T+ aw(t)> .
Ezt beirva és a méar latott moédon ebbdl elemi szédmolassal

I = S(O)R(S(T) > K)

~sOR(s( exp<( )mgwm) > k) -

=SO)R(—ow(T)<In I(;))—i—(r—l—(;z)T):

w (T) - In(S(0)/K)+ (r+02/2)T
vT ~ oVT

_ In(S(0)/K)+ (r+02/2)T
_S(O)<I>< o >

= S(O)R(~ ) =

Ebbdl kovetkezben

7(Hp) =1 — I, = S (0) @ <1H(S(0) /K) + (r+02/2)T> -

oVT
K o In(S(0)/K)+ (r—02/2)T
exp (rT) o/ T '
Ha
g2 ln(S(O)/K)+(T+02/2)T & 2 ln(S(O)/K)+(r—02/2)T
1 /T , da /T
akkor
T (Hr) = 5(0)®(d1) — P (da). 0

exp (rT)

5.1.3. Néhany tovabbi egyszeri opcio
5.3. Példa. Gallér opciok ara.
Gallér opciok esetén adottak a 0 < K7 < Ky korlatok és
Hp = min (max (S(T), K1), K2),
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vagyis a kifizetés S (T) ha a T id6pontban az ar a K; < Ky savban van,
ellenkez6 esetben az éppen aktuéalis korlat, amelyet utoljara atlépett az ar.
Ko6nnyen lathato, hogy

Hr =K+ (S(T) - K\)" = (S(T) — K)".

Ebbdl kovetkezben a gallér opcié két azonos lejarati idéponttal, de kiillonb6zé
kotési arral rendelkezd call opcio dranak kiilonbsége és a K1 exp (—rT) Ossze-
ge. Az opci6é nem keverendd Gssze a korlatozott call opcioval, amely esetén a
kifizetés

Hp = min (max (S (T) — K1,0), K») =
=max (S (T) — K1,0) — max (S (T) — (K1 + K2) ,0). O

5.4. Példa. Korlatozott hataridés opcio.

Jelolje Frr az S alaptermék T id6pontban esedékes hataridds arat, vagyis
legyen
Fr = S(0)exp (rT).

Korlatozott hataridés opcioé aran azt az X értéket értjiik, amelyre a T' id6-

pontban esedékes
Hr =max (S(T),Fr)— X

kifizetés t = 0 idGpontban vett ara nulla. Kénnyen lathato, hogy
Hp = (S(T) - Fr)t + Fp — X.
Ebbél
0=m(Hr) = exp (—rT)EQ (S(T) = Fr)" + exp (—rT) (Fr — X),
amibdl
X =E(S(T) - Fr)* + Fr =
= exp (rT) (exp (—rT)EQ ((s (T) - FT)+) +S (0)) .

Az exp (—rT)EQ (S (T) — Fr)" kifejezés éppen a K = Fr = S (0) exp (rT)
kotési arhoz tartozo call opcid ara, amely a Black—Scholes-formuléval kozvet-
lenitil kiszadmolhato. ]

5.5. Példa. Hataridss kotési arfolyamos opcio.
A hataridés kotési arfolyamos opci6 esetén adott egy Ty < T idGpont és

Hy = (S(T) = S (Ty))" .
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Ilyenkor
7 (Hr) = exp (—rT)ER ((S(T) = S (Ty))" ) =
= exp (—1T) ER (EQ ((S(T) - (o))" | Fr, ) ) =
— exp (—rT)E® (8 (Ty) ER ((S(T) /S (To) - 1)* | F1, ) ) =

— exp(—rTo)ER (S(Ty) exp(—r(T — To))EX((S (T) /S(Ty)~1)* | Fr,)).

Vegyiik észre, hogy mivel

S<z€> :exp«“ 02) <T—To>+a<@<T>—@<To>>),

és mivel a @ (T) — w (Tp) névekmeny fuggetlen az Frp, -t6l, ezért a belss
feltételes varhato értékben a feltétel elhagyhatd, kovetkezésképpen a kifejezés
éppen egy a T — Ty idépontban lejaré K = 1 kotési arhoz és S (0) = 1
részvényéarhoz tartozo call opcio C (1,T — Tp,1) modon jelolt ara. Mivel ez
konstans, ezért

7 (Hr) = exp (—rTo) EQ (S (Tp)) - C (1, T — Tp,1) =

amely érték a Black—Scholes-formuléval méar kiszamolhato. O
5.6. Példa. A kozonséges eurdpai put opcid ara.
Az eurdpai put opcid esetén a kifizetés
Hp =max (0,K — Sp) = (K — Sp) ",

ugyanis definicioé szerint a put szerz6dés birtokosa eladhatja a terméket K
aron a T id6pontban.

(Sp—K)" —(K-8r)t =87 - K
ebbsl
7 (Hr) = exp (—rT)EQ (K — 57)") =
= exp (—rT) EQ ((ST - K)+) — exp (—rT)EQ(Sy — K) =

= exp (—rT) EQ ((ST - K)+) —S(0)+ Kexp (—rT).
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vagyis az arat visszavezettiik két mér kiszamitott ar kiilonbségére. Beirva a
call opci6 arat

W(HT):S(@@(dﬂ—%é(dz)—s(oHﬁ =
:S(O)(fb(dl)—l)—m(‘b(dz)—l):
K
— W@(f@) —S(0)®(—dy). O

5.7. Példa. Black-formula, a Black-76 modell.

Legyenek adva a T < T° idépontok és legyen adva egy K kotési arfolyam,
amelyre

HTé(F(T)iK)Jra

ahol F (T) az S-re vonatkoz6 a T” idépontban lejaré forward {igylet ara a T'
idépontban. Mivel F (T) = S (T) (exp (7“ (T0 — T))), ezért

Hy = exp (r (T° = T)) (S(T) — K exp (—r (T° = T))) "

A kozonséges call opciora vonatkozo képlet alapjan, felhasznalva, hogy F(0) =
= 5(0) exp (rT°)

3 Kexp (—r (TO — T))
exp (rT)

m (Hr) = exp (r (TO — T)) (S (0)® (dy) D (do)) =
=exp (—rT) (F(0) @ (di) — K®(d2)),

ahol d; és dy a call opcioknal megadott konstansok. Az el6z6 példa alapjan
az analog Hy = (K — F (T))" put opci6 ara

7 (Hr) = exp (—=rT) (K® (—d3) — F(0) ® (—d1)).

Vegyiik észre, hogy a call és a put ara csak az F (0)-on keresztiil fiigg a T°
id6ponttol. O

5.8. Példa. Valaszthato opcio.

A valaszthato opcid esetén egy Ty < T id6pontban az opcid birtokosa
valaszthat egy a kozos T id6pontban lejaré azonos K kotési arhoz tartozo
put és call kozott. Ilyenkor

Hr, =exp(—r(T —Ty)) max(EQ((S(T)-K)" | Fr, ), ER((K-S(T))" | Fr,)).
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Az el6z6 példa alapjan
EQ (K - S1)* | Fr,) =E2 (1 K)" | Fr,) + E® (K - $(T) | F,)
—EQ ((Sr— K)" | F,) + K = S (To)exp (r (T — Ty)).
ami behelyettesitve
Hr, = exp (=1 (T — T)) B2 (($/(T) - K)* | Fr,) +
+ (K exp (= (T = Ty)) — 5 (To)) ",
7 (Hr,) = exp (—rT)EQ ((S/(T) - K)*) +
+exp (—1To) BQ (K exp (—r (T = Ty)) = S (To)) ")

vagyis a valaszthat6 opcio felirhato egy alkalmas put és egy call opcié aranak
Osszegeként. Az egyetlen dolog, amire tigyelni kell, hogy a call a T' id&szakra
vonatkozik és a kotési ara K, a put a Ty idGszakra vonatkozik és a kotési ara
Kexp(—r (T —Tp)). A put és call arara vonatkozo mar belatott képleteket

beirva
K
7w (Hr,) = S(0) ® (dy) — m@ (d2) +
Kexp (—r (T - Tp))

exp (rTp)

o (—Jz) —5(0)® (—(71) -

= 5(0) (<1> (di) — @ (—Jl)) - ﬁl((rT) (cI> (ds) — @ (—dg)) ,

ahol

F In (S (0) /K exp (—r (T —Tp))) + (r £0%/2) Ty
12 = Um =

_ In(S(0)/K)+r(T—"Tp) + (ri02/2) To
ovTy
In(S(0)/K) +rT 4+ 0%Ty/2

o/ 1y 0

5.1.4. Osszetett opcidk arazasa
5.9. Példa. Osszetett opciok arazésa.

Az 6sszetett opcidk olyan opcidk, amelyek alapterméke maga is egy opcio.
Valojaban négy alapeset lehetséges, attol fliggGen, hogy call vagy put opciot
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tekintiink egy call vagy put opciéra nézve. A négy eset kiszamolédsa nagyon
hasonlo, igy példaként a call opcidkra vonatkozod call opcié arat szamoljuk
ki. Ilyenkor két 17 < T5 id6pontunk van. A T id6pontban K kotési aron
megvehetjiik a T, idSpontban lejaré Ko kotési arral rendelkezd call opciot.
Jelolje ¢(S,T,K) az S arfolyam esetén a T id6 mulva esedékes K kotési
arfolyamhoz tartozo call opcié arat. A Black—Scholes-formula éppen ezt az
arat adja meg. Ekkor a keresett ar a T id6pontban esedékes

Hr

1

= maX(O,C(S(T1> 7T2 —Tl,KQ) _K1)7

kifizetés t = 0 id6pontban fizetendd értéke. Vagyis a 177 idépontban az ak-
tualis S (T1) ar alapjan kiszamoljuk a Ky kotési arhoz tartozo To — 17 id6
miulva lejaro call opcio arat, és ennek K feletti értékét ,lekaszaljuk”. Mennyit
kell ezért fizetni a ¢ = 0 id6pontban? Az ar kiszamolasahoz el6szor ki kell
szamolni azt az S° szintet, ahol az Ssszetett opcié értékessé valik vagyis azt
a S0 értéket, amelyre

C (SO,TQ — Tl,Kg) = Kl.

A Black-Scholes-formula az S szigortian novekedd fiiggvénye, igy az S© értéke
numerikusan egyértelmten kiszamolhato. Vilagos, hogy ha S (Ty) > S°, akkor
az Osszetett opcio értéke pozitiv, minden mas esetben az opcid értéke nulla.
A T, id6pontban esedékes call opci6 ara a T id6pontban a korabban latott

sor alapjan
exp (—r (Ty = T)) - E? (S (T2) ~ K2) | Fr, ).

Ezt beirva a feltételes varhato érték definiciojanak felhasznalasaval

T (Hr,) =

= exp(—rT1)EQ (exp(—r(To—T1)) (EQ((S(T2) — K2) | Fry) — K1)+) —
=exp (—rT1) X

x E? (exp(—r (T, — Tl))(EQ((S (To) — Ka)" | Fry) — K1) x(S(Th) > §9)) =
= exp (—1T%) E® (S ( Yx (S (Tz) > K3, S (1) > SO)) -

(S(
—exp (—rT») K2Q ( (T2) > K»,5(T1) > §°%) —
—exp (—rT1) K1Q ( (T1) > SO)
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Ebbdl kévetkezben az Gsszetett opcid negativ 1aba, vagyis amit a 77 id6pont-
ban fizetni kell az opci6 lehivasakor

7 (HY,) = exp (—rTh) K1Q (S (T1) > 8°) =

= exp (—rT1) K1Q (s (0) exp ((r - ‘;) T, + 0@ (T1)> > 50) _

In (S°/5(0)) — (r—o?/2) Ty
g T1 B

= exp (—rT1) K1Q <N 0,1) >

n 0 T_UQ )
=exp (—rT1) K1Q <N(O’1) < 1 (S(O)/SO)—\}_T(l /2)T > B
n 0 r_o_g
=exp (—rTy) K1 ® <1 (S (0) /S 3\—}—% /2) T1> |

Mennyi lesz az ligylet pozitiv laba? Ennek meghatéarozasihoz az S arfolyamot
a Ty és T, id6pontokban kell figyelembe venni. A ,bels§” opci6 lehivasakor
fizetendd Osszeg Kox (S (Tz) > Ks), amit csak akkor kell megfizetni, ha a
Jkiils” Gsszetett opcio is le lett hivva, vagyis ha egytuttal S (Ty) > S°. Ebbdl
kovetkezGen a ,kiils6” opcid lehivasakor a ,bels§” opcié negativ ladba a T}
idépontban

HTQH Zexp (—r (To — T1)) Kax (S (Ty) > S°, S (Ty) > Kg) ,
amely ¢ = 0 id6pontban esedékes ara

T (HJQH) = exp (—rT1) E®Q (HIQH) =
= exp (—1T2) K2Q (S (T1) > S°, 5 (Tz) > K) .

A valoszintiség kiszamolasakor vegyiik figyelembe, hogy a Q mérték alatt
o2
S(t) =5(0)exp <(7’ - 2> t+ U@(t)) .

Igy a valdszintség

Q((r-Z) 1 voatr > (). (r- L) 1 ooim >

- ()
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A w(Ty) és a w (Ty) egylittes eloszlasa normalis a korrelacios egyiitthatoja

_ER(@(T) @ (Ty) _ ER (@ (1) (@ () + @ (Ty) - @(T1) _

VI VI
BREw)  nm

VIVT,  VIivh VT

Ebbél kovetkezen ha @s (x,y, p) jeloli a kétdimenzids standard normalis el-
oszlasfiiggvényt, akkor

m (HZ,) = exp (—rTh) Kax
o [ (S(0)/8°) + (r=0*/2)T1 n(5(0) /Ky) + (r—0?/2)Ty [Ty
2 g/ T1 ’ g TQ ’ T2 '
Végezetiil ki kell még szamolni a

Hi, = exp (=1 (To — T1)) S (T2) x (S (Th) > 5°,5 (T2) > K»)

kifizetéshez tartozo
™ (H%l) = exp (—rT1) EQ (H%l) =
= exp (—rTo) EQ (S (T2) x (S (Th) > S°, S (T») > K2)) =
=EQ (S(Tx) x (S (T1) > 5° S (T2) > K3))
varhato értéket. A mar bemutatott

dQ _ S(0)
dR ~ S(Ty)

meértékeserével ez éppen
T (Hy,) =SO)R(S(T1) > S, 5 (Tz) > K») .
ahol az R alatt )
S(t) = S (0) exp <afa (t) + ”2t> 7

ahol a w Wiener-folyamat az R mérték mellett. Ebbdl a méar bemutatott
modon

m(H}) = S(0) @2 x

y (m (S(0)/SY) +(r+02/2)Ty n(S(0)/Ky2)+(r+02/2)T; /Tl)
) T2 .

ay/ T1 ’ a T2
A call opcidra vonatkozo Osszetett call opcio ara értelemszertien a fenti harom
kifejezés Gsszege. |
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5.1.5. Csere opcidk
5.10. Példa. Csere opcidk, Magrabe-formula.

A csere opciok esetén adott két termék S; és Sy és
Hp = (S, (T) — Sy (T)*.

Vagyis a csere opcid olyan opcid, ahol a kotési &r nem egy rogzitett konstans,
hanem maga is egy sztochasztikus folyamat. A csere opcidk arazasi formula-
janak felirdsahoz tegyiik fel, hogy a Q kockizatsemleges mérték alatt a két
termék arfolyaméanak egyenlete

d?k? = (7" —51)dt+01dw17
% = (T — 52) dt+02dw2,

ahol a trend tagok felirdsakor a két részvény d; és do osztalékfolyamat is
figyelembe vettiik. Erdemes felhivni a figyelmet arra, hogy éltalaban a rész-
vényarfolyamok targyalasakor eltekintiink az osztalékoktol. Most azonban
kockézatmentes aron az osztalékkal novelt diszkontalt arfolyamhoz tartozo
martingalmértékrsl van szo. Jeldlje tovabba a két Wiener-folyamat korrela-
cios egyiitthatojat p. Az altalanos arazasi elv alapjan

7 (Hr) = exp (~rT)ER (81 (T) - 8 (T))") =

+
= exp (—rT)E® <52 (1) (gl g:; - 1> ) B

2 exp (—rT)EQ (52 (T) (X (1) - 1)+) )

ahol értelemszerten X jeloli az Sq/S2 hanyados folyamatot. Az X valojaban
az Sy értéke az Sy armércére nézve. Vezessiik be a

dR

aQ exp (O'QU)Q (T) -
4j mértéket. Vegyiik észre, hogy az Sy nem martingél, ezért az 4j armércé-
re valo attérés el6tt az exp (— (r — d2) t) faktorral szorozva martingalla kell
tenni. Ekkor

1

g%T) =exp(—(r—202)T) 52 (T)

52 (0)

2

dR
= S (0) exp (—0,T) ER ((X (T) - 1)*) .

7 (Hr) = exp (=1 T) ER <Sz (1) (X (1)~ 1)* dQ) _
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Ez a képlet mar emlékeztet a call opci6é arat megadd formulara.

Mi lesz az X egyenlete az R mérték alatt? A Girszanov-tétel alapjan
tetsz6leges M lokalis martingal esetén az M = M — [M, L] lokalis martingal
az 0j mérték alatt. Ezt alkalmazva az L = oowy, M = wy szereposztasban az
R alatt a

’L/U\Q (t) = W2 (t) — O'Qt

egy Wiener-folyamat. Ha M = w;, akkor pedig zﬂ
’L/U\l (t) = W1 (t) — [wl,agwg] = W1 (t) — 09 [wl,wg] = W1 (t) — O‘th

szintén Wiener-folyamat az R alatt. Nyilvanvalo modon a w; és a ws korre-
lacios egylitthatdja tovabbra is p. Vezessiik be a

o= \/O’% + 02 —20109p
konstanst és legyen

w (1) =~ (o1 (1) — 022 (1),

A w lokalis martingal az R alatt, és a Lévy-féle karakterizacios tételbdl evi-
dens, hogy a w Wiener-folyamat az R alatt.

Sl (O)GXp ((7’ - (51 —o%/2)t+01w1 (t))

X = g, Oyexp (82 —03/2)t F 0w (D)

_ g; Eg; exp <(52 b (o gg)> 4 o (£) — 0w (t)> _

= Sk (( 5§ 01 o+ ) - ) -
_ g; Eg; exp ((52 B N S ?2) 4 ovun () — oats (t)> _
— 2 Eg; exp ((52 -0y — ;0’2) t+ o1 (t) — 092 (t)> —

58y (- o)

Kovetkezésképpen az Ito-formula mar sokszor bemutatott alkalmazasaval

ax
X

1V.é.: példa, [93] oldal.

= (52 — (51) dt + odw.
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Mivel a w Wiener-folyamat az R alatt, ezért ha az X folyamatot diszkontaljuk
a 09 —0d1 kamatlabhoz tartozo kotvénnyel, akkor martingalt kapunk az R alatt.
Ezt a w (Hr) korabbi képletébe beirva

7 (Hr) = S5 (0) exp (~8T) ER (X (1)~ 1)) =

= S5 (0) exp (=6, T) exp (— (85 — 6,) T) ER ((X (T) — 1)+) -
= SQ (0) exXp (—(51T) . C (52 - 51, O',].) s

ahol a C a megfelel6 paraméterekkel rendelkezs call opcié ara. A Black—
Scholes-formula alapjan

S1 (0
C (65— 6y,0,1) = 1) (dy) — exp (81 — 62) T) ® (da)
52 (0)
ahol
d o 11151 (O) /S2 (0) + (52 — 51 +O’2/2) T
1 — J\/T Y
, InSp (O) /SQ (O) + (52 — 01 — 0’2/2) T
do =
oVT
vagyis
7w (Hr) = 51 (0)exp (=61T) @ (d1) — S (0) exp (—62T") ® (da) . (5.1)
A formula egy szokasos elnevezése Magrabe-formula. O

5.1.6. Quanto termékek
5.11. Példa. Quanto opciok.

A quanto termékek esetén az alapterméket valamilyen fizetGeszk6zben
tartjak nyilvan, de az elszamolést egy masik fizetGeszk6zben végzik oly mo-
don, hogy csak a mennyiségeket veszik figyelembe. A quanto elnevezés a ,qu-
antity adjusting option” kifejezés roviditése. Ebben az alpontban a

Hy = X (T)- (S(T) - K)*

kifizetéshez tartozo quanto termék arat fogjuk meghatéarozni, ahol X (T) a
megfeleld devizaarfolyam. Vagyis a T id6pontban esedékes elszdmoléaskor a
hazai fizetGeszkozben esedékes (S (T) — K)T helyett ugyan ennyi mennyisé-
gl kilfoldi fizetGeszkozt adnak, amely értéke hazai fizetGeszkdzben nyilvan
éppen a Hp. Vegyiik észre, hogy a quanto ara tekinthetd egyszeri csere opci-
onak, ahol a felcserélendd termékek hazai fizetGeszkozben kifejezett ara X - .S,
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illetve K - X. Az alapterméket leir6 S folyamatra a Q mérték alatt érvényes
a
ds
? = (Tl 7§)dt+0'1dw1
egyenlet, ahol r; a kockdzatmentes kamatlab, § pedig a folytonositott oszta-
lékfizetési rata. Ugyanakkor legyen adott egy X hazai fizetGeszk6zben kifeje-
zett devizaarfolyam, amely egyenlete a Q alatt legyen

% = pdt + ozdwn, X () = X (0) exp (((ﬂ— ;”§> froaws (t)>)

alaktu. Legyen tovabba ro a kiilfoldi kockdzatmentes kamatlab. Egységnyi
kiilfoldi bankbetét értéke a t idépontban exp (rot). Ez hazai fizetGeszkozben
kifejezve

X () exp (rat) = X (0) exp (((u trg— ;og) t+ 0w (t))) .

Ha feltessziik, hogy ez a hazai piacon egy kereskedett termék, akkor az

exp (—r1t) X (t) exp (r2t) = X (0) exp (((u +rg—1 — ;a§> t+ oow (t)))

diszkontalt érték martingdl a Q mérték alatt. De ez csak gy lehetséges, ha
=17y —ro, vagyis a Q alatt

ax
X

Az egyenlet szerint ha a hazai kockdzatmentes kamatlab nagyobb, mint a
kiilfoldi, akkor a Q mérték alatt a hazai fizetGeszk6z arfolyama atlagban
emelkedik, mégpedig (r; — 7o) dt litemben, vagyis a hazai fizetGeszkoz elér-
téktelenedik, ugyanis a hazai befektetés kockdzatosabb, mint a kilfoldi. A w;
és a wy Wiener-folyamatok kozotti korrelacios egyiitthatot jelolje p. Szamol-
juk ki az Y = X S szorzatot.

Y (1) = (XS) (t) =

= (7‘1 — 7“2) dt + oodws.

2

= X(0)S(0) exp <(7‘1—T2— J;)t + opwa(t) + (7"1—5— Uj)t + Ulwl(t)) —

2
:X(O)S(O)exp((?rl —7“2—5—4—0102;)—023)15—1—03103@)),

ahol

o3 = \/0% + 02 + 2poy 09,

wy (1) = O o2 (0

03
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A w3 és a wo korrelacios egyiitthatoja

o O1p+ 02
g3 '

P
Ennek megfelel6en

ay

% = (27"1 — T2 —5+0’10’2p) dt+03dw3.

Ha bevezetjiik az S; =Y és Sy = KX jeloléseket akkor az el6z6 példaban
levezetett (5.1) arképlet

S1(0) = X (0)S(0), S5(0) =X (0)K.

’I":Tl7 51:7”277‘14*57[)0'102, 52:7’2,

illetve
o= \/U§ + 02 — 20309p =
= \/a% + 02 + 2po109 + 03 — 205 (01p + 02) =
_ o
jelolésekkel kozvetleniil alkalmazhato. (]

5.12. Példa. Hatarids quanto tigylet.

A hataridés quanto ligylet értéke az a K, amelyre a
Hp = X(T)(S(T) - K)

jelenlegi
m (Hr) = exp (—nT)E? (X (T) (S (T) - K))
ara nulla. Mivel az exponencialis fliggvény sohasem lehet nulla, ezért

_ E(X (1) S(1))
- ERX(D)

ahol a Q mérték alatt

d
?S = (’I“l — 5) dt+01dw1,

dX
7 = (’I“l — 7"2) dt + O'dez
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és a wi és a wo kozotti korrelacids egytitthato p.
EQ (X (T)) = X (0)exp ((r1 —r2) T).

Szamoljuk ki az XS szorzatot.

2

(XS) (T) = X(0)S(0) exp ((rl - "21) T + oyw; (T) +
+ (7“1 — 7Ty — 02%) T + oows (T)) =
— X (0) S (0) exp (<2r1 PN %% _ "23) T+ ovwr (T) + oaws (T))é

éX(O)S(O)eXp((%l —T2—5+p0102—2>T+0w(T)>7

ahol ismételten

o= \/a% + 02 + 2po102,
orwy (T) + ogws (T)
o

w(T) =

A Lévy-féle karakterizacios tétellel azonnal lathatd, hogy a w Wiener-folya-
mat, igy

EQ ((XS)(T)) = X (0)S(0)exp ((2r1 — 72 — 0 + poroa) T),
amibdl

exp ((2r1 —re — d + po1o2) T)

K= exp ((ry —re)T)

=S50)exp((r1 —d+ po1o2)T). O

5.2. Utfiiggd opciok

Az utfiiggd opcidk olyan szarmaztatott termékek, amelyek ara nem csak az
alaptermékek egy-egy pontban megfigyelt értékétdl fiigg, hanem attoél is, hogy
miként jutottunk el a lehivaskor érvényes allapotba.

5.2.1. A tiikrozési elv és a maximumfolyamatok eloszlasa

A sztochasztikus folyamatok elméletében megjelens objektumok eloszlésa a
legritkabb esetben adhato meg egyszerd zéart formulaval. Eppen ezért rendki-
viil fontosak azok az eloszlasok, amelyek konkrét alakjat ismerjitk. Az alabbi
formulakat a barrier és a visszatekint6 opcidk arazasi képleteinél fogjuk hasz-
nélni.
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5.13. Definicié. Legyen w Wiener-folyamat. A tovabbiakban legyen
w* (t) =sup{w(s) |0 <s <t} =max{w(s)|0<s<t}.

A w* folyamatot a w maximumfolyamatanak mondjuk. Altalaban, ha X tet-
sz6leges sztochasztikus folyamat, akkor

X' (1) 2 sup {X (5) | 0 < s < 1}
jeloli az X maximumfolyamatat. Hasonléan definidlhat6 az

X.(t)=inf{X (s)|0< s <t}
minimumfolyamat.

5.14. Lemma. Ha w* jeléli a w Wiener-folyamat mazxzimumfolyamatdt, ak-
kor a (w () ,w* (t)) pdr eloszldsa azy > 0,2 <y tartomdnyon

P(w(t) <z,w (t) >y) = _(I)<2y\/—£$>7 ha y>0,z<y.

P(w(t) <zw’ () <y)=P(w(t) <z) -Pw) <z,w () >y) =

T 2y —x
o =)-1+® , h >0,z <y.
(ﬁ) ( Vi ) ==y

A (w,w*) egyiittes eloszldsinak striségfigguénye az y > 0,2 < y tartomd-
nyon

fe (z,y) = 2(2;;; z)sﬁ <2y\/i:n> =

[2 2y — 2y — x)?
= 7Tzt/:g/;texp<—(yQtQC)), hay> 0,2 <y.

Bizonyitds. Rogzitsiik az y > 0 értéket és vezessiik be a
Ty = nf (¢ | w(t) = y)
idépontban ,tiikrozott”
Iy N w(t,w), ha t<7,(w)
w(tw) = {2yw(t,w), ha ¢t > 7, (w)

folyamatot. A tiikrozési elv miatt miatt a w szintén Wiener-folyamat. Ebbél
kévetkezGen, ha x < y,

P(w(t) <z w" () 2y) =P (w(t) <z7 <t)=
PRy—-—w(t)>2y—x,1,<1t) =
P

((t) > 2y — 2,7y <t).
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A @ Wiener-folyamat, tovabba a 7, evidens modon azonos a w és a @ fo-
lyamatokra, ugyanis a @ éppen a 7, id6pontban tiikrézott Wiener-folyamat.
Ezért, a 7, helyébe is 7, irhato, ahol értelemszerten a 7, jeloli a @ y-hoz
tartozo elsé elérési idejét. Mivel y — x > 0 ezért

{@(t) =2y —a} C{@ () >y} S {(@)" () 2y} = {7, <1},
kovetkezésképpen
P (w(t) < zw' () > y) = P(@(t) > 2y — 0,7, < t) =

:P(@(t)>2y—x):1—<b(2y\/_ix>.

Szamoljuk ki a stirtségfliggvényt:

Pw(t) <z w' () <y)=P(w(t) <z) -P(w(t) <z w () 2y) =
T 20 —x
=¢|—)-1+2 .
() (57)
Ezt kell derivalni y majd x szerint. Az els6 két tag y derivaltja nulla
8@(23;—%)_2 (Qy—x)_ 2 ox _(2y—gc)2
oy \ Vi) Vit\vE ) T vam T )
Most ezt derivaljuk x szerint
0 2 (2y — z)* 2:2-(2y —x) (2y — z)°
. =P | — = exp| ———— | =
Ox /2t 2t 2t\/27t 2t
2 (2y — 2y — )
<y:wwp<fy $>>.D

™ t3/2 2t

5.15. Példa. Szamoljuk ki a w* (¢) eloszlasat és varhato értékét.
Legyen y > 0, z <y,

P(w(t) < z,w'(t) < y) =P (w(t) < 2)~P(w(t) <z, w'(t) > )  (5.2)
el %) _ 2y —x
‘@(¢J 1+®(~ﬁ )

P(w" () <y) =P (w(t) <y,w" () <y) =

=20 (\%) ~1.

x = y helyettesitéssel

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



5.2. UTFUIGGS OPCIOK 293

A stirtiségfiiggvény

A varhato érték
Tl e ()= o e () =
il = __° < g
\/i 0 e \/E Y 2nt Jo Yy exp 2

Gl (-1

A késtbbiek szempontjabol hasznos a kivetkezd:

E (exp (w* (1)) \/7/ exp (y) exp <—gj> dy = (5.3)
= \/7 exp (_yQ;t2yt) dy =
y—t)? — 2
Sl ()

— 2exp (Z) P (N (t, \/Z) > 0) — 2exp (;) o (\/Z) .

Felmeriil a kérdés, hogy mit lehet mondani az x > y esetben. Mivel

(1)

P(w(t) < z,w
%P( ()

y) =P(BNC)=P(C)-P(BNC)=
y) =P (w(t) >z, 0w (t) > y) =
"t

)2 y) —P(w(t)>z),

>
2

P (w

ugyanis mivel x > y, ezért
{w(t) >} C{w" () = 2} C{w" () 2 y}.

Nyilvanvalé m6don

xT

P(w(t)>:c):1—<1><\/i)

és
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5.16. Lemma. Ha x >y, akkor

x
=1-29% d(— .
() (%)
Vegyiik észre, hogy
32
8.138 Ft (fE, y) 07

19y ilyenkor a kétvdltozds eloszldsnak nincsen kétvdltozds striségfigguénye.
Most térjiink ré a trenddel rendelkez6 Wiener-folyamatokra.

5.17. Lemma. Legyen X (t) = w (t) + ut egy ut alaki trenddel rendelkezd
Wiener-folyamat. Jelélje X* az X mazimumfolyamatdt. Ha y > 0,z < y,
akkor az (X (t), X* (1)) egyiittes eloszldsdnak siriségfigguénye

fe(z,y) = 2 (2ty\/g a:)(p <2y\/—im> exp (ua: - ;u%) .

Az eloszldsfigguény

P(X(t)<z,X*(t)<y)=0a (w \_/ZM) — exp (2uy) ® (95—2\%_’”) .

Bizonyitds. Vezessiik be a
5 Ly
A (1) = exp (—po (1) — 1%t
martingalt. Az
R(A)é/A(T)dP
A

mérték — amely a (—p)-hez tartozé Girszanov-transzformalt — mellett az X
Wiener-folyamat. Ha —oo < z < y, akkor legyen

A={X () <z, X*(t) <y}
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Ilyenkor az X képletét beirva

XA exp (uw (t) + ;;ﬁ)) =

(
—ER (XA exp (N (X () = pt) + ;lﬁt)) -

=E® <XA exp (HX (t) — ;u2t>) :

Ha g a Wiener-folyamat és a maximumanak egyiittes eloszlasnak siirtiség-
fliggvénye, akkor felhasznalva, hogy

az f u’ (x) exp (u (z)) dz = exp (u (z)) integralasi szabalya alapjan

Jotemnme [ H () e
- () ()

Az R alatt az X Wiener-folyamat, igy

Fla,y) = /; /Oy exp (uz _ ;;ﬂt) g (2, 0) dud= =
- /; exp (,uz - ;/Pt) /Oyg(z,u) dud —
[ el S 5) (2
YA Hr NS

= exp (/m: - ;u2t> (¥ (z) =¥ (z—2y)),
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ahol

W (u) = \}E/_OOO exp (uz) ¢ (T}f) dz =

/71 / O ¢ (ut2)° d
= xp | pz — ———— z =
2nt J o 2t

0 2
! exp (—uu)/ exp (,u (z+u) — (u—|—z)> dz =

27t o 2t
1 0 (u+2)° — 2t (z 4 u)
= exp (—pu exp | — dz
oz p(—p )/_Oo P( o
1 5 /O 1 (u—l—z—ut)
= ex —pu + —pt — — | dz =
p< Sl ) VT VR
o (o gt o (1)
=exp | —pu+ = .
p | —putp 7
Visszahelyettesitve
T — put $—2y—ﬂt>
Fy(z,y) =@ —expQuy) | ————— | .
¢ (z,y) ( 7 ) p (20y) ( i

Derivalva x és y szerint kapjuk az egyiittes stirtiségfiiggvényt

ft(w,y)=2<2y_m><p(2y_m)e><p (uaf—;;ft)- O

tv/t Vit

5.18. Példa. Vizsgaljuk meg a = 0 esetet.

Ha p = 0, akkor

P(X() <2, X" () < y) = D (ji) i (xﬁQy) _
() -s{own=2)-
() -ermn-27)-
() (),
ami ugyanaz, mint a mér beldtott (5.2) képlet. 0
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5.19. Allitas. Legyen X (t) = ut +ow (t), ahol p tetszéleges o > 0. Ilyenkor
az (X, X*) egyiittes eloszldsdnak sdrdségfigguvénye

= 20 22 3) ).

Az eloszldsfigguény

PX({t)<z,X"(t)<y)= (5.4)
() e (252).

feltéve, hogy y > 0,z < y.

Bizonyitds. Elegendé az
X(t)= 2wt
o
folyamatra alkalmazni az el6z6 formulat és mindenhol az eloszlasfiiggvényben
a u az x és az y helyébe u/o-at, x/o-4t és y/o-at irni, ugyanis

P(X(t)<x7X*(t)<y):P()?(t)<§,)?*(t)<%). O

5.20. Kovetkezmény. Legyen X (t) = ut + ow (t), ahol u tetszéleges €s
0>0. Hoy <0 ésy < x, akkor

P(X(t) 2z X, (t) 2 y) = (5.5)

—x + put 1y <—x+2y+,ut>
—o( ETHY) oxp (2 (XA
< oVt ) Xp( 02) oVt

P(X ()22, X. () 2y) =P (-X (1) < —2,~X. (1) < —y) =
=P (=X (t) < —x, (- X)" (t) < —y).

Bizonyitds.

Vegyiik észre, hogy a Wiener-folyamat szimmetriaja miatt
—X({t)=—put—ow(t)=—pt+ow(t)
alaka, igy az el6z8 (5.4) formula hasznalhato. O

5.21. K6vetkezmény. Legyen X (t) = ut + ow (t), ahol p tetszéleges és
o >0. Hay >0, akkor

P(X*(t)<y) =0 (ya_\}t”) —exp (2%) ® (W) . (5.6)

www.interkonyv.hu © Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

298 5. BLACK—SCHOLES-VILAG

Bizonyitds. Elegends a fenti (5.4]) képletbe © = y értéket tenni és felhasznal-
ni, hogy
P(X"(t) <y) =P (X (1) <y, X" () <y). O

5.22. Ko6vetkezmény. Legyen X (t) = ut + ow (t), ahol p tetszéleges és
o >0. Hay <0, akkor

P(X.(t) >y) = (‘i\}“ﬁ e (229) (y;/’;t> .5

Bizonyitas. Elegendd a fenti (5.5)) képletbe x = y értéket tenni és felhasznal-
ni, hogy

P(X. () >y) =P (X () >y X.(t) > ). O

5.2.2. Barrier opcidk

A barrier opciok annyiban kiilonboznek a kézonséges opcioktol, hogy az érté-
kiik megvaltozik, ha az alaptermék ara egy bizonyos szintet elér. A tovabbiak-
ban feltessziik, hogy az (S, R) egy Black—Scholes-modell, vagyis a modellben
a 1, a o és az r paraméterek konstansok.

5.23. Példa. Legyen Hp a K kotési arhoz tartozo olyan eurépai call opcio,
amely értékét veszti, ha az arfolyam a [0,7T] szakaszon a H szint ald esik.
Ekkor

7 (Hr) = exp (—rT)EQ (S (T) — K)" x (5. (T) > H) =

1421 /02
= 5(0) <<I> (ds) — (%) <I><d6>> -

ahol
b 1n$+(r—“§):r: —ln%—k(r—"—;)T
oVT oVT ’
In <2 + (r—"—Z)T
4, o 5O 3
oVT '
d5élnsz(<o)+(7’+g;>T: fln%+(r+%2)T
oVT oVT ’
In AL+ <r+ U—Q)T
de - RKS(0) z)"
ovT
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A Kkifizetés
Hr = (S(T) = K)* X (S. (T) = H)

ahol S, (T') jeloli az ar minimumat a [0,7] szakaszon. Az altalanos arazasi
képlet ismételten alkalmazhat6, ugyanis egy alulrél korlatos, Fpr-mérhets és
Q-integralhato kifizetésrsl van szo:

7 (Hr) = E (TTr) = exp (—rT) BQ (($/(T) = K)* x (8. (T) = ).

Ahhoz, hogy a varhato értéket ki tudjuk szamolni, sziikségiink van az (S, S,)
par egyiittes eloszlasara.
5.24. Lemma. Ha S, jeldli az S minimum folyamatdt, akkor
H 2r/o%—1
Qs kS zm =0~ (5 ) o).

Bizonyitds. A Q mérték alatt

2
= 5(0) exp (X (T)),

S(T) =5(0)exp<(r—"2)T+aa(T)) -

ahol a w Wiener-folyamat a Q alatt. Ebbdl a keresett valoszintiség

Q (X(T) 2111%,)(* (T) 21115?0)).

Igy elegends a mar belatott (5.5 képlet alkalmazni

o? ! K ! H
T () AT ()
paraméterek mellett. Vegyiik észre, hogy H < S (0) értelemszerten teljesiil,
ugyanis ellenkez esetben az opcié ara mindig nulla. Ugyancsak érvényes a
K > H, hiszen a K < H eset értelmetlen. Igy y < 0,2 > v, tehat a formula
hasznalhato. A kivant képletet egyszert behelyettesitéssel kapjuk. O

5.25. Lemma. Legyen (S, R) egy Black—Scholes-modell. Ekkor

EQ(S(T)x (S(T) > K, 8, (T) > H)) =

1+2r/o2
= SO exp (TT) (‘I) (d5) — (50) P (dﬁ)) .
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Bizonyitdas. A Q mérték alatt
o2
S(T) =5(0)exp (<7" 2) T+0@(T)>

alaki, ahol w Wiener-folyamat. Vegyiik észre, hogy

5(T) = S(T) =ex —0—2 ow
S(0)  S(0)exp(rT) p( 2 T+ (T))

éppen az S armércéhez tartozo derivalt. Tekintsiik a
% = exp (—J;T +ow (T))
derivalttal adott 1j mértéket. Ekkor
EQ(S(T)x (S(T) > K,S.(T) > H)) =
B (S (s 2 K8 ()2 1) D) -
=S (0)exp (rT) E® (x (S (T) 2 K, S, (T) 2 H)).

Az 4j armércéhez tartozo R mérték alatt a @ (t) = w (t)—ot Wiener-folyamat,
fgy
_ o’
S(T)=5(0)exp (Uw(t)+ (r+2) T) .

Ebbdl a keresett

ER (X (S(T) > K, 5. (T) > H))
val6szintiség visszavezethetd az el6z6 lemmaéra, avval az eltéréssel, hogy most
a pi = r — 02 /2 helyébe mindenhol a y = r + 0% /2 kifejezést kell irni. Vegyiik
észre, hogy a kitevGben szerepld

2r r— ";
o2 1=2 o2
helyébe
r—+ 5 2r
o2 o2 +1
keril. O

5.26. Példa. Legyen Hp a K kotési arhoz tartozd olyan eurdpai call op-
cio, amely értékét veszti, ha az arfolyam a [0, 7] szakaszon a H szint folé
emelkedik.
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Ilyenkor a kifizetés

Hy = (S(T) — K)* x (5" (I) < H) =
— S(T)x(S(T) > K.§"(T) < H) - K - X (S(T) > K,§" (T) < H).

A kifizetés ismét alulrol korlatos és integralhato, igy alkalmazhato az arazod
képlet. Szamoljuk ki el@szor a masodik taghoz tartozo valdszintiséget. A Q
alatt

2

S(T) —S(O)exp<(r—02)T+m}7(T)> i3

valoszintiség a méar belatott (5.4])
x— puT 1 x — 2y — MT)
o —ex (2— P (
( ovT ) P 02y> ovT

2

képletbdl

1 In 7
Xr = Hm,y— nm,u—rf?
helyettesitéssel kaphato. Ertelemszertien H > K és S (0) < H, ugyanis ellen-
kez6 esetben az opcio6 értelmetlen, igy y > 0 és y > x. Az els6 valoszintiség
a fenti képletbdl kaphat6. Az arban szerepl$ varhato értékek kiszamo-
lasakor vegyiik figyelembe, hogy

EQ (S(T)x(S(T) 2 K, 8" (T) < H)) =
=EQ(S(T)x (8" (T) < H)) ~EX(S(T)x (S (T) < K,5*(T) < H)).

Elegend§ a masodik varhato értéket kiszamolni, az els6 kiszamolésakor a mar
kiszamolt masodikban K = H helyettesitéssel kell majd élni. A Q mérték

alatt
2

S(T) = S (0) exp (<7~— "2) T+m;7(T)>
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alaki, ahol w Wiener-folyamat. Vegyiik észre, hogy

S(T) = S(T) =ex —0—2 ow
50 = e~ (CFTroEO)

éppen az S armércéhez tartozo derivalt. Tekintsiik a

% = exp (mﬂ (T) — U;T)

derivalttal adott 4j mértéket. Ekkor

EQ(S(T)x (S(T) < K,5*(T) < H)) =

_ER (S(T)X(S(T) < K, (T) gH)dg> _

= S (0)exp (rT) ER (x (S (T) < K, S*(T) < H)).

U

Uj armércét bevezetve az 6j armércéhez tartozo R mérték alatt a
w(t) =w(t) — ot

Wiener-folyamat, igy

visszavezethet6 a mar t6bbszor hasznalt ((5.4) képletre

r=In——,y=1n

50) r+

H oo
soyHT"TT
paraméterekkel. O

5.27. Példa. Legyen Hp a K kotési arhoz tartozo olyan eurépai call opcio,
amely csak akkor hivhato le, ha az arfolyam a [0, T| szakaszon a H szint folé
emelkedik.
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Ilyenkor a kifizetés
Hy = (S(T) = K)* (8" (T) > H),
és az ar
7 (Hr) = exp (—rT) B® ((5/(T) ~ K) " x(S* (T) > H)).
Vilagos, hogy
(S(T) = K)*x (" (T) > H) + (S (T) = K)" x (S" (T) < H)= (S (T) - K) ™,
igy az ar méar korabban kiszamolt két ar kiilonbségeként kaphato. O

5.28. Példa. Legyen Hp a K kotési arhoz tartozo olyan eurépai call opcio,
amely csak akkor hivhato le, ha az arfolyam a [0, 7] szakaszon a H szint ala
csokken.

Ilyenkor a kifizetés
Hy = (S(T) - K)" x (5. (T) < H),
7 (Hr) = exp (—rT)ER (S () - K)* x (8. (T) < H)) .
Vilagos, hogy
(S(T) = K)*x (S« (T) < H) + (S (T) = K)" x (S, (T) > H)= (S (T)~K) ™,

igy az ar mar korabban kiszamolt két ar kiilonbségeként kaphato. ]

5.2.3. Dupla barrier opcidk

A dupla barrier opciok esetén az opcid kifizetése két hatar valamelyikének
atlépésétol figg. Példaul ha a K kotési ar mellett adottak még a 0 < L <
< K < U also és fels6 hatarok, akkor az opcio értéktelen lesz, ha a [0, 7
id6tartomanyban az S ar eléri az L vagy az U értékek barmelyikét. Vagyis az
opci6 csak akkor fizet, ha az opcid élettartama soran az ar végig az L és az U
altal megadott sdvban mozog. Legyen 7 = 71, A7y, ahol értelemszertien 74 az
S arfolyam folyamat esetén az A szinthez tartozd elérési id6. Az alpontban
vizsgalt call opci6 kifizetése a T" idSpontban

Hpr = (Sr—K)" x(r>T). (5.8)
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A dupla barrier opciok arazésanak nehézsége abbol ered, hogy a Hr elosz-
lasanak kiszamolasahoz meg kell hatarozni az S arfolyam folyamat S, mi-
nimuménak, S* maximumanak és maganak az S folyamatnak az egyiittes
eloszlasat, vagyis ismerni kell az (S, S, S*) harmas egytittes eloszlasat.

Az irodalomban szamos moédszer ismert a fenti opci6 m (Hr) aranak
meghatéarozasara. Mi most a Laplace-transzforméciora épiil6 modszert fogjuk
bemutatni.

1. Els6 lépésben az altalanos esetet egy egyszeriibb kanonikus esetre ve-
zetjiik vissza. Valamivel egyszertibb kiszamolni a

e ((Sr—K) x(r<1))
kifejezést. Mivel
(St —K)'x(r>T)=(Sr—K)" = (Sr = K)" x(r <T),

ahol az els6 tag éppen a call opcié T idSpontban érvényes kifizetése, amely
ara a Black-Scholes-formula szerint ismert, ezért a 7 (Hp) kiszamolasahoz
elegends a masodik tag, a ¢ arnak a kiszamolasara koncentralni. A Laplace-
transzforméciés modszer lényege, hogy valamely szarmaztatott termék arat
a T lejarati id6 fiiggvényeként tekintjiik, és az igy kapott g (T) = =« (Hr)
fliggvény

F(s)= /OOO exp (—sT) g (T)dT = /000 exp (—sT) w (Hr) dT

Laplace-transzformaltjat szamoljuk ki. A Laplace-transzformélt meghataro-
zasat kovetGen a w (Hr) értékét a Laplace-transzformécié numerikus inverta-
lasaval szokas megadni. Az exp (—rT") diszkont tényezst és az S (0) konstanst
az invertalast kovetfen az arban egyszertien érvényesithetjlk, igy az egy-
szertiség kedvéért ezeket a formulabdl eleve kiemeljiik. Ennek megfelelGen a
kiszamoland6 Laplace-transzformalt éppen

F(s)= /ODO exp (—sT) EQ ((5 (T)— H)" x(r < T)) dr,
ahol most

S(T)=exp ((r—o02/2) T+ ow (T))

0)exp ((r—o?/2) T+ ow (1)),

valamint H = K/ S( ) Az S (0) kiemelésével termeészetesen az L és az U
hatarok helyébe az A = L/S(0) és a B = U/S(0) kifejezéseket kell irni.
Mivel ahhoz, hogy a feladat értelmes legyen teljesiilni kell az L < S (0) < U
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megkotésnek az S (0)-lal valo normalas utan teljesiilni kell az A < 1 < B
relacionak. Ha T' = u/0? helyettesitést végziink, akkor

o= e (B ((5 () 1) x (= )
A Wiener-folyamat elemi tulajdonsigai miatt
S (%) = exp ((r - 022) % +ow (;)) = (5.9)
Zexp(v-u+w(u)),

ahol w egy Wiener-folyamat és

egy konstans. A 7 helyébe a o027 véltozot irva azonnal lathatd, hogy a o7
éppen annak az ideje, hogy az imént bevezetett (5.9) elGszor éri el az A vagy
a B hatarokat. Igy tehat

P =L (5),

o2

ahol, ha most az egyszeriibb jelolés kedvéért tjra 7 jeldli az exp (v - u + w (u))
folyamat kilépési idejét az [A, B] savbol

L(s)= /OOO exp (—su) EQ ((exp (v-u+w ) — H) x(r < u)) du =
=E® (/Too exp (—su) (exp (v - u+w (u)) — H)eru) =
= EQ ( | ew s fx (u))du) ,

ahol az egyszertibb jelolés céljabol X (u) = exp(v-u+w(u)) és f(x) =
(x — H)". A tovabbiakban tehat az £ kiszdamolasara koncentralunk.

2. Az L (s) képletében szerepld bels§ integral tekinthets a trajektoriak
terén értelmezett funkcionalnak.

/OO exp (—su) f (X (u)) du = /OOO exp(—=s(u+7)) f(X (u+71))du.
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Az erés Markov-tulajdonsiag miatt

EQ (/OO exp (—su) £ (X (u)) du | ]—'T> _

~E® </Oooexp(s(quT))f(X(quT))du | ]-"T) _

— exp (—s7) EQ (/Ooo exp (—su) (X (u+ 7)) du | fT) =
— exp (—s7) EQ (/ODO exp (—su) f (02X (u)) du | fT) -

—exp (o7 B ([ e (o) (X () ).

ahol R, jeloli az x pontbdl elinditott geometriai Brown-mozgas eloszlésat a
Q mérték alatt. Ezt felhasznalva

L(s)=E® <€Xp(—s7') EX (/Om exp (—su) f (X (u))du)) =

£ E® (exp (=s7) - 9 (X (1)),
ahol értelemszerten

g(z) =ER </000 exp (—su) f (X (u)) du) . (5.10)

A Girszanov-tétellel cseréljiik ki gy a mértéket, hogy a vu + w (u) folyamat
trendje nulla legyen. Ha

dD 1,
Q- exp (—V’LU (T)— -v T)
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akkor a w (t) = w (t) —t (—v) = w (t) + tv Wiener-folyamat a D mérték alatt.

exp (~37)3 (X (1) {2 ) =

exp (—s7) g (X (7)) EP <§g | FT)) -
1/2

= EP (exp (— (s + V;) T> g (X (1) (X (r))”> .

Emlékeztetiink, hogy 7 éppen annak az id6pontja, hogy exp (v - u + w (u))
folyamat kilép az (A, B) nyilt intervallumbol. Ennek megfelelGen a 7 felirhato
mint 7 =74 A Tp, igy

L(s)=EP (exp (— (s + ”;) TA> g(A) A"y (14 < TB)> +
+EP (exp (— (s + ”;) TB) g(B)B"x (1B < TA)) :

Vezessiik be az A = exp (—a) és B = exp (b) értékeket. Mivel A < 1 < B
ezért, a,b > 0. Ekkor egyszerid helyettesitéssel

£(5) =B (exp (= (545 ) ma ) e () exp (v (ra <)) +
+EP (exp (— (s + ”;) TB> g (exp (b)) exp (ih) x (15 < TA)) .

Vezessiik be a p = /2s + v2 jelolést. Vegyiik észre, hogy az exponencialis
transzforméacié monotonitdsa miatt a 74 éppen az az id6pont, amikor a w
Wiener-folyamat eléri a —a értéket, illetve a 75, amikor a b értéket. Igy

2

L (s) = g (exp (—a)) exp (—va) - EP (exp (-"2”> X (7o < Tb)) + (5.11)

+g (exp (b)) exp (vb) - EP <exp (—M;Tb> x (1 < Ta)> ,

ahol most értelemszertien a 7_, illetve a 7, jelolés a w Wiener-folyamat
megfelels talalati idejei.
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3. Harmadik 1épésként szamoljuk ki a fenti D szerinti varhato értékeket.
Legyen w egy tetszéleges Wiener-folyamat, és tekintsiik az

12
M (t) = exp (uw (t) — 2t>
exponencialis martingalt. Ha 7 jeloli a w els6 kilépési idejét a (—a,b) inter-

vallumbol, akkor az M7™ egy korlatos martingal. A korlatossag miatt az M™
egyenletesen integralhaté martingél, igy a 7 < oo megallasi idére érvényes az

E (M (7)) =E(M7 (7)) = E(MT"(0)) =1

egyenlGség. Vagy ami ugyanaz,

(o) 27)) = e o) e <)
rexp ) B e () (<),

Ugyanez a —w esetén

1:E(exp (—Mw(r)— IU;T)) = exp (pa) - E(exp (—'LL;TQ>X (T-a < Tb)) +
8 (o () i <)

Az egyenletrendszert Cramer-szabéallyal megoldva

exp ( exp ,ub _ B
exp (/m exp ( ‘ - a+b))—exp(u(a+b)),
1 exp ,ub
1exp( ‘ (—pub) — exp (ub) ,

vagyis
2 .
N _ sinh(b)
E (exp ( 2 Ta) X(T—a < Tb)) ~ sinh (a +0)’
2 .
N _ sinh(a)
E (exp ( 3 Tb> X (T—a < Tb)> ~ Smh(atb)

4. Kovetkezd lépésként szamoljuk ki a korabban a fenti ((5.10) sorban be-

vezetett -
9() = BE ([ e (o) £ 06 ()
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fliggvényt az exp (z) helyen. Emlékeztetiink, hogy R jeloli az exponencialis
folyamat eloszlasat, igy

g(exp (2)) = Egp (o) (/OOO exp (—su) f (exp (vu +w (u))) du) -
= EQ </0<x> exp (—su) f (exp (vu + w (u))) du> .

A Markov-folyamatok targyalasakor bevezetett terminolégia szerint ez éppen

az X (u) = exp (vu + w (u)) geometriai Brown-mozgéas rezolvens operatora.

5. Ahhoz, hogy a Wiener-folyamat rezolvensétﬂ hasznalni tudjuk, mérték-
cserét kell végezni. Ha

% = exp (_ /OT vdw — ;u2T> = exp (—I/ (w(T)—w(0)) — ;V2T>

akkor a @ (t) = w (t)+vt Wiener-folyamat a Z mérték alatt. Tehat az integra-
lokat felcserélve és mértékeserét minden u-ra elvégezve, majd az integralokat
visszacserélve

g (exp (2)) =

= exp ( E

( /0 T exp(—su) f (exp (@ (u))) exp (;yzu + Vw(u)) du) _
— exp (s B2 Oooexp( “) F (o0 (@ (1)) xp (0 (1) ) =
— exp () / e (= = o) £ exp () exp (vy) dy =

—exp(-v2) 1 | " exp (=2 — yl) (exp (y) — H) exp (vy) dy =

nH
= exp (—v2) U (1,2).
Visszairva a mar levezetett (5.11]) képletbe
sinh (ub) sinh (pa)
sinh (u (a + b)) sinh (p (@ 4+ b))

ahol az U jeloli az 1/u-vel beszorzott integral részt.

‘C(S) - U(:u’ 704) + U(‘LL,b),

6. Szamoljuk ki a két integralt. Kezdjiikk az egyszertibb z = —a esettel.
Ekkor

U, —a) = i /IO; exp (—p|—a —yl|) (exp (y) — H) exp (vy) dy.

2V.5: példa, oldal.
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Az integral kiszamolasahoz elegendd az

1 o0
= / exp (—p|—a —y|) exp (cy) dy
M Jin g

tipust integralokat meghatéarozni, ahol ¢ < = v/2s + v2. Mivel —a < In H <
<y, ezért —a —y <0, igy

o0 oo
/1Hexp(—u|—a—y|>exp<cy)dy—/1Hexp(u(—a—y>+cy>dy=

exp (—ap) | RO
B p< M)|: c—p :|1nH
= exp (—ap) Ilj_ Z

A képletbe a ¢ = v + 1 és ¢ = v értékeket betéve

U( ) (—ap) L (—ap) AT
,—Qa) =expl(—a — exp (—a, =
a Wi —v—1) M=)
Hv+1l-w

:exp(*aﬂ)'u(’u_y—l)(u—y)'

Vegyiik észre, hogy a p = v2s + 12 > v+1 és a u > v feltételek teljestiléséhez
sziikséglink van az s > max (0, v + 1/2) megkdtésre.

A z = b eset annyibdl bonyolultabb, hogy mivel In H < b, ezért a kite-
vében az abszolut értéket két felé kell bontani. Ilyenkor az integral egyszert
szamolassal

H,u+u+1
pv+1)(p+v+1)

o (exp (b(v+1)) Hexp(bv)

+ exp (—ub
p? — (v+1)7° p? —v? ) p(~ub)

5.2.4. Visszatekinté opcidk

Visszatekinté opcion olyan opcidkat értiink, ahol a kifizetés az aktualis trajek-
toria valamilyen nevezetes értékétdl fligg. Leggyakrabban a felvett maximaélis
vagy minimalis artol.

5.29. Példa. A szabad végpontu visszatekinté eurépai put opcio ara.

Szabad végpontu visszatekinté eurdpai put opcion a

Hy = 8 (T) — S(T)
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kifizetéshez tartozé szarmaztatott terméket értjiik. A kifizetés ismételten nem
negativ, igy alkalmazhato az arazo képlet, ugyanis az S* (T') a Black—Scholes-
modellben integralhato.

7 (Hr) = exp (—rT) BR (§* () — 5 (T) =
= exp (—rT)EQ(S* (T)) — S(0).

Szamoljuk ki az EQ (S* (T)) varhato értéket. A Q mérték alatt

S (t) =S (0)exp ((r - U;) t+mﬂ(t)) =
= 5(0)exp (X (1)),

amibsl S* (T') = Spexp (X*(T)). Miként mar lattuk, (5.6 sor, az X* (T')
eloszlasfiiggvénye a p = r — 02 /2 jelléssel

F (z) lq)<$a_\r ) ~exp (2’£)@< i\_ﬁT) > 0.

Vegyiik észre, hogy az F eloszlasfiiggvény az x < 0 tartoményon nulla, ugyan-
is az X* (T) > 0 igy alabb mindig csak az x > 0 tartomanyon kell integralni.
Vegyiik azt is észre, hogy a transzformalt valészintiségi valtozd varhato érté-
kének képlete alapjan a kiszamitandé varhaté érték éppen az

E (exp (X* (T))) = / " exp (z) dF (z)

integral. Az F'(x) képletének megfelelen az integral két részre bonthato.
Szamoljuk ki az els6t. Vegyiik észre, hogy az els tag éppen az N (,uT, ox/T)

eloszlasfliggvénye, igy az integral
I é/ exp (z) dN (x,,uT,crﬁ) =
0

2
= exp ) exp <_(x—uT)> dx.

oV 2T 202T
Az egyszertiség kedvéért a

o

2D?

2
D\/ﬂ exp (Ax) exp< M) dx
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jelolést hasznalva szamoljuk ki az integralt. A lognormalis eloszlas varhato
értékének kiszamolasakor hasznalt eljarast kovetve

/ x—M)2 —2AD?z
exp dr =
D\/27T 2D?
1> (¢ — (M + AD?))* + M2 — (M + AD?)? .
= — exp | — T =
D27 Jy P 2D?
1 M2—(M+AD?)? /°° (z—(M+AD?))?
= exp|— exp|— dx =
D\/Q’/T 2D2 0 2D2
M? — (M? + A2D* + 2AM D?
—exp( ( T )>P(N(M+AD2,D)>0):
A2D?
(AM+ > (D-N(0,1)+ M+ AD* > 0) =
2712 2
_exp(AM+AD> (N M+AD>
D
2712 2
:exp(AM+AD> <M+AD>

Az A=1,M = (r—0%/2)T é D =oV/T értéket beirva

I = exp (rT) @ ((TM\;%?)T> =exp (rT) @ (7“’_002/2@) .

A masodik integral
I, = / exp (z) d¥ (z),
0
ahol

U (z) = exp (2%) ® (—a{cj#)

az F (x) eloszlasfiiggvény képletében szereplé masodik tag. A parcialis integ-
ralas formuldja szerint

B=fep (@) ¥ @I~ [0 @) dexp (0) =

= [exp (z) U (z)]g° — /OOO U (z)exp (x) dz.
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A kiintegralt rész az x = 0 helyen ¥ (0) = @ (—M\/T/a). A fels6 hatéaron az
u 2 [e%s) 2 e ] 2
/_OO exp (—2) dxr = /_u exp (—2) dr < /u| ﬁexp (—2) dr =
1 2\17 1 u?
=l exp 7)) =Tl exp 5
becslést hasznalva a hatarérték nulla. Ebbdl kévetkez&en tehat

I =-0 (— (uﬁ) /a) —/Oooll'(x)dexp(x).

Ismételten parcialisan integralva

| v@en@d= [ o (2 M)q)(—r;\—ﬁgif) e

o (% +1)7) (—x—uT) -

+
3—2‘—&—1 U\/T 0

24 B T —x — uT
y (2 4 2) o (2T g
(1) [ e (ea)e (S ) e

A fels6 hatar ismételten nulla, az als6é hatar értéke @ (—,U\/T/U) (%&; + 1)_1.

Ebbdl tehat
2
Lo <_WT> o <_M> o’

g

-1
24 /OC J7%5 (—x - uT)
—|=+1 ex (2——}—90) — | dz.
( o? ) 0 P\ i ovT
A Kkiintegralt részeket Gsszevonva
o mT o’ Do e T\ 2
o 2u + o2 N o 2u+ o2’

kovetkezésképpen

T 2 2
]2:_¢><_“\F> po o

I
o 2n+02 2p+o2

ahol a kiszdmolandé integral most

I3 é/ooexp (2M+02m> %) (—ac—uT) dr =
0 o? oVT
= /ooexp (2M+02x> %) (m—&-uT) dx.
0 o? ovT
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A p=r—0?/2 jeldlést visszairva és bevezetve az

5. BLACK—SCHOLES-VILAG

0_2
M+ AD* (7—7“
5 =

konstansokat az integréal az I mar kiszamolt képlet alapjan az
AM +

A?D* 2

)T+ %0 (5 +7)T
oVT B
0.2

2 o2 \2 "

oVT
2 ) T %472;2 T =
:r—QUL;T—i—%i—TjT:r.
konstansokkal
I3 = exp (AM + A*D?

2 2
2 D o
Kovetkezésképpen
_ 2 2 M — 2
L= (—r"/ﬁ> r-o
o
Az integral tehat

o2
2r

5 €XP (rT) ® (Wﬁ
E (exp (X™ (1))

V).
/Oooexp(x)dF(a:)Illg
=exp (rT) @ (W) +<I><

(=)

) =ew i (

2
—02/2
_r=0t2
2

FT) -
o
—ex
or P
Har =1/2, 0 = 1, akkor u = 0. Ilyenkor az integral

(rT) ® (Hf/z
2 exp (;T> o (\/T) ,
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ami azonos a kordbban kiszamolt (5.3 képlettel. A szabad végpontt vissza-
tekinté put opcié ara tehat

7 (Hr) = exp (—1T) 8 (0) E (exp (X" (T))) — 5 (0) =
2 2
= 5(0) (1+ ;) o <T+Z/2\/T> +

+5(0) <exp(rT) <1 - ;’i) o (7"_52/2\/f> - 1> .o

5.30. Példa. Szabad végpontu visszatekinté eurdpai call opcio.

Szabad végpontu visszatekinté eurdpai call opcion a
Hpr =S(T)-5.(T)

kifizetést értjiik. A szamolas erdsen emlékeztet az el6z8 példaban bemutatott-
ra, igy némiképpen tovibb bonyolitjuk a probléméat és nem a ¢t = 0 idSpont-
ban érvényes arat mutatjuk be, hanem egy tetszéleges 0 < ¢t < T id6pontban
esedékes arat. Ilyenkor figyelembe kell venni, hogy a [0,¢] szakaszon mar a
folyamat rendelkezik egy S, (¢) minimummal.

S, (T) = min (. (1), S. (t.T)),
ahol értelemszertien
Se(t,T) =min{S (u) |t <u<T}

jeloli a [t, T| szakaszon vett minimumot. A Q mérték alatt
S (u) = 5 (0) exp <<r - ";) u+aa(u)> _
2
= S (t)exp <<r— ‘;) (u—1) + o (@ (u) —w(t))> .

Ebbsl
5.1 =5 @ ew (i {(r-F ) w-n+o@m-aw)}) -
— (1) exp (X (1,T)),

ahol értelemszerten

2

X*(t7T)=min{<r—02) (u—1t) + o (@ (u) — @ (£)) |t<u<T}é

=min{p-v+ow ) |0<v<T—t}.
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Vezessiik be az m = S, (t), s = S (¢) jeloléseket. A ¢ idSpontban ezek az
értékek mar ismertek, igy a T idészakban esedékes kifizetés

Hp = S(T) — min (m, s (exp (X, (¢,7)))) .
Igy a t id6pontban esedékes ar
™ (Hr) = S (t) — exp (= (T — 1)) E (min (S, (¢) , 5 (t) (exp (X (£, T))))) =
=s—exp(—r (T —1t))E (min (m,sexp (X, (¢,7)))) .

Ha atmenetileg T' — ¢ helyébe a T' szimboélumot irjuk, akkor az exponencié-
lis fliggvény kitev§jében szerepls valtozo eloszlasat mar a fenti ((5.7) sorbol
ismerjiik: Ha y < 0, akkor

T) =P (1) 2 ) = 0 (“LED) o (213) 0 (AT,

Ebbsl
0
E (min (m, s exp (X (,T)))) = / min (m, sexp (y)) d (1 - T (1)) =

0
= —/_ min (m, sexp (y)) dI' (y) =

0 In(m/s)
- /1 mdl (y) — s / exp (y) dI" (y) -

n(m/s) —o0

Az els6 integral konnyen kiszamolhato, értéke
I =2 m(C(lnm/s) —T(0)) =m T (m%) .

A masodik integralban parcidlisan integralva
In(m/s)

I, = —s/ exp (y) dI' (y) =

— 00

In(m/s)
= s[exp (Y) T (Y)]inomys) + 8 / I (y) dexp (y) =

—00

In(m/s)
= s[exp (Y) T (Y)]inomys) + 8 / ' (y)exp (y) dy =

= —sexp (nm/s)T (In7) +5 / " (y) exp (y) dy =

S —oc0
In(m/s)
m
:—m-F(ln;)-&-S/ I (y) exp (y) dy.
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Az I, + I, 6sszegbdl a kiintegralt rész kiesik, igy a kiszdmolandé integral
In(m/s)
Iy = s/ I (y) exp (y) dy.

Az integral két részre bonthato:
In(m/s)
+ uT
I3 = s/ exp (y (
—o0 oVT
In(m/s) T
132:—5/ exp(—g ) < \F)dy

Szamoljuk ki az els6t:

In(m/s) In(m/s)
—y + uT —y + uT
Iy =s [exp (y)¢<w>] +S/ exp (y) ¢ <H> dy =

oVT oo —o0 oVT
. (W) n s/IZm/S) exp (y) ¢ (t‘\}?) dy.

Ismételten érdemes az altalanosabb integralt kiszamolni.

In(m/s) ( —M)2
Dm/ exp (Ax) exp < 2D2> dx =
A?D?

= exp (AM +

A2D? 1 - M — AD?
:eXp(AM+ 3 )q)<n(m/s)D )

)P(N(M+AD2,D) <) =

Ezt beirva

Iglm.q)<ln(s/m)~;\(/rf—a /2)T>+

In(m/s) — (r+02/2)T
ovVT .

+ sexp (rT) ®

Hasonléan
o? <2u—|—02 ) <y+uT>}_°°
I3 =85 | ——ex o +
32 |:2/J + o2 P o2 4 0\/T In(m/s)

oo /ln<m/s)ex ut ol YT
o=l B G Kl Gy 2
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A kiintegralt rész

—sZ_ exp (i’; In (m/s)) o <ln (m/s) + (r — 0*/2) T) _

2r ovT
o? (m)%/c72 o <ln (m/s) + (r — o?/2) T) .

oVT

Az integral

s—exp (rT) ®
2r p(rT) oVT

Igy tehat a T idSpontban lejaré szabad végpontt visszatekinté call opcio ara
a t idépontban

o? <1n(m/s)—(r+02/2)T>.

In(s/m)+ (r —o?/2) (T —t)
s—mexp(—r(T—t))q)( pay >_

In(m/s) — (r+02/2) (T —t)
- (b< ovVT —1 > *

o? (m)QT/fT2 o <ln (m/s)+ (r— (0?/2)) (Tt)) B

s (I
2r ovT —t

+exp (= (T = 1))

2r =

—50—2 In(m/s) — (r+02/2) (T —t)
ovVT —1 '

5.2.5. Azsiai opcidk

Az azsial opciok olyan opciok, amelyekben az alaptermék valamilyen termék
atlagara. Példaul az azsiai call opcid esetén

e ’
Hr=|= St)dt—K | .
: (T | s )
A Black—Scholes-modellben a kockazatmentes valoszintiség alatt
o2
S(t) =S5(0)exp ((r - 2) t+ J@(t)) .

A legfébb probléma nyilvanvaléan abbol ered, hogy a Hp képletében szerep-
16 integral lényegében lognormalis eloszlasok 0Osszege, igy az eloszlasa igen
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nehezen szamolhato. Els6 1épésként megjegyezziik, hogy az altaldnos eset
visszavezethetd egy kanonikus esetre: t = 4u/o? helyettesitéssel

/OTS(t)dt _ s<o>/OTexp ((r— f) t+m§(t)> g
b (- 2) e ()

o2T/4
250 5 [ ew@Eeutd )

o2

ahol egyrészt a w szintén Wiener-folyamat, masrészt

. o2\ 2 2r 1
UV = _—— —_— = —— —
T )2 T 52
Ha bevezetjiik azEI

T
AW (7) é/o exp (2 (v - u+ @ (u)) du,

T +
(T, K,v) = EQ (/0 exp(2(u-u+@(u)))du—f<> =

— EQ ((A(”) (T) - K)+)

jeloléseket, akkor

2T /4 +
7 (Hr) = exp (—T) B2 (S(O"* [ ewe <v-u+@<u>)>du—f<> -

T O'2 0
S(0) 4 T/ K7o?\'
:exp(—rT)TgEQ (/0 exp (2(v-u+ @ (u))) du— 4S(0)> =
B S(0) 4 o’T KTo?
=exp (—rT) T 2 < 1 745(0),1/)

Igy elegends a U (T, K, v) értéket megadni. A W (T, K, v) értékét — nem til
meglepd mdédon — nem tudjuk explicite meghatéarozni, csak a kifejezés T' sze-
rinti Laplace-transzformaltjat tudjuk kiszamolni. A Laplace-transzformaciot
megadd képlet a kovetkezd:

3 A exponencialis fiiggvény kitevGjében szerepls 2 szorzo szerepe késoébb vilagos lesz.

www.interkonyv.hu

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

320 5. BLACK—SCHOLES-VILAG

5.31. Tétel (Geman—Yor). Tetszdleges A > max (0,2 (v + 1)) esetén

L()\7T,K,V)é/ exp (—AT) U (T, K, v) dT = (5.12)
0

( )1_ﬂ ! —2 a+1 U
=m/0 W7 (1= )™ e (-5 ) du

ahol

vE VAR, a=lEY g dV

2
A tétel bizonyitasat tobb lemméara bontjuk és igazolasdhoz sziikségiink
lesz tobbek kozott a Bessel-folyamatok és fliggvények tulajdonsigaira és a

Bessel-folyamatokra épiils igen elegans Lamperti-féle formulara. Elgszor em-
lékeztetiink a definiciora:

5.32. Definici6é. Egy Q (t) sztochasztikus folyamatot az x > 0 pontbol in-
ditott 6 > 0 paraméteri négyzetes Bessel-folyamatnak mondjuk, ha alkalmas
w Wiener-folyamattal kielégiti a

Q(t):x+6-t+2/0 VO )dw (s) (5.13)

sztochasztikus differencidlegyenletet. Egy R folyamatot Bessel-folyamatnak
mondunk, ha R = /Q alaku, ahol Q egy négyzetes Bessel-folyamat. R(*)
alatt a § = 2 (v + 1) paraméterd Bessel-folyamatot értjik. A v paraméter
bevezetését elsGsorban az indokolja, hogy ha § > 2, vagy ami ugyanaz v >
> 0, akkor megmutathato, hogy @ > 0, kovetkezésképpen a /@ folyamat
kiszamolasara alkalmazhatd az Ité-formula. Ebbél kévetkezGen ha v > 0,
akkor az R definialhaté az

R™ (t) = R™ (0) +w () + <V+ ;) /0 M%(s)ds

egyenletetteﬂ

5.33. Példa. Bessel-folyamat atmenetvaldszintiség fliggvénye § = 2, vagy
ami ugyanaz a v = 0 esetben.

Miként korabban lattuk, ha w egy n-dimenziés Wiener—folyamat, akkor
az R = ||w||, a 6 = n paraméter mellett kielégiti a definiciéban szerepls

4 Bar a Bessel-folyamatokat definialé egyenletekre nem alkalmazhaté a korabban be-
latott egzisztencia tétel, megmutathato, hogy a definialé egyenletnek létezik
gyenge megoldéasa és a megoldés, amennyiben létezik, egyértelmi a trajektoridkra
nézve, igy a bevezetett folyamatosztalyok eloszlasa egyértelmd.
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sztochasztikus differencidlegyenletet. Az R nyilvanvaléan Markov folyamat.
Ha n = 2, akkor

E(f(lw®lly) | w(s) = z) =

S S B O e
C ) /R P( 2<t_3§>f<|y||2>dAn(y>.

Az integralban polarkoordinatékra attérve, a koszinusz—tétel alapjan az ex-
ponencialis fliggvény kitev§jében

2 2 2
e = ylly = llzlly + [lyll; = 2(z,y) =
=24 p2 —2rpcosf

elemi szamolassal, felhasznalva, hogy az integréaltranszformacioban a Jacob-
maétrix determinansa p

e <] 2m 2 2 - i}
wa o (T ey T e

Ebbdl az r — p dtmenetvaloszintiség strtiségfiiggvénye

1 r? 4 p? 2 rp
st (T, p) = —— - 0 ) do.
Pt () (%(t-g))pe’{p( 2(t—s) /0 PN\
Az dtmenetvaldsziniiség stacionérius, igy
2 2 1 27
pt(r,p)Zf:eXp(—T ;rtp >27r/0 exp(%cos@)dﬂz

2 2
14 rtp (TP)
=L — A s
¢ P < o ) o\
alakba irhatd, ahol Iy az alabb definialt modositott Bessel-fiiggvény a v = 0

paraméter mellett. Eppen a Bessel-fiiggvények megjelenése az atmenetvalo-
szintiség képletében indokolja a folyamatok elnevezését. ([l

5.34. Definici6. Az I, médositott Bessel-fliggvényen az
2%y (z) + 2y (2) — (2 +v°) y(z) =0 (5.14)

differencidlegyenlet ,kanonikus” megoldéasat értjiik. A ,kanonikus” megoldas
azt jelenti, hogy a megoldas alakja a lehets legegyszertibb legyen, ami alatt
az egyenletbdl levezethetd, alternativ definicidként szolgélo,

R () A AR S GO0
Iy(x)_;::on!l“(n—i—v—kl) N (5) nz::On!I‘(n—H/—i—l)

fliggvénysor egylitthatéinak ,egyszertiségét” értjiik.
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5.35. Példa. Az Iy (z) = 1/ (2) fOQW exp (z cos 0) df megoldésa a definicio-
ban szerepld (5.14) modositott Bessel-egyenletnek.

A parametrikus integral derivalasi szabalya szerint
1 2
I} (z) = —/ cos 0 exp (z cos 0) db,
2w 0
" 1 27 9
Iy (z) = — (cos0)” exp (x cos 0) db.
2 0
Parcialisan integralva
2 2
/ cos 0 exp (z cos ) df = [sin 0 exp(z cos 9)]37r +/ z (sin0)* exp(x cos 0) df =
0 0

2m
=x / sin? @ exp (z cos 6) d6.
0

Ezt felhasznalva azonnal lathatd, hogy v = 0 esetén a I kielégiti a definialo
(5.14) egyenletet. Vegyiik észre, hogy

™ 2m
Iy (z) ! </ exp (z cos ) df + / exp (z cos0) d@) =
0 ™

2

1 s
= f/ exp (z cos 0) db.
0

™

Ugyanakkor, vegyiik észre, hogy Iy (0) = 1 és I)(0) = 0, amely értékek
azonosak a fliggvénysor alapjan kaphato értékekkel. O

5.36. Lemma (Lamperti-azonossag). Tetszéleges v > 0 paraméter esetén
t

exp (w (t) + v -t) = R¥) (/ exp (2(w (s) + v - 5)) ds) = R (A (1),
0

ahol R™) egy alkalmas filtrdcicval és eqy ezen a filtrdcion értelmezett alkalmas
Wiener-folyamattal egy v paraméterd Bessel-folyamat.

Bizonyitds. Az integrator pozitivitdsa miatt az

AW (1) = /0 exp (2(w(s)+v-s))ds

folyamat folytonosan derivalhato és szigorian monoton né. A névekedés miatt
a limy_, oo A®) (t) hatarérték létezik és mivel a w majdnem minden trajek-
toriara egy végtelenbe tarté idgsorozaton visszatér az origoba ezért a v > 0
feltétel miatt majdnem minden kimenetelre A®) (t) 7 oo. Jelolje C' az A™)

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

5.2. UTFUIGGS OPCIOK 323

inverzét. Az AW (t) ' oo miatt a C (u) folyamat minden v > 0 esetén jol
definialt. Vegyiik észre, hogy

C (u) = inf {t | AW () > u} = inf {t | A® () > u} . (5.15)

Az AW egy adaptalt folytonos folyamat Riemann-integralja, igy konnyen
lathato, hogy maga is adaptalt, igy az w — C (u,w) minden u-ra egy megallasi
ids. Ugyanakkor ha t; < to, akkor C (t1) < C (t2), vagyis Fowu,) € Fer)-
Ennek megfeleléen a G; = Fo(y filtracio értelmes. Az allitds igazoldsahoz
meg kell mutatni, hogy az

R(u) =exp(w(C (w)+v-C(u) (5.16)
egy v paramétert Bessel-folyamat, ugyanis ilyenkor
R (A(”) (t)) = exp ((w (C (A(”) (t))) +v-C (A(”) (t)))) =
=exp(w(t)+v-t),

ami éppen a bizonyitandé allitas.
Tekintsiik a

c)
B(t)é/o exp (w(s)+v-s)dw(s) =1(C(t))

folyamatot, ahol értelemszerten I (u) = [ exp (w (s) + vs) dw (s) . A B kvad-

.....

c(t)
[B ()] = [I](C () = /0 exp (2 (w (s) + vs))ds = A¥) (C (1) = t.

Mivel az integrator minden véges szakaszon eleme az £2 (w) térnek, ezért az
I martingal. A megallasi opciokrol szolo tétel miatt, ha s < t akkor

E(I(C{#)AT) | Fownr) =1(C(s)AT)

igy az I (C (t) AT) martingal a G filtraciora nézve. Ha 7r jeloli azt az id6-
pontot, ahol a C eléri a T szintet, akkor az I (C (¢) AT) =1(C(tA7r)) =
= B (t A 7r) egy G-martingal, kovetkezésképpen a B lokalis martingél a G-re
nézve. Igy a Lévy-féle karakterizacios tétel miatt a B Wiener-folyamat a
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Gt = Fc filtraciora nézve. Az Ito-formula szerint

exp (w(t) +vt) -1 =
/Otexp +1/s)d(w(s)+us)+;/Otexp('w(s)Jrus)ds
[ eowtr s v+ (v 1) [t -

/t exp (w (s) + vs)dw (s) + (1/ + 1) /Ot e);il()z(giu((sj)jyysj))ds =

R (u) = exp (w (C (uw)) +vC (u)) = (5.17)

(=)
[N}

+
N =

o

/texp +Vs)dw()+<1/

Ebbdl t = C (u) helyettesitéssel

=1+ B(u)+

=1+ B(u)+

—1+B(u)+(u+;>/oulj(i),

vagyis az R éppen a kivant folyamat, ugyanis az It6-formula miatt

R2<u>—R2<0>=2/OuR<s>d<R<s>>+[R1 (u) =
:2/OUR(S)dB(s)+2<V+;)u+u
:Q/UR(s)dB(s)JrQ(VJrl)u

0

ami éppen a 0 = 2 (v + 1) paraméterd négyzetes Bessel-folyamat (5.13) szto-
chasztikus differencialegyenlete. O

5.37. Lemma. Ha v > 0, akkor tetszdleges K esetén

i =inf {1 AV () 2 K} = C(K) = (5.18)

_/K Y
—Jo (R(”)(u))2 '
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Bizonyitds. C (K) = (A(”))_1 (K). Az inverz fiiggvény derivalasi szabalya
és az R folyamat (5.17)) definicioja miatt

K
Tk =C(K)=C(K)-C(0)= ; C' (u)du =
K

K 1 1
B /0 (A (C (u))du B /0 exp (2(vC (u) + w(C (U))))du

—/Kldu O
o (@O @)

5.38. Lemma. Ha v > 0, akkor az R"Y) Markov-folyamat dtmenetvaldszini-
ségének striségfiggvénye

pe(z,y) = % (%)VeXp (—x2;y2) I, (%) : (5.19)

ahol z,y,t > 0.

Bizonyitds. A bizonyitast tobb lépésben végezhetjiik el.

1. Els6 lépésként megmutatjuk, hogy ha X egy x1 pontbdl elinditott d;
paramétert, Xy az X1-t6l fliggetlen, az x5 pontbol elinditott, §o paramétert
négyzetes Bessel-folyamat, akkor az X1+ X5 egy az x1+x2 pontbdl elinditott,
01 + 0o paraméterd négyzetes Bessel-folyamat, legalabbis ha az alapul vett
valoszintiségi mez6 elég bs. Nyilvan az X = X; + X kielégiti a

X(t):x1+x2+((51+52)t+2(/0t VX1 (s)dwy (s)—l—/ot\/)T(S)dwz(S)>

egyenletet. Legyen w3 egy a w; és ws folyamatoktol fliggetlen folyamatﬂ
Vezessiik be a

Wy (t) =

)

/025 x (X (s) > 0) VX1 (s)dwy (s) + /X3 (s)dws (s)

X (s)
w(t)%w4<t>+/0 X (X (5) = 0) duw (5)

folyamatokat. A Bessel-folyamatok definicio szerint nem negativ-folyamatok,

igy
X (X (s) >0) VXi/X <1,

5Ha 61,62 > 0, akkor a megfelels Bessel-folyamat zérus helyeinek Lebesgue-mértéke
nulla, igy ilyenkor a w3 bevezetése sziikségtelen.
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A

val6an lokalis martingalt alkotnak. Mivel a X, és a X5 fliggetlen folyamatok,
ezért a fot VXidw, és f(f VXodws lokalis martingalok is fiiggetlenek, igy a
kereszetvariaciojuk nulla. Mivel

V\g.wk:&.(m.wk)

a polaritasi szabély alapjan

il (0= [ x>0 L

+2/0tx(X(s)>0)X1(S)d[¢xi.w1,¢)72.w2} -

:/0 X (X (s) > 0) ds.

Ebbél kovetkezSen a w Wiener-folyamat és az X kielégiti a definialo (5.13])
egyenletet.

2. Masodik lépésként megmutatjuk, hogy az (x,d) paraméterd négyzetes
Bessel-folyamat Laplace-transzformaltja a t idépontban

1 Az
L6 M) = ——exp [——22 ),
SN TS VILE eXp( 1+2At>

Fiiggetlen valdszintiségi valtozok Osszegének Laplace-transzformaltja éppen a
Laplace-transzformaltak szorzata. Ebbdl kovetkezGen, felhasznalva az (x, d)

Cauchy-egyenlet egyetlen folytonos megoldasa az exponencialis fiiggvény

L(z,8,\t) = L(x,0,\t)-L(0,6,\1) =
= L%(1,0,\,t) - L° (0,1, \,1) .

A (0,1) par esetén az egyenlet
t
X2 () :t+2/ X (s) dw.
0
Ugyanakkor az (z,0) par esetén az egyenlet

t
X2(t):x+2/ Xdw,
0
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amely éppen az (x,1) és a (0,1) parhoz tartozd egyenletek kiilonbsége. Ele-
gendd tehéat kiszamolni tetszéleges © > 0 esetén az (x,1) parhoz tartozo
megoldast, vagyis az

¢
X2(t):x—|—t+2/ Xdw, x>0
0

egyenlet megoldasat. Vegyiik észre, hogy X éppen az x pontbdl inditott
Wiener-folyamat. Ilyenkor a Q (t) = X2 (t) eloszlasa N2 (/z,v/t). Ez utobbi
eloszlas Laplace-transzformaltja

1 A\x
L(z1,t,\) = —— - .
(,1,¢,) ,71+2>\texp( 1+2/\t)

Ennek belatésa a kovetkezs: A kiszdmolandé integral

2
o — 1
2 / exp (—Au)exp | — (Vu—va) du =

V2t Jo 2t 2\/’12
2 o u(l+2tA) + o —2/uz\ 1 B
vl e ( 2 ) -
= 2 Ooexp —u(1+2t/\)+ Ep A exp e du=

V2t Jo 2t 2\/6 2t

2
0 N N\ [ (Va2 - /555) ) 1

= exp | ———— exp | — du=

V2t 1+2xt ) J, 2 2V

Az 1
=exp | — .
P ( 1+ 2)\t> VI+ 26

Kovetkezésképpen

1 Ax
L(z,6,t,\) = ——— ).
(@ ) (1+2)\t)6/2€xp< 1+2)\t)

3. Harmadik 1épésként vegyiik észre, hogy a Laplace-transzformécioban az

elsé
1

(1+2x¢)°2

tényez6 éppen egy I' (§/2,1/ (2t)) gamma eloszlast valtozo Laplace-transzfor-
méltjaﬂ a masodik

. AT o €T 1 1
Xp| ———— | =exp | — —
P\ T an A CACEDY

6 Mivel csak a v > 0 esettel foglalkozunk, feltehetjiik, hogy & > 0.
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tag egy olyan Osszetett Poisson-eloszlas, ahol a keverd Poisson-eloszlas pa-
ramétere x/ (2t) a keveredd exponencialis paramétere pedig 1/ (2t). Ebbé&l
a keresett eloszlas éppen x/ (2¢) paraméterti Poisson-eloszlas szerinti keveré-
se I'(6/2 +n,1/(2t)) eloszlasoknak. A stirtiségfiiggvényeket beirva a Bessel-
fliggvény fliggvénysora alapjan a négyzetes Bessel-folyamat atmenetvaloszi-
niiség fliggvénye

q (,y) = i (120" 0o exp ( ) ) e/ GO exp (*2%) -
n=0

I'(n+0/2) 2t n!
o0 2n
_ . 8/2-1 (vzy) (_CE "H/) _
=y exp =
; 26)2" 20 (n + §/2) n! 2t

7l(g)y/2€x _z+y 1, (Y2
“ o\ P o )\t )

4. Utolso lépésként a stirtiségfiiggvényben mindenhol az = helyébe x2-et
teszlink az y szerint pedig érvényesitjiik a gyokvonas transzforméaciot

1oy 22 4+ 92 Ty
pe(z,y) =5, (5) exp (— 5 ) 1v (7) 2y. O

5.39. Lemma. Ha A > 0, akkor az x > 0 pontbdl elinditott R(®) Bessel-fo-
lyamat esetén

€ex — til U () = _I\/ﬁ ﬁ
E( p< /\/O (R(O)(u)>2d>|R0(t)—y>— ‘ (). (520

Bizonyitds. A bizonyitas ismételten tobb lépésbdl all.

1. Els6 lépésként megmutatjuk, hogy minden véges id&szakaszon a tet-
sz6leges x > 0 pontbol elinditott v > 0 paraméteri R*) Bessel-folyamat
eloszlasa ekvivalens az ugyancsak az z pontbol elinditott R(?) eloszlasaval és
a Radon-Nikodym derivalt folyamat

(t) = (R((z(t))yeXp (—V;/Ot Wdu) .

Emlékeztetiink, hogy sztochasztikus folyamatok esetén eloszlason a trajekto-
ridk terén értelmezett olyan mértéket értiink, amelyre nézve a koordinata-
leképezés éppen a megfelels tipusi folyamat. Ennek megfelelsen az R(®) ép-
pen a folytonos fiiggvények terén értelmezett koordinataleképezés. Az R(©)
folyamat éppen a kétdimenzidos Wiener-folyamat hosszat megado folyamat,
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és mint ilyen, majdnem minden trajektoridra pozitiv, és alkalmas Wiener-fo-
lyamattal kielégiti az

RO (t) =z +w(t) + % /O R(%@ds (5.21)

egyenletet. A parcialis integralas formulaja szerint

A(t) — A (0) :/Ot (Rm;(“))ydexp (-”22/; (R(O)l(s))Qdé) 4
t L2 [t O ()"
+/O exp <_2/0 (R(o)l(u))gdu> d<Rm()) )

Az els6 integralban az integrator folytonosan derivalhato, igy az értéke

o /ot (W>Vexp <_V22 /ot (R<0>1(u))2du> 2 (R(S (u))zdu'

Az Ito-formula szerint

=2 /Ot (R(O;(U)>Vexp (_V;/Ot (R<0>1(u))2du> ; (R(Oi (u))2du+

t lﬁ ! 1 R(O)(u) Y 1 =
+u<u—1>/0 eXp( 2 /0 RO (u)d“)< z ) 2 (RO) (w)’
=2 ' m u—+ v t u . © u
o A S mo ™ T L MY R @ T
¢ 1
+1/(l/—1)/0 Al 2 (RO (u))’ o
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ami az asszociativitasi szabaly és a mar hasznalt (5.21)) sor alapjan éppen

A(t)—A(0) = V/O A (u) R(O)l (u)de) (u)— 1,/ A (u) (R“i()) (u) du

:”/ot““) o (703 [ Fog®) -

K 1
:V/O A(u )R(O)( )dw(u)

Megmutatjuk, hogy az integrandus minden ¢-re eleme az £? (w) térnek, vagyis
a A valodi martingal.

/Ot (Z/A (u) R(O)l(u)>2du =

:/Ot (R(o;(u)) dci (_exp (_Vz /0“ (R<0>1(5))2d8>> du <
2wy u

< e, (R(O;(u)) I (‘exp (‘”2 / M"))

(0) v u (0)
< max <R (u)) exp —1/2/ %ds < max (R (u))
0<u<t x 0 (R(O) (s)) 0<u<t x

A Holder-egyenl6tlenség alapjan tetszéleges r > 1 esetén

(0) 2v () 2ur
E(max (R (u)> ) < E (max (R (u)> ,
0<u<t x 0<u<t X

igy elég megmutatni, hogy egy alkalmas p > 1 esetén

(0) P
E (max (R(u)) ) < 0.
0<u<t T

Az (R(O))2 éppen két fiiggetlen Wiener-folyamat négyzetének Gsszege, ezért
szubmartingal, igy az allitas a Doob-egyenlétlenség, illetve a normaélis eloszlas
momentumainak végességének kozvetlen kovetkezménye. A A tehat pozitiv
martingal. Ugyanakkor ha a A-val mértékcserét végziink, akkor Girszanov
tétele alapjan a

du <

2v

ﬂ}zw—Alo[A,w]zw—Alo[A oww}

1
R©)

_ 1
=w-—A 10(VAR(0)o[w,w}>:w—R(o)o[w]
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Wiener-folyamat az 0j mérték alatt. De a koordinataleképezés az eredeti mér-
ték alatt kielégiti a fenti (5.21]) azonossagot, tehat

IR
RY(t)=z4+w(t)+ 5 /0 © () du

—x—i—@(t)—i—/tydu—i—l/tldu—
B o RO (u) 2Jo RO (u)
1

0
1 t

vagyis a koordinataleképezés az 1j mérték alatt R(Y) eloszlasu folyamat.

2. Legyen v = /2), vagyis A = v%/2. Az atmenetvalosziniiség képlete
alapjan tetszéleges f Borel-mérhetd fiiggvény esetén

L2 [t
E (f (R(O) (t)) exp (—2/0 (R(O)l(s))st>> =

_ [ ol N RO =) o©
—/0 f(y)E< p( 2/0 (R(O)(S))2d>IR°(t)—y>pt (z,y) dy.

De ez egytttal

. <f (1 0) () (20 e (ﬂj [ (R(j())d» _
- (1) (i) ) - [0 2

B > I, (zy/t) (0 .
—/0 f(y)ilo(xy/t)pt (z,y) dy,

amibdl, mivel az f tetszéleges,

oo [ ) ROy =) = @/t
E( p( 2/0 (R(O)(s))2d>R (t)y>lo(xy/t)'

5.40. Lemma. Legyen o egy \ paraméterd exponencidlis eloszldasi valdszi-
niiségi vdltozd. Tetszdleges v esetén az AW (o) eloszldsa €/2n alaki, ahol a &

egy (1, &) paraméterd béta és azn egy tdle figgetlen (58,1) paraméterd gamma
eloszldsi valdszinidségi vdltozd, és ahol

yt+v
2 7 2 7

o
o=
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illetve
v =2+ V2.

Az AW) (o) siriségfigguénye

= A 1eX )P =) du
h(y)—@y)ﬁﬂr(ﬂ+1)/o p( 2y> (1—u)""" du. (5.22)

Bizonyitds. A bizonyitast tobb lépésre bontjuk.

1. Elgszor szémoljuk ki az (exp (v- o +w (0)), A" (o)) péar eloszlasénak
strtiségfiiggvényét. Ehhez elegend6 meghatarozni azt a h (z,y) fliggvényt,
amelyre tetszdleges f, g > 0 Borel-mérhetd fiiggvényekre

E(flew(votw@)g (4 @) = [ [ 7@90)h Gy dody
R JR
A Girszanov-tétel alapjan ha
2
A(t) = exp (—Vw (t) — 2t> )
akkor az 0j mérték alatt

w(t)=w(t)+v-t
Wiener-folyamat az 4j mérték mellett. Ebbdl

E(f(exp(l/ t+w(t 9<A ))
CER (Flew (vt w(0)) -9 (A0 (1) A7 () =

B (@) o / e (20(0)) A7 (1) =

Il
=
)
N\
[y
@
]
T
—~
)
—
N
=
Q
VR
O\H_
@
]
ol
S
g

—

N~—

SN~—

N———
@
]

o]
/N
/N

g

—

N

+

Zf)))
— exp <—”;t) BR (£ (exp (@ (1)) - 9 (A9 (1)) - exp (v (1))

A teljes valoszintiség tétele alapjan, felhasznélva, hogy a o fiiggetlen a w
Wiener-folyamattol

E(f(exp(v:o+w(0)- (<”><a>))
—/OOOE<f(exp(u ct+w(o g(A ) Jzt))\exp(—)\t)dt:

-\ /000 E (f (exp(v-t+w(t) g (A(") (t))) exp (—\t) dt
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A v = V2X 4 v? definiciét beirva és az integralokat felcserélve a keresett
varhato érték

AER ( /0 " exp (—”22'5) f (exp (@ (6))) g (A (1)) exp (v (1) dt) .

Kimenetelenként ¢ = C(©) (u) helyettesitést végezve

e 2¢(0)
AER (/O exp (_’Y c )f(exp({u\(c(O))))g(A(O)(C(O))) eXp(Uﬁ?(C(O)))dCO)_

2
Kihasznélva, hogy exp (@ (C’(O) (w))) = R (u) és A©) (CO (u) =u
r([7 72CO (u) (0) © () 710
AE / exp | ———5—— f (R (u)) g (u) (R (u)) dC'®™ (u) ) .
0
A korabban belatott sor szerint

CO (u) =

v 1
/o (RO ()

amit beirva

00 y2 u 1 . . -
AER </0 exp <—2 /0 (R(O)(u))2du>f(R( )(u))g(u)(R( )(u)) du).

Az integrélokat felcserélve

~ uw) ER [ex 7z uéu ) (y © ()% du
R O e e L O P

Az RO szerint feltételes varhato értéket szamolva és az integralos tényezs
helyébe a kiszamolt (5.20) feltételes varhato értéket beirva és felhasznalva,
hogy a konstrukcié szerint R(®) (0) = 1

(e u OOM r) ¥ (0) ") drdu
A/o g()/o T (Lo ()0 (L) drdu.

A pS}” 1D képletét beirva
0 Ly (r/u) _oT r?+1 r
v—2" _ In (= —
)\/O g (u)/0 To (/) fr)r - exp S 0 (t) drdu

= )\/OOO # /000 I, (%) fr)rtexp (_7“22—11; 1) drdu.
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Amibdl az egyiittes stirtségfiiggvény

A x 2+ 1
h(xz,y)=—1L () " Lexp (— > .

2. Vezessiik be az

8

M (a,b,z) = 1Fy (a,b,z) =

agynevezett konfluens hipergeometrikus fuggvenyeket, ahol tetsz6leges c ese-
tén
(¢), =c(c+1)...(c+n—1).

Ha b > a > 0, akkor érvényes az ugynevezett integralreprezentacios tétel:

711(10 1 xp (zu) u® ! (1 —u)" "' du
Nm%w%eM) (1—u) du.

Ezt igazolanddé irjuk be az exponencialis fiiggvény hatvanysorat és cseréljiik
fel az Gsszegzést és az integralast

M (a,b,z) =

1
I(a,b,x) = / exp (zu)u® ' (1 —u)" ™" Hdu =
0

00 n 1
:Zx—'/ Wt (1 —w) e Z B (a+n,b—a),
n! Jo
n=0

n= 0

ahol B a béta fiiggvény. A béta fliggvényt a gamma fiiggvénnyel kifejezve és
hasznéalva a T’ (z 4+ 1) = 2T (z) azonossagot

Z 2"T(a+n)T(b = " a
”ngm(r&% ZT JZ

Te-ar@ & @) TG-al@,
=TT Z%n!(b)n rp) o eb)

Ebbdl az Osszefiiggés mar evidens. Az alabbi szamolés soran sziikségiink lesz
a b > a > 0 esetben érvényes

exp(—z) M (a,b,z) = M (b—a,b,—2)

n=0 n

adgynevezett Kummer-transzforméciora. v = 1 — u helyettesitéssel
1
I(a,b,x) = / exp (z(1—v)) (1 —v)* b= 1dy =
0

1

= exp (x)/ exp (—av) (1 —0)* ' ob 2 1y =
0

= €xp (ZL’) I (b —-a ba —l’) )
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amibdl az azonossig evidens.

3. Kovetkez6 lépésként szamoljuk ki az A (o) stirtiségfiiggvényét. Ennek
értéke fooo h (x,y) dz. Irjuk be a Bessel-fiiggvény

L(E) =5

T \y _nzon!F(n+7+1)
fliggvénysorat, majd a Fubini-tétellel cseréljiik fel az Gsszegzést és az integ-
ralast

—1 x/2y)7+2n $2+1
/0 (&:y) do = Z/ y oIl n+7+1)eXp< 2y ) ’

A —1/(2 *° 2
' eXp( /( y)g)n_i_,y_i_l / x2n+'y+v—l exp (_‘;) dr =
cn!l(n+v+1)(2y) 0 Y

)\exp (71/ (2y)) 1 > n v — u
n!T (n + 27+ 9 w2 exp oy )=
¢ nl v+ 1) (2y) 0 Y

tnqg

n

M

n

S Aexp (—1/2y) 1 y+v nbXE
7; 'F(n+v+1)(2y)2"”“2r< " )(Qy) B
:Aexp(—1/2y)zF(”+(7+”)/2) =

« nll(n+1+7) (Qy)n+(7*l')/2+1'

n=

AT (z+1) = 2T (x) azonossagot hasznalva
Tty yt+v ytv
r — | = -
(o) = (), 1 (57)
Fn+1l+v)=Cn+1), -T'(y+1).

Kovetkezéképpen az M jeloléssel a stirtiségfiiggvény

Nexp(<1/ )T (v +0) /D), (y+v 1
Q0 D) (FFror1gy):

A Kummer-transzformécio szerint a strtségfiiggvény

A L(v+v)/2), (v—vV 1
@y T+ 2 TRy )

Az integrélreprezentéicios tétel miatt a strtségfiiggvény

A L((v+v)/2) I'(1+1) %
(2) /AL T(1+9) T((v—v)/2+ )T ((v+v)/2)

1
U v—v atv_q
X exp|—— Ju 2 (1—u) 2 du
/0 ( 2y) ( )
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ami éppen

)\ /1 < u ) y—v ytr g
exp|——=— Ju 2 (1—u) 2 du.
@) TP (v = v) /24 1) Jo 2y ( )

Vezessiik be az

o YtV o YV
=5 e
jeloléseket. Ekkor a strtiségfiiggvény
A /1 ( u ) 8 o1
exp|—— Ju" (1 —u du 5.23
2y)" ' (B+1) Jo 2y =) (523)

alakra egyszertisodik. Ez éppen a lemmaban szerepl§ (5.22) fliggvény.

4. Legyen végiil £ béta eloszlasu (1, o) paraméterekkel és legyen 7 gamma
eloszlasu (8,1) paraméterekkel. A 27 sirtségfiiggvénye

_ /2" y
g(y) = mexp (—5) , y>0.
A ¢ stirtiségfiiggvénye
fx) = W(l—x)a_l —a(l-2)"" O<z<l

A hanyados strtségfiiggvényének képlete alapjan

/jo f (uz) g () fu] du =

o 1/z a1 (NP u
:21“(5)/0 (=)™ (5) e (=) v =
g | a0 (2) e (- 52) Lao-

1
_ o )@ 18 -z
= 55,7 (3) /0 1-v)""w exp( 22) dv.

2 2

Mivel v = v/2\ + 12, vagyis % =2aff = A\, ezért

203 ! o
M) = g f, 00" e (<g) o=

h(z)

A /1 a—1 Y
= 1—y)* g7 exp (—*) dy,
22)""'r(B+1) Jo ( 2z
ami éppen megegyezik a levezetett (5.23) stirtségfiiggvénnyel. O
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A tétel bizonyitisa. A kiszamolandd Laplace-transzformécio képlete
o + 1 +
/ exp (—A\T) E ((A(”) (T) - K) ) dT = ~E (A<"> (o) — K) :
0 A

ahol ¢ egy A\ paramétert exponencialis eloszlast valtozo. Az A™) (o) korab-
ban kiszamolt (5.22)) stirtiségfiiggvényét beirva

1 A o0 n 1 1 a1 g v
Xm/o (2= K) (22)“1/0 (1=v)" v GXP(—£>dvdz.

Egyszertisitve és a A = 2a0 kifejezést beirva

20[62 p-1 a—-1 8 v
NCE] // zﬂﬂ (1-v)"" v exp<—§>dzdv.

z = vK/u helyettesitéssel

a2t=F ! 1 v Kv oK\ AT u \ Kv
a— ,6’ arY o il R W _
2T (B) /(1 v) / ( u K)( u eXp( 2K> oz

a(2K) 7
T (B //

- 1) u?lexp (—%) dvdu =
:m/o u?~texp (—% /u ot (%—1) dvdu =
1

1 (1-v)
AT (R O [ e I

L @E)P W s (1—v)ett]!
~ 2T () /0 eXp(_ﬁ)“ T e+t

(2K) ' 2 a+1
:m/} exp( 2K> A=2(1 —w)** du,

ami éppen a bizonyitando Osszefiiggés.

Végiil érdemes megjegyezni, hogy az integral konvergenciajahoz és a sza-
molés korrektségéhez sziikséges, hogy f—2 > —1, vagyis 5 > 1 legyen. Ez
azonban a tétel feltételeiben szerepld A >2(rv+1) megkotés miatt teljesil. O

dv | du =

5.41. Kovetkezmény. A mdr bevezetett jelolésekkel a Laplace-transzformd-
cid felirhato

2K PT(a+1)

. 1
LT, K,v) = 2)\(6—1)I‘(a+,8+1)M(6_1 a+pB+1, 2K>

alakban.
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Bizonyitds. Az integralreprezentécios tétel szerint

M (a,b,x) = __ e /1 exp (zu) u® (1 — )" du.
o I'(@)T(b—a) Jo
Ezt beirva
LWT,K,v) =

(2K)' " 1 " . »
W(O‘—H)/o 6Xp<—ﬁ>uﬂ 2 (1~ ) du =
= 2K)"7 T(@B-1)T(a+2)

_ (@K T(a+1) 1
_2/\(6—1)F(a+5+1)M<5—1,a+5+1’_2[(>.

Vegyiik észre, hogy a A > 2 (v + 1) feltétel miatt 8 > 1, igy a formulak
értelmesek. O

La+B+1 L
— a _—— pr—
) b 2K

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

6. fejezet

Amerikai opcidk folytonos
1d6horizonton

A folytonos és a véges szamu pontbol allo6 idGhorizont nagyon sok szempont-
bol azonosan kezelhets. A teljesség kedvéért elészor roviden Gsszefoglaljuk a
két modell kozos kozgazdasagi hatterét: Az amerikai szarmaztatott termé-
kek olyan termékek, amelyek tetszéleges idépontban lehivhatéak. Mivel az
alapfeltevés az, hogy a jové nem lathato eldre, a lehivas csak megallasi id6
mentén torténhet. Legyen tehat adott egy H, a modell alaptermékei altal
generalt filtraciora adaptalt folyamat. A folyamat tulajdonosédnak joga van
egy 7 megallasi id§ kivilasztasdhoz, és az w kimenetel esetén a

értéket ,lekaszalni". Az eurdpai szarmaztatott termékek esetén csak a 7 =
= T megengedett, ahol T" < co a szarmaztatott termék lejarati ideje. Fel-
tessziik hogy az alaptermékek altal definialt piac teljes, valamint, hogy a pia-
con nincsen arbitrazs. Pontosabban ennél tobbet koveteliink meg, feltessziik,
hogy az (2, .A) mérhets struktiran van, mégpedig egyetlen Q martingal mér-
ték, amelyre nézve az S diszkontalt drfolyam valédi martingal.

A kérdés a kovetkezs: Mennyi a H ara?

Az alapfeltétel, hogy a H szarmaztatott terméket elado személy a H le-
hivasdnak idSpontjaban fedezett allapotban akar lenni. Ehhez az sziikséges,
hogy a szarmaztatott termék x 4rabol egy olyan 6nfinanszirozé portfsliot tud-
jon épiteni, amely V (z) értékfolyamatara tetszéleges 7 megallasi id6 esetén
V; (x) > H; legyen. Természetesen ehhez sziikséges és elegendd, ha minden
0 <t < T idépontra V; (z) > Hy.

339
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6.1. Definici6é. Valamely x kezdGértékbdl kiinduld onfinanszirozo straté-
gia szuperreplikilja a H szarmaztatott terméket, ha a V (z) értékfolyamatra
minden ¢ idépontra V; (z) > H,.

Természetesen a vevs sem akar az iizleten vesziteni, ezért csak akkor haj-
lando az x aron az iizletbe belemenni, ha van olyan 7 megéllasi id§, amelyre
H. = V.. Ugyanis ha ez nem teljesiilne, akkor a szuperreplikal6 tulajdonsag
miatt az eladd, mindig szisztematikusan keresne rajta, igy 6 is inkabb elad-
né mint megvenné a H szarmaztatott terméket. Masképpen fogalmazva, ha
van olyan z, amelyhez tartozik onfinanszirozé, szuperreplikald portfolio és
megallasi id6, amelyre a H, = V. egyenlGség teljesiil, akkor az x éppen a
H széarmaztatott termék ara. Megint méasképpen fogalmazva, ha 7 (H) > =z,
akkor a szarmaztatott termék draga, igy eladva és az x-bdl felépitve a szu-
perreplikalo portfoliot biztos nyereséghez jutunk. Ha pedig 7 (H) < x, akkor
a szuperreplikalo portféliot dinamikusan eladva és a szarmaztatott terméket
megvéve majd a 7 id6pontban lehivva 2 — 7 (x) biztos nyereséghez juthatunk.
Erdemes azonban megjegyezni, hogy a H > 0 miatt a szuperreplikalé portfo-
li6 biztosan nem negativ, igy megengedett, de a portf6lié nem feltétleniil lesz
feliilrsl korlatos, igy az eladasa nem lesz feltétleniil megengedett stratégia.
Ezt az eurépai opcidkhoz hasonlé gondolatmenettel korrigdlhatjuk.

Az amerikai opciok arazasi probléméajanak megoldasahoz két kérdést kell
tisztazni:

e Létezik-e a megadott tulajdonséga (7, x) par, és

e hogyan szamolhato ki a (7,z) par a modellben szereplé paraméterek-
bol?

Emlékeztetiink, hogy ha a V' énfinanszirozo, akkor a kockazatsemleges mér-
ték mellett a V diszkontalt értékfolyamat lokalis martingal. A H nem negativ,
igy a szuperreplikilé V alulrél korlatos. Az alulrél korlatos lokalis martinga-
lok szupermartingalok. Igy a V egy szupermartingal. A szupermartingalok
csOkkentik a varhaté értéket. Kovetkezésképpen minden 0 < 7 < T megallasi
idére

Vi (z) H,

= V() = V() =ER (Vo(x)) > EQ(V, () —EQ <R> > EQ (RT).

Vagyis

7 (H) =z ="V, (z)>supE® <ZT> .

Tegyiik fel, hogy alkalmasan valasztott 7* esetén a szuprémum felvevédik,

vagyis
H, H; H -
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6.1. AZ OPTIMALIS MEGALLITAS PROBLEMAJA 341

Tegyiik fel tovabba, hogy az igy kapott = EQ (H,- /R,-) értékbdl kiindulva
felépithetd egy onfinanszirozo, szuperreplikalé portfélié. Ekkor a szupermar-
tingal és a szuperreplikal6 tulajdonsag miatt

z=EQ (Z:) =V (z) > EQ(V (1)) > EQ <ZZ> =z

Ez azonban csak akkor teljesiilhet, ha egyenlGség van, ami a szuperreplikald

tulajdonség miatt csak akkor teljesiilhet, ha majdnem mindenhol V() =
= H (7*), amibdl a diszkont faktorral valo atszorzas utan

V() = H (7).

Kovetkezésképpen a mar elmondott kézgazdasagi megfontolasok miatt ilyen-
kor x = 7w (H). (Feltéve, hogy nincsen gond a ,yvisszafelé jaratott” portfoliok-
kal.)

A kérdés tehat a kovetkezs:

1. Miként szamolhato ki a

H (1) o

sup EQ ( = ) = sup EQ (H (7 6.1

oo (Rm) sup B2 (H (1) (6.1)
érték?

2. Mikor van olyan 7* megéllasi id6 amikor az egyenldség felvevédik ? Mi-
ként hatarozhatdé meg egy olyan 7*, ahol a szuprémum felvevédik ?

3. Van-e olyan o6nfinanszirozo, szuperreplikalo portfélio, amely a beveze-
tett (6.1) optiméalis megallitas feladat optimalis megoldasanak értékébol
indul ki?

6.1. Az optimalis megallitas problémaja

Elszor az els§ két problémaéaval foglalkozunk: Legyen (2, A, P, F) egy szto-
chasztikus alaptér, és legyen H egy az R, idGtengelyen értelmezett szto-
chasztikus folyamat. Legyen T a H Kkifizetés lejaratanak idépontja. Elvileg
a T = oo is megengedett. A kdvetkezs, meglehetSsen enyhe feltételezésekkel
éliink:

1. Az (Q, A, P, F) kielégiti a szokasos feltételeket, vagyis a filtracié jobbrol
folytonos és tartalmazza a nulla halmazokat és az A teljesﬂ
1 Az amerikai opcidk arazasi problémajanak megoldasaban kulcs szerepe van a Doob—

Meyer-felbontasnak, amihez a sztochasztikus analizis altaldnos elméletének Osszes
feltevésére sziikség van.
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2. Az Fy csak a trividlis o-algebra, vagyis ha A € Fy, akkor P (A) = 0,
vagy P (4) = 1.

3. A H folyamat folytonos.
4. A H nem negativ.

5. Feltételeziik, hogy a sup, H (t) valtozo integralhato, vagyis a H folya-
matnak van a t értéktdl fliggetlen integralhaté majoransa.

Definicio szerint az optimalis megallitas feladata a g* = sup, ., E (H (7))
érték meghatarozasa, ahol a 7 az Gsszes olyan megallasi idén fut végig, ame-
lyekre 7 < T. A definicidval kapcsolatban érdemes hangsulyozni, hogy nem
teljességgel egyértelmt, hogy mi torténjen azokkal a kimenetelekkel, amelyek-
megéllitas problémajat a sup, E (H (1) x (7 < 00)) mddon definialjak. Elvi-
leg az az eset is el6fordulhat, hogy a H kiterjeszthet6 a T = oo végtelen
idépontra és ilyenkor a sup, E (H (7)) kifejezés is értelmes. Ugyanakkor a
végtelen értékid megallasi id6k szokasos interpretacidja, hogy ilyenkor a meg-
allitasi szabaly altal elsirt feltétel sohasem teljesiil, igy bar matematikailag
esetleg a feladat értelmezhetd lenne, az alkalmazésok szempontjabol a végte-
len id6pontban val6 megallitéas interpretélhatatlalﬂ

Az egyszertiség kedvéért feltehetjiik, hogy T = oo, ugyanis ha T" < oo,
akkor a [T, 00) szakaszon a H értéke legyen mindenhol H (T'). Ugyancsak az
egyszerlség kedvéért feltessziik, hogy 0 < ¢*, amivel a H = 0 trivialitast
akarjuk kizarni. Az utolsé feltétel fontos kévetkezménye, hogy ¢* < oco. Az
integralhatdé majoranssal kapcsolatos feltétel nem igazan szigortit megkotés.
Példaul a put opciok kifizetsfiiggvényének korlatossaga miatt a put opcidk
esetén, véges vagy végtelen idShorizonton az utolsé megkotés mindig teljesiil.
Ha az S a Black—Scholes-modellnek megfeleléen valamilyen dS = aSdt +
+ BSdw alaki egyenletnek tesz eleget, akkor

s ((a- )14 800) < (- )1+ suasoia) =

= exp ((a— ﬁ;) t+ Bw* (t)> :

Mivel a korabban belatott Osszefliggés miatt az exp (Bw* (t)) varhato
értéke véges, véges idShorizonton a call opcidkra az integralhatdé majorans
létezésére tett feltétel teljestil.
Természetesen az optimalis megallitas feladatanak megoldésan a kovetke-
zGket értjik:
2 Az irodalom egy részében az altalunk megallasi idének nevezett fiiggvényeket szo-

kas Markov-id6knek nevezni és csak a véges értékd Markov-idSket szokas megallasi
idének mondani.
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1. Hogyan szamolhato ki a g* értéke?
2. Van-e olyan 7* < 0o, amely mellett az optimum eléretik 7

3. Miként karakterizalhatoak az optimélis megallasi id6k ?

6.2. Példa. A feladatnak lehet véges szuprémuma, de a szuprémum helyébe
nem mindig frhaté maximum.

Legyen
t
H({t)=——.
®) 1+¢

Tetszbleges 7 < oo megéllasi id6 esetén E (H (7)) < 1, ugyanakkor

sEpE(H (1) =1.

Ha valamely w kimenetelre 7 (w) = oo, akkor ott a megallitott valtozo szo-
kasos interpretacioja szerint a (H (7)) (w) kifizetés értéke nulla, igy nincsen
optimalis megallitasi id6. A példa némiképpen problémas, ugyanis a megal-
litott valtozod definiciojara épiil. Emlékeztetiink, hogy a megallitott valtozo
definicioja nem feltétleniil egyértelmd. Idénként a megéllitott valtozot a ha-
tarértékkel szokas (persze ha létezik) definialni, és ilyenkor az ellenpélda nem
j6. Ugyanakkor az optimalis megéllitas problémajaban, hasonléan az ameri-
kai opciok arazéasakor a 7 (w) = oo kimenetelekre a feladat tartalma alapjan
célszerti a hatarérték létezésekor is a megallitott valtozot nullanak definidlni.
Ha H-t a H (0c0) = 1 definicioval kiterjesztjik, akkor a sup, E (H (7)) fel-
adatnak van optimélis megoldasa, a 7 = oo, de a sup, .. E(H (7)), vagy a
sup, E (H (1) x (7 < o0)) feladatoknak ilyenkor sincs optiméalis megoldasa. O

6.1.1. A megallasi opciokrol szolo tétel nem negativ szu-
permartingalokra

A diszkrét és véges idGhorizonton bemutatott targyalas alapjan sejthets, hogy
a fészerepet a megallasi opcidkrol szolo tétel fogja jatszani. A megallasi opci-
0krol szo6l6 tételben hangstilyozni szokas, hogy csak korlatos megallasi idGkre
érvényes. Altalaban megallasi idékre csak akkor érvényes az allitas, ha a folya-
mat kiterjeszthetd a [0, oo] id6tartomanyra. Ez példaul teljesiil, ha a folyamat,
amelyre az allitast alkalmazni akarjuk, egyenletesen integralhaté martingal.
Tlyenkor persze az X (o0) értékét a kiterjesztéskor kapott valtozoval kell de-
ﬁnialnﬂ vagyis
X (o0) = lim X (t).

t—o0

3 Egyébként példaul a 7 = oo megallasi idével nem lenne érvényes az E (X (o)) =
= E (X (1) | Fo) egyenlSség. Ha ragaszkodunk az X (7) = x (7 < o0) X (7) defini-
cibhoz, akkor egyenletesen integralhaté martingalokra csak a 7 < oo esetben alkal-
mazhat6 a megallasi opcidkrol szolo tétel.
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A dologban a triikkk az, hogy a [0, co]-nen értelmezett kiterjesztett folyamat
egy determinisztikus id6transzforméaciéval teljesen megfeleltethetd, mondjuk
a [0,1]-en értelmezett folyamatnak és ez utobbira mar alkalmazhato a korlatos
megallasi id6krol sz6l6 eset.

Legyen X nem negativ szupermartingdl. A nem negativ szupermartinga-
loknak van hatarértéke a +oo-ben. A hatarérték altalaban majdnem min-
denhol értelemben létezik, de nem létezik L' (Q2)-ban. Ugyanakkor a Fatou-
lemma miatt

E(X(oo)|]-'s):E<1imX(t)|]-'s <

t—o0

< litminfE(X )| Fs) <X (s),
—00

vagyis a kiterjesztett folyamat is szupermartingal marad, igy egyszerti mono-
ton transzformacioval véges id6horizontra transzformalhato, igy nem negativ
szupermartingalokra alkalmazhaté a megéllasi opcidkrol szolo tétel tetszéle-
ges megéallasi id6kkel. Ugyanakkor ha X nem negativ szupermartingal, akkor
az X szupermartingal marad akkor is, ha az X (co) = 0 definicioval éliink.
Vegyiik észre, hogy az eredeti X végtelenben vett hatarértékének 1étezése mi-
att a transzforméalt X-nek a transzformacié soran hasznélt véges id6pontban
van bal oldali hatarértéke. Korlatos megallasi idékkel alkalmazva a megallasi
opcidkrol szolo tételt a kovetkezd allitast kapjuk:

6.3. Tétel (Megallasi opciokrdl szolo tétel). Ha X egy nem negativ szuper-
martingdl és o < T tetszdleges megdlldsi idok és az X (00) = 0 konvencidval
élink, akkor

E(X ()| F,) <X (o).

6.1.2. A Snell-burkol6é konstrualasa

Az optimalis megéallitas problémajat folytonos idéhorizonton teljesen hason-
l6an kell megoldani mint a diszkrét, véges idShorizontos esetben. Az egyetlen
lényegi eltérés az, hogy a Snell-burkol6 definialasa téavolrol sem evidens. Ennek
oka, hogy folytonos idéhorizonton a burkolét csak a lényeges szuprémummal
tudjuk definialni, és a lényeges szuprémumot csak nulla valoszintiségi esemé-
nyek erejéig tudjuk meghatéarozni, igy a nullmértékd halmazok bossztja miatt
a Snell-burkolé mint folyamat esetlegesen nem is létezik. Ebbgl kévetkezGen
az ertfeszitések egy jelentds részének célja a Snell-burkold, mint folyamat,
létezésének igazolasa.

6.4. Lemma. Legyen H > 0 valdsziniségi vdltozok egy halmaza. Ha a H
hdlo, akkor a lényeges szuprémum létezik, egyértelmid és alkalmas &, € H
sorozatra &, /" esssup H.
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Bizonyitds. Mivel a lényeges szuprémum csak a rendezéstél fligg, feltehetd,
hogy 0 < H < 1. Legyen A = sup{E (&) | £ € H} < co. A szuprémum defi-
nici6ja miatt alkalmas &, € H sorozatra E(§,) / A. Legyen &, = VI ,&;.

A halé tulajdonség miatt &, € H. Nyilvan E (g}) N Ha € = limy, &,

akkor E (£o) = A. Ha £ € H tetszSleges, akkor £ m'gm' ¢so, ugyanis ellenkezd
esetben E (£ VEy) > E (f \% En) > A lenne. Ha H < ¢, akkor a gn < € ésigy
a o < € is teljesiil, vagyis o, = esssup H. O

6.5. Definicid. TetszGleges p megallasi idS esetén

A, ={7|7>p, 7 megillasiidé},
X (p) = esssupE (H (1) | F,).

TEA,
6.6. Példa. X (p) call opciok esetén.
Legyen Q a kockéizatsemleges mérték. Az S a Q alatt martingal, igy a

max (S (t) - K,0) _ (s 0 K )*

R(t) R(t)

H(t) =

egy szubmartingal, ugyanis a K/R (t) egy csokkend folyamat, az x* pedig
konvex és névekeds. Kovetkezésképpen a megallasi opcidkrol sz6lo tétel miatt
tetszdleges véges [0, T] idhorizonton ha 7 > p, akkor

EQ(H(THFP)ZEQ(H(THIP)

Igy

X(p) =EQ(H(T)| Fp).
Igy a Snell-burkol6 egy logikai martingal, amelyhez, a szokésos feltételek tel-
jesiilése miatt létezik ekvivalens moédositas, amelyik martingal. O

Fontos hangsulyozni, hogy az X (p) nem tekinthet§ valamilyen X folya-
mat p id6pontban valéo megallitasdnak, ugyanis minden p-ra az X (p) csak
egy nulla mértékd halmaz erejéig van meghatarozva. Igy mivel a lehetsé-
ges t id6pontok halmaza kontinum szamossagi az t — X (t) trajektoriai nem
értelmezhetdek. A tovabbiakban els6 1épésként az ebbdl ereds technikai prob-
lémakat kell legytirni. Vegyiik észre, hogy X (0) éppen a feladat megoldasa,
ugyanis az Fy, az elGzetes feltételek miatt, a trividlis o-algebra, igy

E(H (1) | Fo) "=" E(H (1)).

A késsbbiekben az egyszertiség kedvéért a konstansok és a majdnem minden-
hol konstans valdszintiségi valtozok kozott nem tesziink kiilonbséget.
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6.7. Lemma. Az X (1) alaki vdltozok formailag kielégitik a szupermartin-
gdlokra vonatkozo megdlldsi opcidkrdl szolo tételt.

Bizonyitds. A konstrukciot tobb 1épésre bontjuk:
1. Els6 1épésként megjegyezziik, hogy a lényeges szuprémum mogott allo
G={E(H,|F,)|Teh,)
halmaz halo, vagyis ha H, ,H., € G, akkor a
H, VH, =max(H,,H;,)€g
is teljesiil. Legyen ugyanis
R2{E(H,, | F,) <E(H, | F)} € F,,
és legyen

T = XReT1 + XRT2.

Megjegyezziik, hogy a R azért eleme az F,-nak, mivel egy F,-mérhet6 fiigg-
vény nivohalmaza. Felhasznalva, hogy ha i = 1,2, akkor 7, > p kovetkezés-
képpen F, C F;,, tehat

{r<t}=({n <t}NRYU{m <t}NR) e F,

igy a 7 megéllasi id§. Kovetkezésképpen 7 € A,. Ugyanakkor a R € F,
felhasznalasaval

E(H; | Fp) = E(xreHs, + xrH7, | Fp) =
= xr-E (Hy, | Fy) + XrE (Hr, | Fp) =
=max (E(H., | F,),E(H,, | Fp)).

2. TetszGleges o és T megallasi id6k esetén

E (esssupE(H (p) | Fr) | fa> =EX (1) | Fp) =
pEAr
= e/s)zsAupE (E(H (p) | Fr) | Fo)-

A halo tulajdonsag miatt van olyan megallasi id6kbol allo (pr) C A, sorozat,
hogy E (H (pi) | Fr) X (7). Igy a feltételes varhato értékre vonatkozo
monoton konvergencia tétel miatt

B(X (1) | ) = lim B(E(H (px) | F) | ) <

<esssupE (E(H (p) | F7) | Fo)-
pEAL
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Masrészt tetszoleges p € A, esetén definicio szerint X (7) > E(H (p) | Fr)
igy a forditott iranyi egyenlGtlenség a feltételes varhato érték monotonitésa
miatt evidens.

3. Ha 7 > o, akkor

E(X(7) | %) < X (o).

Mivel 7 > o, ezért A, C A,. Ebbdl kovetkezben, a 2. pont alapjan

B(X(7)| 72) 2 B (essswB (1 ()| 7) | 72 ) =

PEA,
=esssupE (E (H (p) | F7) | Fo) = esssup E (H (p) | Fo) <
pEA pEA,
< esssupE (H (p) | o) = X (0).
pPEA,

4. Ha 0 = 0, akkor az el6z6 egyenl&tlenségben varhato értéket véve

E(X(1)<E(X(0)=E (essTsupE(H (r) ] ]-'0)> =

= esssupE (E (H (1) | Fo)) = SLTlpE (H (1)) =g¢" < 0.

T

5. Bar ennek nincsen a késGbbiek szempontjabol nagy jelentGsége érdemes
az X (1) értékét megvizsgalni a {T = oo} halmazon. Ha az X (1) egy szto-
chasztikus folyamatbol szarmazo megallitott valtozo lenne, akkor a {7 = oo}
halmazon az értéke, definici6 szerint, nulla kellene legyen. Ha p > 7, akkor az
Gsszes H (p) értéke, most persze definicio szerint, nulla a {7 = oo} halmazon.
Mivel {T = o0} € F;, ezért

E(H (p) | Fx) = E(x(r <o00) H(p) | Fr) = x (T < ) E(H (p) | F7),

igy az E(H (p) | Fr) is nulla a {7 = oo} halmazon. Ebbdl kovetkezden a
lényeges szuprémum is nulla az {7 = co} halmazon, vagyis az X (7) nulla az
{7 = o0} halmazon. O

Miként emlitettiik a nyilvanvaldé gondot az jelenti, hogy az X (7) valto-
z0k nem egy X folyamat megallitasabol szarmaznak. A kovetkezs lépésben
megkonstralunk egy olyan X szupermartingalt, amelynek az X egy verzidja
abban az értelemben, hogy minden 7 megallasi id6 esetén a X (7) majdnem
mindenhol megegyezik az X (7)-val. Ehhez a kovetkez§ tételt fogjuk, bizonyi-
tas nélkiil, felhasznalni:

6.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy teljestilnek a szokdsos feltételek. Legyen X eqy
integrdlhatd logikai szubmartingdl. Az X-nek pontosan akkor létezik olyan
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mddositdsa, amely szubmartingdl, ha a t — E (X (t)) figguény jobbrdl folyto-

ROE.

A diszkrét és a folytonos idejd modellek 6sszehasonlitasa miatt nem érdek-
telen a kovetkezd konstrukeio: Megallasi id6k esetén definialjuk a < relaciot.
A p = 7 relacion azt értjiik, hogy a 7 minden véges értéke esetén a p nagyobb
mint a 7, illetve ha a 7 végtelen, akkor a p is végtelen. A p tehét szigoru-

an kés6bb kovetkezik be mint a 7, feltéve, hogy ennek van értelme. A A,
halmazok és X (7) valtozok mellett definialjuk a

Ar={p|p=7, pmegallasiids},
X* (1) =esssup {E(H, | F;) | pe AL}

3

halmazokat és valtozokat. Vizsgaljuk meg az X* folyamatot. Egy altalanos
érvényd elemi megjegyzéssel kezdjiik:

6.9. Lemma. Tetszdleges T és o megdlldsi iddk esetén a {T = o} és{r <o}
stb. halmazok elemei az F, N F, o-algebrdnak.

Bizonyitds. Valoban tetszéleges t-re

{r<o}n{r<tt={o<rin{r<t}=
={ont<TAtIN{r<t}eF

és
{r>otn{r<t}=U<{r>r>c}n{r <t} eF,

ahol az r értelemszertien racionalis. Igy {7 > o} és {7 < o} eleme az F, -nak.
Igy

{r<o}={r>0}°eF,,
{r=0c}={r<ol\{r <o} e F.

A szimmetria miatt a {7 =0} ,{r <o} € F, tartalmazasok indoklasa ana-
log. O

6.10. Lemma. X (7) = X* (7)VH (1) = max{H (1), X* (7)}.

4 Erdemes hangsulyozni, hogy a jobbrél folytonossag nélkiil az allitas biztosan nem
lehet igaz. Tekintsiink egy balrél folytonos, de azért nem folytonos, névekeds fiigg-
vényt. A fliggvény altal definialt determinisztikus sztochasztikus folyamat névekedd
trajektoridkkal rendelekezik és ezért logikai szubmartingal, de nem moédosithato agy,
hogy szubmartingal legyen, ugyanis a szubmartingilok definici6 szerint jobbrol foly-
tonosak.
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Bizonyitds. Vegyik észre, hogy az egyenlGség a diszkrét esetben belatott ite-
racio folytonos esetre vald atvitele. Az indokléasa a kovetkezs: Egyrészt nyil-
van X (1) > X*(7), illetve X (1) > H (7). gy X (r) > X*(7) VvV H (7).
Mas oldalrol legyen p € A,. Miként lattuk, {r = p}, {7 > p} € F,. Ebbdl

kovetkezGen a
* O Ps ha {T <p}
P70, ha {r>p}

megallasi id6 ugyanis {p* <t} = {7 < p} N {p <t} € F;. Nyilvan p* € AX.

EH ()| Fr)=EHp)x(r=p)+H(p)x(p>1)|Fr)=
=EH(n)x(r=p)+H(p)x(p>7)|Fr)=
=EH (n)x(r=p) | F)+EH(p)x(p>71)|Fr) =
=H(m)x(t=p)+x(p>7)E(x(p>7)H(p)| Fr) =
=H(r)x(t=p)+x(p>7)EH (p") | Fr) <
<SH(m)x(t=p)+x(p>7) X" (1) <H(1)V X" (7).
Ebbol X (1) < H (1) V X* (7). O

6.11. Lemma. Majdnem minden kimenetelre X* (1) = X (7).

Bizonyitds. Az egyenlSség csak a {7 < oo} halmazon kétséges, ugyanis mi-
ként megjegyeztiik, a {r = oo} halmazon az X (7) nulla és a bemutatott
indoklas miatt az X* (7) is nyilvan nulla. Legyen 7, \ 7, 7, = 7. A H
feltételezett jobbrdl valo folytonossaga és a Fatou-lemma miatt majdnem
mindenhol

X* (1) = lminf E (H (r,) | F) > E (lminf # (r,) | F;) =
=E(H(r)|F,)=H (7).
Igy majdnem mindenhol
X(r)=X*"(r)VH (r)=X" (7). O

6.12. Lemma. Tetszdleges 1, \( T, T, > T sorozat esetén ha A € F,, akkor

/ X (1)dP = lim [ X (r,)dP.
A

n— oo A

Specidlisan a
t—E(X (1))

fiigguény jobbral folytonos.
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Bizonyitds. Az ,alszubmartingal” egyenlGtlenség miatt ha o > p, akkor
E(X (o) | F) < X (p).
Ebbél a 7, \( 7 miatt
E (X () | Fr) SE(X (Tag) | F7r) < X (7),
igy majdnem mindenhol

lim E(X (1) | Fr) < X (7).

n—oo

Ha A € F,, akkor a két oldalt integralva

lim [ X (7,)dP = lim | E(X (r,) ]| Fr)dP < / X (1) dP.
A

A masik irdnyu egyenlGtlenség igazolasa a kovetkezd: A Fatou-lemma miatt

lim X (1) dP > / lim X (r,) dP.

Legyen o € A, tetszSleges, vagyis legyen o > 7. Vezessiik be a 0, =7, Vo
megallasi id6ket. Trividlisan o, > 7,, ezért o, € A, , igy

X () 2 E(H (op) | Fr,) -

Ezért az el6zd becslést folytatva és kihasznélva, hogy 7, > 7, igy A € F, C
CF,,

lim | X (7,)dP > lim [ H (o,)dP Z/ liminfH (o) dP.

Ha n 7 oo, akkor 7, \( 7, és mivel o > 7 ezért o, \, 0, igy a H jobbrol vald
folytonossaga miatt

tim [ X (r) dP>/H ) dP = /E(H(a)\fT)dP

n—oo

Ahol az egyenlc‘itlenség minden o € A, esetén teljesiil. A halé tulajdonsag
miatt alkalmas (o) C A, sorozatra

E(H (ok) | F7) /7 X (7).

Ezt az éppen belatott sorban alkalmazva, a monoton konvergencia tétel mi-
att:

/X )dP = hm E(H (o) | Fr) < lim [ X (7,)dP,
A

n—roo A

ami éppen a kivant egyenl6tlenség masik irdnya. O
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A lemma szerint, ha vesziik a t — X (¢) leképezést, akkor olyan integral-
hato logikai szupermartingalt kapunk, amelyeknek a varhato érték fliggvénye
jobbrol regularis. Ilyenkor az idézett tétel miatt van a t — X (¢)-nek olyan X
verzi6ja, amelyik jobbrdl reguléris, vagyis amelyik szupermartingél. A regu-
laris verzi6 létezése azt jelenti, hogy minden ¢-re az X (t) és az X (¢) majdnem
mindenhol megegyeznek. Sajnos ez azonban nem jelenti feltétleniil azt, hogy
az X (p) és az X (p) is majdnem mindenhol megegyezik. Vegyiik észre, hogy
az X (p) az X folyamat megallitasat jelenti, az X (p) pedig a korabban defi-
niélt valtozot.

6.13. Allitas. A szenvedések befejezéseként mutassuk meg, hogy tetszéleges

.Mm.

T megdlldsi idd esetén X (1) "= X (7).
A bizonyitast t6bb lemméara bontjuk.
6.14. Lemma. Ha X egy nem negativ szupermartingdl és T, \, T, akkor

minden A € F,. esetén

lim X (1) dP = / X

n—oo A

Bizonyitds. Legyen 7, \, 7. A megallasi opcidkrol szolo tétel alapjan ha
m > n, akkor

E(X ()| 7) <E(X(r) | F) < X (7).

Igy tetszoleges A € F, esetén az ( J A X (Tn) dP) sorozat monoton nd és

lim XTndP</X

n—oo A

A forditott egyenlStlenség indoklasa a kovetkezs: Az X jobbrol valo folyto-
nossaga miatt, felhasznalva, hogy 7, \, T,

lim X (1) = X (7).

n—oo
igy a Fatou-lemma miatt, felhasznalva, hogy a H > 0 miatt X > 0, igy
X >0,

lim X(Tn)dpz/ lim X (7,)dP = /X dP.

Kovetkezésképpen a két egyenlGtlenséget Gsszevetve

lim X (1) dP = / X O

n—oo A
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6.15. Lemma. Tetszdleges 7 megdlldsi 1d6hoz létezik olyan T, \, T sorozat,

amelyek 1, > 7 €és minden n-re a T, véges szdmi elembdl dllo értékkészletd

megdlldsi 1dd.
A lemma bizonyitasa kézismert, igy az olvasora bizzuk.

6.16. Lemma. Ha 7= t;xa, alaki, akkor X (1) =Y X (t;) xa

Bizonyitds. Legyen p tetsz6leges megallasi id6, A € F,. A

o Jpw), ha we A
pA(w){ 00, ha wé¢A

egy megallasi id6 ugyanis az A € F, miatt
{pa<t}={p<t}nNnAeF.
Ha p € A,, akkor mivel H (c0) =0

= ZH(/)AJ = ZH(pAi)XA

Masrészt akarhogyan vesziink p; megallasi idSket, amelyekre p; az A;-n nem
kisebb, mint a t; p = > (p;) 4, € A, és megforditva nyilvin minden p € A,
eléallithato igy.

X(r) = esssupE(H (p) | Fr) = esssupE(ZH pA, IF>

pEA, pEA
= esssup Z E(H Z ess sup E A;) XA
- pEA L

PEA,

N Fra)=

:ZX TA,, :ZX ti XA; - O

Az dllitds bizonyitdsa. A mar belatott

lim X (1) dP = / X (1
n—oo A

egyenldség alapjan, felhasznélva, hogy a (7,) sorozat tagjainak értékkészlete

legfeljebb megszamlalhato, ezért X (7,) "= X (7,,)

/X(T)dP: lim X (1) dP = lim X (Tn) dP = /X
A

n—oo A n—oo A

Mivel az X (7) és az X (7) integralhaté és F,-mérhetéek, valamint mivel az
egyenléség minden A € F, esetén teljesiil, ezért majdnem mindenhol X (7) =
=X (7). O
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6.17. Definicié. Az X folyamatot a tovabbiakban egyszertien X-szel fogjuk
jelolni, és a H folyamat Snell-burkoldjanak fogjuk mondani.

6.18. Definicié. Az mondjuk, hogy valamely Y folyamat dominélja a Z
folyamatot, ha egy valoszintiséggel az Y trajektoriai minden idépontban nem
kisebb, mint a Z megfelels trajektoriaja.

6.19. Tétel (Snell-burkolo létezése). A megadott feltételek mellett a Snell-
burkolo létezik és a Snell-burkolo a legkisebb szupermartingdl, amely domi-
ndlja o H kifizetést.

Bizonyitds. Ha a folyamatok trajektoriai jobbrol folytonosak, akkor a domi-
nalashoz elegendd, hogy egy megszamlalhatoé az idGtengelyen stirdd halmaz
minden pontjaban az Y (t) > Z (t) egyenlétlenség teljesiiljon majdnem min-
denhol. Ugyanis ha egyesitjiik a kivételes kimenetelek halmazat, akkor a stird
halmaz megszamlalhatosdga miatt a kivételes pontok egyesitett halmaza is
csak nulla meértékd. A nem kivételes pontok mindegyikére Y (¢) > Z (¢) a stird
halmaz minden pontjara. A jobbrol valo folytonossag miatt az egyenlétlenség
az Osszes id6pontra kiterjeszthets. Trivilisan X (t) > H (t) majdnem min-
denhol. Mivel mind a két folyamat jobbrol folytonos, ezért az X dominalja a
H kifizetést.

Legyen Y egy masik szupermartingal, amely dominélja a H kifizetést, és
legyen t tetszGleges. A megéallasi opciokrol szolo tétel miatt ha 7 € A4, akkor

E(H (r) | F) <EY (1) [ F) <Y (1).
Az X definici6ja alapjan majdnem mindenhol

X (t) = eisezupE(H(TH]-})gY(t). O

Erdemes hangstlyozni, az allitas igazolasahoz a H-rol a jobbrol regulari-
tast, a nem negativitast, illetve a g* végességét hasznaltuk ki. Ez utébbira
azért volt sziikség, ugyanis csak integralhato logikai szupermartingélokhoz tu-
dunk, regularis verziot késziteni. A logikai szubmartingalok vesztik a varhato
értéket, igy a folyamat integralhaté, ha a t = 0 pontban integralhato, ami
a jelen helyzetben pontosan azt jelenti, hogy a feladat optimalis megoldéasa
véges.

6.1.3. Az optimalitasi kritérium

Térjlink ra az optimalitas kritériuménak igazolasara.

6.20. Tétel (Optimalitasi kritérium). Valamely 7% < 0o megdlldsi idd opti-
malitdsinak sziikséges és elegendd feltétele, hogy
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1. H (t*) = X (7*) majdnem mindenhol,
2. az X7 megdllitott folyamat (egyenletesen integrdlhatd) martingdl.

Bizonyitds. Az egyik irany indoklasa egyszert. Tegyiik fel, hogy teljesiilnek
a megadott kritériumok. Az X martingal. Vegyiik észre, hogy az X ren-
delkezik a oo id6pontra valoé kiterjesztéssel. Ennek oka, hogy mivel a modell
feltételei szerint a H rendelkezik egy integralhaté majoranssal, ezért az integ-
ralhaté6 majoransbol all konstans sorozat a H-t majoralé szupermartingal,
igy mivel az X a minimélis dominalé szupermartingal, ezért az H-t majo-
ralo valtozé az X-nek is majoransa, tehat az X7 nem pusztan martingal,
hanem egyenletesen integralhaté martingal. Felhasznalva, hogy az Fy csak
a nulla és egy valoszintiségd halmazokat tartalmazza valamint hogy az X7
egyenletesen integralhaté martingal

E(H () =E(X (7)) = E (XT* (oo)) =

-E (XT* (0)) —E(X(0) =
=E(X(0) | Fo) = X(0) =47,
vagyis a 7" optimaélis. Vegyiik észre, hogy kihasznaltuk, hogy 7* < co. Ugyan-
is az E(X (7*)) = E (X" (00)) egyenléségben a végtelen tavoli pontra valo
kiterjesztést az egyenlet két oldalan két kiilonb6z6 mdédon értjﬁkﬂ
Megforditva, tegyiik fel, hogy a 7* optimalis. Az optimalis megoldas min-
den olyan részhalmazon optimalis, amelynek megengedett eleme, igy a

E (esssupH (p) | .7-"(7) =E(X (1) | F,) =esssupE(H (p) | Fs) -
PEAL pPEA
egyenlség alapjan a 0 = 0, 7 = 7* szereposztassal

B(H (") = sw B(H () = (epsgAsuPH ) -

_E (E (issAs?PH | ]—‘)) _
B (esssupE<H (o) | m) SE(X ().

PEA
Ugyanakkor H (7*) < X (7%), igy az 1. teljesiil. Masrészt tetsz6leges o kor-
latos megallasi id6re a mar emlitett részhalmazon val6é optimalitas miatt

E(H ()= sw E(H(r)=E(X(r" o) =E (X" ().

TEA o

5 Gondoljunk csak a méar bemutatott H (t) =t/ (1 + t) példara. H (co) = X (c0) =0
definici6val élve a két feltétel teljesiil, de mégsem lesz a 7 = oo optimalis megallitasi
idsé.
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Igy az X7 folyamat, adaptalt és jobbrol regularis, és korlatos megallasi idsk
esetén a megéllitott valtozd varhato értéke fiiggetlen a korlatos megallitasi
id6tél, igy az X martingal. O

Az optimalitasi kritérium fontos kovetkezménye, hogy amennyiben a fel-
adatnak van 7* < oo optimalis megoldésa, akkor az {X = H} halmaz

7o =inf{t | X (t) = H (1)}

talalati ideje majdnem minden kimenetelre véges, ugyanis az elsg kritérium-
bél nyilvanvaléan 7, < 7 < co. Mivel X7 = (X T*)T* , ezért az X7 szintén
martingal, igy a 7, talalati id6 egyuttal optimalis megéallitas is. Ebbé&l kovet-
kez&en ha van optimélis megoldas, akkor a 7, a legkisebb optimalis megoldas.
A tovabbi erdfeszitések célja annak igazolasa, hogy ha a 7, talalati id6 véges,
akkor van optimalis megallitas. Ha a {H = X} halmaz 7, talalati ideje vé-
ges, akkor a H és az X jobbrol valo folytonossaga miatt H (7.) = X (7:). A
T, optimailtasdhoz csak azt kell megmutatni, hogy az X ™ martingal. Ennek
kozvetlen igazolasa nem is olyan egyszerti, és miként latni fogjuk, keriilutat
kell vélasztanuk.

6.1.4. Az optimalis megallitasi id6 létezése
ElGszor nézziink még egy példat.
6.21. Példa. Nem létezik optimélis megallités.

Felvethets, hogy miért van sziikség ellenpéldara, ugyanis egyet mar lat-
tunk. Természetesen azért, mert a korabbi ellenpélda nem volt teljesen fair,
abban az értelemben, hogy erésen arra jatszott ra, hogy a t = co idépontban
a megallitott valtozot mindenképpen nullanak definidljuk. Tekintsiik a

H(t)éexp<w(t)—;+t+11)

folyamatot. Az
t

M 1) = e (wit) - 5

exponencialis martingal. Az M exponencialis martingél kanonikus példaja a
nem egyenletesen integralhaté martingélnak. Az M azért nem egyenletesen
integralhato, mert ha ¢ — oo, akkor M (t) — 0. Ez azért igaz, mert az
M egy nem negativ martingal, igy van hatarértéke a végtelenben, de mivel
a w barmilyen id6pont utan visszatér az origéba, ezért alkalmas 7, " oo
sorozatra
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Ebbél kovetkezGen az M az M (0o0) = 0 definicoval kiterjeszthets a ¢ = oo
idépontra. Ekkor az M a [0,00] idészakon folytonos szupermartingél lesz.
Természetesen a H (00) = 0 definicioval a H is folytonosan kiterjeszthetd
a t = oo id6pontra. Nyilvan M > H, tehat a H Snell-burkol6ja nem lehet
nagyobb mint az M. A konstrukcié szerint

X (t)=esssupE (H (1) | Ft) > esssupE (H (s) | F;) =
TEA s>y
1
=Mt ) =M.
()SSEE’QXP( S+1> (t)

Ebbdl kévetkezGen az M éppen a H Snell-burkoloja. Vilagos, hogy az egyetlen
olyan 7*, amelyre H (7*) = M (7*) a 7* = oo. Ilyenkor azonban a H (7*) = 0,
amely érték nem lehet optimalis. Vegyiik észre, hogy az M7 megallitott folya-
mat nem martingal a [0, oo] halmazon. Csak szupermartingal, igy a mésodik
kritérium nem teljesiil! Vegyiik azt is észre, hogy determinisztikus idétransz-
formécioval a példat attranszformalhatjuk véges idShorizontra. Hangstlyozni
kell, hogy a H folyamat nem rendelkezik integralhat6é majoranssal, mert ak-
kor az M is rendelkezne integralhaté majorénssal, és akkor az M egyenletesen
integralhato lenne, tehat folytonos martingalként kiterjeszthetd lenne a [0, 0o]
halmazra. |

6.22. Definici6. Tetszbleges 0 < A < 1 skalér és tetszsleges o megallasi id6
esetén

™ (o) Zinf{t >0 | AX (t) < H (1)},
" (0) = )1\1/1111 ™ (o).

6.23. Tétel. Ha a H folytonos és létezik a H-nak integrdlhato majordnsa,
és a 7* = limy ~ 7 (0) véges, akkor a T* optimdlis megdllitdsi idé.

Bizonyitds. Mivel az X jobbroél regularis, ezért a
72(0) =inf {t >0 | AX (t) < H (1)}
megallasi id6. A 7* a X névekvs fiiggvénye. Ha A, 7 1, akkor
{r <ty=n,{m* <t} e R,
vagyis a 7* megallasi id6. (Megallasi idok novekedd sorozatanak hatarértéke
megéallasi id6.) Kérdés persze, hogy optimalis-e? A H és az X jobbrol valo

folytonossaga miatt trivialisan

AX (’7')\ (o)) <H (T)‘ (0)) . (6.2)
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(Ha 7 (o) valamely kimenetelre végtelen, akkor mind a két oldal értéke defi-
nicio szerint nulla.) Az optiméalis megéallitas létezésének igazolasa a kovetkezd
egyenlGségen mulik:

6.24. Lemma. A definicioban megadott feltételek teljestilése esetén
X (o) =" E(X (1 (0)) | F») . (6.3)

Miel6tt a lemmat belatnank, mutassuk meg, hogy a lemméban szerepls
egyenlGséghdl folytonos H esetén kovetkezik a 7% = 7* (0) optimalitiasa. A
jobbrol folytonossag miatti korabban emlitett egyenl6tlenség alapjan,
felhasznalva, hogy a H rendelkezik integralhaté majoranssal, ezért ha A 7 1,
akkor a hatarérték és a feltételes varhato érték képzése felcserélhets. (Mivel a
72 (0) a A-ban trivialisan né, ezért a kovetkezs szamolasban a H balrol vald
folytonossagéara van sziikség.)

X (0) = lim X (0) = lim B (X (7 (0)) [ Fo) = lim E (X (v (0))) <

< lim %E (H (r*(0))) =

-F (P/mlH (r (0))> -E <H (;i/ml g (0)>)
>

Mas oldalrol trivialisan 7* (0) € Ay, ugyanis 7* (0)
Snell-burkolé definici6ja miatt

[le

E (H (77(0))).-

7 (0) > 0. Ezért a

X (0) = E(H (7 (0) | Fo),
amit az el6z6 becsléssel Gsszevetve
X (0)=E(H(77(0) | Fo).
Kovetkezésképpen a 7* (0) valoban optimalis megallitas. O

A lemma bizonyitdsa. Térjiink ra a lemmaban szerepls (6.3]) egyenléség in-
doklaséara. A bizonyitéast tobb lépésre bontjuk.

1. Trivialisan 7* (¢) > 0. Az X nem negativ szupermartingal, igy a meg-
allési opciokrol szolo tétel miatt X (o) > E (X (77 (0)) | F») , gy csak az
ellenkez6 iranyt X (o) < E (X (7% (0)) | F») egyenl6tlenséget kell igazolni.
Tekintsiik az

V() =E(X (@) | F), Y(o)=E(X (Y (0)) | F»)
valtozokat. Mivel az

X (o) <E(X (7" (0)) | F») =Y (0)
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egyenl6tlenséget kell igazolni, ezért elegendd mutatni, hogy az Y is tekinthetd
szupermartingalnak, az Y (o) is ,szarmaztathatd” a megéllasi opciokbol szolo
tételbdl, illetve hogy X (t) <Y (¢).

2. Ha s < t, akkor az s < 77 (s) miatt a torony szabély tbbszori alkal-
mazaséaval — kihasznélva, hogy az X szupermartingél — a megallasi opciokrol
57010 tétel miatt

EY(@#)|F)=EEX (W) |F)|F) =EX (@) | F) =
=E(E X (1) | For) | Fs) SE(X (7 (s)) | Fo) =Y (s).

Kovetkezésképpen az Y egy integralhato6 logikai szupermartingal. Megmutat-
juk, hogy az Y-nak van jobbrol regularis verzidja. Ehhez a mér idézett tétel
miatt meg kell mutatni, hogy az E (Y (¢)) fiiggvény jobbrol folytonos.

3. Alabb megmutatjuk, hogy a 7* (¢) jobbrdl folytonos. Ez, és az X jobbrol
valo folytonossidga miatt a Fatou-lemma felhasznalaséval

ii\rr%E(Y (5)) = li\rriE(E (X (T2 (9)) | Fy)) = £i\r%E(X (T (s))) >

=" <n§1\itnfx (~ (s))> _E(X (P () SEY ().

A logikai szupermartingél tulajdonsag miatt az E (Y (¢)) nem névekedd, igy

EY () <ImE(Y(s) <EY (1),
vagyis az E (Y (t)) jobbrol folytonos. Jelolje az Y szupermartingal modosita-
sat Y.

4. Miként igértiikk, megmutatjuk, hogy a t + 7* (t) folyamat trajektoriai
minden kimenetelre valoban jobbrol folytonosak. Vilagos, hogy ha s; > so,
és

8= {t> s | AX (1) < H (1)},
akkor S; C So.kovetkezésképpen 7 (s1) > 72 (s2), igy a 7 trajektoriai
novekedsek. Ha s, s, akkor van olyan (t,) sorozat, amelyre

{tn > sn | AX (tn) < H (tn)} &5 tn, — 7" (s5,) <27
A t, > s, > s és a konstrukcié miatt feltehets, hogy

ty \(t* = lim 77 (s,).

n—oo

Tegyiik fel, hogy a 7} nem jobbrol folytonos. A trajektoridk névekedése miatt
ilyenkor 72 (s) < t*. Trivialisan s < 72 (s), igy s < t*. Az X és a H jobbrol
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val6 folytonossaga és a AX (t,,) < H (t,) miatt AX (¢*) < H (t*). A 72 (s) <
< t* csak akkor lehetséges, ha van olyan s < t** < t*, amelyreﬁ

AX (%) < H ().

De ekkor mivel s,, \ s, elég nagy n-re az s, < t** is teljesiil, tehat a 7* (s,,)
definicioja miatt
7 (sp) <t < t* = lim 7 (s,),

n—oo

ami lehetetlen.

5. Megmutatjuk, hogy tetszéleges o megallasi id6 esetén is Y (o) "=
Y () . Ennek indoklasa igen hasonlé a korabban a Snell-burkolé konstrualasa
soran bemutatottal. Most is tekintsiink egy megszamlélhato értékkeszletd
megallasi id6kbdl allo sorozatot, amelyre o, \, 0. Az Y szupermartingal, igy

lim [ Y (0,)dP = / Y (o) dP.
n,oo J 5 A

Ez az egyenl6ség minden nem negativ szupermartingél esetén érvényes, és

miként lattuk, elsGsorban arra épiil, hogy a szupermartingélok jobbrol folyto-

nosak. Nézziik, most az analog egyenlGséget az Y-ra. El6szor is megjegyezziik,

hogy ha 7 > o, akkor
E(Y (7)|F;) <Y (o),

Ezt azonos médon kell belatni, mint ahogyan az analog egyenlGtlenséget iga-
zoltuk fix id6pontok esetén a 2. pontban. Igy az Y (o) formailag kielégiti a
megallasi opciokrol szolo tételt. Legyen A € F,. Miként szintén mar lattuk,
a szupermartingal egyenlGtlenség miatt

/Ay(an)dP:/AE(Y(an)|fg)dPg[4Y(a)dP.

Kovetkezésképpen

limsup/ Y (0,,)dP < / Y (o) dP.
n—00 A A

Eddig a jelen bizonyitas és az X Snell-burkol6 esetén targyalt bizonyitas sz6
szerint megegyezik. Ett6] a 1épést6l azonban a két bizonyitas mar mas. Miként
megjegyeztiik, a gond értelemszertien abbol ered, hogy az Y nem feltétlentil
jobbrol folytonos. (Hat persze, ez volt az eredeti probléma, ezért kellett attér-
ni a regularis verziora!) Most azonban a bizonyitas joval egyszertibb, ugyanis

6 Itt kihasznaltuk a 7> (0) definicivjaban megjelend szigort egyenl6tlenséget. Altala-
ban, ha egy monoton fiiggvény ,inverze* a konstans szakaszok miatt lehet jobbrol
vagy balrol folytonos attél fliggéen, hogy konstans szakaszokon melyik végpontot
vessziik figyelembe.
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az Y a specialis konstrukcié miatt majdnem jobbrdl folytonos, ugyanis az Y
definici6jaban szereplé X (T)‘) folyamat jobbrél folytonos.

A Fatou-lemma miatt, valamint felhasznalva, hogy 7 (0,,) \, 7 (o) és
hogy az X jobbrol folytonos

liminf [ Y (0,)dP = liminf [ E (X (7% (0,)) | Fo,) dP =

n—oQ

~ liminf / E (X ( (0,)) | o) dP >
A

> /AE (limian (7% (o0)) | fg) dP =

= /E(X (7 (o)) |]-'U)é/Y(a)dP.
A A

Igy a mar belatott irannyal Gsszevetve

lim Y(on)sz/Y(J)dP.
A

n—oo A

Ettol a 1épéstdl kezdve a két bizonyitas Gjra azonos. A o, megszamlalhato

értékkeészletd, igy
/?(Un)dP:/Y(an)dP,
A A

kovetkezésképpen a két oldalon hatarértéket véve

/A?(a)dP:/AY(a)dP.

Mivel ez minden A € F, esetén teljesiil és a két oldalon az integrandusok
F,-mérhet&ek és integralhatoak, ezért

Y (o) ™" Y (o).

A tovabbiakban a Y helyett az egyszertibb Y jelolést hasznéljuk.

6. Meg kell mutatni, hogy X < Y. Tekintsiik a Z = AX 4+ (1 — \) Y folya-
matot. Mivel 0 < A < 1 a folyamat szupermartingalok konvex kombinacidja
igy szupermartingal. Az X <Y igazolasihoz meg kell mutatni, hogy Z > H,
ugyanis mivel X a legkisebb majorald szupermartingal, ezért

AX+(1-NY =Z>X,
amibdl az X <Y evidens.
Ha 7 (t) > t, akkor a 7> (t) definici6ja miatt a AX (t) < H (t) nem teljesiil,
igy
ZH)=AX O +Q-NY @) >AX () >H().
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Hatravan még a 7> () =t eset.

X (A () =t)Z(t) =

X =) AX () + (1 =NV (1) =
ZX(PO=t)AXO+A-Nx (PO =) E(X (7* @) | F) =
zx(T’\ t)=t)AX (t)+(1—-NE(x (T’\ (t):t)X(T)‘ ®) | F) =
=x(P O =t)AX O+ (1 -NE K@) =t)X (1) | F) =
=xX(PO=t)IXO+L-Nx (O =t)EX ()| F) =

=x () =t) AX () +(1-NEX ) | F)) =

=x (P () =) QX () + (1 -V X (1) =
=x(T*O)=t) X ({t)>x (" (t)=1t) H (t)

Vagyis a Z valoban olyan szupermartingal, amely majoralja a H-t, igy a Snell-
burkol6 definicidja miatt Z > X, igy Y > X kovetkezésképpen majdnem
mindenhol

X(0)<Y(o)=E (X (7')‘ (U)) | .7:(7) .

Ezt az els6 pontban kapott egyenlStlenséggel Gsszevetve éppen az igazolando
egyenlséget kapjuk. O

6.1.5. Az optimalis megallasi id6 és a talalati id6

6.25. Tétel. Tegyiik fel, hogy a H folytonos és rendelkezik integrdlhats ma-
jordnssal. Tegyiik fel tovdbbd, hogy a {H = X} halmaz taldlati ideje véges.
Tlyenkor az imént bevezetett T is véges és a T éppen a {H = X} halmaz
taldlati ideje, vagyis majdnem mindenhol

Tr=inf{t >0|H (@) =X(t)}.
Kovetkezésképpen o {H = X} halmaz taldlati ideje optimdlis megdllitds.

Bizonyitds. Jelolje . < oo a {H = X} halmaz kezd&idejét. Vegyiik észre,
hogy ha valamely kimenetelre 7, > 0, akkor van olyan ¢t > 7, > 0, amelyre
a {H (t) = X (t)}. Minden ilyen t-re H (t) > A\X (t) és H (0) # X (0), igy az
olyan kimenetelekre, amelyekre 7, > 0
(0) =inf {t >0 [ AX (1) <H ()} <
<inf{t>0|X(t)=H(t)} = 7.

Kovetkezésképpen ilyenkor

7 = lim 7 (0) < 7.
A
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Vizsgaljuk meg a {7. = O}kimeneteleket. Az X és a H jobbrol valo folyto-
nossaga miatt a {r. = 0} halmazon X (0) = H (0). Ha valamely kimenetelre
X (0) = H (0) > 0, akkor a jobbrol valo folytonossag miatt minden A < l-re
H (t) > AX (t) minden elegend@en kicsi pozitv t-re, igy ilyenkor 7* (0) = 0,
kovetkezésképpen 7 = 0, vagyis ilyenkor 7, = 7*. Ha valamely kimenetelre
X (0) = H (0) = 0, akkor a megallasi opciokrol szolo tétel szerint tetszéleges
t-re

E (x (X (0) = 0) X (£)) = /{ o X (P /{ oy K@=

m.

tehat ilyenkor az {X (0) =0} halmazon X (t) "=" 0, vagyis trivilisan
AX (1) = 0 < H(t), igy 7 ™" 0, vagyis 7" =" 0. Ebbdl kovetkezGen
majdnem mindenhol 7* < 7,. Igy a 7, feltételezett végessége miatt a 7* egy
véges megéallasi id6. Kovetkezésképpen az elézd allitas miatt a 7% optimaélis.
Ebbél kovetkezSen az optimalitasi kritérium miatt H (7*) = X (7%), vagyis
a7, < 7" is teljesiil. O

6.26. Példa. Vizsgaljuk meg a H (t) =t/ (1 +t) folyamatot.

Konnyen lathato, hogy most X (¢) = 1. A {H = X} halmaz {ires, igy a
talalati ideje 7. = 400, amely nem optimalis megoldas. Ha 0 < A < 1 és
A=t/(1+1t),akkor t = A/ (1 —)), igy 7" = o0. O

6.2. Homogén Ito-difftiziok és az er6s Markov-
tulajdonsag
A tovabbiakban ismét attekintjiik az optimaélis megallitas probléméajat, de az
absztrakt nyelvezet helyett a modell fogalmait némiképpen specifikaljuk.
1. A problémat Ito-difftuziokra targyaljuk.
2. A H (t) kifizetés g (X (¢t)) alaka, ahol X egy Ito-diffuzio, g pedig foly-

tonos fliggvény.

6.27. Definicié. Homogén It6-difftzion sztochasztikus folyamatot olyan csa-
ladjat értlink, amely kielégiti a
dX;" =b (X" dt + o (X)) dw,
t>s,X%%(s) =

sztochasztikus differencidlegyenletet, ahol b : R™ — R” és o : R™ — R"*™,
Feltessziik tovabba, hogy a modellben szerepl§ paraméterek elég ,,jok”, vagyis
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teljesitik azokat a feltételeket, amelyek biztositjak, hogy az egyenlet gyenge
megoldasa minden (s,z) par esetén létezik és egyértelmi. Filtracion a

(wl,wg,...,wm)

Wiener-folyamatok altal generalt kiterjesztett filtraciot érjiik.

Az Ito-diffaziok a dinamikus rendszerek fogalmanak altalanositéasai. Min-
den x kezdeti feltétel esetén més és mas folyamatot kapunk. Jelolje X a meg-
oldas altal definialt sztochasztikus dinamikus rendszert. Az X valojaban egy
X (s,x,t,w) négyvaltozos fiiggvény. A felirasbol ugyancsak lathato, hogy az
X értékkészletének dimenzidja n, és a modellben szerepl§ fiiggetlen Wiener-
folyamatok szama m. TetszGleges s és x valamint ¢ esetén az X (s,x,t) egy
valoszintiségi valtozo. Az X* jelolésen az s = 0 idGponthoz tartozo, az x
kezdeti pontbol elinditott megoldast értjik. Az Ito-diffuziokat a tovabbiak-
ban a kanonikus reprezentacioban fogjuk tekinteni. Az x pontbdl elinditott
folyamat eloszlasat jelolje P*. Emlékeztetiink az er6s Markov-tulajdonsagra:

6.28. Tétel. Legyen ® a C (]0,00)) téren értelmezett nem negativ Borel-
meérhetd figguény és legyen T tetszdleges véges megdlldsi idd. Ekkor minden
z-re a P* mérték szerint majdnem mindenhol

E™ (®(0,X) | F2) = E* (® (0,X) | X (1)) = EX (& (X)).

A ® mérhetdsége kapcsan valojaban nem a Borel-mérhetdség a lényeg,
hanem az, hogy a ®, hasonléan a F° filtracié generalasahoz, a koordinéta-
fiiggvények altal generélt o-algebrara nézve mérhets. A C ([0, 00)) specialis
tulajdonsagai miatt ez egybeesik a Borel-mérhetdséggel. A késSbbiek szem-
pontjabol donts a kévetkezs példa:

6.29. Példa. Nyilt halmazokbol valo kilépés idpontjaban felvett érték Borel-
mérhetGsége.

Legyen G C R"™ egy tetszbleges nyilt halmaz és tekintsiik a
Te=inf{t| X (t) ¢ G} =inf{t | X (t) € G}

véletlen idépontot. A 7¢ éppen a G€ zart halmaz talalati ideje. Erdemes
hangstlyozni, hogy tetszéleges Borel-mérhets halmazokbdl valo kilépési iddk,
vagyis a Borel-mérhet§ halmazok talalati idejei csak a szokasos feltételek
teljestilése esetén lesznek biztosan megallasi id6k. Ahhoz, hogy megallasi id6k
kapjunk a filtraciot teljessé kell tenni. A teljessé tett o-algebra szerint mérheté
fliggvényekre az erés Markov-tulajdonsidgot azonban nem igazoltuk. Ha R
talalati ideje a filtraciora tett minden tovabbi feltétel megkovetelése nélkiil
is megallasi id6. A kilépés helyét megado X (7¢) € R™ megallitott valtozo,
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mint minden megéllitott valtozo, mérhets, vagyis a folytonos fliggvények Q =
C ([0, 00)) terén Borel-mérhets. Ha ¢ : R*— R egy tetszsleges Borel-mérhets

fiiggvény, akkor a @ (X (w)) = ¢ (X (7¢)) modon definialt funkcional szintén
Borel-mérhetd fiiggvény a lehetséges trajektoridk Q = C ([0, 00)) terén. O

A kés6bb bevezetett elnevezések motivalasa céljabol réviden emlékezte-
tiink a harmonikus fiiggvényekre. Megmutathato a kévetkezd:

6.30. Allitas. Egy f figguény pontosan akkor harmonikus eqy G nyilt hal-
mazon, vagyis pontosan akkor

Af (X) =0, x€G, ha f (X) / (Y) d\or (y)

" Nor (OR) Jor

minden R C G gomb esetén, ahol \gr jeloli a R gomb felszinén értelmezett
felszinmértéket.

Bizonyitds. Az egyik irany, nevezetesen, hogy ha az f harmonikus, akkor
teljesiil az atlag tulajdonsag, az Ito-formula miatt trivialis: Elegendd a for-
mulét a gdmbdl valo kilépés idépontjara alkalmazni és a formulédban szerepld
két tag varhato értékét kiszamolni. A masik irdny valamivel bonyolultabb és
az indoklast elhagyjuk. O

6.31. Példa. Wiener-folyamat nyilt halmazbol val6 kilépése és a harmonikus
fliggvények.

Legyen w egy n dimenziés Wiener-folyamat és legyen G C R™ egy nyilt
halmaz és legyen ¢ a G halmaz G hataran értelmezett, korlatos, ,hasznos-
sagi” fiiggvény. Legyen 7¢ a koradbban definialt kilépési id6pont és f (x) =
E* (o (w(7g))), vagyis f (x) legyen az x id6pontbdl elinditott Wiener-folya-
mat kilépéskor valo atlagos p-értéke. Legyen R (x,7) CGés S = {|ly|| =r} a
R (x,r) felszine. Mivel a w Wiener-folyamat forgatasinvarians, ezért a w (7g)
valtozo

p(C) = P*(w(rs) € C) = E* (xc (W (75))), C €R(S)

eloszléasa is forgatasinvarians. Konnyen megmutathato, hogy a géombfelszinen
a forgatasinvarians valoszintiségi mérték egyértelmi, és barmely azonos szog-
tartomany p mértéke azonos. A u tekinthets az S gémbfelszinen vald egyen-
letes eloszlasnak. Mivel ahhoz, hogy w a G-bdl kilépjen ki kell elébb 1épnie
a R(x,r)-bdl is, vagyis bele kell metszenie az S-be, ezért az erds Markov-
tulajdonsag és a transzformalt valdszintiségi valtozok varhatd értékének kép-
lete miatt
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[le

f(x)=E*(p(w(10))) = EX(®(w)) = E"(‘I’(9 W)

" (B <<1><emw>|fm>>=E*( B¥() (@ (w)) =
(B0 (p wlre)) = B* () = [ 1)

Kovetkezésképpen az f fliggvény harmonikus. O

|
& o

6.2.1. Az optimalis megallitas problémaja Ito-difftzidkra

Legyen X egy homogén Ito-diffizié és legyen g : R™ — Ry. Az optimaélis
megallitas feladata a

g (x) = sup E*(g(X) (1)) = sup E(9(X*) (1) =

= sup E (g (X™) (1) x (7 < 00))

érték meghatarozasa. Vegyiik észre, hogy a feladat szempontjabol elvileg nem
koézombos, hogy a kanonikus megfogalmazéasban, vagy az eredeti megfogal-
mazasban irjuk-e fel a feladatot, ugyanis a két kiilonb6z6 megfogalmazasban
semmi sem biztositja a megallasi id6k halmazanak kolecsonos megfeleltethets-
ségét. Az optimaélis megallasi id6k halmaza tartalmazza bizonyos halmazokbol
valo els6 kilépések idGpontjat. A kilépések idépontjai csak a trajektoriaktol
fliggnek, igy az optimum szempontjabol mind a két megfogalmazas esetén
rendelkezésre allnak. A feladatban elc’ifordulhat hogy valamely w kimenetel-

g(X) (7 ) klﬁzetes értékét az w kimenetel esetén nullanak definialjuk.

6.2.2. Szuperharmonikus fliggvények

6.32. Definici6. Emlékeztetiink, hogy definici6 szerint egy f fiiggvényt alul-
rol félig folytonosnak mondunk, ha tetszsleges x, — x sorozatra

lim inf f (a1) > f ().

Ez a definicié ekvivalens avval, hogy tetszsleges A szint esetén az {f > A}
halmaz nyilt, illetve az {f < A} halmaz zért.

6.33. Definici6. Valamely f : R™ — [0, co] Borel-mérhet6 fiiggvényt szuper-
kozepesnek mondunk, ha tetszéleges x és tetszdleges 7 megallasi id§ esetén

f(x) = EX(f (X (7)) = E(f (X*(7))) .
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Az alulrol félig folytonos és szuperkozepes fiiggvényeket szuperharmonikus-
nak mondjuk. Természetesen a szuperkozepesség és igy a szuperharmonikus
tulajdonsag az alapul vett X diffazio szerint értendd.

A definiciobdl vilagos, hogy a szuperkozepesség a konkav fiiggvényeknek, a
szuperharmonikussig az alulrdl félig folytonos konkav fiiggvények altalanosi-
tasanak felel meg. Ha (f,) alulrél félig folytonos és f = sup f,, akkor az f is
alulrol félig folytonos ugyanis {f < A} = Ny {fo < A}. A szuperharmonikus-
minden 7 megéallasi id& esetén teljesiilni kell. A feltétel teljesiilésének ellendriz-
hetGsége nem tiinik egyszertinek. Eppen ezt probalja megkeriilni a kovetkezs
definicio:

6.34. Definici6. Az alulrol félig folytonos f : R™ — [0, 0] fiiggvényt ex-
cesszivnek, vagy tulzé6 mondjuk, ha minden s > 0 id&pont esetén

f(x)=E*(f(X(0)) = EX(f (X ().

6.35. Allitas. Ha X egy Ito-diffizid, akkor valamely f : R™ — [0, 00] pon-
tosan akkor tilzd, ha szuperharmonikus.

Bizonyitds. Az egyik irany, nevezetesen hogy minden szuperharmonikus fiigg-
vény tulzo, trividlis. Mivel mind a két fogalom definici6jaban szerepel az alul-
rol félig folytonosség, a forditott irany bizonyitasahoz elegendé belatni, hogy
az f szuperkozepes. Ennek igazolasat tobb lemmara bontjuk.

6.36. Lemma. A kévetkezd tulajdonsdgok teljestilnek :

1. Ha o, > 0 és az f és a g szuperharmonikus, akkor az af 4+ Bg is
szuperharmonikus. Hasonld tulajdonsdg teljestil a szuperkédzepes €és a
tilzo fiigguényekre.

2. Ha (f) szuperkizepes fiiggvények egy halmaza és az f (x) = inf, f, (z)
Borel-mérhetd, akkor az f szuperkézepes. Ha az fligguény alulrél fé-
lig folytonos, akkor ez a szuperharmonikus és a tilzd figguényekre is
teljestil. Specidlisan az f emlitett tulajdonsdgait megoréklik az f A n
fiigguények.

3. Ho 0 < f, & f és mindegyik f, szuperharmonikus, akkor az f is
szuperharmonikus. Hasonld tulajdonsdg érvényes a szuperkizepes €s a
tulzo fligguényekre.

A lemma bizonyitdsa. Az egyes tulajdonsagok indoklésa a kévetkezs:

1. Az els6 tulajdonsag bizonyitasa nyilvanvalo.
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2. A szuperkozepesség definicidja szerint tetszoleges v indexre és minden 7
megallasi id§ esetén, feltéve, hogy az f Borel-mérhets és igy az utolsé varhato
érték értelmes

fry (%) 2 E*(fy (X (7)) = E* (f (X (7)) -
A ~y szerint infimumot véve az allitas evidens médon kovetkezik.
3. Ha az (f,) fiiggvények szuperkozepesek, akkor a monoton konvergencia
tétel miatt

f(x) = lim f, (x) 2 lim E*(f (X (7)) =

= EX (nli_{rolo f (X (T))) =B (f (X (7)),

vagyis az f szuperkozepes. Ha az (f,) fliggvények alulrdl félig folytonosak,
akkor az f = sup,, f,, is alulrol félig folytonos, igy a szuperharmonikussag is
megdrzédik. O

Mivel a konstans fliggvények tulzoak és szuperharmonikusak, ezért a lem-
méaban szerepld tulajdonsagok alapjan az allitas bizonyitasa soran feltehetd,
hogy az f korlatos.

6.37. Lemma. Ha az f tulzd, akkor minden x esetén az E* mérték mel-
lett az f(X) olyan logikai szupermartingdl, amelynek van szupermartingdl
mdodositdsa.

A lemma bizonyitisa. A Markov-tulajdonsag és a tulzo fiiggvények definici-
6ja miatt

EX(f(X (t+h) | Fo) = BXO (£ (X (W) < F(X (1)),

vagyis az f (X) logikai szupermartingal. Mivel az f korlatos, ezért az f (X (t))
integralhatd. Az ekvivalens modositas 1étezéséhez elég megmutatni, hogy az
E*(f (X (t))) jobbrol folytonos. Erdemes emlékeztetni, hogy a filtracio a
Wiener-folyamat altal generalt filtracié, amely nem jobbrél folytonos, igy
a szokésos feltételek nem teljesiilnek. Ha azonban a filtraciot kiegészitjiik a
nullmértéki halmazokkal, akkor a szokasos feltételek teljesiilni fognak, és ak-
kor az ekvivalens modosités erejéig a modositas meghatarozhato. A logikai
szupermartingél tulajdonsag miatt az E* (f (X (s))) nem novekszik, tehat ha
s > t, akkor E* (f (X (s))) < E*(f (X (t))). Az f alulrol valo félig folyto-
nossaga az X jobbrol valo folytonossaga és a Fatou-lemma miatt

BX(F (X () > liny B (7 (X (1)) > B (iminf F(X(6))) > X (X(0),

amibdl az E* (f (X (s))) jobbrdl folytonossaga mar adodik. O
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A tétel bizonyitasara visszatérve jelolje f(X ) a mésodik lemmaban szerep-
16 szupermartingal modositast. Ekkor a szupermartingal tulajdonsag miatt
tetsz6leges T megallasi idére

B (F(xX () < B* (F(X (0) = BX(f (X (0))) = / (x).

Az egyetlen gond csak az, hogy az egyenl6tlenségben az f(X ) és nem az
f(X) szerepel. Ezt ismételten a véges értékkészletd megallasi idskkel valo
kozelitéssel fogjuk orvosolni. Legyen 7, \ 7 és 7, véges értékkészletd. Az X
folytonossiga és az f alulrol félig folytonossaga miatt, felhasznalva a Fatou-
lemmat

B(f (X (1) = B (f (X (tim 7)) = 2 (f (1im X (7)) <

n—oo n— oo

< B (lminff (X (,)) < lminfB* (f (X (7)) =

n— oo

— lim inf B (f(X (Tn))> < f(x),

n—oo

vagyis az f szuperkdzepes, amibdl a tétel mar evidens. O

6.38. Kovetkezmény. Legyen X egy Ito-diffuzic. A kévetkezd dllitdsok tel-
jestilnek :

1. Ha f szuperharmonikus és o < T tetszdleges megdlldsi 1ddk, akkor tet-
széleges x-re E* (f (X (0))) > E*(f (X (1))).

2. Legyen f szuperharmonikus fiigguény, és G legyen eqy tetszdleges nyilt
halmaz. Jelolje 1¢ = inf {t | X (t) ¢ G} a G-bdl valo elsd kilépés idd-
pontjat. Ha f (x) = E*(f (X (1q))), akkor az [ szuperkizepes.

Bizonyitds. A mar elmondottak alapjan az indoklés egyszert:

1. Az el6z6 tétel bizonyitédsa soran hasznalt masodik lemma miatt at —
f (X (t)) rendelkezik olyan nem negativ szupermartingal modositassal, ame-
lyet az egyenlGtlenség igazolasahoz alkalmazhatunk. Az egyenlGtlenség a meg-
allasi opciokrol szolo tétel kozvetlen folyoméanya.

2. Legyen 7 tetszdleges megéllasi idS. Vegyiik észre, hogy

FX) 2 )| xexn) = B (f (X (16)) | xex(r) = BXO (f (X (76))).

Az w = @ (w) = f(X (16 (w),w)) fiiggvény a kiovetkezst jelenti: Adott w
esetén megnézziik, hogy hol hagyja el a G nyilt halmazt az X (w) trajektoria,
majd ebben a kilépési ponban kiértékeljiik az f fiiggvényt. Miként lattuk az
igy kapott @ : C'([0,00)) — [0, 0] fiiggvény Borel-mérhets. Az f (X (1)) =
= EX()(® (X)) valoszintiségi valtozo az erds Markov-tulajdonsag alapjan
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a P* mérték szerint majdnem mindenhol megegyezik az E* (® (6. X) | F;)
valtozoval. Tekintsiik a

B (F(x (1)) = B* (BXO) (£ (X (r0))) ) =
— BX(E* (D (0:X) | 7)) = B (2 (6, X))

varhatd értéket. Az utolsd képlet szerint a trajektoridkat el kell tolni a 7
idépontba, majd az eltolt trajektoridk esetén meg kell keresni az elsé kilépési
pontot és ott alkalmazni kell az f fliggvényt. Legyen

p=inf{t>7|X(t)¢Gt>1¢=inf{t>0|X(t) ¢ G}.

Nyilvan @ (6, X) = f (X (p)). Az els6 pont alapjan

B (F(X (7)) = BX(f (X (0)) £ B*(f (X (ra))) = F (%),
igy az fszuperk&')zepes. O

6.2.3. Szuperharmonikus burkolé és az értékfiiggvény

A konvex analizisben fontos szerepet jatszik a konvex burkolo fogalma. Ha-
sonl6 szerepet jatszik a szupeharmonikus burkol6.

6.39. Definici6. Legyen h tetszéleges az R™ téren értelmezett fiiggvény.

1. Azt mondjuk, hogy az f fiiggvény a h fiiggvény egy szuperkozepes ma-
joransa, ha az f szuperkozepes és f > h. A h Osszes szuperkbzepes
majoransanak infimumét a h szuperkozepes burkoldjanak mondjuk. A
h szuperkozepes burkoléjat h modon fogjuk jeldlni.

2. Hasonl6an a h jeloli a h legkisebb szuperharmonikus majoransat, vagy
masképpen szuperharmonikus burkolojat. Definici6 szerint a h szuper-
harmonikus és A > h, valamint minden olyan g szuperharmonikus fiigg-
vényre, amelyre g > h teljesiil a h < g egyenlGtlenség.

Az alabb kovetkezS gondolatmenet célja a § = § = ¢* egyenlség iga-
zolasa folytonos g > 0 fliggvények esetén. Legyen g > 0 és legyen f a g
egy szuperkozepes majoransa. Ha 7 egy tetszéleges megallési idG, akkor az f
szuperkozepessége szerint

igy
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Mivel az egyenlGség minden f szuperkdzepes majorans esetén teljesiil, ezért
az infimumukra is teljesiil, ezért

gx) =mf f(x) 2 g"(x). (6.4)

A definici6 kapesan érdemes hangstilyozni, hogy a h szuperharmonikus bur-
kolo esetén feltettiik, hogy a h szuperharmonikus. A h szuperkozepes burkold
esetén azonban nem biztos, hogy a h szuperkizepes. Ha a h Borel-mérhetd,
akkor persze szuperkézepesﬂ és egyetlen szuperkozepes majorald fiiggvény-
nél sem nagyobb. A szuperkézepes burkoldé mindig létezik, bar esetleg nem
lesz mérhetS. A szuperharmonikus burkolo létezését a szuperkozepes burkolo
segitségével fogjuk igazolni. Gyakran fogunk hivatkozni a kovetkezdre:

6.40. Lemma. Ha g, 7 g, akkor g, /g, feltéve, hogy a burkoldk léteznek.

Bizonyitds. Legyen h = lim, .o gn. A h szuperharmonikus. Mivel g, < g
ezért trividlisan g, < g, kovetkezésképpen h = lim,_ o G, < §. Masrészt
azonban g, < g, < h, igy n szerint hatarértéket véve g < h. Mivel g a
legkisebb szuperharmonikus majorans, ezért g < h. Ebbdl kévetkezSen h =
=3. O

6.41. Lemma. Ha g folytonos, korldtos, nem negativ fligguény, akkor g = .
Legyen tovdbbd

SpZ={k27"]0<k <4},

Definidljuk a

90 = g,
In+1 (X) = ?GI%X E* (gn (X (t)))

iterdciot. Ilyenkor g, /.

Bizonyitds. Els6 lépésben indukcidéval megmutatjuk, hogy a g, fliggvények
mindegyike folytonos. Tetsz6leges n-re a g,, véges szamu fliggvény maximu-
ma, igy elegendd belatni, hogy minden ¢ esetén az x — E* (g, (X (¢))) fiigg-
vények mindegyike folytonos. Ehhez elég megmutatni, hogy tetszéleges r > 0
folytonos, korlatos fiiggvény esetén az u (x) = E* (r (X (t))) figgvény folyto-
nos. Miként a sztochasztikus differencidlegyenletek targyalasakor jeleztiik a
kezdeti érték fiiggvényében a megoldas L? (Q2)-ban folytonos. Ebbésl kivetke-
z6en ha x,, — x, akkor L? (2)-ban X*» (t) — X* (t). Részsorozatra attérve

V.6 lemma, oldal.
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a konvergencia majdnem mindenhol is teljesiil. A majoralt konvergencia tétel
alapjan kihasznalva, hogy az r folytonos

w(x) = B* (r (X (1)) = B (r (X* (1)) = B  lim_r (X* (1)) =

n—oo

= nh~>noloE (r(X* (1)) = nlim u(Xp) .

— 00

Mivel ez tetszGleges sorozatra igaz, ezért az u folytonos.
Nyilvanvaléan a (g,,) sorozat ng, ugyanis mivel 0 € S,, ezért

gn+1 (%) = max B (gn (X (2))) 2 £ (gn (X (0))) = gn (x).

n

Jelolje a (g, ) sorozat hatarértékét go,. Meg kell mutatni, hogy a g, szuper-
harmonikus. Ehhez elegend6 belatni, hogy talzo. Mivel az Gsszes g, folytonos
és a konvergencia monoton noveked§ ezért a g., = sup g,, alulrél félig folyto-
nos. Ha t € Uy Sk, akkor alkalmas n-re t € S, C S,,41 C ..., amibdl

Joo (X) 2 gny1 (x) > EX (gn (X (1))

Ebbdl ha t € USy tetszbleges, akkor

goo (%) > Tim B* (g, (X (1)) = B (Tim g, (X (1)) = B> (goc (X (1))

n—oo n— oo

Legyen most ¢ tetsz6leges. Az Sy halmazok konstrukcioja alapjan van olyan
(tx) C UgSk, amelyre t, — t. Az imént belatott

oo (X) = E* (goo (X (tk)))
egyenl6tlenség, a Fatou-lemma és a g, alulrol félig folytonossaga alapjan

goc (x) > lim inf (g (X (1)) > B Qiknigfgmmtk») > B*(ge (X (1))).

Kovetkezésképpen a go, tulzo, igy szuperharmonikus. Mivel g = go < goo,
ezért a gso a g egy szuperharmonikus majoransa. Ha f a g egy tetszdleges
szuperkozepes majoransa, akkor f > g = go és indukcidval

f(x) > sup E* (f (X (1)) > sup E* (gn (X (1)) = gnt1 (%),

teSy teSy
igy f > goo. EbbGl kisvetkezen § > goo > 9 > G 18y goo =9 = G- O

6.42. Kovetkezmény. Ha g folytonos, nem negativ, korldtos fiigguény és
ho = g €s hny1(x) = sup;>g E* (hn (X (t))), akkor h, /g.
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Bizonyitds. Mivel
hni1 (x) 2 E* (hn (X (0))) = E* (hn (%)) = hn (%),

ezért a (hy,) sorozat né. Legyen h,, ,* hoo. Mivel h,, > g,,, ezért vilagos, hogy
hoo = limy 00 gn = g- A g tlzd, igy a g > g = hy Osszefliggésbdl kiindulva,
indukcidval

g(x) > sup EX(g(X @) > sup EX (hp (X (1)) = b (%),

kovetkezésképpen g > hoo, 18y § = hoo- O
6.43. Kovetkezmény. Ha g folytonos, nem negativ fiigguény, akkor g = g.

Bizonyitds. Legyen g,, = gAn. Miként belattuk g = lim,,_,oc gn = lim, 00 G-
Ha f a g egy szuperkdzepes majoransa, akkor f > g > g,, kdvetkezésképpen
f >3, igy inff =g > lim, o g,. Ugyanakkor mivel a g, alulrol félig
folytonos, ezért Borel-mérhetd, igy a g,, is Borel-mérhets, kovetkezésképpen
a lim, ,~ ¢, is az, igy a lim, ,. 7, egy szuperkdzepes fiiggvény, amelyre
limy, 00 G, = liMy—y00 g = g, tehdt g < lim,,_,00 G,,, tehdt lim, .0 g, = G.
Kovetkezésképpen g = g. O

6.44. Tétel. Jelolje g* az optimdlis megdllitds problémdjaban szerepld érték-
fiigguényt, és legyen g a 0 < g < oo folytonos kifizetd fiiggvény szuperharmo-
nikus burkoldja. Ekkor g* = 3.

Bizonyitds. Tegylik fel, el6szor, hogy a g korlatos. Legyen
D: ={x[g(x) <g(x) -} éslegyen 7 =inf{t|X(t) ¢ Dc},
valamint legyen
9= (%) = E* (g (X (72))) = £ (g (X (7)) x (1= < 00)).

A g feltételezett korlatossdga miatt a g. és a g is korlatos, igy az alabbi
szamolasokban az egyenlGtlenségekben a végtelen érték nem fordul eld.

A g alulrol félig folytonos, a g folytonos, igy a D. halmaz nyilt. Ebbdl
kovetkezGen, miként lattuk, a g. szuperkozepes. Megmutatjuk, hogy minden
x-re g (x) < ge (x) + €. Tegylik fel, hogy nem és legyen

R= sup (9(x) —3e (%)) >e.

A szuprémum definicidja miatt tetszéleges n > 0 szamhoz van olyan xg, hogy
g (x0) — ge (x0) > R — . Vagyis

ge (x0) + R < g (x0) + 1.
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Ugyanakkor g. + R a g egy szuperkozepes majoransa, ezért g < g.+ R, amibdl
g (x0) < g (x0) + R < g(x0) + 1.

1. Tegylik fel, hogy a P*° szerint 7. > 0. Ekkor, felhasznalva, hogy a g
szuperkozepes tetszéleges t-re

9(x0) +127(x%0) =2 B (§(X (tAT2))) >
> EX (X)) x (<)) >
> EX ((g(X (1) +e)x(t <))
ugyanis ha t < 7., akkor X (t) € D, és ezért a D, definicioja miatt g (X (1)) <

< g(X (t)) —e. A Fatou-lemma és a g és az X folytonossaga szerint, illetve
felhasznalva, hogy 7. > 0 majdnem mindenhol a P*° mérték szerint

9 (x0) +1 2 IminfB* (g (X (1)) +€)x (t < 7)) >
> B (limipf (g (X (1) +9)x(t < 72) ) =
=B (g (X (0) +)x (0 < 7)) =g (x0) +e,

ami lehetelen, ha n < ¢.
2. Tegyiik fel, hogy a P*° mérték szerint majdnem mindenhol 7. = 0.
Ilyenkor

e (x0) = E™ (g (X (72))) = E* (g (X (0))) = g (x0) > g (20)
amibdl
e (%0) > g (%0) > ge (%0) + R —m,

ellenmondés, ha n < R.

3. A D, halmaz nyilt. Ennek kévetkeztében, ha x¢ € D¢, akkor 7. = 0, ha
pedig xg € D., akkor az X folytonossiga miatt 7. > 0. Ebbgl kévetkezGen
tehat, miként allitottuk tetszGleges x-re

g(x) < ge(x)+¢

igy a g + € a g egy szuperkozepes majoréansa.
A 7. definici6ja alapjan, felhasznalva, hogy mivel a g és az X folytonos,
ezért ha valamely kimenetelre 7. < oo, akkor

X (1) € D¢ ={x|g(x) —g(x) <e},

vagyis
g(X (12)) +e>7g(X (7).
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Mivel a g a legkisebb szuperkdzepes majoransa ezért
g(x) < ge(x)+e=EX(g(X (7)) x (e <1)) +e <
S E*((g+e) (X (7)) x (e <)) +e <
< EX(g(X (1) x (12 <)) + 26 < g" (x) + 2¢.

Mivel az e tetszsleges, ezért g < ¢g*. Ezt a korabban belatott (6.4) g =g > ¢*
egyenlGtlenséggel Gsszevetve korlatos g esetén

g=g"
Ha a g nem korlatos, akkor legyen gy = N A g. Jelolje gy a gy szuper-
harmonikus majoransit. ¢* > (gn)" = gn /g = g. Vagyis g* > g. Mivel

a forditott irdny a mar emlitett (6.4) sor miatt mindig teljesiil a ¢* = g
egyenlGség tetszbleges folytonos g > 0 esetén teljesiil. O

6.45. Kovetkezmény. Legyen € > 0 és legyen D, = {x | g (x) < g (x) —¢€}.
Ha a g korldtos és folytonos és . =inf {t | X (t) ¢ D.} a D. halmazbdl valo
elsd kilépés iddpontja, akkor tetszdleges x-re

9" (x) —E* (¢ (X (7)) < 2. (6.5)

Bizonyitds. Emlékeztetiink, hogy valamely kimenetelre definicié szerint a

konvenciot felhasznalva a mar belatott
g(x) S E*(g(X (7)) + 2
egyenlGtlenség alapjan
9" (2) =26 =7 (x) = 2¢ < E*(9(X (7)) < g" (2),

amibdl az Gsszefliggés nyilvanvalo. O

6.2.4. A kilépési id6 mint legkisebb optimalis megallitas
6.46. Tétel. Tegyiik fel, hogy a g folytonos és tegyiik fel, hogy létezik T* < oo
optimdlis megdlldsi idd. Ha

C={x|g(x) <g"(x)},

jeloli az dgynevezett folytatdsi tartomdnyt, akkor a
e =inf{t | X (t) ¢ C} =inf{t|g(X (t)) =g" (X (1))} (6.6)

megdlldsi idd optimdlis, vagyis g* (x) = E* (X (7¢)) valamint 7¢c minden x €
€ C kezddpont esetén az elsd optimdlis megdlldsi idd, vagyis ha x € C, akkor
P* majdnem minden kimenetelre 7° > 1¢.
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Bizonyitds. Legyen x € C és tegyik fel, hogy valamely 7 megallasi idére
P* (1 < 7¢) > 0. Ha valamely kimenetelre 7 < 7¢, akkor az X (1) € C, vagyis
ilyenkor g (X (7)) < ¢* (X (7)). Mivel nyilvan a 7 = 0 egy lehetséges megéllasi
id6, ezért minden y-ra g (y) = EY (¢ (X (0))) < g* (y) , kovetkezésképpen

E"(g(X(T)))=/{< }g(X(T))dPX+/{> }g(X(T))dP"<

< /{ g ap /{ g K @ar
— B (g (X (1) < ¢" (%),

ugyanis a ¢g* = g szuperkozép tulajdonsagi. Ebbsl kovetkezGen a 7 nem lehet
optimalis. Igy ha a 7 optimalis, akkor 7 > 7¢.

Tegyiik fel, hogy létezik 7% < oo optimalis megoldas. Tegyiik fel elGszor,
hogy x € C. Ilyenkor, ha 7* a feltétel szerint 1étez6 optimalis megallasi idé,
akkor az imént belatott egyenlGtlenség miatt 7* > 7¢ majdnem mindenhol a
P* szerint. Igy mivel a § szuperhamonikus, ezért a ,megallasi opciok miatt
csokkenti a varhato értéket”. Kihasznalva, hogy a ¢* = ¢ alulrol félig foly-
tonossag miatt a D¢ zart, ezért g (X (7¢)) = ¢* (X (7¢)), ahol kihasznaltuk,
hogy ¢ < 0.

9" (x) = E* (g (X (1)) < E* (g (X (77))) < B* (g (X (7¢))) =
= E*(g(X (1)) <¢" (x),

igy egyenlGség van, tehat az 7¢ is optimalis.
Tegyiik fel, hogy x ¢ C, vagyis g (x) = ¢g* (x) . Ilyenkor trivialisan 7¢ = 0,
igy
9" (%) =g(x) =E* (9 (X (7¢))),

tehat a 7 optimalis. O

6.2.5. Az optimalis megallitas 1étezése

6.47. Definici6. Jeldlje
C={xlgx)<g" x)}
az ugynevezett folytatasi halmazt. TetszSleges N esetén legyen

gN =gAN,
Cy ={x[gn(x) <gn (%)} ={x]gn (x) <gn (X},

valamint az egyszer(bb jeldlés céljabol legyen o = 7¢,, a Cy halmazbdl valo
kilépés idSpontja.

www.interkonyv.hu © Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

376 6. AMERIKAI OPCIOK FOLYTONOS IDGHORIZONTON

6.48. Tétel. Tegyiik fel, hogy a g célfiigguvény folytonos.

1. Ekkor
CNQCN+1, CN§C0{9<N}, C =UnCn.

Ha P* majdnem mindenhol o < co minden N-re, akkor

9" (x) = lim E*(g(X (on)))-

N—o0
2. Ha a P* szerint majdnem mindenhol
Te=inf{t| X (t) ¢C} <o
és a (g (X (on))) csaldd egyenletesen integrdlhaté a P* szerinﬂ akkor
9" (x) = E* (9 (X (1))
és igy ilyenkor ¢ a feladat egy optimdlis megolddsa.

Bizonyitds. Az allitas igazolasat tobb lépcsében végezhetjiik el.

1. Tekintsiik a kiovetkezd altalanos megjegyzést: Legyen A, ~ As és
jeldlje 7, az A, halmazbol valo elsé kilépés idejét. Tegyiik fel, hogy az A,
halmazok nyiltak. Megmutatjuk, hogy 7, / Too. Mivel A, C A,41 C A,
ezért 7, < Tpy1 < Too- Ha sup, 7, < to < Too, akkor az X a tp-ig mér
legalabb egyszer kilépett mindegyik A4,-bol, de a [0, to] szakaszon az X végig
az Aoo = UA, halmazban van, vagyis X ([0, ¢]) € U, A,. Az Ay halmazokbol
valo kilépés miatt alkalmas (tx) sorozatra X (t) ¢ Ay, ahol tx & to <
< tg. Mivel X (too,w) € Asw = UnA,, ezért alkalmas n-re X (to) € A,.
De akkor az A, nyiltsiga miatt X (t;) € A, minden elég nagy k-ra, ami
lehetetlen ugyanis ekkor X (t;) € A, C A, minden elég nagy k-ra. Igy
valoban 7, 7 Too.

2. Tegyiik fel elGszor, hogy a g korlatos. Ha € \, 0 és

Ce = {x|g(x) <g(x) -},

akkor C. A~ C, igy az imént tett megjegyzés miatt 7. = 7¢_ ' 7¢. Tegyiik fel,
hogy 7¢ < co. Mivel a g folytonos és korlatos a dominans konvergencia tétel
miatt

lim E* (g (X (7e))) = E* (9 (X (7¢))) -

Igy ha a g korlatos, akkor a mar belatott (6.5) sor alapjan.

lg" (%) — E* ((9) (X (7¢)))| < 3e.

8 Vegyiik észre, hogy ez teljesiil, ha a H (t) = g(X (t)) folyamatnak létezik t-t6l
fliggetlen integralhaté majoransa.
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Mivel ez tetszGleges € esetén teljesiil, ezért

9" (x) = E* (g (X (1¢))) = E* (9 (X (7¢) x (¢ < 00))).

Vegyiik észre, hogy egyuttal azt is igazoltuk, hogy ha a g korlatos és a 7¢
véges, akkor a 7¢ egy optimalis megallasi id6. Nyilvanvaloan ha a g korlatos,
akkor a (g (X (on))) sorozat egyenletesen korlatos, vagyis a belatott ered-
mény a mésodik allitas specialis része.

3. Igy a mar a korlatosokra belatott rész szerint, felhasznalva, hogy a
feltétel szerint oy < oo minden N-re, illetve a szuperharmonikus burkolo
monotonitasat

9" (x) =g(x) = lim gy (x) = lim E*(gn (X (on))) <
N —o00 N—o00
< lim E*(g(X (on))) < g7 (2),
N—o00
vagyis az els6 allitas mésodik fele teljesiil.
4. Vegyiik észre, hogy mivel a konstansok szuperharmonikusok, ezért gy <
< N, igy ha
x €Cy = {x|gn(x) <gn (¥)},
akkor g (x) < N, igy ha x € Cy, akkor
g(x) =gn (x) <gny (x) <9 (%),
vagyis x € C és
9(x)=gn (x) <gn(x) <N,
koévetkezésképpen miként allitottuk,
Cy ={x|gn(x) <gn (x)} SCN{g <N}.
Ugyanakkor ha x € Cp, akkor
gn+1 (x) = gn (%) <Gn (%) S Gn4a (%),

vagyis Cy C Cn41. Ugyanakkor mivel a g véges, ezért nyilvanvalé modon, ha
x € C, akkor van olyan N, hogy ¢ (x) = gn (x), amibdl kévetkezSen Cy 7 C.
Igy az els allitasban a halmazokra vonatkozo dsszefiiggéseket igazoltuk.

5. Az 6sszes Cy halmaz nyilt, kovetkezésképpen ¢ = limy_,00 0. Igy ha
Te < oo ésa (g(X (on))) sorozat egyenletes integralhato, akkor a

0<gn (X (on)) <g(X(on))

miatt a (gn (X (on))) is egyenletesen integralhato, igy alabb a hatarérték és
az integral felcserélhetd.

g (x) = () = lim G () = lm B> (g (X (o)) =

= % (Jim g (X (o)) = E* (g (X (r0))) =
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6.49. Példa. Az amerikai put opci6 és a folytatasi halmaz talalati ideje.

Ha az amerikai opcidk arazasakor az Ito-diffaziokra vonatkozo6 modellt
akarjuk hasznalni, akkor az alapul vett difftzionak az X(s) = (s AT, S(s A
AT)) folyamatot és a g (s,z) = exp (—rs) (K — )" kifizets fiiggvényt kell

valasztani.
(K -5 <T>>+>

*(t,x) = sup E&®)
g ( 750) Slip ( eXp (T)
ahol E(t:7) g

dS = (r—9)Sds +oSdw, S(t)=uz,
ds=1, s(t)=t
egyenlet megoldasanak eloszlasa. E(%) mértek alatt ha s < t, akkor az F,

minden halmaza nullmértékd. Ebbdl kivetkezGen minden 7 megallési id6 ese-
tén a {7 <t} halmaz mértéke nulla, vagyis egy valoszintiséggel T > t.

t<rt exXp (7') t<7r<T exXp (7')

Az er6s Markov-tulajdonsag miatt ez utobbi

sp O <<K - S <r>>+>

2 exp (7 + 1)

modon irhato. Ez utobbi kifejezés azonban éppen P (¢, z) exp (—rt) . Ebbdl

. . +
e =inf {t| X (t) ¢ C} = inf {t | il(atért)) - (Kexps (g)) }

:inf{t | P(t,z) = (K—S(t)>+}

modon irhato. O

6.3. Amerikai put opcidék arazasa és a Doob—
Meyer-dekompozicio
Folytonos idGhorizonton az amerikai opciok arazésa szinte sz6 szerint azonos

modon torténik mind a diszkrét esetben. Sziikségiink lesz a Doob—Meyer-de-
kompozici6 folytonos idShorizontra vald altalanositésara:
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6.50. Definici6é. Valamely X folyamatot D osztalyba es6nek mondunk, ha
az
{X (1) | T véges megallasi id6}

halmaz egyenletesen integralhato.

6.51. Tétel (Doob—Meyer). Ha az X egy D osztdlyba esé szubmartingdl,
akkor van olyan M martingdl és A eldrejelezehetd, novekedd folyamat, hogy

X=M+A, Ay=0.

A Doob-Meyer-felbontés létezése a sztochasztikus analizis egyik legnehe-
zebb tétele, igy az altaldnos esetben az igazolasat elhagyjuk.

Tekintsiink egy teljes és arbitrazsmentes piacot. Jelolje Q a kockazatsem-
leges mértéket. Tekintsiink egy amerikai put opciot. Tekintsiik a

(K —-95)"

H=
R

diszkontélt kifizetési folyamatot. A szamlalo korlatos. A nevezd folytonos,
pozitiv és névekedd, igy a [0, T| szakaszon a H korlatos. Erdemes megjegyezni,
hogy ha a call opcidkat tekintjiik, akkor a

(5 —K)"

H=
R

kifizetés nem lesz korlatos, de a H azért rendelkezik integralhaté majoranssal.
Az egyszertiiség kedvéért a két feladatott egyidejiileg targyalva
S
H= L( )
R
Mivel az id6horizont is korlatos, ezért az optimélis megallitas problémajanak
van véges optimalis megallasi ideje, amit jeloljon 7*. A definici6 alapjan

P8 _ o (US()
R BE ( R(7) )

Jelolje X a H Snell-burkolojat. Mivel az id& szerint konstans folyamatok szu-
permartingédlok és X a legkisebb majordldé szupermartingal, igy az X olyan
szupermartingal, amelynek van integralhatd majoransa, igy D osztalyba esé
szupermartingal, igy rendelkezik Doob—Meyer-felbontéassal: X = M — A, ahol
az M martingal és A > 0, A(0) = 0 és az A névekedd. Tekintsiik azt az eu-
ropai kovetelést, amely diszkontalt kifizetésére Hy = M (T). (A Hp-nek nin-
csen koze a H-hoz.) A H > 0 miatt X >0, igy az A > O miatt M = X+ A >
> 0. Igy az eurdpai opcio kifizetése alulrol korlatos. Az optimalis megallitas
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problémajat a Q alatt definidltuk, igy az M a Q alatt lesz martingal, kovet-
kezésképpen a Hp = M (T) integralhaté a Q szerint. Emlékeztetiink, hogy
ilyen feltételek mellett az eurdpai opciénak van éara. Jeldlje ezt z*. Emlékez-
tetlink, hogy létezik az x* arbol kiindulé énfinanszirozo, korlatos portfolio,
amely diszkontalt értékfolyamatara egyrészt Vo (2*) = Hr = M (T), més-
részt a replikdld V mindig martingal. Megmutatjuk, hogy az x* éppen az
amerikai opci6é ara és ha

e ma (P ]
7= g (St~ ),

akkor z* = p*. A diszkrét esetben mar bemutatott médon szamolva, a V
martingal tulajdonsaga miatt

V(@) =E(Vr (a) | F) =E(M(T) | F) = M (2).
Mivel A (0) = 0, ezért
o' = Vo (a*) = Vo (%) = M (0) = M (0) — A(0) = X (0) = p".
Tovabba mivel A > 0,
Vi(a®) = R()M (1) = R(t) (X () + A (1)) = R(H) X (1) >

> R()H () = R(t) ) =

vagyis a V (x*) egy szuperreplikalo, 6nfinanszirozo portfolio.
Ugyanakkor létezik 7* < T optimalis megéllitas, amelyre

sy ope (U,

Mivel a szuperreplikalas miatt

vagyis Q majdnem mindenhol

Voo (27) = 0 (S (7).
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A P és a Q ekvivalens, ezért az egyenléség P majdnem mindenhol is telje-
siil. Ebbdl kovetkezGen az x*-bol kiindulva épithetd egy olyan énfinanszirozo,
szuperreplikalo portfolio, amely egy alkalmas 7* esetén ,egyenlegezhets”. Ko-
vetkezésképpen az x* éppen az amerikai opcié ara. Erdemes hangstlyozni,
hogy az M > 0, de az X = M — A felbontasbdl az X korlatossaga nem
implikalja az M feliilr6]l valo korlatossidgat, igy a replikald portfolio felilrsl
valé korlatossagat nem tudjuk garantéalni.

6.3.1. Amerikai call opciok arazasa

Egy rovid megjegyzés erejéig térjiink ra az amerikai call opcidkra. Tegyiik fel,
hogy nincs osztalékfizetés. Emlékeztetiink, hogy ez egy viszonylagosan szigortu
megkotés, ugyanis a devizaarfolyamok egyenlete az osztalékfizets részvény-
arfolyamokkal analég folyamatot kovet. Ilyenkor a Q alatt az S martingal, a
K/R csokkend, igy az

- K S-K
S——=———
R R
szubmartingal, kovetkezésképpen a
R )

egy szubmartingal konvex névekvd fliggvénye, igy szintén szubmartingal. A
szubmartingdlok névelik a varhaté értéket, igy az optimélis megallitas fel-
adatanak optimalis megoldésa a 7 = T'. Jelolje x* az optimalis megallitas
feladatanak értékét. Trividlisan az x* éppen az eurdpai call opcio ara. Ugyan-

csak trividlisan N
M < § =9,
R R

A Q alatt az S majoraléo martingél, igy majoralé szupermartingél, vagyis
a Q alatt X < S. Az S martingal a véges id6horizont miatt egyenletesen
integralhatoé martingal, igy eleme a D osztalynak. Ebbdl kovetkezSen az X
rendelkezik Doob—Meyer-felbontassal. Ett6l a lépéstdl kezdve a méar belatott
mobdon indokolhato, hogy az amerikai call dra éppen az optimélis megallitas
értéke, vagyis az eurdpai és az amerikai call opcidk értéke véges idShorizonton
azonos. Vegyiik észre, hogy ha van osztalékfizetés, akkor az S nem martin-
gal a Q alatt, igy a gondolatmenet érvényét veszti. Ugyanakkor ilyenkor is
érvényben marad a put opcidok kapcsan elmondott gondolatmenet.

Black—Scholes-modell esetén az amerikai call opci6 értéke mindig vissza-
vezethet6 egy alkalmas amerikai put opci6 arazési problémajéra.

6.52. Allitas. Tegyiik fel, hogy a (R, S) folyamatok a Black-Scholes-modell
szerint alakulnak. Ha C (t,xz,K,r,0) jeloli az S (t) = x és § osztalékfizetés
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esetén érvényes amerikai call opcid drdat és P (t,z,K,r,0) a megfeleld put
opcid drdt, akkor

C(t,z,K,r,d)=P(t, K, x,0,r).
Bizonyitds. § osztalékfizetési rata esetén a Q mérték alatt
o2
S (1) :S(O)exp(<r—5— 2) t+0w(t)) .

A T idépontban lejaré amerikai call opci6 ara a t < T id6pontban

C(t,z,K,r,0) = sup EQ <(S(T)_K)+> =

t<r<T R(7)

a5 (v ({5 o) ) )

2
sup EQ (exp(—&') exp (—OT + O"LU(T)) X
T<T—t 2

y (zKexp<(5r+f)Taw<T>))+).

Ha IR )
— = exp <—U2T +ow (T)) ,

akkor a w (t) = w (t) — ot Wiener-folyamat az R alatt. Ebbdl felhasznalva,
hogy a —w is Wiener-folyamat

C(t,xz,K,rd)=

:Tz%gtEQ (exp(—5T)EQ (Zg | ]-"T> (x—KeXp ((5—r+ 2>T—0w(7')>)+> =
- 39 oot (- 5 )] 1 7)) -
= o 1 (oon (s (505 ) o)) ) -

=P(t,K,z,0,1). O

Q

[\)

6.3.2. Az amerikai put opcié arazé fiiggvényének tulaj-
donsagai

Az amerikai put opcié dra nem adhatoé meg zart formuléaval, ezért csak az
arazo fliggvény kvalitativ vizsgalatara szoritkozhatunk. Rogzitsiik a T' lejarati
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idépontot, a K kotési arat, az r kamatlabat és a & osztalékfizetési ratat.
A tovabbiakban jelolje P (t,z) az S (t) = x értékhez tartoz6 amerikai put
opciod arat a t id()’pontbarﬂ Az arazo képlet alapjan, felhasznalva, hogy a t
idépontban még T' — t id6 van hétra

(foexp((r - (5702/2)7'4*0'11) (T)))+>

o

r) = su Q
P(t,z) p E ( R(1)

T<T—t
© o go[E=STE)
o TSTIit E < R (T) ) ’

Vegyiik észre, hogy a definicioban implicite kihasznéaltuk a Wiener-folyamatok
azon tulajdonsagat, hogy ha w egy Wiener-folyamat, akkor tetszéleges ¢ ese-
tén az w (s) = w (t + ) —w (s) Gjrainditott Wiener-folyamat szintén Wiener-
folyamat. Miel6tt tovabb megyiink érdemes tisztézni a P (¢, x)-hez tartozo X
Snell-burkol6 alakjat. A erds Markov-tulajdonsag alapjan

(K=0.50)" | ) _pa(E=080D" o) _
EQ(RH+@E>EQ<R@+$|S@>

_ st [(E=S()"
— g5() <R(7+5>>

Ezt felhasznalva

X(5)= sup EQ <<K—S<>> m) _

s<rett R0
o (W | S(s)) _
" ogreriie) B <(K Ri’(:-J;)S))JF | (5)> =
e (W) B

L s ((K=SE)TY _ P+ S()
R (s) OSTSTP(t+s) F ( ) R(s)

9 Az irodalomban gyakran a P (t,z) fiiggvény masképpen van értelmezve. Gyakran
a t paraméter a lehivasig hatralevs id6t jeloli. Vagyis a mi jelolésiinkben a T — ¢
idStartamot. Ennek el6nye, és egyben a hatranya is, hogy ilyenkor a T paraméter
nem szerepel a modellben. A P (t,z) ezen értelmezésekor a T szerepét a nulla idépont
veszi at és a fliggvény ,forditva” valtozik. Példaul az alabb bevezetett S* (¢) lehivasi
hatar ilyenkor csckkend és nem pedig novekedd lesz.
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Ennek megfelGen az optimalitasi kritérium szerinti

P(t+7%8(m)
R(7*)

= X ()= H (") =

feltétel a
P(t+7%,8(m) = (K -5()",

illetve az elsé optimalis megéllitas feltétele
™ :inf{s | P(s+1,8(s)) = (K—S(s))+} AT — 1)

modon egyszertisodik. Ha csak azokat a trajektoriakat nézziik, amelyekre
S (0) = x, vagyis a relaciot a P® mérték szerint tekintjiik, akkor az egyenl&ség

= :inf{s | P(t+s,5%(s)) = (K — §° (5))+} AT — 1)

alakot 6lti, ahol mint mindig a majdnem mindenhol valé egyezGség helyébe
kozonséges egyenlGséget irtunk.

Ebben a megfogalmazasban kihasznaltuk, hogy a P (t,x) definicié szerint
az x pontbol elinditott T — ¢ hosszu idGszakra vonatkozd amerikai opcid ara.
Ezt azért tehettiik meg, mert a modell stacionér, vagyis idében eltolhaté.
Nem stacionér modell esetén az a P mérték alatt az optimalitasi kritérium
a

T = inf{s >t|P(t+s,5"" (s+1)) = (K- 85" (s))+} AT

alakba irhaté. Stacionér modell esetén a két megallési id6 k6zotti kapesolatot
a1 = 7 —t Osszefiiggés adja. A modell targyalasat nagyban legyszertsithet-
jik, ha kikiiszoboljiik a feltételes valoszintiségek hasznalatat. A tovabbiakban
rogzitjiik a Q mértéket és S alatt az

S7 (t) = xexp ((r—&— 022:5) T-l—aw(t)) = 5% (0) S (t)

folyamatot fogjuk érteni.

6.53. Lemma. A P (t,z) fiigvényre teljesiilnek a kovetkezdek:

1. A P (t,x) figgvény folytonos a [0,T] x Ry halmazon.

2. Tetszdleges t € [0,T) esetén a P (t,x) konver és nem névekedd az x
vdltozdban.

3. Tetszdleges © > 0 esetén a P (t,x) nem novekedd a t vdltozéban.

4. Tetszoleges x > 0 esetén P (T,x) = (x — K)". Hat € [0,T) és z > 0,
akkor P (t,x) > 0.
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5. A [0,T] x Ry halmazon P (t,z) > (K —z)".

Bizonyitds. A harmadik allitas nyilvanvalé ugyanis a t novelésével a szobajo-
het6 megallasi id6k halmaza csékken. Hasonléan az x novelésével a célfiigg-
vény nem né. Ugyanakkor a szuprémum mogott allo kifejezés xz-ben konvex,
és konvex fliggvények szuprémuma is konvex. A folytonossag igazolésa a ko-
vetkezG: Tegyiik fel, hogy t1 < to.

|P (t2,x2) — P (t1,21)| < [P (2, x2) — P (t2,71) + |P (t2,21) — P (t1,21)],

ahol természetesen

P(ty,z1) = sup E® (MF) .

T<T—1 R (T)

Az els6 a sup (f + g) < sup f + supg felhasznalasaval, felhasznalva, hogy a
szuprémum egy kozos halmazon van véve,

|P (t2, x2) — P (t2,x1)]

K xg K — §x1 +
sup EQ S — sup EQ ( ST ) <
r<T—t, T<T—ts R(7)

— 5 (K - Sw1)>

R(7)
— §z2)t (K — §21)*
R(s) '
| P (t2,21) = P (t1, 1) =
(K —s52)" (K —52)"
sup E® < — sup ES <
r<Tor < R(T) reroe R(r)
x + -
< EQ sup (K_STLQ) _ (K_Ssl)+ ]
B T—ty<s<T—t, | R(T —1t2) R(s)
Az SH% folytonossagabol és a varhato érték mogotti fiiggvény korlatossagabol
a P folytonossaga méar kovetkezik.

Az utolso allitas indoklasa a kovetkezs: Ha 2 < K, akkor (K —z)" > 0
és ilyenkor a P (¢,2) > 0 evidens minden ¢ < T esetén. Ha z > K, akkor

Témf{ﬂsr() I;}

< sup |E®

T<T—15

<

< EQ sup
s<T—to

A masik tagban, felhasznélva, hogy t; < to

<
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Ha t < T, akkor egy pozitiv valészintiségti halmazon 7 < T — t. Az arazési

képletbol
< T _—
K ba <X(7T t)>>0’

P(t,xz)> RO

vagyis a negyedik Osszefiiggés teljesiil. Vegyiik észre, hogy mivel a 7 = 0 egy
lehetséges megallitas, ezért mindig P (t,z) > (K —z)*. O

6.54. Definici6. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:

c={(zt) Ry x[0.7) | (K—2)" < P(t,2)},

S= {(x,t) eR, x[0,T) ] (K —z)* :P(t,x)}.

A C halmaz neve folytatasi régio, az S halmaz neve megéllasi vagy esetenként
lehivasi régio.

Vegyiik észre, hogy az S és C halmazok definici6 szerint nem tartalmazzak
a Ry x {T'} félegyenest.

6.55. Lemma. A C folytatdsi régid x szerinti metszete, vagyis a
Ct ={z| (t,x) € C}

halmaz egy pozitiv szamokbol alld, felilrdl nem korldtos nyilt félegyenes. Ha S
jeloli a félegyenes bal végpontjat, akkor az Sf nem csékkend, jobbrol folytonos
fiiggvénye a t-nek, és S} < K.

Bizonyitds. Meg kell mutatni, hogy ha x < y és x € C;, akkor y € C;. Jeldlje 7

a P (t,x)-hez tartozé egyik optimalis megallitast. A 7 nyilvan egy lehetséges
megéllitas a P (t,y)-hoz tartozo optimalizacios feladatban.

_ (K -5 (1)"
P(tay) _P(t’x) - P(t’y) _EQ <-R(T)> >

. BQ ((K— SU(r)" (K 5" <r>>+> _

R (1) R (1)
(K500 K570\ | of (K-5U(r)  (K-5°(r)
(R ) ( R(7) R(7) )

Mivel y > x, ezért SY (1) > S (1) és ezért ugyanez az egyenlGtlenség igaz a
fenti egyenlStlenségben szerepld negativ részekre is, igy az utolso Gsszegben
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a méasodik tag nem lehet negativ, kivetkezésképpen

K —8Y(r) _K—S”(T)) _

P(t,y>—P<t,x>2EQ(

R(r) R(7)
= EQ (W) = (z—y)E® (‘5;((:))) >z -y,

ugyanis az S'/R egy szupermartingal és S' (0) = 1 és 2 —y < 0. Ebbsl
kovetkezGen, felhasznalva, hogy x € C;

Pty >z—y+Pta)>e—y+(K—-—z)">K—y.

Mivel P (t,y) > 0, ezért P (t,y) > (K — y)+, igy y € C,.

Ha o = K, akkor (K —2)* =0, de P (t,x) > 0 ugyanis definici6 szerint
t <T,igy K € C;. De C; egy félegyenes és a P folytonossidga miatt egy nyilt
félegyenes, ezért S; < K. Evidens modon 0 ¢ C;, ugyanis a K = (K —0)" <
< P (t,0) = K lehetetlen. TetszSleges € > 0 esetén a P (t,z) id§ szerinti
csOkkenése miatt

(K= (Sipa+e)) < P(t+s,Si +e) <P (65 +e),

vagyis Sf,, +¢ € Cy, vagyis Sf < Sf,, +¢e. Mivel ez minden € > 0 esetén
érvényes, ezért Sf < Sf, . Tekintsiink egy ¢, — t sorozatot. A (t,,S* (t,))
sorozat a C komplementerében van. Mivel a C nyilt, ezért az (S* (¢,,)) min-
den torlodési pontja szintén a C komplementerében van, ezért S*(¢) >
> limsup,,_,. S* (t,), vagyis az S* feliilrdl félig folytonos. De mivel az S*
nem csokken, ezért S* (t) < S* (t+) < S*(t), vagyis az S* jobbroél folyto-
nos. O

A kovetkezd gondolatmenet célja, hogy belassuk, hogy alkalmas S*-gal
valojaban S; > S* > 0. Ehhez sziikségiink lesz az tgynevezett végtelen
lejarati id6vel rendelkezd put opciokra.

6.56. Lemma. Az x > 0 tartomdnyon tekintsik a

) = su Q —(K_SI(T»JF
P T<§E< R(7) )

végtelen lejdrattal rendelkezd put opciot. Ha

. r—90 o
V= - =
o 2’

1

’yé7<u+ u2+2r),
o

S =Ky/(1+7),
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akkor

K —uz, ha x < S*
P(z) = (K-S*)(%)”, ha ©> 8%

Miel6tt a lemmat belatnank mutassuk meg, hogy érvényes a kovetkezs:

6.57. Kovetkezmény. A lemmdban szerepld S* > 0 értékkel minden t-re
teljesil az S; > S* > 0 egyenldtlenség.

Bizonyitds. Valoban, evidens modon

(K—-S8"<P(t8)<P(S)=K-8"=(K-8"

igy S* ¢ Cy, vagyis S* < S}. O
A lemma bizonyitdsa. A kozonséges put opcidhoz hasonléan P(x)> (K —z)T,
a P konvex, nem névekedd és ezért folytonos és P (x) > P (t,x) > 0. Legyen

:B*ésup{x|P(:E):(K—x)+}.

re = inf {£ | P(S” (1)) = (K — 57 (1))*},

akkor a 7, optimaélis és igy

— ST (7 +
P(z) =E®Q (W}((Tx < oo)) .

A P (z) folytonossaga miatt vilagos, hogy
2

szf{usw(t)gx*}mf{ﬂ <r§02)t+aw(t)ﬁlog(m*>}.

T

Vezessiik be a 7, , = inf {t | S% (¢) < z} megallasi id6ket és legyen

_gr (. Nt
u(z) = EQ <(K RS(TQE ;)’Z)) X (Te,2 < oo)) .

Mivel a 7, egy optiméalis megallitds a z = «* pontban az u (z) fiiggvénynek
maximuma van. A maximum értéke éppen a P (x). Vilagos, hogy ha z > =z,
akkor 7, , = 0 és ilyenkor w (z ) = (K —xz)". Ha pedig z <z, akkor az S
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és ezért (K — 8% (1,..))" = (K — 2)*, ami, determinisztikus és ezért kiemel-
hets a varhato értékbdl. A nevezdhoz tartozo varhato érték kiszamolasahoz
2

To. = inf {t| S7 (t) = 2} = inf {t \ (r—§ - 02) t+ow(t) = log (;)}:
= inf {t | (:5 - g)t+w(t) = " log (;)}

1
éinf{t | vt 4+ w(t) = —log (Z)}
o x
Vezessiik be a p (R) = inf {t | vt + w (¢t) = R} megéallasi id6ket. Az elmondot-

takbol kovetkezGen
0, ha z>K
u(z) = (K—x)+, ha K>z2>x .
(K —2)"TEQ (exp (—r-p(Llog(2)))), ha =z<uz
ahol az utolso egyenlSség a exp (—roo) = 0 egyenldségbdl kovetkezik. A p
Laplace-transzformaéltja explicite kiszamolhato és értéke

£(s):exp(1/R—|R\ \/V2+28), s> 0.

Mivel R =1/clog (z/z) < 0, ezért
5
L(r) =exp (I/R + R\ V2 + 27’) = exp ('y -log (i)) = (E) ,
x x
ahol v a lemma kimondéasakor bevezetett pozitiv konstans. Legyen
Z\7Y
e ()
9(2)= (K ~2) (2
Ez a fiiggvény a z = 0 és a z = K pontokban nulla, és
21

9 () =— (K -(r+1)2),

igy a g stacionarius pontja
S =K1
1+~
amely maximum pont. Mivel az u fiiggvény folytonos, ezért két eset lehetsé-
ges, attol fliggen, hogy az x pont a g emelkedd, vagy csokkend szarara esik.
Az els6 esetben a maximum az x pontban vevédik fel, a masodik esetben
pedig a az S* pontban. Ebbdl kévetkezGen

— K-z ha <5
P(x)—mfxu(z)—{u(xi(s*) R

Amibdl a lemma mar evidens. O
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6.58. Definici6. Vezessiik be az

2
of L s 20

of
L0+ 57 g,

(t,x)+ (r—0)z= (t,x) —rf (t,x)

(Af) (t) = o

T ot
Black—Scholes-differencidloperatort.

6.59. Allitas. A C nyilt halmazon a P (t,x) kielégiti az AP = 0 egyenletet.
Tovabba

P(T,z)=(K —2)", ha >0,
Pt,S*t)=K—-S5"(t)=(K—-5"@t)", ha 0<t<T,

lim max |P (t,x)| = 0.

£—00 0<t<T
A P a megadott feltételek teljesiilése esetén az egyetlen megolddsa az Af =0
egyenletnek. Specidlisan a C halmazon a P megfeleld derivdltjai léteznek és
folytonosak.

Bizonyitds. Az els6 két feltétel teljesiilése a P esetén nyilvanvalé. A P C
halmazon valo derivalhatosaganak és az AP = 0 egyenlet teljesiilésének iga-
zolasahoz fel kell hasznalni a klasszikus parabolikus egyenletek egzisztencia-
tételét. A klasszikus elméletben keresett fliggvényeket a ¢ = 0 pontban szokas
megadni és nem a t = T végpontban, ezért gyakran a p (¢t,z) = P (T —t,x)
fliggvényt szokés hasznalni. A p az amerikai opci6 arat a még hatralevs idé
derivalt elGjelét negativra kell valtoztatni. A parabolikus egyenletek legegy-
szertibb interpretacidja a hévezetéssel kapcsolatos. Hévezetés legegyszeriibb
problémaja esetén egy vékony fémszalat a két végén melegitiink. A hémérsék-
let id6ben val6 alakulasdnak meghatarozasa soran meg kell adni a hdmérséklet
eloszlasat a vizsgalat kezdetén, illetve meg kell adni, hogy milyen hémérsékle-
ten tartjuk a vékony szal két végpontjat. Vagyis ha egy R = [t1,to] X [z1, 23]
téglalapon keressiik az egyenlet megoldasat, akkor a fiiggvény értékét meg
kell adni a {t1} X [x1,z2] és a [t1,ta] X {21} és [t1,t2] X {z2} hatarpontokban.
Vegyiik észre, hogy ez a harom részbdl allé igynevezett parabolikus hatarnak
éppen az allitasban szereplé harom feltétel felel meg. Az elsé feltétel a ,kez-
deti” eloszlast adja meg, a masodik feltétel a als6 hataron, a harmadik pedig
a fiiggvény fels§ hataron valé rogzitésének adja meg. Mi azonban a P (¢, x)
fliggvényt vizsgaljuk, igy parabolikus hataron az egyszertiség kedvéért a to
végidépontban vald rogzitést értjiik. A két feladat egyértelmiien egymasba
transzformalhato az 0f /0t elGjelének megvaltoztatasaval.

Tekintsiik tehat az Af = 0 egyenlet azon megoldasat, amelyet egy R C C
téglalapon tekintiink és amelyet a parabolikus hatédron a P-vel rogzitiink.
Mivel a C halmazon az x koordinata alulrél egy pozitiv értékkel korlatos és
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mivel a P folytonos, ezért létezik a feladatnak megoldasa. Rogzitsiik az R
egy (t,z) bels6 pontjat és jelolje Ry az R parabolikus hatéarat. Vezessiik be a

T =inf{s> 0] (t+s,5 (s)) € Ro}

megallasi id6t és az
o f(s+1,57(s))
N (s) = R0s)

folyamatot. Az N7 megéllitott folyamat korlatos és mivel az f kielégiti az
Af = 0 egyenletet az id6 szerinti Ito-formula kézvetlen alkalmazasabol evi-
dens, hogy az N Wiener-folyamat szerinti sztochasztikus integralként irhato
fel. Ebbdl kovetkezGen az N7 egy korlatos lokdlis martingal, vagyis egy mar-
tingal. A martingal tulajdonsag miatt

f(t,z) = N(0) = EQ (N (1)) = EQ (W) _

De mivel a (7 +t,5% (7)) € Ro C C, ezért
T<p=inf{s>0|({t+s5%)¢CIN(T—1t)=
=inf{s>0] (t+s5"(s+1t) ¢C}A(T—t)=
:inf{s|P(s+t,St""”(s+t)) - (K—St"’”(s+t))+}/\(T—t).

A pnyilvanvaloan a P (t, x)-hez tartozo optimalis megallasi id6. A P (¢, x)-hez
tartozo Snell-burkolo

wp B (<KS<>>> _
)

0<7<T—(t+s

1 S ((K—s r>>+> _ P(t+5,5(5)
(t+s)

R(s) 0<7<T—

Az optimalitasi kritérium szerint az X” megallitott Snell-burkolé martingal.
A megallasi opcidkrol szolo tétel miatt

fit.0) = B2 (FE ) BA(x (1) = EQ(X(9) = X(0) = Plt.0)
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Ebbdl kévetkezden a P a C halmazon kielégiti az egyenletet és a sziikséges
derivaltak léteznek.

Térjiink ra a harmadik feltételre. Tetszoleges (¢, z) € [0,T] x (0, 00) esetén
legyen most

Téhﬁ{s|P(&Sz@»::U(—SI@»+}A(T—t)

Természetesen

P(t,z) = EQ <(K — > (7)>+> :

R(r)
Legyen
pr =inf{s| S*(s) < K}.

A p, és a 7 definiciojabol vilagos, hogy 7 =T —t a {p, > T — t} halmazon.
A fenti varhato értéket felbontva

0<P(t,x)SEQ< R(r) R(T—t)

§K‘Q(pm§T*t)'

(g 7)) o (MWW 7o t>> -

ilva o < i < = 0.
Nyilvanvaloan OI;E;XTP (t,z) < zlgréo Q(p., <T)=0

Térjiink ré az egyértelmiiség igazolasara. Az imént belatott hatarérték-
feltétel miatt ha az f megoldasa az allitdsban szerepld problémanak, akkor
az f korlatos. Definialjuk az

[t 5" (1)
R(1)

M(t) =
folyamatot és legyen
T, =inf{s | ST (s) = S* (t)} AN T.
Az S% folytonos az S* jobbrol folytonos, ezért ha 7, < T, akkor S¥ (1) =

= S* (7). Mivel az f kielégiti az egyenletet az Ito-formula miatt az M egy
korlatos lokalis martingal, vagyis az M egy martingal. A 7, éppen az optimaélis
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megallités, ezért a megallasi opcidkrol szolo tétel és a két peremfeltétel miatt

f(t,w) = M(0) = EQ(M( L)) = EQ<JWW>:

R (1)
N
T 7. _ QT +
= EQ( K S w X(Tx<T)> + EQ <(K RS(ZEC)T)) X(TZL’ = T)> =

_Eq<w>zp(t,@, =

A folytatési régioban a P (t,x) derivalhato. Ha (t,z) € S és © < S* ()
és t < T, akkor (K —z)* = P(t,z) > 0, ami csak akkor lehetséges, ha
P(t,z) = K — x. Ez a fiiggvény az x < S* (¢) tartomanyon derivé,lhatﬂ és
a derivaltja —1. Mit lehet mondani az S* (t) pontban?

6.60. Allitas. Tetszdleges t < T esetén a g(x) = P (t,x) figguény derivdl-

haté. Specidlisan
OP

dr
Bizonyitds. Mivel a P (t,x) fliggvény az x koordinata szerint konvex, ezért
minden pontban mind a két oldali derivaltja létezik az x szerint. Mivel konvex
fliggvény esetén a derivaltszamok nének és mivel

oprP d

(t,S* (1)) = 1.

oy BT —) = (K —2)=-1,
ezért 8P

és meg kell mutatni, hogy az ellenkezo irdnya egyenl6tlenség is teljesiil. Le-
gyen x = S* (t) és definialjuk a

Te Z=inf{s >t | S""* (s) < S* (s)} AT,

megallasi idGket. Természetesen 79 = t. Az S* nem csokkend, ezért ha t < s,
akkor S* (t) < S* (s), kovetkezésképpen

e <inf{s >t ST (s) < S ()} AT Zinf {s >t | ST (s) <a} AT =
=inf{s>t|(x+e)S"" (s) <z} AT =

:inf{s>t|St’1(s)<x<1}/\T.
rT+e

10 Zart intervallum végpontjaban a derivalhatosag értelemszeriien csak az egyik oldal-
rol valo derivalhatosagot jelenti. Az S halmazon az AP értelmes és AP = dz —rK.
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Vegyiik észre, hogy

St (s) = ((r—5—> (s—t)+aw(s—t)> =

=exp(v(s—t)+ow(s—1t)) =exp(vu+ow(u)).

A trenddel rendelkezs Wiener-folyamatok minimumara vonatkozé (5.7]) kép-
let szerint tetszéleges a > 0 esetén

Q <OISnuiI§1a {vu+ow(u)} > O) =0,

vagyis tetszGleges a > t esetén

Q < min S (s) < 1) =1

t<s<a

Ebbél kovetkez6en ha € N\ 0, akkor majdnem mindenhol 7. \, 79. Azonnal
lathato, hogy a 7. az els6 olyan idSpont, ahol a ¢t utan elinditott folyamat
belép a megallitasi tartomanyba, vagyis

=inf{s>t| ST (s) < S*(s)} AT =
= inf {s >t]p(s, 84" (s)) = (K — §h*te (s))+} AT =

:t+inf{s | p (5,877 (s)) = (K — St (s))+} AT —t).

Vagyis 7. — t éppen a P (t,x + ¢)-hoz tartozo egyik optiméalis megallitas

P(t,z+¢) — EQ ((Ksa:+a (Tst))+> _

R(r. —1)
B (K —S% (1. —t))*" (K — S (1. —t))*
_EQ< R(r. - 1) >_EQ< R(r.—1) )*
(K — 5%t (r. —t))*
+EQ< Rm 1) )

Az els6 kifejezés éppen a P (t,x). Ha 7. < T, akkor, felhasznalva, hogy az S*
jobbrol folytonos
ShTFE (1) < §* (1o4) = S* (7o),

vagyis az SV (1.) a megallasi tartomanyban van, tehat ilyenkor a kifizets
fliggvényben a pozitiv rész jel elhagyhato. Ezt felhasznalva a becslés folytat-
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hato

P (t,z) — EQ <KR(S;(ft)t)x(Ts < T)) -

_EQ <(K_Sw (Te_t))+X(Ta :T)> +

R(r.—1t)

L EQ (K—S“E(Ts—t)X(TE <T)> LEQ <(K—S”C+€(T€—t))+ x(Tg—T)> _

R(r. —t) R(r.—1)

xr+e T, — _ Qqx Te —
<) -

_ge <<K—Sf (T 1) — (K - 57+ <T—t>>+>_

:P(t,m)—EQ(

R(T —t)

Az utolso elGjeles kifejezés az S* x szerinti ndvekedése miatt nem negativ,
igy elhagyva a becslés

P(t,lE + 5) < P(t,x) _ EQ (SZJrE (TsR_(? __*i; (Ts - t)X(Ts < T)> _
Lir _
= P(t,z) —¢-EQ <i((7_:_;))x(75 <T)) .
Atrendezve
P(t,x+¢)— P(t,x) St(r. —1t)
. <-E® (R(Ta_t)x(Ts < T)) :

Ha most € \, 0, akkor 7. — ¢t < T. Az S'/R a [0,T] szakaszon rendelkezik
integralhatd majoranssal, igy a hatarérték bevihets az integral mogé és

. S (r.—1t) St (e —t)
ghi%EQ (R(Tg—t)X(TE < T)) = E® <€h<‘% mx(rg < T)) =

=22 () =1

Kovetkezésképpen

OP (t,z+) _OP(t,5"()+) _ 0
or Ox -

6.61. Példa. A g(z) = P(T,z) = (K —x)" fiiggvény nem derivalhato.
Ugyanakkor persze az S* (T') sem értelmezett.
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6.62. Allitas (Explicit Doob-Meyer-felbontés). Tetszdleges 0 < t < T ese-
tén az amerikai opcio t = 0 pontban vett drihoz tartozo optimdlis megdllitds
Snell-burkoldja felirhato

X (1) = P%(St)(t)) ~PO.SO)+0 [ ;((Z;Pz (4, S () doo () +

P68 (u) —rK .

alakban, ahol a sztochasztikus integrdl eqy valddi martingdl, a trajektéridnként
vett integrdl pedig nem névekedd.

Bizonyitds. Az allitdsban szerepld felbontas lényegében az Ito-formula altal
adott felbontas. A probléma csak az, hogy a P (t,z) nem differencialhato,
ezért kisimitjuk. Legyen f (u,v) egy végtelen sokszor derivalhat6, kompakt
tartoju tesztfiiggvény. Ha t < T és x > 0 és ¢ elég kicsi, akkor legyen

P. (t,x) :/OOO/OOOP(t+5u,x+av)f(u,u)dudv.

Mivel a ¢t < T miatt a P,, létezik és folytonos, ezért az x szerint derivalhatunk
az integréljel alatt

OP: (t,x) _/°° 0P (t+ cu,x + €v)

9 o f (u,v) dudv.

Mivel a masodik derivalt %P (¢,z) /0x? az S* (t) pontban esetleg nem 1é-
tezik, illetve nem folytonos, ezért az integral alatti derivalas kiszamolasakor
ovatosan kell eljarni.

0?P. (t,x) 0 [T [T OP(t+ceu,x+ev) B
5 = %/ / 5 f(u,v) dudv =

aPuv u—t v—=x
8x€2/ / ( . )dudv_
aP (u,u) , fu—t v—2
- dud
53/0 /0 ox f2( e ' € ) uav,

ahol értelemszertien f4 jeloli az f masodik valtozdja szerinti derivaltat. A
belsé integralt az S* (v) pontban kétfelé valasztva, az egyes integralokon par-
cialisan integralva, és kihasznalva, hogy a P els§ derivaltja folytonos. igy a
kiintegralt rész kiesik

0P (t,x) _/OO/OO O?P (t +eu, = + ev)

922 922 f (u,v) dudv,
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ahol az 0?P/0x? integrandus az (s, S* (s)) halmazon nincsen értelmezve.
Hasonléan

OP: ( OP (t + eu, x + €v)
T / / y f (u,v) dudv.

Mivel a P/ folytonos, ezért ha ¢ \, 0, akkor

OP. (t,x)  OP(t,x)
or | oz

illetve a (t,.S* (¢)) halmazon kiviil a kompakt halmazon egyenletesen
AP. (t,z) — AP (t,z).

Az Ito-formula szerint

P.(t,5(t) P-(0,5(0 AP (u, S (u))
R(t) R(0) )

/ =5 u:( >)dw(u).

Mivel az x szerinti parciélis derivalt a 0 és —1 kdzo6tt van ezért a sztochaszti-
kus integralban alkalmazhaté a majoralt konvergencia tétele. Kovetkezéskép-
pen ha e N\, 0, akkor a sztochasztikus integral hatarértéke éppen az éllitasben
szerepld sztochasztikus integral. Az AP értéke a folytatasi tartomanyon nulla,
a megéallasi tartomany belsejében dx — rK. A két halmazt elvalaszté pontok

{(u,w) [ 5™ (u) = 5 (u,w)}
halmaza nullmértékd, igy

AP (u, S (w)) m.m.
R (u)

du+

(05 (u) = rK) x (S (u) < 5 (u)),

ami éppen a masodik integral integrandusa. A sztochasztikus integral egy
valodi martingal, ugyanis az integral £2-be esik. X (t) = P (¢,5(t)) /R (t)
felbontésa egy folytonos martingalra és egy folytonos, korlatos valtozasu fiigg-
vényre egyértelmd. A Doob—Meyer-dekompozicié miatt az X (t) felbonthato
egy martingal és egy eldrejelezhets, korlatos valtozasa folyamatra. Mivel az
X folytonos, ezért elérejelezhets. Ebbdl kdvetkezGen a Doob—Meyer-felbon-
tasban szereplé martingal elérejelezhetd, tehat folytonos. Igy az igazolt fel-
bontasban szerepld korlatos valtozasa tag éppen a Doob—Meyer-felbontasban
szereplS tag, kovetkezésképpen nem novekeds. Az allitast a t = T esetre a
t /T hatarértékkel kapjuk. O

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



www.interkonyv.hu

398 6. NEHANY TETEL A SZTOCHASZTIKUS FOLYAMATOK ELMELETEBOL

6.63. Kovetkezmény (A korai lehivas prémiuma). Tetszdleges 0 < ¢t < T
esetén az

x( - 2450

Snell-burkold felirhato

_ (K —S(T)"

TrK —6S (u) »
+EQ (/t TU)X(S(U)<S (u))du|.7:t>

alakban. Az elsd tag éppen az eurdpai put opcid dra, a mdsodik monoton nem
névekedd tag szokdsos elnevezése korai lehivdsi prémium.

Bizonyitds. Jelolje M és V az &llitasban szereplé martingélt és korlatos val-
tozasu tagot.

=E¥(X(T) | /) =EX(M(T) | F,) +E®(V(T) | Fr) =
=M®)+VH)+ERWV(T) -V ()| F) =

B 7658 (u) —rK .
= X (t) + EQ (/t Wx(S(u)<S (u))du|}'t>.

Atrendezve éppen az emlitett felbontéast kapjuk. O

A korai lehivas prémiuméanak integrandusanak interpetéacidja a kovetke-
z6: Az eur6pai put és az amerikai put kozotti értékbeli kiilonbség a lehivasi
tartomanyban du idGszak alatt keletkezett értéknovekedések Gsszegébdl ered.
A nyereségeket egyrészt diszkontélni kell, ezért szerepel a képletben a R (u)
a nevezdben. A szamlaloban a lehivasakor kapott K Osszeg értéknovekedé-
se van. Ebbél le kell vonni az ugyanazon idészakban a részvény aranak az
osztalékfizetés miatti 0.5 (u) csOkkenését, amely Osszeggel az opcio értéke, ha
nem hivtuk volna le, természetesen néne. A lehivési prémium névekedése azt
mutatja, hogy a két hatas ered§je nem lehet negativ.

6.64. Kovetkezmény. Minden t < T esetén §S* (t) < rK. Kovetkezéskép-
pen 6S* (T—) <rK.

Bizonyitds. Legyen 0 < ¢t < T. Az S* (t) > 0 miatt Q (S (t) < S*(t)) > 0.
Vagyis alkalmas w kimenetelre S (¢,w) < S* (t). Az S* (t) jobbrol folytonos,
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az S (t,w) folytonos, igy alkalmase > 0és Q(R) > O esetén hat <u <t+e
és w € R, akkor S (u,w) < S* (u). Ha az intervallum egy pozitiv Lebesgue-
mértékd N halmazan 6 - S (u,w) > rK lenne, akkor ezen az intervallumon
pozitiv valoszintiséggel a trajektéria nem lenne nem csokkend. Vagyis majd-
nem minden ¢t < u < t + ¢ id6pontra 6 - S (u,w) < rK. Az S folytonossaga
miatt 65 (t,w) < rK. Vagyisha {S (t) < S* (t)}, akkor 6.5 (¢,w) < rK. Ebbdl
kihasznélva, hogy az S (t) eloszlasa lognormaélis, igy az eloszlas értékkészle-
te az Ry, hatarértékként d - S* (t) < rK, amibdl a § - S* (T—) < rK mar
evidens. O

6.65. Allitas. A 0 <t < T szakaszon értelmezett S* (t) fiiggvény folytonos
és

" _ K, ha 6<r
§(T-) = {5K/r, ha 6 >r"

Bizonyitds. Terjessziik ki az S* fliggvényt a T pontra a megadott definiciéval.
A kiterjesztett S* () monoton né és jobbroél folytonos. Meg kell mutatni, hogy
balrol is folytonos. Tekintsiink egy tetszdleges 0 < to < T pontot, amelyre
S (to—) < S* (to). Legyen

§ (tg—) < v =2 (to) +25 o) _ g (to) -

Ha 0 <t < tg, akkor S* (t) < S*(tg—), igy S* () < c¢*. Legyen S* (t) <
< x < ¢*. Nyilvanvaloan (¢,z) € C. Mivel a P (t,z) a t szerint csokken, ezért
OP/ot <0, igy felhasznalva, hogy a C tartomanyon AP =0

1, ,0°P oP
— RS — R — >
59 ¥ 5 (t,z) + (r 5)xa$ (t,x) —rP(t,x) >0,

vagyis

1 ’p P
iosz?}? (t,z) > (6 —1r) mg—x (t,z) +rP(t,x).
Ha r > ¢, akkor felhasznalva, hogy 0 > OP (t,x) /Ox és ilyenkor a definicidban
< K=58%(T),
1, ,0%P

50 W(f,x)er(t,:v)zr(K—x)Jr2r(K—m)2r(K—c*)>O.
T

Ha ¢ > r > 0, akkor felhasznalva, hogy P (t,z) /0x > —1,

1, ,8°P
5 ol >—(6— —2) = _
27 T a2 (tx)>—(—r)e+r(K—z)=rK —dx >

>rK —dc" >rK —05"(tg) >rK — 658" (T—) > 0.
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Ebbdl kovetkezben egy alkalmas H > 0 konstassal

0?P 2H 2H
Frl (t,x) >

> =D>0.

Felhasznélva, hogy a P, folytonos minden S* (t) < u < ¢* esetén,

v rop v
(t,s) dsdy —/ [ (t, s)} dy =
/*<t>/*(t> 52 s+t L O 5+(1)

vo9P "
/S*(t) 5y () —1dy =[P (ty) = yls. ) =

—P(t,u)— P(t,8" () + S (1) —u=

=P(tu)— (K-S )"+ 8 () —u=
=P(u)—(K-S"({t)+S5"(t)—u=
=P(t,u)— K —u

Ugyanakkor mivel az integrandus egy pozitiv D konstanssal alulrél korlatos,
P@@-K;uzépm—swm?
Ha t 7 tg, akkor
P@mW—K—uZ%D@—SWmﬁf>O
Vagyis S* (t9) < u. Ebbdl kévetkezden
S*(to) + 5" (=) o .

2 €

*

c>u>

ami lehetelen. O

6.66. Definicid (Szabad hatar probléma). Keresends egy a [0,7] x R, hal-
mazon definialt f (¢,z) és egy a [0,7T) szakaszon definialt jobbrdl folytons,
nem csokkend d fliggvény. A kovetkezdSket koveteljiik meg:

1. AD = {(t,z) € (0,T) x (0,00) | > d(¢t)} halmazon az f, f. és fI.
derivaltak léteznek és folytonosak, valamint Af = 0,
ftx)=K—z,ha0<t<Teés0<z<d(t),
f(T,2)=(K —2)" , haz >d(T),

lim,_, oo maxg<i<r | f (¢, 2)| =0,

a [0,7] x R4 minden elemére f (t,2) > (K —x)",

Dl o o
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6. f.(t,d(t)+)=—1ha 0<t<T,

7.0d(T)=6d(T-) <rK.

A d-re tett feltételek miatt a D halmaz nyilt, igy az els§ pont értelmes.
Az els6 négy feltétel szerint a cl (D) halmaz parabolikus hataran az f meg-
oldasa egy parabolikus egyenletnek. A feladat azért szabad hatar probléma,
mert a D halmaz alsé hataranak meghatérozéasa része a probléménak. Normél

parabolikus feladat esetén minden hatarpontra egyetlen feltételt szabunk. A
szabad hatéar probléma esetén a szabad hataron két feltételnek kell teljesiilni,

f(tvd(t)):K_d(t)v t<Ta
of (t,d(t)+)
R e R
ox
de cserébe a hatar nincsen elére régzitve. Definialjuk az

£= [O,T)X[O,K), ha r>¢
"1 [0,T) x [0,rK/d), ha r <

t<T,

halmazt. A g (z) = (K — z)" fiiggvény az € halmazon folytonosan derivalhato
és (Ag) () = dx — rK < 0. Ennek megfeleléen a d fliggvény a [0,T) x Ry
halmazt két részre vagja.

Af =0, é f>g aD halmazon

Af <0, & f=gaz ([0,T) x Ry)\cl (D) halmazon.
6.67. Allitas. A (P (t,2),S* (t)) pdr az egyetlen megolddsa a fenti szabad
hatdr problémdnak.

Bizonyitds. Elegendd belatni, hogy a szabad hatar probléma megoldésa egy-
értelmd. Ehhez ismét az Ito-formulat fogjuk hasznélni. Az imént belatott
explicit Doob—Meyer-dekompozicibhoz hasonléan irjuk fel a

JW*”(T»:J@(t,m)ﬂ—/t ;((gfx(wsm))dw(uw

R(T)
768 (u) —rK
+/t Ry X8 () < () d

felbontast. Az f (t,z) fliggvényrdl nem tettiik fel, hogy az x szerint konvex,
igy nem tudjuk, hogy az f. parciélis derivalt korlatos. Ebbgl kovetkezGen

a sztochasztikus integralrol csak azt tudjuk, hogy lokalis martingal. Legyen
(1) egy lokalizacios sorozat. Tetszoleges ¢ < 7 < T megallasi id6 esetén

(152

— f(t,2) + B9 ( / SN S ) < d(u))du> |
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Az f a negyedik feltétel miatt korlatos, igy majoralt konvergencia tétel az
egyik oldalon a masik oldalon pedig a monoton konvergencia tétele alkalmaz-
hato6. Felhasznalva, hogy az integrator nem pozitiv,

o (K-S @)\ _ o (fns @) _
E( R(7) >§E< o)

— e+ B9 ([ BT (sw <du)du) < £ 2a),

ahol kihasznaltuk az 6t6dik megkotést. Ebbol P (¢, z) < f (¢, x). Legyen
T=inf{s>t|S(s) <d(s)} AT.

Ekkor a peremértékek miatt f (7,507 (7)) = (K — S%* (7))". Mivel a 7 a
megallasi tartomany t utani elsé talalati pontja, ezért

788 (u) —rK " ) du = T y
| s @ < dwydu= [ oau=o,

vagyis

o ((K=5" )"\ _pa (165N _ .,
B ( R() )‘E (Fom ) =0

vagyis f (t,x) = P (t,x). Hatravan még a d = S* egyenl@ség igazolasa. Ehhez
elegendd belatni, hogy a

C= {(t,x) | P(t,z) > (K—x)+} = {(t,2) |z > S* (1)}
D={(t,z) |z >d(t)}

halmazok megegyeznek. Ha (¢,z) € C, akkor Af (¢t,z) = 0. Ebbdl kévetke-
z8en C C ¢l (D). Mivel a D nyilt, ezért C C D. A szerepek megcserélésével
kaphatjuk a forditott iranyu tartalmazést. O
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7. fejezet

Kamatlabmodellek

A Black—Scholes-vilag altalanositésai koziil a legfontosabb a kétvényekre vo-
natkozo elmélet. Az alabbiak célja, hogy alkalmas modellkeretet épitsiink a
B (t,T) elemi kotvények elméleti, matematikai meghatéarozasara. Miként ko-
rabban megjegyeztiik, a B (¢,T) éppen a T idSpontban esedékes, Hr = 1
Osszeg ara a t < T id6pontban. Az &ltalanos arazéasi formula miatt értéke
éppen B (t,T) = R(t)EQ(1/R(T) | F:), ahol R a Q martingdlmértékhez
tartozo diszkont folyamat. Vagyis a Q ismeretében az R segitségével a B
egyszeriien meghatarozhato. A forditott irany azonban nem egyértelmi: Ha
ismerjiik a B (¢,T) folyamatot, akkor szamtalan kiilonb6zs (Q,R) par léte-
zik, amelybdl a B (t,T) szarmaztathato. Nyilvanvaléan érdemes olyan part
valasztani, amely a szdmolasokat egyszeriivé teszi. Adott S részvény esetén
a Qp forward mérték éppen az a mérték, amelyre a 0 <t < T szakaszon az
S (t) /B (t,T) martingal. Miként belattuk,

= (% 17) == (g 17) = mo 1

amibdl rogzitett B (t,T) esetén tetsz6leges a Qp-re abszolut folytonos Q
esetén meghatarozhato a megfelels R, vagy tetszéleges R-hez meghatarozhato
a Q. A tovabbiakban a B (t,T) segitségével definialni fogunk egy alkalmas R-
et, és a hozza tartozé Q mértéket fogjuk kockazatsemleges mértéknek nevezni.
Vagyis a kamatlabmodellek alapfogalma nem az (.S, R) par, hanem a B (¢,T)
elemi kotvények folyamatai. Tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy az elemi
koétvények altal meghatarozott piac nem teljes.

Hangsulyozni kell, hogy minden T-re adott egy-egy folyamat, igy a modell-
ben szerepld folyamatok szama végtelen. A tovabbiakban feltételezziik, hogy
a B (t,T) folyamatok mindegyike pozitiv, a T szerint derivalhato, illetve min-
den T esetén B (T,T) = 1. Az elemi kotvények B (¢, T') csaladjat a kotvények

403
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lejarati szerkezetének mondjuk. A B (¢,T) elemi kdtvények segitségével sza-
mos szorosan Osszefiiggé pénziigyi koncepcidt fogalmazhatunk meg. Ezeket
a kiilonb6z6 matematikai konstrukciokat hozamgorbéknek mondjuk. A ho-
zamgorbék informacios tartalma azonos a lejarati szerkezet altal hordozott
informécioval, csak kiilonb6zd, esetlegesen praktikusabban megragadhato for-
méban, prezentalja azt.

7.1. Forward ratak és hozamgorbék

Legyen t <S<T. Ha a t id6pontban eladunk egy az S id6pontban lejaro ele-
mi kétvényt és az igy kapott B (t,.5) arbol vesziink B (¢,.5) /B (t,T) darab a
T idSpontban lejard elemi kétvényt, akkor a T' idépontban B (¢,.5) /B (t,T)
Osszeghez jutunk, mikozben az S idépontban kifizettiink 1 egységet. (Termé-
szetesen a t id6pontban a két tizlet eredéje nulla.) Ennek megfelelGen az [S, T
idGszak elején befektetett egységnyi dsszeg az idGtartam végeén B(t, S)/B(t,T)
Osszeget ér. Az igy kapott ugynevezett forward iizlet eredményét alapvetGen
két modon definidlhatjuk. Ha az
B (t,95) _ B(t,S)-B(t,T)

B(t,T)*l’ B(t,T) =L (T-95)

képlettel meghatarozott L értéket adjuk meg, akkor tgynevezett egyszert,
vagy LIBOR forward ratarol szokas beszélni. Ha a
B (t,S)
B (t,T)

— exp (F- (T'— )

képlettel definialt F' értéket adjuk meg, akkor folytonos forward ratarol be-
széllink.

7.1. Definici6. Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket :

1. A t id6pontban szamitott, az [S, T] szakaszon érvényes LIBOR, forward

rata
B(t,T) - B(t,S)

B(t,T)(T-85)
2. Az [S,T] szakaszon érvényes LIBOR spot rata

N _ B(S,T)-B(S,5) _ B(S,T) -1
L(S,T) = L(S,5T) =~ B(S,T)-(T-S)  B(S,T)-(T-5)

L(taSaT) = -

3. A t id6pontban szamitott, az [S,T| szakaszon érvényes folytonos for-
ward rata
_logB (t,T) —log B (t,5)

F(t,8,T) = T
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4. Az [S,T] szakaszon érvényes folytonos spot rata

_log B(S,T) —log B(S,5) _ logB(S,T)
T-5 B T-S

F(S,T)=F(S,8,T) =

5. A t id6pontban szamitott t < T' id6ponthoz tartozé pillanatnyi, folyto-
nos forward rata
dlog B (t,T)

S (7.1)

[T :é%F(t,S,T) =

6. Azonnali révid kamat, vagy egyszertien révid kamat

_Olog B (t,1)
orT

R(t) = exp <j€tr(s)ds)

Miként mar jeleztiik az R-hez tartozé Q mértéket kockazatsemleges mér-
téknek fogjuk mondani. Igy a Q definicioja szerint érvényes a 7 (Hy) =
=R(t)EQ (Hr/R(T) | F;) 4razasi formula. Ennek megfelelsen érvényes a

r(t) = f(tt) =

7. Bankbetéten az

folyamatot értjiik.

B(t,T) = R(t)EQ (R(lT) |]-‘t) =

= exp (/Otr(s)ds> ECQ <exp <—/0Tr(s)ds> |]—"t> —
T
:EQ<wp<—Z‘r@ﬁk>|fO

képlet is. Az f (t,T) (7.1) definici6jabol evidens, hogy

T
B (t,T) = exp (—/t f(t,s) ds) .

7.2. Azonnali rovid kamatladbmodellek

A legegyszertibb modellezési kérnyezetet akkor kapjuk, ha kozvetleniil az r (t)
folyamatot egy az r-re felirt sztochasztikus differencidlegyenlettel modellez-
ziikk és a B (t,T) értékeit az r-re felirt egyenlet paraméterei segitségével ha-
tarozzuk meg. Mivel ez a megkozelités szamos helyen elérhetd, ezért csak
réviden foglalkozom vele.
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Tegyiik tehat fel, hogy a kockizatsemleges mérték alatt az r kielégiti a
dr =0b(t,r)dt+ o (t,r)dw

egyenletet. A B (t,T) alakulasat a legegyszertibben a Black—Scholes-differen-
cidlegyenlettel analég, tugynevezett lejarati szerkezet egyenletteﬂ szamolhat-
juk ki. Tegyiik fel, hogy egy alkalmas f (¢,r) fiiggvény kielégiti a

g(t,r)er(t,r)ﬁf(t,r)+102(t,r)§722 () =7 f(tr),

ot or 2
f(T,r)=h(r)

egyenletet. A h(r) a T id6pontban érvényes képlete az esetleges szarmazta-
tott terméknek. Formailag a Black—Scholes-egyenlethez képest Gsszesen annyi
valtozas tortént, hogy az x helyébe r keriilt. Ez azonban lényeges valtozast
jelent ugyanis az r - f (¢t,r) tagban immaron az r szorzd is valtozoé és nem
konstans mint kordbban. Tekintsiik az X (t) = f(¢,r (¢)) folyamatot és le-

gyen D (t) = exp (— f(f r(s) ds). Vilagos, hogy
dD (s) = —r(s) D (s)ds,
illetve az Ito-formula miatt

0 0 0?
dX =df = (a]; (t,r) +b(t,7) Ef(t,r) + %02 (t,r) ﬁf (t,r)) dt+

0
+o(t,r) Ef (t,7) dw.
A parcialis integralas formulaja és a polaritéasi szabaly alapjan
) X(T) =D (t) X (t) =

D(T
T T
:/t X(s)dD(s)+/t D (s)dX (s) =

- /t Cr(t) f (5,7 (5)) D () ds+

T
[ 06 (Zn+bn oo+ ot ) o

f (S,T)> ds+
T
—|—/t D (s)o (s,1) %f(s,r)dw,

ugyanis a D korlatos valtozasu, igy a kvadratikus keresztvaridcios tag nulla.
Mivel az f kielégiti a parcialis differencialegyenletet, ezért a ds tagok Gsszege

1 Term Structure Equation.
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nulla, igy az Y (t) = D (T) X (T) — D (t) X (t) elsall egy Wiener-folyamat
szerinti sztochasztikus integralként, igy a t = 0 id6pontban nulla értéket
felvevs lokalis martingal. Ismételten felmeriil, hogy mikor lesz egy lokalis
martingal valodi martingal. Ha példaul tudjuk, hogy r > 0, akkor 0 < D (t) <
< 1, ezért ha az f egyenletesen korlatos, akkor az Y egyenletesen korlatos
lokalis martingal, igy egy valodi martingal, kovetkezésképpen

T
D)X (t)=ER(D(T)X (T) | F;) = EQ <exp (/O r(s)ds) h(r(T)) | ]-'t> ,

amibdl

X(t) = f(t,r(t)) = exp < /0 tr(s)ds) EQ <exp (- /O Tr(s)ds> h(r(T)) | ]—"t>.

Ha h =1, akkor f (t,r) = B (¢,T).

Ahhoz persze, hogy a parcialis differencidlegyenletet meg tudjuk oldani
egyszerisitéseket kell bevezetni. A legnépszertibb csalad az tgynevezett af-
fin lejarati szerkezetteﬂ rendelkez6 modellek, amikor az f (t,r) fliggvényt
exp (A (t,T)— C (t,T) - r) alakban keressﬁkﬂ A modellesalad angol elneve-
zése alapjan ilyenkor ATS modellekrsl beszéliink. Az elnevezés nyilvanvald
indoka, hogy az exponencialis fiiggvény kitevGjében levs kifejezés az r af-
fin fliggvénye. Affin lejarati szerkezet esetén a megoldando lejarati szerkezet
egyenlete

%(t,T)— E(t,T)r—b(tm)C(t,T)—i-%UQ (t,r)C*(t,T) =,

ot at
A(T,T) =0,C(T,T) =0

modon is irhat6. Természetesen semmi okunk sincs feltételezni, hogy adott
b(t,r) és o (t,r) fliggvények esetén a keresett A (¢,T), illetve C (¢,T) fiiggve-
nyek meghatarozhatoak. Ha tovabbéa feltessziik még, hogy
b(t,r)=a(t)r+08(t),
0% (t,x) =7 () + 3 (¢),

akkor az egyenlet

r= 900 T) B C (LT + (1) C* (1) -
- (%f t,T)+a(t)C(t,T) — %v(t) c? (t,T)) r

2 Affine Term Structure.
3 Parcialis differencialegyenletek megoldasakor a leghatékonyabb médszer a szorzatra
bontas modszere. Az alabbi eljaras éppen ennek a megkozelitésnek egy verzidja.
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modon egyszertisodik. Mivel az egyenlGségnek minden r esetén teljesiilni kell,
ezért

A 1
2.1 =B WT) + L5 ()02 (1.1) =0,
1
2D + a1 T) ~ 31 ()€ (1, T) = 1.
Vegyiik észre, hogy a mésodik egyenlet csak a C-tdl fligg és az els6 egyenlet
0A

1 2
B t,T)=8@1)C(¢tT)— 55@)0 (t,T)

alaki, amely mar a C' ismeretében egyszeri integralassal megoldhato. A C-re

vonatkozo6 egyenlet az

Y (@) =c(@) +a(@)y(@)+b()y* (2)

alaku ugynevezett Riccati-egyenletek kozé tartozik, amelyeknek nem ismert
a zart alakban val6 altaldnos megoldésa. Ugyanakkor a Riccati-egyenletek
megoldasa mégsem reménytelen. Miként ismert, ha valamiképpen megsejt-
het6 az egyenlet egy megoldasa, akkor az egyenlet altaldanos megoldasanak
megkeresése visszavezethetd egy alkalmas linearis differencidlegyenlet megol-
désara.

7.2. Példa. Vasicek-modell.
A Vasicek-modellben a Q mérték alatt a
dr = (b—ar)dt +odw, 7r(0)=rg

egyenlettel irjuk le az azonnali révid kamatlab alakuléséat, ahol a, b és o a
modell pozitiv paraméterei. Ilyenkor

b(t,r) = —ar+b, o(t,x) =0
A C fiiggvényekre vonatkozo egyenletek

%f (t,T) — aC (t,T) = —1, C(T.T)=0.

Ez minden T-re egy kézonséges konstans egyiitthatos lineéaris egyenlet, igy
1
C(LT) == (1 - exp(~a(T —1))).
a

Az A-ra vonatkozo egyenlet

0A

Bt (t,T) =bC (t,T) — 30202 t,T), A(T,T)=0.
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Ezt t szerint integralva
o2 [T T
A, T)=—(A(T,T) - A(t,T)) = 7/ C? (s,T)ds—b/ C(s,T)ds.
t t

A C mar meghatarozott képletét behelyettesitve

b o2 B o2C2% (t,T)
2a?

AT) = (C(t,T)—T +1) <a o
B(t,T) =exp(A(t,T) — C (t,T)r (t)). O

7.3. Példa. Ho-Lee-modell.

A Ho-Lee modelben a Q mérték alatt a
dr =0 (t)dt + odw, 7(0) =19

egyenlettel irjuk le az azonnali révid kamatlab alakulasat, ahol o a modell
pozitiv paramétere, 6 (t) egy fiiggvény, amit a modellben az aktuélis hozam-
gbrbéhez valo kalibralédshoz lehet felhasznalni. Ilyenkor

oC
a (tv T) =-1, C(T7 T) =0,

9A
ot
Ebb6l C (t,T) =T —t és

t, T)=0()C(t,T) - 30202 (t,T), A(T,T)=0.

o (T -1’

T
A(t,T):/t 0(s) (s — T)ds + -0

A 0 fiiggvényt gy kell meghatarozni, hogy teljestiljon a B (0,7) = B* (T)
egyenldség, ahol B* (T') a ténylegesen a t = 0 megfigyelt lejarati szerkezet. A
B* (T) helyett az illesztéshez egyszertibb az f* (0,T) forward ratat hasznalni.
A forward rata és az elemi kotvények ara a

T
B(t,T) = exp (—/t f (t,s)) ds

képlet miatt kolcsondsen egyértelmii viszonyban van. Igy

e (O,T):_dlndB;(T)'
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A forward rata elénye, hogy segitségével érvényes a

—/Tf*(O,s)ds—A(O,T)—C(O,T)r(())—
0

2 3

o T
- CA—
/9 (s—=T)ds+ 5 3 r (0) .

egyenlGség. A parametrikus integralas derivalasaval minden 7' > 0 esetén
T o2
—f*(0,T)=0(s) (T -T) f/ 0(s)ds+ ?TQ —7(0).
0

Ujra derivalva és atrendezve

9/~ (0,1)

2
t.
ar  T°

0(t) =

Ezt visszairva

/tT9<s><s—T>ds=

! <8f* (1(3’8 0'28> (s—T)ds =

:/t TM
_ [(f*(O,sH"Z;Q) <s—T>r—/Tf*<o,s>ds—"2/Ts2ds=
— 7 (0,8) (T —t) — /f (0,5)d (T‘3 %)

Ebbsl

B(t,T) = exp (A (t,T) — C(t,T) - 1) =

( [ 09 )

2t2

X exp (f (0,8)(T—t)— T(t T)— 62 (T3 %)+ U;(T—t)?’—(T—t)r) =

_ %**(3 exp (f* (0,5) (T —t) = Tt = T)* = (T —1) r(t)) . 0

7.4. Példa. Hull-White-modell.
A Hull-White-modellben a Q alatt
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dr = (0 (t) — ar)dt + odw, 7 (0) =ro,

ahol ismételten a 6 (¢) fiiggvényt agy kell meghatarozni, hogy a t = 0 id6-
pontban a modell a megfigyelt B* (T') lejarati szerkezethez illeszkedjen. A
differencialegyenletek

oC

S (WD) +aC(£T) = -1, C(1.T) =0,

A 1
?97 t, T)=0()C(t,T)— 50202 t,T), A(T,T)=0.
Az els egyenlet a Vasicek-modellhez hasonloan egy linearis differencidlegyen-
let, igy

L (1 - exp (~a(T - 1)),

a

C(t,T)=
A, T) = /tT %(7202 (5,T)—0(t)C (t,T)ds.

A 0 meghatéarozasahoz ismerni kell a B (0,T) = B* (T') fiiggvényt, vagy ami
evvel azonos az f* (0,T) = —dIn B* (T) /dT forward ratat. A f (¢,T) defini-
ci6jabol

0A oC

fr (OvT) = 7871—1 (OvT)jLaiT(OaT)T(O)

A maér kiszamolt A és B fiiggvényeket beirva, a parametrikus integral deri-
valéasi szabalya alapjan

f0,7)=6(T)C(T,T) — %O’QCQ (T, T)+

+

ds +exp (—aT)r (0) =

Te()ﬁC’(s,T)_oﬁaC'Q(s,T)
o Y Tar 2 or
T

o2
= /O 0(s)exp(—a(T —s))ds — 76'2 (0,T) + exp (—aT)r(0).

Ha bevezetjiik a g (t) = %202 (0,1) fiiggvényt és észrevessziik, hogy a

dx

o =—ar®)+0(1), 2(0)=r()

egyenlet megoldasa éppen

T
x(t) = /0 0 (s)exp(—a(T —s))ds+exp(—aT)r(0),
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akkor az egyenlet f* (0,T) = x (T) — g (T) alakba irhato. Igy

0(T) = L;;T) tarm =24 ég LA di’i(TT) tar(T)=  (12)
= D L ) o 0,1) +9(1) =
* 0.2
= W#—a‘f" (O,T)—l-%(l —exp (—2aT)).

Ebbél kovetkezSen ha a B* (T') kétszer derivalhato, akkor a most belatott
(7.2)) képlet segitségével a 0 egyértelmiien meghatarozhato. Egyszert, de hosz-
szadalmas szamolassal
B*

(),
B*(t)

B(t,T) =

o2
X exp (C(LT)f*(O,T)— 4a02(t,T)(l—exp(—?at))—C(t,T)r(t)). O

7.5. Példa. A Cox—Ingersoll-Ross-modell.
A Cox—Ingersoll-Ross, roviden CIR-modellben a Q mérték alatt
dr = (b—a-r)dt+ o\rdw,

ahol a,b és o a modell pozitiv paraméterei. A megfelel§ egyenletek

o¢ (t,T) —aC (t,T) — 30202 (t,T) = —1,

ot
9A
S5 (1) = bC (t,7) = 0.

A probléméat a t — C (¢, T)-re érvényes

1
y/:_1+ay+502y2

konstans egylitthatos Riccati-egyenlet megoldasa jelenti. Az egyenlet altala-

nos megoldasahoz sziikségiink van egy lehetséges megoldasra. Mivel az egyen-

let konstans egyiitthatos, érdemes egy y = y* konstans megoldast keresni. A

maésodfoki egyenletet megoldva az

. —a—+va*+20? —a—v

az egyenlet egy lehetséges megoldasa, ahol v = v/a2? 4+ 202. A Riccati-egyenlet
megoldasahoz javasolt kozismert receptet kovetve vezessiik be a z=1/(y—y*)
valtozot. Atrendezve

/

P S
y=y+o, Y =-
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Behelyettesitve
2 1 .1\’
——=-l+aly" b v+ =
z z

O'
2
o? 1
=—-1+ay"+a- +( +2— 2>:
2 z
+

1 o021
=-1+ay* +?(y) (a+0y*) = St =
1 o021
= 0 _— —_ _—
7 + 2 22
A —22 kifejezéssel atszorozva a 2z’ —yz = —0? /2 linearis differencialegyenlet-

hez jutunk. Ennek altalanos megoldéasa

_exp(—t)ot+c
2y exp (—t)

)

amibdl
s 2vexp (—t) Y (exp (—7t) 02 + ¢) + 2y exp (—7t) B
v=y exp (—vt) o2 + ¢ exp (—t) o2 + ¢
_exp(—t) (y*0? +2v) +y'c
exp (—vt) 02 + ¢ '

Mivel y (T') = 0, ezért
2
c=—exp(—T) (02 + Z) .
Y
A c értékét behelyettesitve, elemi szamolassal
exp (—yt) (ma+7) —exp (1T) (a+7) _

exp (—t) 02 — exp (—T) (02 + 2yl)

_exp(y(T=t))(=a+7)—(=a+7) _ y'(zaty)(exp(ry(T—=1))—-1)
o?exp(y(T'=1))=(02+27/y*)  o?y*exp(v(T—t))—(o?y* + 27)
v —a)(ep((T—0) 1) S (ephT-t))-1) _
o?yrexp(y(T —t)) —(y—a) o*yrexp(y (T —1))+(a—7)

C(t’T) :y(t) =

_ 2(exp(y(T—t) -1 2(exp(y(T—t)—-1)
—(at+vy)exp(v(T'—t))+(a—7)  (a+)exp(v(T—t))+(v—a)
_ 2(exp(v (T =) — 1)
(a+7)(exp(y(T—t) = 1) +2v
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Az A-ra vonatkozo egyenletbdl

% —bC(LT), A(T,T)=0.

Megmutatjuk, hogy

B ([ Heplein @0/ )
(a+7) (exp(y(T =) = 1) +2y

Egyszeri helyettesitéssel azonnal lathato, hogy

A(T,T):i—glnlzo.

Ha U jeldli a logaritmus mogotti tort szamlalojat és V' a nevezdjét, akkor
derivélva

Vo o2U V2 g2\U V

A2 U _BVUV-VU _2% (U V'
dio? NV '

A derivalasokat elvégezve

U'=—v(a+7)exp (G;V (T—t)) :
Vi=—y(a+)exp(y(T—1).
Behelyettesitve és a v definicidjat felhasznélva, ismételten elemi szamolassal
2b <_a+v (et y)exp(y (T —1)) ) _
o? 2 (at+)(exp(y(T—1)—1)+2y
_ 26 (=) (a+ ) (exp (3 (T =) — 1) = 295> + 7 (a +7)
o2 (a+7) (exp (7 (T — 1) = 1) + 2y
b (v —a) (a+7) (exp (v (T =) — 1)

~ 02 (a+7) (exp(Y(T—1) —1) +2v
b (Pd)(exp( (T =) =1 . 2exp(y(T—1)—1)

St (at ) (exp(y(T—1) 1) +2y  (aty)(exp(y(T—1)—1)+2y

ami éppen a C (t,T). Az A-ban szerepl6 logaritmus felhasznélasaval
B(t,T) = Ay (t,T)exp (—=C (t,T)7r),

ahol

2y exp ((a+7) (T — 1) /2) )”’/"2 .
a+7) (exp( (T — 1) — 1) +2y '

Ao(t,T)é((
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7.3. A HJM nincsen arbitrazs feltétel

Az ugynevezett Heath—Jarrow—Morton-modellekben, réviden HJM-modellek-
ben, nem az r (t) rovid kamatlabakra, hanem az f (¢t,T") forward ratakra kon-
centralunk. A modellezési megkozelités legfGbb értéke éppen az a felismerés,
hogy az f (t,T) szerinti modellezés egyszertibb, mint a révid kamatlabak mo-
dellezése. Tegyiik fel tehat, hogy az elemi kotvények mozgasat valamilyen
mérték alatt a

df (.T) = a (. T) dt + o (¢, T) duw,
f(O7T) = f* (O’T)

tipusi egyenletekkel irjuk le, ahol f*(0,7) a t = 0 id6pontban megfigyelt
forward gorbe. Ha ismert az egyenlet valamilyen megoldasa, akkor az elemi
kotvények aralakulésat a

T
B(t,T) = exp </t f () du)

egyenlettel hatarozhatjuk meg. A késGbbiek szempontjabol érdemes hangsi-
lyozni, hogy az exponencialis fliggvény kitevéjében szerepls integralban a ¢
id6paraméter két helyen is szerepel: Egyrészt az integral hatdraban, masrészt
az integrandus képletében.

7.3.1. A HJM-feltétel levezetése

Ahhoz, hogy az f (¢t,T) ismeretében vissza tudjuk szamolni a B (¢,T) ki-
fejezést elegendS a standard Ito-formulat alkalmazni a kitevGben szerepld
X (,T) = — j;Tf (t,u) du folyamatra. A nehézség az X folyamat definici-
0jaban szerepld integral kezelésében van, amely kiszamolaséara a standard
Ito-kalkulus nem hasznalhato. Els6 1épésként érdemes tehat kiszamolni az X
folyamat alakulésat leird egyenletet. A folyamat definiciojaban a t idévaltozo
két helyen szerepel. A parametrikus integralok derivalasi szabalya alapjan
azt vélemezhetjiik, hogy a derivilaskor egyrészt az integral hatéra szerint
kell derivalni, masrészt az integral alatt kell derivalni. Ennek megfelelen azt
sejtjiik, hogy

T T
dX(t,T):f(t,t)—/t df(s,u)du:r(t)—/t df (s,u) du =

T
=r(t) — / a(t,u) dtdu + o (t,u) dwdu =
t

=r(t)+a* (t,T)dt +o* (t,T) dw,
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ahol definici6 szerint

T T
a*(t,T)é—/t a(t,u) du, U*(L‘,T)é—/t o (t,u) du.

A pontos igazolas a sztochasztikus integralasra vonatkozo Fubini-tételre épiil,
amelyet a teljesség kedvéért most idéziink:

7.6. Definicio. Jelolje P az Ry x  téren az el6rejelezhets folyamatok al-
tal generdlt o-algabrat. Vagyis legyen P a legsziikebb o-algebra az Ry x Q
téren, amelyre nézve az Osszes folytonos adaptélt folyamat mint kétvaltozos
fliggvény mérhetd.

7.7. Allitas (Paraméteres integralok mérhetdsége). Legyen X az (Q, A, P,F)
sztochasztikus alaptéren értelmezett szemimartingdl, (C,C) tetszdleges mérhe-
t6 tér. Ha H (c,t,w) olyan (C x P)-mérhetd figgvény, amelyre a H (¢) min-
den c-re az X szerint integrdlhatcﬂ akkor a H (c) ® X paraméteres sztochasz-
tikus integrdal rendelkezik (C x B (R4) x A)-mérhetd verzidval, vagyis megad-
haté olyan Z (c,t,w) a C x B(Ry) x A o-algebra szerint mérhetd figguény,
amely a ¢ paraméter minden értéke esetén a megkilonboztethetetlenség erejéig
azonos a H (c) ¢ X mtegrcillaﬂ

7.8. Tétel (Fubini-tétel nem korlatos integrandusokra). Legyen X szemi-
martingdl, (C,C, u) véges mértéktér, H (c,t,w) olyan C x P szorzat o-algebra
szerint mérhetd fligguény, amelyre a

¢ [ et @) = 1 .01,
C

az X szerint integrdlhaté. Ha H (c) @ X jeloli a paraméteres integrdl mérhetd
verzidjat, akkor p-majdnem minden c-re létezik a H (c) @ X integrdl és

Lr@exane = ([ HEea)ox.

vagyis a bal oldali kétszeres integrdl a jobb oldalon szerepld sztochasztikus
integrdl jobbrol reguldris verzidja.

4 Szandékosan nem tisztazzuk, hogy milyen értelemben vett integralhatésagrol beszé-
link. Az integralhaté folyamatok csalddja az X szemimartingalok kiilonbo6zé csa-
ladjai esetén mas és méas. A kulcs tulajdonsag az adott osztalyon beliil a majoralt
konvergencia tétel teljesiilése.

5 A Z (c) természetesen, mint minden sztochasztikus integral, adaptalt és a ¢ idépa-
raméter szerint jobbrol regularis.
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7.9. Tétel (Fubini-tétel Wiener-folyamatokra). Legyen (C,C,u) egy véges
mérték tér és legyen w egy Wiener-folyamat. Ha H (¢, t,w) egy adaptdlt, szor-
zatmérhetd folyamat és

P(/Ot/CHQ(qs)du(c)als<oo):17
//Hcsdw ) dp (c //Hcsdu ) duw (s)

A sztochasztikus integrdlokra vonatkozd Fubini-tétel szerint tehdt ha a dudw
integrdl létezik, akkor a dwdyp is létezik és a két integrdl megegyezik.

akkor

Az X-re vonatkoz6 egyenletre visszatérve

T
t)é—/t ftu)du =
/tT <f*(0,u)+/Otoz(s,u)ds+/Ota(s,u)dw(s)> du.

Ha feltessziik, hogy az a(t,T) és a o (s,T) folyamatok folytonosak, akkor
mindkét integralra alkalmazhaté a Fubini-tétel. Az integralokat tehat meg-
cserélve és kihasznalva az integralok additivitasat

t) = _/tTf(t,u)du:
-/ " 0w du— / t / " afs, w)duds - / N 'o(s,u)dudu(s)
—/OTf* (O,u)du—/Ot/sTa(S,u)dudS—/Ot/STG(Sau)dwa(s)‘F
-|—/Otf*(0,u)du +/Ot/: a(s,u)duds —l—/ot/:a(s,u)dudw(s):
- x)+ (s)ds / t / " (s, u)duds — / t / (s, u)dudu(s) =

éX(O)-i—/Otr(s)ds—s—/toz*(s,T)d8+/tU*(57T)dw(5),

0 0

ahol kihasznaltuk, hogy

7“(55)%f(s,s):f(O,s)—I—/Oscu(u,s)du—}—/Osa(u,s)alw(u)7
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illetve hogy az integralokat visszacserélve

/Ot/:a(s,u)duds+/Ot/:0(s,u)dudw(5)
:/Ot/osa(&u)dsdu—&-/Ot/osa(s,u)dw(s)du.

Az X-re mar alkalmazhatjuk a standard Ito-formuléat, amellyel a kdvetkezét
kapjuk:

7.10. Allitas. Ha az f forward rdtdkra teljesil a
df ¢, T)=a@t,T)dt +o (t,T)dw(t),
f0,T)=f"(0,7)

egyenlet, akkor a B (t,T) elemi kétvényekre

aB

5 (t) = (r () + o (¢,T) + %o—* (t,T)2> dt +o* (t,T) dw (t),

ahol
T T
o (¢,T) = —/ a(t,u)du, o (t,T) = —/ o (t,u) du.
¢ ¢

Ezidaig a modelleket a P mérték alatt irtuk fel. Most térjink at a Q
mértékre. Ezt a Girszanov-tétel segitségével ugy végezhetjiik el, hogy a w
helyébe egy

w(t):/o A(s)ds + @ (¢)

folyamatot irunk, ahol a W egy Q Wiener-folyamat. Mivel a sztochasztikus
integralok a mértékcsere soran nem valtoznak, az 1j egyenlet:

d—B(t,T) = (r t)+a" (t,T)+

e o (t, T + A(t) o (t,T)) dt+  (7.3)

M| —

o

+ 0" (t,T) dw (t)
=5 (t)dt + 0" (t,T) dib (1)

Vagy ami ugyanez:
T T
B(T,T)—- B (t,T) é/ B(S,T)’Y(S)d8+/ B(s,T)c" (s,T)dw (s).
t t

A Q mérték alatt

B(,T) = exp </Otr(s)ds> EQ <R(1T) |]-"t) SRMY (1),
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ahol az Y (t) egy martingal. A parcialis integralas formuldja alapjan

T T
B(T,T)fB(t,T):/t R(s)dY(s)Jr/t Y (s)dR (s) =
T T
:/t R(s)dY(S)—l—/f r(s)R(s)Y (s)ds =
T lT
:/t R(s)dY(s)Jr/t r(s)B(s,T)ds.

A modellkeretben az arazési formula levezetésekor kihasznaltuk, hogy az F
filtraciot egy Wiener-folyamat generélja. Ebbdl kovetkezGen az, 1ényegében az
integralreprezentzacios tétel kévetkezményeként, az Y martingél is folytonos.
A folytonos szemimartingalok egyértelmii felbontasa alapjan, felhasznalva,
hogy B (s,T) # 0

r(t)+a* (t,T)+ %a* (t, T +A(t) o™ (£, T) =~ (t) =r(t).

Az r(t) folyamatot mind a két oldalon elhagyva és a T paraméter szerint
derivalva

a(t,T)+0o" (t,T)o (t,T)+A(t)o (t,T) = 0.

A o™ definici6jat beirva
T
a(t,T) = o(t,T)/ o(t,u)du—A(t)o (t,T).
t

Ha maér eleve a Q mértékbdl indultunk ki, akkor a kévetkezs nevezetes ered-
ményhez jutunk:
7.11. Allitas (HIM-drift-feltétel). A Q mérték alatt felirt

df ¢, T)=a(t,T)dt+o (t,T)dw(t),

f0,T)=f7(0,T)

egyenlet a és o paramétereire teljesilni kell az

T
a(t,T) :U(t,T)/t o (t,u)du

azonossagnak.
7.12. Példa. A Ho-Lee-modell és a HIM-feltétel.
Tegyiik fel, hogy a o (¢,T) konstans. Ekkor

OL(t,T)O'(t,T)/tTO'(t,u)duU/tTO'dUO'z(Tt).
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Ilyenkor

FILT) = £(0,T) = /Ot o2(T—s)ds —|—/Otadw(s) = (T _ ;) +ow(t),

amibdl
o2
r(t) = f(t,t) = f(0,t) + 7:52 +ow(t),
t
dr (t) = <8fa(;,) + 02t> dt + odw (t),
ami éppen a kezdeti forward ratahoz illesztett Ho—Lee-modell. O

7.13. Példa. Affin lejarati szerkezetek és a HJM-feltétel.

Affin lejarati szerkezet esetén az elemi kdtvényekre
B, T)=exp(A(t,T)—C(t,T) -r(t)).

Ebbdl a forward ratakra

_ QlogB(t, T) 0C(t,T) 0A (t,T)
Ebbdl a parcialis integralas formulédja alapjan
_oC(1,T) oC (t,T) 0A(t,T)
00 (t,T) doc(,T) doA[,T)
= a7 dr (t) +7(t) i or dt i oT dt.

Ha az r kielégiti a
dr(t) =a(t,r(t))dt+ B (¢t r(t)) dw(t)

egyenletet, akkor

df (1,T) = (80;;:T)a (tr (1) + 7 (1) %LC@(;T) - jtaAa(;T)) dt +
o) 8 ),
ami egy HJM-modell
o (1) = 8 1,r (1) 200D
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diffazios egyiitthatoval. A C (t,t) = 0 Osszefiiggést hasznalva a HIM-drift-
feltételben szerepl6 oo™ kifejezést kiszamolva

o (t,T)o* (t,T) = o (t, T)/ o (t,u) du =

Bt 8CtT/ Bt 6C(tu)du:

= s ) 2D o @)l = r 0 Do

A HJM-feltétel affin lejarati szerkezett esetén a

Bt ()° %c (t,T) = (7.4)

_9C (t,T) d oC (t,T) d dA(1,T)
=—r CGrO) ) G G o

alakba irhato. O

7.14. Példa. A HIM-feltétel és a Vasicek-modell.

Példaul a Vasicek-modell esetén

LT =2 (1 —exp(-a(T 1),

/CQSTdS—b/ C(s,T)d

dr = (b—ar)dt + odw,

amit behelyettesitve az el6z8 példaban szerepls (7.4]) egyenletbe

o?exp (—a(T —1t)) 2 (1—exp(—a(T —1))) = (7.5)
=exp(—a(T—t)(b—ar(t)+ar(t)exp(—a(T —1t))+
02 dC* (,T) bac t.T) _

2 9T = aT

=bexp(—a(T — 1)) + 7808(; 1) 603(;:T)-

Kozvetlen szamoléssal az utolso két tag

o2 9C? (t,T) _baC(t T) _ 2C (1.T) oC (t,7) _b8C(t,T) _

2 9T or or or
_ocT) (a2C(t,T) — b) =exp(—a(T—t)) (2(1—6XP(—G(T—75)))—I’)-

or
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Ezt visszairva a megkezdett ((7.5) szamitas egyszert kiemeléssel folytathato

o2
exp (—a (T —t)) <b + o (I—exp(—a(T—1))) — b> =
—ep(-a(r-0)

a

(1~ exp (—a (T - t)))) ,

ami éppen a korabbi (7.5)), vagyis a HIM-feltétel teljesiilését a Vasicek-mo-
dellre ellendriztiik. O

A forward ratara vonatkozo modellt idénként célszert nem a (¢,7) pa-
rametrizalasban felirni, hanem a (¢,x) parametrizalas mellett, ahol az x a
T — t id6tartam. Ilyenkor Musiela parametrizaciorél beszéliink. A Musiela
paramatrizacioban a forward rata szokésos jelolése r (¢, z). Vagyis f (¢,T) =
r(t,T —t), vagy megforditva r(t,z) = f(t,t + x). Tegyiik fel, hogy a Q
mérték alatt a forward rata kielégiti a

df ¢, T)=0(t,T)o" (t,T)dt + 0o (t,T)dw

egyenletet és vezessiik be a

00 (t,.]?) = O'(t,t—l—ﬂ?),

oy (t,x) = o9 (t,:c)/ oo (t,s)ds

0
jeloléseket. Miként megmutathato,
0
dr (t,z) = ((%r (t,x) + o5 (¢, x)) dt + opdw ().
Az It6-formula hibas, de formaélis alkalmazasa szerint
of

dr (t,x) :df(t7t+x)+a—T(t,t+x)dt:

= (a(t,t+z) + ;r(t,z)> dt+o(t,t+z)dw =
x
0

=|a(tt+z)+ Fr (t,x) | dt + og (¢, z) dw.

A HJM-feltételben s = u + t helyettesitést végezve
t+x T
a(tt+ x) :cr(t,t+x)/ o(t,s)ds :ao(t,x)/ o(t,u+z)du=
t 0

=0y (t,m)/ oo (t,x)du = o (¢, x) .
0

ami éppen a kivant alak.
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7.15. Allitas. A HJM-feltétel teljesiilése esetén az elemi kotvények folyama-
tdra teljestil a

%(t,T) :r(t)dt—/t o (t,s)dw(s)

egyenlet. Az r folyamatra
r(t) = f(t,t) = f(0,t) +/0 a(s,t)ds—i—/o o(s,t)dw(s)=  (7.6)
= f(0,t) +/O a(s,t)/ U(s,u)duder/O o (s,t)dw(s)

7.3.2. Markov-tulajdonsag

A HJM-modellezési kor segitségével egy tetszSlegesen specifikalt o (¢,T) se-
gitségével definidlhatunk egy modellt a révid kamatlabakra. A legtobb igy
kapott modell azonban nem lesz Markov-tulajdonsagi, ugyanis az r (t) ér-
tékét elallitod integralokban a ¢ idSparaméter explicite szerepel az integran-
dusokban is. A nem Markov-tulajdonsag azért probléma, mert igy amikor a
modellt diszkretizaljuk, akkor a lehetséges utak szama exponencialisan né.

Bizonyos esetekben azonban biztosithato, hogy az r Markov-folyamat lesz.
Ha a o (t,T) felirhato h (t) g (T') szorzat alakban, ahol h és g szigorian pozi-
tiv, folytonos determinisztikus fliggvények, akkor az r révid kamatlabat leird
folyamat Markov-folyamat lesz. Valoban az el6z6 alpont végén belatott
szerint

r(t)zf(O,t)—F/O h(s)g(t)/ h(s)g(u)duds+/0 h(s)g(t)dw(s) =
= £0.0+9) [ 120) [ g dudstg(0) [ n(o)dw(s) 2

s 0
:a(t)+g(t)/0 h(s) duw (s)

Ebbdl a parcialis integralasi formula szerint

dr(t) = %a(t) dt + g (t) h(t)dw (t) + ¢ (t) dt/o h(s)dw(s) =

r () —al(t)
ION

_ %a(t) dt + g (£ h (£) dw (£) + ¢ (£) t,

vagyis az r valoban Markov-folyamat.

7.16. Példa. A HIM-feltétel és a Hull-White-modell.
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Legyen
o(t,T)=0cexp(—a(T —1t)).

Ilyenkor

h(t)=ocexp(at), ¢(T)=-exp(—aTl),
a(t) = f(0,t) + 2"? (1 — exp (—at))>.

Elemi szamolassal

af (0,t 2

ar(t) = (220D 4 0.0+ (1= exp (—2at)) — ar (8) ) dt + odw (1),
oT 2a

ami a kordbban belatott (7.2) sor miatt éppen az illesztett Hull-White-

modell. O

7.4. Sztochasztikus diszkontfaktor modellek

A HJM-modellezési megkdozelités alapvets hibdja: nem biztositja, hogy az r
révid kamatlab nem negativ legyen. Ebb6l kévetkez6en automatikusan nem
biztosithato, hogy teljesiiljenek a 0 < B (¢,T) < 1, illetve a B (¢,T) /0T <
< 0, kozgazdasagilag igencsek kézenfekvd kiovetelmények. A sztochasztikus
diszkontfaktor megkozelités 6 elénye, hogy ebben a modellkérnyezetben az
r > 0 tulajdonsidg mindig biztositva van. A modellezési keret megértéséhez
els6 lépésként a Q mellett tekintsiik egy P-vel jelolt masik mértéket. A P
egy lehetséges interpretacidja, hogy a P a valodi valoszintiség. Vezessiik be
a Radon—Nikodym derivaltakbdl allo A (t) = dQ./dP; folyamatot, ahol Qq,
illetve P; a megfelel mértékek lesztikitése az F; o-algebrékra. Legyen tovab-
ba

Z(t) = exp <_ /0 " (s) ds) A (7.7)

A tovabbiakban a Z folyamatra mint sztochasztikus diszkontfaktorra fogunk
hivatkozni. A Z bevezetését a kovetkezd lemma indokolja.

7.17. Lemma. Tetszdlegest < T esetén

E (Z(T) | F1)

B(t,T) = A0

. (7.8)
Altaldnosabban, tetszéleges Hr olyan kifizetés esetén amelyre érvényes az dra-
zdsi formula
EP (HrZ(T) | F+)

Z (t)

T (HT) =

© Typotex Kiadd

© Medvegyev Péter



7.4. SZTOCHASZTIKUS DISZKONTFAKTOR MODELLEK 425

Bizonyitds. A bizonyitas a Bayes-formula felhasznalasaval kozvetlen szamo-
lassal adodik:

B (t,T) = E® (exp (— /tTr(s) ds) | ]:t> =

EF (exp (— [ (s) ds) A(T) | ]-‘t)

EP (A(T) | 7)
EF (exp (— fOTr(s) ds) A(T) | }"t) _EP(Z(T)| F)

exp (f fot r(s) ds) A(t) Z (1)

Az altalanos eset indoklasa analog. O

A definiciobol evidens, hogy ha r > 0 és s < t, akkor
t

EP (Z (1) | F.) = EP <exp (-/ " (s) ds> A ]-'S> -
0

= exp (—/Osr(s)ds> EF (exp (—/:r(s)ds) A(t) }'S> <

<ew (- [(ras) EP 4 0] 7) -

= exp (/Osr(s)ds>A(s)_Z(s),

vagyis ha r > 0, akkor a Z sztochasztikus diszkontfaktor nem negativ szu-
permartingal. A nem negativ szupermartingalok egy specialis alosztalyat al-
kotjak a sztochasztikus potencialok. Emlékeztetiink a definiciora:

7.18. Definicié. A Z > 0 folyamatot sztochasztikus potencialnak mondjuk,
ha

1. a Z szupermartingél,

2. limy_00 E (Z (t)) = 0.

7.19. Definicié. Azt mondjuk, hogy a B (t,T) lejarati szerkezet pozitiv, ha
a Z sztochasztikus diszkontfaktor potencial.
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Ha r > 0, akkor az exponencialis fiiggvény kitevGje nem pozitiv, igy hasz-
nalhat6 a majoralt konvergencia tétele

T
Jim EF (Z(T)) = Jim EF <exp (— /0 r(s) ds> A(T)) —
T
:Tliir;OEQ (exp <_/0 r(s)ds)) =
=E® (exp (—TJEI;C/OTT(S)dS>> = EQ (exp <—/Ooor(s)ds)) .

Ha fooo r (8) ds = oo, akkor a Z nem csak szupermartingél, hanem potencial
is. A forditott irany nem feltétlentil teljesiil. Ha Z egy potencial, akkor a

Z(t)

Z(t)=E"(Z(t)) EP (Z (1)

= D(t)-A(t) =exp(—R(t) A(t)

felbontasban a D monoton csokken és tekinthets diszkontfaktornak, mikoz-
ben a A martingal tekinthet a mértékcserét megado derivaltfolyamatnak. Ha
azonban tekintlink egy olyan monoton cstkkend, nulldhoz tart6 fiiggvényt,
amely szingularis abban az értelemben, hogy a derivaltjanak integralja nem
maga a fiiggvény, akkor egy olyan potencialt kapunk, amely alkalmas r > 0
folyamattal nem irhatoé fel a korabban definialt alakit Z sztochasztikus
diszkontfaktorként. Ugyancsak problémét jelenthet az, hogy egy potencialhoz
konstrualt martingal csak lokélisan ekvivalens mértékcserét general. Ezektsl
a probléméaktol azonban el szokas tekinteni és a potencialokat nem negativ
rovid kamatlabat definialo sztochasztikus diszkontfaktorként szokas interpre-
talni.

7.4.1. A feltételes varhato értékre vonatkozo Fubini-tétel
Mielstt tovabb megylink érdemes két technikai probléméat megvizsgalni.

1. Milyen értelemben igaz az ugynevezett feltételes varhato értékre vonat-
koz6 Fubini-tétel:

b b
E(/ Xdu(8)|9>—/ E (X (s) | G) du (s).

vagyis mikor lehet az integralast és a feltételes varhatd érték képzést felcse-
rélni. Egy lehetséges bizonyitasi gondolat a kovetkezs: Tetszéleges A € G
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esetén

// )| G) dyu(s) dP =
// $)| G) dPdy (s //X ) dPdyu (s) =
:/A/a X(s)du(s)dP/AE</a X(s)du(S)Ig)dR

(AbE< ()1 G) du (s (/ Xdu (s |g>

feltéve, hogy meg tudjuk mondani, hogy mit jelent az fabE (X (s) | G)du(s).
és meg tudjuk mutani, hogy mérhets§ a G o-algebrara nézve. A probléma
alapvetSen abbol szarmazik, hogy az s — E (X (s) | G) hozzarendelés alta-
laban nem tekinthets folyamatnak, amelynek vannak trajektoriai, amiket ki
lehet integralni. A hozzarendelés csak valdszintségi valtozok egy indexelt hal-
maza. Ez a nullmértékid halmazok szokésos bosszija, ugyanis nem megszam-
lalhaté nullmértékd halmazt kellene egyetlen nullmértékd halmazba Gssze-
vonni. Ahhoz, hogy a felcserélési szabalynak értelmet tudjunk adni, fel kell
tételezni, hogy a feltételes varhatd értékek egy regularis feltételes varhato
értékb6l szérmaznak Ilyenkor tetszGleges & valoszintiség valtozd esetén az
Jo & (W) P (dw',w) parametrikus integral éppen az E (£ | G) egy verzidja. Ek-
kor a kozonseges Fubini-tétel alapjan, példaul ha az X folyamat nem negativ
és szorzatmérhet6 minden w esetén,

(/X )dp (s |g> /Q</Xswd,u ))P(dw’,w):
//Xsw (Ao, 0) da (5) = L((H@M@@-

2. A maésik technikai probléma a kovetkezs: a modellkor alapfeltétele, hogy

B(t,T) = exp (/Otr(s) ds) EQ <exp (- /OTr(u) du> | ]-"t>

hozamgdrbérdl feltessziik, hogy derivalhatd a T szerint. Ebbdl kévetkezGen

X (T) = E® <exp (—/0 r(u) du) | .7-}) (7.9)

amibdl
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kifejezésnek is derivalhatonak kell lenni a T szerint. Szeretnénk a derivalast a
feltételes varhato érték alatt elvégezni. Erre tobb tut is kinélkozik, attol flig-
gben, hogy milyen tovabbi megkotésekkel éliink. Vegyiik észre, hogy minden
pontban

%exp (—/Osr(u,w)du> — 1 (s,0) exp (—/Osr(u,w)du> .

Ha errdl a kifejezésrdl feltessziik, hogy az w szerint van integralhato majoran-
sa, akkor a derivalas és a feltételes varhato érték képzése a szokasos modon
felcserélhets. Ha azonban ezzel a feltevéssel nem akarunk élni, akkor a kovet-
kezGképpen jarhatunk el: A Newton-Leibniz-formula és a feltételes varhato
értékre vonatkozoé Fubini-tétel szerint, kihasznalva, hogy r > 0, igy a Fubini-
tétel hasznalhatd

X(T)- X (0)=E® (/OTr(s)exp (—/Osr(u)du> d5|J-"t> =
=/0TEQ (r(s)exp (—/Osr(u)du) |.7—'t> ds.

A ds szerint integral alatti kifejezés majdnem minden kimenetelre integral-
hato kell legyen, igy a két oldal derivaltja majdnem mindenhol egybeesik,
vagyis majdnem minden 7-re

T
%X (T) =E®Q (7" (T) exp <_/o r (u) du) | .7-}) ,

vagyis ha nem is minden 7-re, de majdnem minden w-ra majdnem minden
T-re a derivalas elvégezhet§ a feltételes varhato érték alatt.

7.4.2. A Flesaker—Hughston-formula

7.20. Lemma. Tekintsik a B (t,T) alakuldsdt leiré (7.8) hdnyados szdmld-
lojit: X (t,T) = E¥ (Z(T) | 7). Har > 0, akkor az X (t,T) folyamat a T
paraméter szerint derivdlhato és majdnem minden T'-re

OX (t,T)
aT

A

=-EP(r(T)Z(T) | F). (7.10)

Z (T) :Z(t)—/tTers+/tTR(s)ldA(s).
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A A martingal, és mivel r > 0, ezért R (s) = exp (— [ 7 (u) du) < 1, tehat
a A szerinti integrél martingal.

X(t,T)= T)| Fe) =

E ers]-"t>+EP</ R(s (s)]-"t>=

rZds | .7-}) /tt R(s) " dA(s) =

=Z(t)— EP</t ers]-'t>,

amibdl — ismételten kihasznalva, hogy r > 0 — a feltételes varhato értékre
vonatkoz6 Fubini-tétel miatt

X(t,T—Fh)_X(taT) — _EP <1/T+hr(s)Z(S)d5|ft> =

h h)r

1 T+h

——i | Bz R

T
A korabbi definiciokat visszairva

B (- (9 2() | 7) = BF (~r e (= [ rau) a) 1 7) -

= EQ (—r (s) exp (— /Osr(u) du) \ J—'t> :

De ez utobbi kifejezés majdnem mindenhol a fenti (7.9) sorban definialt
X (t) = EQ (exp (— fo u) du) | Fy) derivaltja, ezért

X (t.T o T+h o
(t, T+ h) X(t,T):l/ iX(S)dS:X(T+h) X(T).
h hJr ds h
Az X (T) feltételezett derivalhatosagabol a lemma mar kovetkezik. O

7.21. Allitas. Ha a B (t,T) lejdrati szerkezet pozitiv, akkor

S @ (s) M (t,s)ds
BT) = e @()M(ts)ds

ahol az M (t,T) pozitiv martingdlok T-vel indexelt halmaza és ® egy nem
negativ determinisztikus figgvény. Az M (t,T) vdlaszthato

M (t,T) =E" (r (1) Z(T) | F)

maodon.
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Bizonyitds. Az el6z6 lemma jelolésével

X (t,T)=EP (Z(T)| F)=E®Q <exp (—/0 7 (s) ds> |}'t> .

A lejarati szerkezet pozitivitasa definicié szerint azt jelenti, hogy a Z potenci-
al, vagyis egytttal nem negativ szupermartingal, igy létezik a limy_,o Z (T')
hatéarérték. A Fatou-lemma miatt 0 = limyr_oo E(Z(T)) > E(Z (0)), ko-
vetkezésképpen Z (00) = 0. A Newton—Leibniz-szabaly szerint

X(t,s) = X(t,s)—X(t,00) z/wg—;{ (t,u) du :/OOEP (r(u) Z (u) | Ft) du.

S

A®=1¢é M(t,u) =EF (r(u) Z (u) | F;) valasztas mellett

Jo @(s)M(t, s)ds _X@t,T) EPZ(T)|FR) EPZT)|F)

[T ®(s)M(t,s)ds  X(t,t)  EP(Z(t)|F) Z(t)

= B(t,T).
O

7.22. Allitas. Tegyiik fel, hogy egy alkalmas ® (s) nem negativ, determinisz-
tikus figguény és M (t,T) nem negativ martingdlok T-vel indexelt csalddja
esetén az

B [0 ®(s) M (t,s)ds
BT) = f?@(s)M(t,s)d&

kifejezés értelmes. Ilyenkor a B (t,T) egy olyan pozitiv hozamgdrbét definidl,
amelyhez tartozo sztochasztikus diszkontfaktor éppen a

Z(t):/too@(s)M(t,s)ds.

Bizonyitds. A feltételes varhato értékre vonatkozo Fubini-tétel alapjan

E® (Z(T)| F) ZEP (/OOQJ(S)M(T,s)ds}‘t> —

T

:/;OEP(@(S)M(T,SH.E)CZSZ

:/w@(s)M(t,s)dsz/tOOQ(s)M(t,s)ds,

T

amibdl a Z (T') trajektoriai abszolut folytonosak és a Z szupermartingal.

lim EF (Z (7)) = lim h ® (s)EF (M (T,s))ds =
T— o0 T— 00 T
= lim 00<I>(s) EF (M (0,5))ds.
T— o0 T
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Az M (u, s) az u szerint martingal az F; filtracio szerint, amelyet egy Wiener-
folyamat general, igy az M (0, s) determinisztikus. Mivel a feltételek szerint
a B (t,T) értékét megado kifejezés mindig értelmes, ezért a t = 0 esetben az
integral konvergens, ezért
[ee]

lim EF (Z(T)) = lim ® (s) M (0,5)ds =0,

T—o00 T—oo Jp
kovetkezésképpen a Z potencial, vagyis a Z tekinthetd sztochasztikus disz-
kontfaktornak. O

7.23. Példa. A racionélis tortfiiggvény modell.

Legyenek « és 8 determinisztikus nem negativ fliggvények és legyen K egy
martingal. Ha M (¢t,T) = o (T) + 8 (T) K (t), akkor racionalis tortfiiggvény
modellrsl beszéliink. Ilyenkor
s s)ds+ [ ®(s)B(s)ds- K (t)
ft fI)() ( ds+ft s)B(s)ds- K (t)

Gyakran a K (t) éppen valamilyen ~ fuggvenyhez tartozo

k@)oo ([ 16— [ 6a0)

exponenciélis martingal. O

B(tT) =

7.24. Példa. Feltételes variancia potencial.
Tekintsiink egy ¢ € L?(Q) valoszintiségi valtozot és tekintsiik az altala
generalt X (t) = EF (¢ | F,) martingalt. Legyen
Z()=EP ((X(1) -8 | F) =EP (X (0" + & - 2X ()¢ | ) =
:EP(§2|-7:t)+X2(t)_2X(t)EP(f‘ft):EP (52 | Ft) - X2 (t).

A Z nyilvanval6éan nem negativ és egy martingal és egy szubmartingal kii-
16nbsége, igy szupermartingal. Mivel a £ négyzetesen integralhato, ezért nyil-
vanvaléan EF (Z (t)) — 0, igy a kifejezés egy potencial. O

7.25. Példa. A Markov—potenciél—modell

Legyen a > 0 és tekmtsuk az A fo s) ds novekeds folyamatot.
Tegyiik fel, hogy az A (oo fo ds valoszmusegl valtozo integralhato.
Legyen

Z(t)OEP(A(oo)}—t)/Ota(s)dsEP (/tooa(s)ds|]:t) -

:/OOEP(a(s)|]-'t)ds

t
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ahol kihasznaltuk a feltételes varhato értékre vonatkozo Fubini-tételt. A Z
nyilvanvaloan egy potencil, ugyanis, felhasznélva, hogy az A (o0) a feltétel
szerint integralhato, igy alkalmazhat6 a majoralt konvergencia tétele

B (2(0) = B° ([ B ()| F)ds) = [T BP (87 (o (o) | 7)) s =

t t

:/tOOEP(a(s))ds:EP (/tooa(s)ds) — 0.

A r6vid kamatlabakra vonatkozo alabbi (7.11]) formula szerint

_a®)
r(t) = 70

A korabban bevezetett X folyamatra, ismételten a feltételes varhato értékre
vonatkozo Fubini-tétel szerint

XtT)=EF (Z(T)|F)=EF (/ EF (a(s) | Fr)ds | ]—'t> =
(o) ’ o0
:/ EP (EF (a(s) | Fr) | F:) ds :/ EF (a(s) | Fi)ds.
T T
Kovetkezésképpen ® (s) = 1 és M (t,T) = EF (ar | 7). A modellt tovabb
specifikalva legyen Y egy stacionér Markov-folyamat és legyen
a(t) =exp(—at)g (Y (1)),

ahol g > 0 egy deteriminisztikus fiiggvény. Ekkor felhasznalva, hogy Y egy
Markov-folyamat,

2= [ ew(-as)BY (g4 ()| Y (0)ds.

A Z szoros kapcsolatban van az Y resolvens operatoraval. Miként ismert, az
Y resolvens operatoran az

9+ (o) (0) = B7 ([ exp(-as)g (v (s | ¥ 0) =)

leképezést értjik. A Markov-folyamat homogenitésa alapjan

Z(t) = BP ( | e(att+ Navie+ ) Y(t)) — exp (—at) (Rag) (¥ (1)),

0

amibdl
E” (Rag) (X (T)) | F2)

Bt.T) =exp(=a(l =) — 5" v n)
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Az r rovid kamatlab meghatarozasa céljabol a korabban belatott (7.11) sor

szerint

a) __exp(=at)g(Y () _ gV (@)

r (t) = 7 (t) o exp (—at) (Rag) (Y (t)) B (Rag) (Y (t))

A homogén Markov-folyamatok rezolvensei felirhatok Ry = (ol — G) ™"
alakban, ahol G A&ltalaban egy A differencidloperator kiterjesztése. Ha
f=(al —A)"g, amib6l g = (I — A) f, akkor
(0= 4) 7 (¥ (1) -

FY (1))

7.26. Lemma. Ha egy M martingdllal és h > 0 folyamattal

r(t) =

dZ = —hdt + dM,

akkor
h(s)

Z(s)

r(s) = (7.11)

Bizonyitas. A parcialis integralas formulaja szerint

dZ = —r(t) Z (t) dt + exp <— /Ot r(s) ds) dA.

Mivel a filtraciot egy Wiener-folyamat generalja a A martingal folytonos. A
folytonos szemimartingalok egyértelmi felbontasi tétele miatt r (¢) Z (t) =
= h(t), amibdl a lemma igazolasa evidens. O

7.5. Kamat opcidok arazasa

A hozamgorbe elméletek fontos alkalmazésa a kamat opcidk elmélete. Egy
kamat opcios tigylet definidlasahoz legyenek adva a Ty < 171 < ... < T,
idépontok. Az egyes ap = T — Tj_1 idGszakaszok hosszat szokas tenornak
mondani. Emlékeztetiink, hogy ha t < S < T, akkor az

B(t,T)— B(t,8)

L(t,8,T)= - B(t,T)- (T —S)

hényadost LIBOR-ratanak neveztiik. Ezzel Gsszhangban vezessiik be a
[0, Ty —1] id6szakon értelmezett

1B (t,Tk—1) — B(t,T})

o B (t,Ty)

Ly (t) =
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agynevezett LIBOR-ratakat. Az R ratéahoz és Ty < Ty < ... < T}, id6pon-
tokhoz tartozé cap kamat opcion a T} id6pontokban esedékes, de a Tj_1
idé6pontban mar kiszamolhato

Hk = Qe (Lk (kal) - .R)Jr

pénzaramot értjiik. Az egyes Hy, kifizetések szokasos elnevezése caplet. Vagyis
egy cap capletek egy portfolioja. A cap opciok arazasahoz elegendd a capletek
arazasi formulajat megadni.

7.5.1. A LIBOR-modell

Az ugynevezett LIBOR-modell célja, hogy beillessze a piaci gyakorlatban
hasznalt tugynevezett Black-formulat a matematikai pénziigyek hagyomanyos
elméletébe. Az altalanos arazasi formula alapjan

Ty
w1 (Hy) = axEQ <exp (-/0 r (s) ds) (Li (Te1) — R)* | ]-"t> .

A Q mérték helyett célszerd bevezetni a Qg, forward mértékeket. Emlékez-
tetiink, hogy a forward mértékre valo attéréskor 0j armércét vezetiink be, és

az R (t) = exp (fot r(s) ds) helyett a B (t,T) elemi kétvények szerinti armér-
cével dolgozunk. Ennek elénye, hogy ilyenkor

™ (Hi) = o B (t,Ti;) E97% ((Lk (Th—1) — R)" | ft) ;

vagyis a diszkontalas kivihet6 a varhato érték elé annak ellenére, hogy a
diszkontfaktor nem detereminisztikus. Az egyszeriibb jelolés céljabol érdemes
a tobbszoros indexeket elhagyni és az EQTx helyett csak az egyszertibb Ey,
jeloléssel élni. Az 4j jeloléssel a k-adik caplet ara

7 (Hy) = aiB (t, Ty) Ey, ((Lk (Thr) — R)* | ]-"t> .

Az 10j armérce bevezetésnek tovabbi elénye a kovetkezd:

7.27. Lemma. Az Ej-hogy tartozo Qi = Qg, mérték alatt az Ly, martingdl
a [0, Ty—1] iddszakaszon.

Bizonyitds. A definiciok felhasznalasaval

1 B@Th)-B@®T) 1 <B (t,Th—1) 1)
g B(t,Tk) ap B(t,Tk) '

Ly (t) =

A kifejezésben szerepl hanyados éppen a Ty 1 id6pontban lejaro elemi kot-
vény ara a Qg-hoz tartoz6 armércében kifejezve, igy martingal az adott ar-
mércéhez tartoz6 kockazatsemleges mérték mellett. O
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7.28. Definici6. LIBOR-modellen a kiilonbozé lejarati idépontokhoz tarto-
z6 k = 1,2,...,n indexekkel jelolt

dLy, (t) = oy, (t) Ly (t) dwy, (¢)

alaki egyenletekbdl 4116 egyenletrendszert értjiik, ahol a oy, () volatilitasokrol
feltessziik, hogy determinisztikusak és mindegyik wy egy kdzos m-dimenzids
Wiener-folyamatbol a Qj mértékre valo attéréskor kapott tébbdimenzios
Wiener-folyamatot jeldl.

A LIBOR-modellben a Qj alatt az Lj exponencialis martingal, igy

Ly (T) = Ly, (t) exp ( /t o (8) dwg (s) — %Z /t o2, (s) ds) 7

ahol értelemszertien oy, a o vektor u-adik koordinataja. Mivel a LIBOR-
modell feltétele szerint a o determinisztikus, ezért az Ly (T') lognormalis
eloszlasi. A lognormaélis eloszlashoz tartozo normalis eloszlas varhato értéke
éppen az exponencialis fliggvényben szerepld determinisztikus integral értéke

1 [T
my (6, T) = -3 Z/t o2, (s)ds,
u=1

a varianciaja pedig

m T
$2(t1) =3 / o2 (s) ds.
u=171

Ebbdl a Black—Scholes-formula, pontosabban annak moédositasa a Black-for-
muleEI levezetésének elemi modositasédval azonnal lathaté, hogy a k-adik cap-
let 4ra a t id6ponban

axB(t,T) (Li (t) - © (d1) — R- @ (d2)),
ahol

[le

dy

1 Le(t) 1.,
I Lo T
Sk(t,Tkl)(n R T2% BT )

ds = dy — Sk (t,kal) .

Ezt a formulat szokés Black-formulanak mondani.

6v.5.: példa, oldal. Black-formulén a hataridés arakra vonatkoz6 call opci-
Ok arazasi formulajat szokas érteni. Mivel a hataridés arak lényegében a kamatlab
fliggvényei, ezért a hataridgs arakra vonatkozé Black-formula azonnal atvihets a ka-
matlabakra vonatkozo6 opcidkra. Az egyetlen eltérés az, hogy most a diszkontalasra
hasznalt elemi kotvények arai sztochasztikusak.
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7.5.2. A LIBOR-modell konzisztenciaja

A Black-formula ,levezetése” nyilvanvaléan definicioé szerint tortént, ponto-
san ugy definialtuk a LIBOR-modellt, hogy minden rendben legyen. Példaul
a dinamikat a forward mértékek alatt adtuk meg és evvel minden egyes cap-
let esetén kivihettiik a diszkontfaktort a feltételes varhato érték elé, a dina-
mikat ugyanakkor minden capletre lognormalisnak definidltuk. Ha azonban
mélyebb matematikai elemzést akarunk, akkor célszert legalabbis a modell
konzisztencidjat megvizsgalni.

A Qi mértékek a [0,Ty] iddszakaszokon értelmesek, igy a legbGvebben
idGszakaszra definialhatdé mérték a Q,, ugyanis a legutols6 idépont a T;,.
Definialjuk tehat az 6sszes LIBOR-ratat a Q, mérték alatt a

dLy = Ly (t) (u (¢, L (t)) dt + oy (t) dwy, (1)), k=12,...,n

egyenletekkel. Meg kell mutatni, hogy alkalmasan valasztott uy (¢,1) fliggvé-
nyekkel elérhets, hogy minden k esetén a Qj alatt az Ly kielégitse a dLjy =
= o Lipdwy egyenletet. Ezt indukcioval fogjuk elvégezni. Az indukcio végre-
hajtasahoz ki kell szamolni az F; o-algebrakon definialt A;; (t) = dQ;/dQ;
derivaltfolyamatokat. A mértékcserékre és az armércékre vonatkozo kép-
let alapjan

B(t,T;) B(0,T;
Ay (= BT BOT),
B(t,T;) B(0,T;)
specialisan a visszafelé valé indukciéhoz
B(t,T;-1) B(0,T;)
Bt.T:) B(0.T,1)
ahol bi = B (O,TZ) /B (O,Ti_l). Ebbdl dAi7Z‘_1 (t) = biaidLi (t) A dLi—re a
kivant format beirva

N1 (t) =

= bjaio; (1) MLZ (t) dw; =
_ Aiica (t) -
= biaio; (1) m%‘ (t) dw; =
=0; (t) %Ai,i1 (t) dw;.

A mértékeserét megvalositd Girszanov-transzformacié egy exponencialis mar-
tingal, ahhoz tehat, hogy a kivant alakot el6 tudjuk allitani a Girszanov-for-
muldban a magfiiggvényt a

)=o) T T
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képlettel kell megadni. A Girszanov-formula szerint

a; L; (t)
dw; = o; (t) —————dt + dw;_
Wy a-l()].‘f‘OZZLl(t) + Wi—1,
vagyis, indukcioval
o OéiLZ‘ (t)
dw, = — g i (t) —————— + dwn,.
o i:k+1g v L+ oL (1) v

Vilagos, hogy a gondolatmenet megfordithato. Tegytiik fel, hogy adottak a oy,
determinisztikus, m-dimenziés volatilitas vektorok, &k = 1,2,... n. Tekint-
stik egy Q, mértéket és egy m-dimenziés w, Wiener-folyamatot és legyen
dL, = L,o,dw,. Ezt kovetGen definidljuk a Q,_1 10j mértéket a -, &altal
megadott Girszanov-transzformécioval. Majd definidljuk az L, _; folyama-
tot, és folytassuk az eljarast egészen a k = 1 indexig.
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Girszanov, [134] [136] [261] [265]

Harrison—Pliska,
hatarérték és integréalas,

Varhato jelenérték szabaly,

Véges kup, [21]

Véges valtozasu folyamat, [86]
Végtelen lejarattal rendelkezd put op-

cio, [387]

integralreprezentacio, [229] [236] [239]

nem teljesiil, 242]
Ito-formula, [T12]
Kereskedett termékek martingél
mértéke, [0]
keresztvariacio karakterizalasa,
Kreps—Yan, [24]
Kunita—Watanabe-egyenlGtlenség,
211} 212
Lévy-féle karakterizacios,
290)
majoralt konvergencia,
martingalkritérium, [T06]
megoldasok Gsszehasonlitasa, [I54]
megéallasi opcio, 4]
megallitasi szabaly,
monoton osztaly, 232]
polaritési fornula, [06]
Prohorov, [I73]
Szkorohod,
Szkorohod egzisztencia,
korlatos egyiitthatok,
sztochasztikus integralok invari-
anciaja, 222]
Tyihonov-féle egyértelmiségi, [122]
tiikrozési elve, [I19]
Yamada-Watanabe,
armérce valtozas, [246]
osszehasonlitas, [I89]
Tulz6 fiiggvények, [360]
Tiikrozési elv,
Tiikr6zott Wiener-folyamat,

Ugrés,
Vasicek-modell,

Visszatekint6 opcio, [B10]
Valaszthato opcio, [280]

Wiener-folyamat, [67], [83]
drifttel rendelkezd,
Fubini-tétele,
generalt filtracio, 239
keresztvariacio, [93]
korrelalt, 03]
rezolvens operator, [200
trenddel rendelkezd,
tiikrozott,
osszenyomott, [I08] [TI0]

Yamada-Watanabe,
ellenpélda,
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