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El6sz6

A {6sz6veg mértékelmélet része elsGsorban [Rudin (1987)] és [Browder (1996)),
mig a dinamikus programozas rész szinte kizarolag [Stokey—Lucas (1989)]
alapjan késziilt. A fenti harom konyv mindegyike a szakma nagy-nagy klasszi-
kusanak szamit, megértésiik énmagaban is intellektualis élmény, és kotelezs
olvasmany a téma irdnt tovabbi érdeklédést mutaté hallgatonak. E jegyzet
elérte céljat, ha a fenti harom konyv koziil legalabb ketts tanulmanyozaséara
sarkallja az érdeklgds olvasot.

Példakat, feladatokat szinte egyaltalan nem a tartalmaz a konyv. Nem
azért, mert nem tartom nagyon fontosnak a megértett fogalmak gyakorlato-
adasok kovetéséhez sziikséges anyagot all médomban Gsszegytjteni. Gyakor-
latul a fenti alapmiivek gazdag példa- és feladatanyagét javaslom. Kitiizott és
megoldott feladatokat a [Pal-Sali (2009)] honlapon talalunk. Ezeket kotelezd
feladatként ajanlom a téméaban elmélyiilni vagyo olvasonak. Igen hasznosnak
tartom még [Schilling (2005)] tovabbi feladatait a mértékelmélet részhez. A
dinamikus programozas rész feladataihoz [Irigoyen et al. (2002)| hasznalata
elengedhetetlen.

Néhény sz6 a konyv struktarajarol. A {gszoéveg klasszikus definicio—tétel-
bizonyitas-szerkezetben irodik. A jobb megérthetdség kedvéért igyekeztem a
magyarazé szévegekben a dolgok ,érzelmi” oldalat is megvildgitani. Termé-
szetes, hogy az él6 kommunikéciot a leirt anyag nem poétolja. A fogalmakra
sok-sok interpretaciot és példat kell adnunk ahhoz, hogy a gondolatok az
olvaso6 lelkéhez férkdzzenek.

A magyarazéd szoveget gy valasztom el a matematikai formalizmustol,
hogy a magyarazo szovegrészek mindig szdmozatlan bekezdésekben szerepel-
nek. Hogy érthetd legyen, nézziink erre egy példat.

A [ oldalon szerepel a tétel, amely persze a matematikai forma-
lizmushoz tartozik. A tétel utan annak bizonyitasa kovetkezik. A tétel elGtt
van a[0.1.6] szakasz. E szakasz szamozott, tehat olyan megjegyzések vannak
itt, amelyek szintén a matematikai formalizmushoz tartoznak, atgondolasuk
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2 0. ELOsz6

nélkil a felépités lyukas marad, kés6bb hivatkozés is lehet az itteni fogalmak-
ra. A szakaszt tehat mindenképpen a f6szoveg részének tekintem. A [0.1.6] és
a[0.1.7] kozti rész — itt egyetlen mondat — szamozott kdrnyezeteken kiviil van,
matematikai formalizmust ellenérzé szamitogép, e mondat nélkiil is értelmes-
nek taldlna a széveget, voltaképpen a szakasz formélisan nézve ki is hagyhato.
Az ilyen részek tartalmazzak azonban a szoban forgd gondolatokhoz tartozd
mogottes érzelmeket.

Minden matematikarol iré szerzé szamara nehézség, hogy ebbdl mennyit
irjon le. Ha semmit nem ir le, akkor gyakorta éri a vad, hogy az iras ko-
vethetetleniil szaraz, és a szerz6 nem Gszinte. Ha sokat ir le, akkor az iras
dagalyossa valik, és az olvaso réaszorul a kapott informécié szelektalaséra:
fontos vagy nem fontos. Kell ez nekem ahhoz, hogy megértsem mondjuk a
Radon—Nikodym-tételt , vagy nem kell? Ha ez tul sokszor meriil fel
az olvasoban, az elveheti t6le azt a hitet és onbizalmat, hogy igenis képes
a tananyagot megtanulni és pontosan megérteni. Ez még akkor is igy van,
ha mindannyian tudjuk: a valédi megértésre elsé olvasas utan vajmi kevés
esélyiink van. Eppen ez az oka annak, hogy fontosnak tartom, akar pilla-
natnyi érzéki csalédast is megengedve, gy kialakitani a tananyagot, hogy
birtokolhatésédganak érzése biztos alapot adjon tovabbi tanulméanyainkhoz.

A szerzé célja tehat az, hogy egy rovid és egyszerd bevezetést nyujt-
son a mértékelmélet és a dinamikus programozas elméletébe. Osszefoglal-
ja az abszolit minimumot, aminek ismerete nélkiil nincs esélyiink napja-
ink kozgazdasag-tudomanyi dolgozatait megérteni. Nem célom, hogy kézi-
konyvszeri 6sszefoglald mii sziilessen. Néhany ilyen monografia megtalalhato
az irodalom-jegyzékben. Ehelyett probaltam az anyagot gy Gsszevalogatni,
hogy az a legsziikségesebbeknél sem tobbet, sem kevesebbet ne tartalmazzon.
Fontosnak tartom, hogy ezéltal olyan tananyag jojjon létre, amely két-két
félev alatt, ugyan az ilyenkor elvarhato szinten, de valoban megtanulhato.
Semmiképpen nem szeretném a téma irant érdekl6dé olvasot mar a terjede-
lemmel is elriasztani, ezért a magyarazd szévegeket inkabb sziikebbre, mint
b&vebbre engedtem, és a sokszor rendkiviili médon fontos és érdekes érzelmi
tartalmat inkdbb az el6adasokra hagytam.

Koszonettel tartozom hallgatéimnak az évek alatt formal6do jegyzet hi-
béainak gytjtogetéséért, és hogy a hibék ellenére néhanyuk igazan kivaloan
elsajatitotta az anyagot. Koszoném Pal Jend gondos lektori munkajat. Koszo-
net illeti a Corvinus Egyetem Matematika Tanszékének munkatérsait, akik
mindig nyitottak és segitGkészek voltak szakmai kérdések megvitatédsaban.
Kiilon koszonet Szabd Imrének, aki nagy gondossaggal olvasta a késziil6ben
1év6 verzidkat.
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0.1. JELOLESEK, ELNEVEZESEK, MEGALLAPODASOK 3

0.1. Jelolések, elnevezések, megallapodasok

Feltessziik, hogy az olvasé jol ismeri a szokasos egyetemi undergraduélis ana-
lizis és linearis algebra tananyagot, 1. [Dancs—Puskas (2001)], [Dancs (1992)].
Azért, hogy a sokszor eltérs terminologiat és jelolés modot rogzitsiik, felso-
rolok a szakaszban néhany ismert fogalmat, definiciot és allitast. A felsorolas
nem teljes, pusztdn azt a célt szolgalja, hogy révid betekintést nyujtson a
késébb mar hivatkozéasok nélkiil felhasznalt fogalmakra.

0.1.1.

Az R szimboélum jeldli a valos szamokat, Q, C a racionalis, illetve a komplex
szamtestet. Egy z € C komplex szam esetén Rz, 3z jeloli annak valds, illetve
képzetes részét.

A nem negativ valds szdmokra az Ry jelolést hasznaljuk. Feltessziik, hogy
a valos szamok topologiai tulajdonsagait jol ismeri az olvasd. Tudjuk példaul,
hogy minden nyilt halmaz el6all mint legfeljebb megszamlalhatéan sok nyilt
intervallum egyesitése. Heine—Borel-tételként fogunk az R-beli kompaktsag-
ra hivatkozni, arra a tényre tehat, hogy az R valdés egyenes korlatos és zart
részhalmazai éppen azok, amelyeknek tetszéleges nyilt halmazokkal valo fe-
désébdl kivalaszthato véges fedés is.

A felséhatdr-aziomdt az R = R U {—00, 400} halmazban hasznaljuk. Az
R-beli rendezés természetes modon terjed ki R-ra, azaz minden o € R mellett
—00 < a < +oo. Igy minden nem fiires valés halmaznak van szuprémuma,
persze sup A = oo el6fordulasaval is szamolnunk kell.

A valos szamok szokasos Osszeadas és szorzés algebrai miiveleteit is kiter-
jesztjiik az R halmazra. Példaul tetszdleges a > 0 mellett o - (+00) = ~+o0,
értelemszertien minden o < 0 esetén a-(+00) = —oo. Hasonloan, az dsszeadés
miveletet is R-ra kiterjesztve hasznaljuk, azaz példaul a + co = oo minden
a € R, vagy a = +0o mellett. Természetesen vigyaznunk kell: a bevezetett
miiveletekkel R nem test!

Erdemes itt végiggondolni az 6sszes eléforduld esetet. Vilagos, hogy van
nem definialt lehet&ség is, nevezetesen a (+00) — (400) operaciot ugyaniagy
értelmetlennek gondoljuk, mint a zérussal val6 osztast. Ennek lehetGsége sok-
sok kellemetlenség forrasa, hiszen minden egyes Osszeadés miivelet végrehaj-
tasakor meg kell gondolnunk, hogy nem a (4+00) — (+00) vagy a (—oo) — (—o0)
esetrdl van-e sz6. Az elénye viszont az, hogy ezzel elkeriilhetiink sok-sok olyan
esetszétvalasztast, amelyek végiil is azonos eredményre vezetnének.

A téméval itt ismerkedd olvaso szaméra furcsa lehet a kovetkezs, de az
egész konyvben stirtn és kovetkezetesen hasznalt konvencié: A 0- (+o0) szor-
zatot értelmesnek tekintjiik, és értékét

0-(+00)=0
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4 0. ELOsz6

modon definidljuk. Az elemi analizist értve ez a definicié mindenképpen prob-
lémas, mivel cseppet sem intuitiv. Itt csak annyit jegyzek meg, hogy 1j kon-
vencionk oka az, hogy példaul az egész szamegyenesen értelmezett konstans
1 értéki fliggvény integraljat +oo-nek szeretnénk latni, kézvetleniil, az im-
proprius integral fogalmat teljesen kikeriilve, viszont elvarjuk azt is, hogy a
konstans 0 fiiggvény integralja a 0 valos szam legyen.

Fontos latnunk, hogy ez az els§ latasra bizarr konvencié nem zavarja meg
a disztributiv szabdlyt feltéve, hogy csak a nem negativ kiterjesztett valds
szamok johetnek szoba. Vilagos ugyanis, hogy o, 3,7 € R, de o, 8,7 > 0
esetén a (B +v) = aff + a.
0.1.2.
Az X halmaz hatvdnyhalmazdt P (X )-szel jeloljik. A szokdsos naiv halmaz-
elméleti jelolésrendszert kovetjiik, tehat AN B az A, B C X halmazok kézds
része; az AU B e két halmaz egyesitése; és A\ B a kiilonbségiik. Ha vilagos,
hogy mi az X alaphalmaz, akkor az A halmaz komplementerét A° = X \ A
modon jeldljik. A halmazrendszer szon mindig egy halmaz hatvanyhalma-
zanak egy bizonyos részhalmazat értjiik. Sokszor fordul el az szohasznalat,
hogy egy M C P (X) halmazrendszer zdrt egy bizonyos miveletre. Ez azt
jelenti, hogy ha a miiveletet alkalmazzuk a halmaz elemére vagy elemeire,
akkor a mitvelet eredménye is az M halmazrendszer eleme marad. Példaul az
M halmazrendszer metszetzart, ha Ay, Ay € M esetén A1 NAy; € M teljesiil;
komplementer zart, ha az A € M tény implikilja az A¢ € M teljesiilését.

Ha M C P (X) egy halmazrendszer, akkor az

Um=J{a:4deMm}= (] 4

AeM

szinonim jeltlések. Hasonlo szinonimékat hasznalunk a metszetre de mas hal-
mazelméleti miveletre is.

Egy halmazrél azt mondjuk, hogy az legfeljebb megszdmldlhato szamossd-
g, ha véges vagy megszamlalhatéan végtelen szamossagu.

Az f: X — Y jelolés azt jelenti, hogy f egy olyan fiiggvény, amelynek
értelmezési tartomdnya a teljes X halmaz és értékkészlete az Y halmaz egy
részhalmaza. Az f maga a fliggvény, f (z) az = pontban felvett Y-beli érték.
Ha a formula olyan, hogy nem vilagos, mi is a fiiggvény argumentuma, akkor
a pont-jelolést hasznalom. Példaul, ha f : X7 x Xo — Y, akkor f(z1,-) :
: Xo — Y a rogzitett 1 melletti masodik valtozo szerinti parcialis fiiggvény,
tehat az a fiiggvény, amelynek egy xo € X5 pontban az értéke f (1, x2).

Az R (f) szimbolum az f fiiggvény értékkészletét jeloli. Egy f: X — R
fiiggvény esetén X (f >a) jeldli az {x€ X : f(x)>a}=f"1((a, +00]) dsképet.
A fentivel analég modon értelmezendsk az X (f > o), X (f < a), X (f < )
stb. halmazok is.
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Legyen adva egy f, : X — R fiiggvénysorozat. Azt mondjuk, hogy f,
pontonként konvergdl az f : X — R fiiggvényhez, ha minden z € X mellett
Hasonléan a pontonkénti szuprémum: (sup,ey fn) () = sup, ey fn ().

Ha supy |fn — f| = 0, midén n — oo, akkor azt mondjuk, hogy az f,
egyenletesen konvergdl az f hatarfliggvényhez.

Fontos szohasznalat a majorans fogalma. Ha a h fliggvényre f, < |h
teljesiil minden n € N mellett, akkor h fliggvény az f,, sorozat majordnsa.

0.1.3.

Egy topologikus teret annak nyilt halmazai segitségével definidlunk és ennek
megfelelden (X, 7)-val fogunk jelolni. A 7 C P (X) halmazrendszer eleme-
it nyidt halmazoknak deklaraljuk. Egy (X,d) metrikus térben B° (u,r) =
= {x € X :d(x,u) <r} jeloli az u kdzépponti r sugari nyilt gombot és
B (u,r) ={z € X : d(z,u) < r} az ugyanilyen sugara zdrt gémbit.

Az n-dimenziés R™ térben egy halmazt balrdl zdrt, jobbrol nyilt inter-
vallumnak mondunk, ha az [aq,51) X [a2,B2) X ... X [an, B,) alaka, ahol
Q1y.veyQny By, Bn € R. Analég modon definidljuk az n-dimenzios térbeli
zart, nyilt stb. intervallumokat is.

Az R halmazon hasznalt topologidban egy = € R valés pont kérnyeze-
tel azok a halmazok, amelyek tartalmaznak egy (x — e,z + ¢) intervallumot
valamilyen € > 0 mellett. A +o00 szimbélum kdrnyezete az Gsszes olyan hal-
maz, amely tartalmaz (o, +00] intervallumot valamely a € R-rel. Hasonlban,
a —oo kornyezetei azon halmazok amelyek tartalmaznak [—oo, ) alakd in-
tervallumot alkalmas o € R megvalasztasaval. Az R nyilt halmazai azok a
halmazok, amelyek valamennyi pontjuknak kérnyezetei is.

0.1.4.
Emlékezziink arra, hogy egy R feletti vektorteret skaldris szorzatos térnek,
vagy Fuklideszi-térnek neveziink, ha létezik egy

(9 XxX >R

fliggvény, amelyre:

(i) (x,z) > 0 minden = € X és (z,z) = 0 pontosan akkor, ha = = 0;
(i) (x,y) = (y,x) minden z,y € X esetén; (iii) minden rogzitett y € X
mellett az (-;y) : X — R fliggvények lineéaris funkcionalok.

Egy R feletti vektorteret normdlt térnek neveziink, ha a vektortéren értel-
mezve van egy

-l X — Ry
fiiggvény, amelyre: (i) ||z|| = 0 pontosan akkor, ha x = 0; (ii) minden « €
€ R skalar és minden =z € X vektor esetén |azx| = |a|||z|; (iii) fennall

az ugynevezett hdromszdg-egyenldtlenség, azaz tetszbleges x,y € X mellett
|z +y|| < |lz|| + |ly||- E normalt teret (X, || - ||) moédon jeldljiik.
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Azt mondjuk, hogy az x,, € X sorozat az ||-|| normdban konvergdl az x € X

ponthoz, ha ||z, —z|| — 0. A haromszog-egyenlStlenség szerint |||z, || —||z]|] <
< ||y — || — 0, tehat a norma-konvergenciabol a sorozat elemek normainak
konvergenciaja kovetkezik, amit ugy is kifejezhetiink, hogy a ||- || — R norma-

leképezés folytonos.
Egy (X, (-, -)) skalaris szorzatos térben az x vektor hossza, vagy normdja:

2]l = v/ (; z).

A haromszog-egyenlStlenségtol eltekintve a normaaxioméak nyilvanvalé mo-
don teljesiilnek. De minden z,y € X mellett

(@ )| < [l - [lyll

(Schwartz-egyenldtlenség), ezért a fent definialt fliggvény valoban normét de-
finial X-en. Ugyanis: 0 < (z — ry,z — ry) = ||z||* + 72 ||y||> — 2r (z,y) fennall
minden r € R esetén. Ha y # 0, akkor ezt mint r kvadratikus fliggvényét
tekintve a diszkriminans nem lehet pozitiv, azaz 4 (z,y)* — 4 ||y ||z]|* < 0,
ami épp a Schwartz-egyenl&tlenség. Innen mar a haromszog-egyenlStlenség

2 2 P) 2 2 2
e +yll™ = llzl” + lyll” + 2 (@, y) < =l + [lyll” + 2 [l vl = (=l + vl
mo6don kénnyen kovetkezik.

A skalarszorzat linearitasat hasznalé szamolas mutatja, hogy egy skalaris
szorzatos térben fennall a paralelogramma szabdly: |z + y||* + ||z — y||*> =
= 2(||z||* + [|y||*). Azt is meg lehet mutatni, hogy egy normalt tér éppen
akkor skalaris szorzatos tér, ha teljesiil a paralelogramma szabaly.

0.1.5.
Legyen adva egy (X, | - ||) normalt tér. Az x,, € X sorozatot Cauchy-sorozat-
nak mondjuk, ha minden £ > 0-hoz létezik N € N index, hogy barmely
n,m > N mellett ||z, —z,,|| < e. Kénnyt gyakorlat, hogy minden konvergens
sorozat egyben Cauchy-sorozat is. Azt is gondoljuk meg, hogy amennyiben
egy Cauchy-sorozatnak van konvergens részsorozata, akkor a sorozat maga
is konvergens, és persze hatarértéke azonos a konvergens részsorozatanak ha-
tarértékével.

Ha egy normaélt-térben minden Cauchy-sorozat konvergens is, akkor ezt
a normalt teret teljes normdlt térnek vagy, a roévidség okan, Banach-térnek
nevezziik. Kordbbi ismereteinkbél tudjuk, hogy minden véges dimenzios nor-
maélt tér Banach-tér.

0.1.6.

Legyen (X, | - ||) egy normalt tér és a,, € X egy sorozat. Azt mondjuk, hogy

a 270;1 an sor konvergens, ha létezik a € X vektor, amely az s, = ZZ:1 ay

részletosszeg-sorozat hatarértéke, azaz ||a — s, || — 0, mikor n — oo. Ilyenkor

az a vektort mondjuk a sor dsszegének, amelyet a =~ | a, modon jeldljiik.
A 220:1 an sor a normalt tér abszolit konvergens sora, ha az elemek nor-

méjabol all6 valos sor konvergens, azaz ha Y~ ||a, | < oo.
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Nagyon fontos, ezért itt igazoljuk is, hogy egy normalt tér teljessége meg-
fogalmazhatd a Cauchy-sorozat fogalma nélkiil is, pusztan az abszolut kon-
vergens sor fogalménak segitségével.

0.1.7. tétel. Legyen (X, | -||) normdlt tér. E normdlt tér pontosan akkor
teljes, tehdt Banach-tér, ha minden abszolit konvergens sora konvergens is.

Bizonyitds. Tegyiik fel elészor, hogy (X, | - ||) egy Banach-tér. Tekintsiik a
>0, an abszolut konvergens sor s, = >, _, aj, részletsszeg-sorozatat. Vi-
lagos, hogy példaul n > m mellett

n n
lsn = smll = || D axl[ < D2 Yanll.
k

=m+1 k=m+1

No de Y72, |Jak|] < co miatt minden € > 0-hoz létezik N index, hogy minden
m,n > N mellett

n
Sl <=,
k=m+1
ami azt jelenti, hogy az s, részletosszegek sorozata egy Cauchy-sorozat. Az
(X, |- |]) normalt tér teljessége szerint s,, konvergens, ami éppen a > | a,
sor konvergenciajat jelenti.

Megforditva, tegyiik fel, hogy minden abszolut konvergens sor konvergens
is, és tekintsiink egy a,, € X Cauchy-sorozatot. Az ¢ = 1/2 szamhoz létezik
n1 € N index, hogy barhogyan is valasztjuk majd meg az no > nq szdmot az
[|an, —an,|| < 1/2 egyenlétlenség fennéll. Most tekintsiik az e = 1/4 szamot.
A Cauchy-sorozat definicidja szerint létezik olyan ne > ni,ne € N index,
hogy barmely késGbb definialt ng > ng mellett ||an, —an,|| < 1/4 teljesiil. Az
eljarast folytatva olyan a,, részsorozatot nyeriink, melynek minden £ € N

elemére fennall az )

Hank - a”ﬂk+1” < 9k

2
egyenlStlenség. A geometriai sor konvergenciaja tehat biztositja a

o0

Z (a”k o ank+1)

k=1

sor abszolat konvergens voltat. Feltételiink szerint e sor konvergens is. No de
a K-adik részletosszeget kiszamolva:

81 = (Any —any ) +(Ang —any )+ (An, —ang)+-- '+(anx+1 - anx) Angr " Ony -

Az (8K ) ey SOrozat konvergenciaja ezért az a,, részsorozat konvergenciaja-
val ekvivalens. Osszefoglalva: azt kaptuk, hogy az (an)nen Cauchy-sorozatnak
van (Gny ) ey Tészsorozata, amely konvergens. Ekkor az eredeti a,, sorozat is
konvergens. Ezt kellett belatni. O
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Az anyagban elérehaladva latjuk majd, hogy bizonyos fiiggvénytereknek
mint normalt tereknek a teljessége kulcsfontossagi tény. Erdekes modon va-
los fliggvénytanban és funkcionalanalizisben is sokszor fordul els, hogy egy
bizonyos fliggvénytér teljessége e kritériummal egészen természetes modon
ragadhato meg. Erre latni fogunk egy kulcsfontossagi példat az Riesz—
Fischer-tételben.

0.1.8.

Buroktéren egy (X, H) part értiink, ahol X egy rogzitett halmaz, H C P (X)
pedig olyan halmazrendszer, amely elemként tartalmazza az X halmazt, to-
vabbéa akadrhany H-beli halmaz kozos része is H-beli. A H-beli halmazokat
burok-zdrt halmazoknak is mondjuk. Tetsz6leges A C X mellett

d(A)=(\{HeH: AC H}

a buroktér burok-operdcidja, vagy lezdrdsi operdcidja. A cl(A) halmaz tehat
az A halmazt tartalmazo legsziikebb H-beli, azaz burok-zart halmaz. Ha a
szovegkornyezetbsl vilagos, hogy mi a burok-operacio, akkor azt mondjuk,
hogy cl (A) az A altal generdlt burok-halmaz. Vilagos, hogy e burok-operacio
rendelkezik az alabbi tulajdonsagokkal: (i) A C cl(A); (i) AC B=cl(A4) C
C cl(B); (iii) cl(cl(A)) = cl(A). A burok-operacié fenti definicioja szerint
minden H € H burok-zart halmaz esetén cl (H) = H.

Ha B = cl(A), akkor szokas azt mondani, hogy B halmazt az A halmaz ge-
nerdlja, vagy ami ugyanaz: A a B-nek generdtora. Egy burok-zart halmaznak
sok-sok generalo halmaza lehetséges, tehat a general6é halmaz nem egyértelmi
fogalom. Az iménti esetben példaul A, de B is generdl6 halmaza B-nek.

A kévetkezs tipusiu érvelést nagyon sokszor hasznaljuk. Ha B € H egy
burok-zart halmaz, és a A C B, akkor a fenti (ii) tulajdonsag szerint cl (4) C
C cl(B) = B. De ugy is indokolhatnank, hogy cl(A) fenti definici6jara fi-
gyelve B az egyik metszendd halmaz. No persze a metszet minden metszendé
halmaznak részhalmaza.

Analizis és algebra tanulmanyaink folyaman sok-sok példat lattunk maér
burok-operaciora. Példaul: linearis altér, konvexités, affinitas, topologiai le-
zérds. Mondjuk a linearis altér esetében ez azt jelenti, hogy ha H jeldli va-
lamely rogzitett X vektortér Osszes altereinek halmazat, akkor (X, H) egy
buroktér, hiszen akarhény altér metszete is altér. E buroktér lezérasi opera-
tora a linearis burok operator, amely a vektortér egy H C X részhalmazahoz
hozzérendeli annak lin H linearis burkat. A lezarasi operator definicidja sze-
rint ez nem mas, mint a H halmazt tartalmazo Gsszes linearis alterek kozos
része. Ezt neveztiik generalt altérnek. Szokasos szohasznélat még, hogy a ge-
neralt altér kiilsd reprezentdcidjdt kapjuk a H halmazt tartalmazo6 Gsszes altér
metszeteként.

Teljesen analdég modon, a generalt konvex(affin) halmaz kiils6 reprezenta-
cidja, a halmazt tartalmazo Gsszes konvex(affin) halmazok metszete.
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Az itt emlitett példakban jol ismerjiik a belsd reprezentdaciot is. Vektor-
terek esetében lin H az 6sszes H-beli elem 6sszes linearis kombinécidja, mig
a konvex(affin) halmazok alkotta buroktér esetében H halmaz co H (affin
esetben aff H) konvex(affin)-burka az dsszes H-beli elem konvex(affin) kom-
binécidinak halmaza.

Ezt a szohasznélatot megtartjuk altalaban a burokterekre is. Ha cl jeloli
az (X, H) burok-operécidjat, akkor cl A, mint az A C X halmazt tartalma-
70 legsziikebb cl-zart halmaz, az A-t tartalmazo Osszes H-beli halmaz kdzos
része, a generalt cl (A) halmaz kiils6 reprezentéacidja. A bels6 reprezentaci-
ora nincs ilyen egyszerid altalanos szabaly. Hogy hogyan tudjuk felépiteni a
generalt halmazt az adott halmazbol, az persze buroktérrél buroktérre méas
és mas. Latni fogunk olyan buroktereket is az anyagban, amikor csak a kiilsé
reprezentaciot hasznélva tudjuk a generalt halmazt leirni.

0.1.9. (Cantor-halmaz)

Ismert, hogy a [0,1] intervallumban minden valés szam felirhaté 3-as szam-
rendszerben. Arrél van szo, hogy ha = € [0,1], akkor léteznek a; € {0,1,2},
J € N szamjegyek, amelyekre z = Z;’;l aj3_j . E feliras gyenge pontja, hogy
vannak olyan szdmok, amelyeknek tobb ilyen elGallitasa is lehetséges, a

o0

2 1
ZWZQR

j=1

egyenlGség szerint. Ha egy szam véges sok — példaul k& darab — jegy segitsé-
gével is reprezentalhatod, azaz éppen p3~" alaku valamely k,p € N mellett,
akkor két kiilonbozo feliras is van, egyébként a feliras egyértelmd. Példaul, ha

x =14-37*, akkor
0.0112
xTr =
0.011122222...

A Cantor-halmazt a harmas szamrendszerben felirt alak segitségével defini-
aljuk, ezért sziikségilink van egy egyértelmi reprezentacié rogzitésére, amely
a kovetkez6 legyen. Ha x nem p-37F alaku, akkor a feliras egyértelm, és mi
is ezt hasznaljuk. Ha x = p - 37F alakd, ahol 3 méar nem osztoja p-nek, akkor
p-nek 3-mal vald osztési maradéka 1 vagy 2. Ha az osztasi maradék 1, akkor
két felirasa van z-nek, de mi valasszuk ki a masodikat

. 0.@1&2...ak_11
= [0.aras - ap_102222. |

Mig ha az osztasi maradék 2, akkor a két feliras

‘ 0.a1a2 e ak_12 ‘
Tr =
0.aras...ap_112222. ..,
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de mi valasszuk az elsét. Ugy tudunk egyszertien fogalmazni, hogy a p - 3*
alaki szam lehetséges felirasai koziil azt valasszuk ki az egyértelmi reprezen-
tacio céljara, amelyiknek a k-adik helyén 16vS ay szamjegyére ay # 1 teljesiil.
Ezt a konvenciot betartva elmondhatjuk, hogy minden szam egyféleképpen
irhato fel harmas szamrendszerben.

Az egyértelmi reprezentacioknak az az elénye, hogy igy a szokasos ren-
dezés megegyezik a lexikografikus rendezéssel. Ez azt jelenti, hogy ha x =
= 0.a1a2a3 ... és y = 0.b1bobs ... valos szamok 3-as szamrendszerben felirva,
akkor x < y pontosan akkor teljesiil, ha létezik n € N melyre a,, < b,, és
aj = b; minden j <n,j € N esetén.

Megegyezésiink szerint

1 2
-=0.0222..., - =02
3 3

igy az els6 szamjegyre a; =1 pontosan akkor teljesiil, ha z € (1/3,2/3). Hason-
16 okbol a3 #1 mellett a2 =1 pontosan akkor teljesiil, ha = a [0,1]~(1/3,2/3)
halmazt alkoté két zart intervallum egyikének belsé nyilt harmadaba esik,
azaz x € (1/9,2/9) U (7/9,8/9). Ugyanigy a; # 1,a2 # 1 mellett ag = 1
pontosan akkor teljesiil, ha x a

0,1] < ((1/3,2/3) U (1/9,2/9) U (7/9,8/9))

halmazt alkoté négy zart intervallum valamelyikének bels6 nyilt harmadaba
esik. Igy tovabb az Osszes szamjegyre.

A [0,1] intervallum azon pontjait, melyek fenti alakt harmas szamrend-
szerbeli alakjaban az 6sszes szamjegy 1-t6l kiilonb6z6, a kévetkezo rekurzioval
adhatjuk meg. Legyen C a [0,1] zart intervallum kozéps6 nyilt harmada, azaz
Cy = (1/3,2/3) . Most tekintsiik a [0,1] . Cy halmazt. Ez két zart interval-
lum egyesitése. Legyen Cs ezen zéart intervallumok kézépsé nyilt harmadainak
egyesitése, Cs tehat két darab 1/9 hosszi nyilt intervallum uni6ja. Most te-
kintsiik a [0,1]\ (Cy U C2) halmazt. Ez négy darab zart intervallum egyesitése.
Alljon Cs5 ezen zart intervallumok kozépsé nyilt harmadainak egyesitésébdl,
azaz Cz négy darab 373 hosszt nyilt intervallum uniéja. Az n-edik lépésben
a

n—1
01~ | G
k=1

halmaz 2"~! darab zart intervallum egyesitése. Minden egyes zart interval-
lumnak vegyiik a koézéps6é nyilt harmadat, majd jelélje ezen nyilt interval-
lumok egyesitését C,,. Ekkor tehat C, halmaz 2"~! darab egyenként 3"
hosszt nyilt intervallumocska egyesitése. A C,, halmazt alkot6 nyilt interval-
lumok végpontjanak 3-as szamrendszerbeli alakjaban az n-edik el&tti jegyek
az 1-est nem tartalmazzak. Egy jobb végpont esetében az n-edik jegye 2, az
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Osszes tobbi jegy 0. Egy bal végpont esetében pedig az n-edik jegy 0 és az
('jsszes tobbi jegy 2. Igy tovabb minden n € N-re.

0.1.10. definici6 (Cantor-halmaz). A [0,1] intervallum szamait irjuk fel a
fenti megallapodas szerinti egyértelmiien reprezentalt 3-as szamrendszerbeli
alakban. A Cantor-halmazt azok a pontok alkotjak, amelyeknek van olyan
3-as szamrendszerbeli felirdsa, amiben az 1 szamjegy nem fordul els. Ezek
szerint

C=czel0l]:z= Zajiifj,aj € {0,2}Vj eN
A fent definialt C; nyilt halmazokkal kifejezve:
C=1[01]~ ﬂ ([0,1] ~ C;)
j=1

A C halmazt nevezziik Cantor-halmaznak.

0.1.11. (Cantor-halmaz kicsi is, nagy is)
AC, halmaz 27~! darab 3~" hosszi nyilt intervallum egyesitése, igy Ossz-
hossza 2 =5+ Az sszes elhagyott, egymastol diszjunkt nyilt intervallum hossza-

inak Osszege:
PA 1
S5 =i (5) =5

n=1

ami azt jelenti, hogy a Cantor-halmaz mertekelmeletl értelemben kicsi.

No de szamosségi értelemben nagy, hiszen kontinuum szamossagu halmaz.
Tekintsiik ugyanis a Cantor-halmaz egy pontjat, annak 3-as szamrendszer-
ben felirt alakjaban. Cseréljiik ki az Osszes 2-es szamjegyet 1-re, és az igy
keletkez$ szamot tekintsiik egy 2-es szamrendszerben felirt szamnak. Vi-
lagos, hogy ilyen modon [0,1] intervallum minden y eleme el$all, hiszen a
Cantor-halmaz azon pontjanak a képe, amelyiknek szamjegyeit az y erede-
ti 2-es szamrendszerben felirt szamjegyeinek kétszereseként kapjuk éppen y.
Sziirjekciot definialtunk tehat a Cantor-halmazrol a [0,1] intervallumra, ezért
a Cantor-halmaz szamossaga legalabb kontinuum. Az viszont a C' C [0,1]
tartalmazasbol nyilvanvalo, hogy legfeljebb kontinuum szamossagu halmaz a
Cantor-halmaz, tehat a Bernstein-tétel szerint a Cantor-halmaznak és a [0,1]
intervallumnak azonos a szamossaga.

0.1.12. (Cantor-fiiggvény)
Erdemes kicsit alaposabban is szemiigyre venni a fenti f : C' — [0,1]

Zaj?)*j — Zaﬂ*j, ahol o =a;/2
j=1 j=1
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sziirjektiv leképezést. Ha z,y € C a Cantor-halmaz két kiilonb6z6 pontja,
akkor a 3-as szamrendszerbeli x = Y777 ;377 ésy = 377 b;377 elGallitasra
igaz, hogy

r<y <= dneN, hogya,=0<2=0,, de ap = byVk < n mellett.

A pontok képére tehat f(z) = X727, ;377 és f(y) = Y7, 5;377, ahol
a; =a;j/2 és f; = b;/2 minden j € N mellett. Az x < y esetben tehat

dn €N, hogy a,, =0<1=05,, de ap = B Yk < n mellett.

Ebbél azonnal kovetkezik, hogy f monoton novs, hiszen

ZBJQ J>Zﬂj2 J 2%2 Iyom Zaﬂ iy Z 277 >

Jj=1 7j=1 j=n+1
Seor-rta

Az is latszik, hogy f(y) = f(z) akkor és csak akkor fordul els, ha 3; =
= 0¢és a; = 1 minden j > n mellett, ami a b; = 0 és a; = 2 esetnek
felel meg, amikor is z,y a Cantor-halmaz két olyan pontja, amely az n-edik
helyiikon 1-es szamjegyet tartalmazéd pontok alkotta egyik nyilt intervallum
két végpontjat alkotjak. Ilyenkor a két képpont ugyanannak a szdmnak a két
kiilénbo6zd 2-es szamrendszerbeli elGallitasa, gy hogy mindig a jobb végpont
képe a véges elGallitas. Ha elhagynank a Cantor-halmazboél az elhagyott nyilt
intervallumok végpontjainak egyikét is, akkor a fenti leképezés méar bijekcio
is lenne a Cantor-halmaz és a [0,1] intervallum kozt.

Az a tény, hogy egy kimaradd nyilt intervallum két végpontjaban a fenti
hozzéarendelés azonos értéket ad lehetGvé teszi, hogy az f : C' — [0,1] fiigg-
vényt kiterjessziik a teljes [0,1] zart intervallumra. Legyen ugyanis F (u) =
= f(u), hau € C. Hau ¢ C, akkor u az egyik elhagyott nyilt intervallum-
ba esik. Ennek két végpontja a Cantor-halmaz olyan x,y eleme, amelyeken
f értéke azonos. Legyen F (u) = f(z) = f(y). Az F fluggvényt Cantor-
fiigguénynek nevezziik.

A Cantor-fiiggvény tehat olyan F : [0,1] — [0,1] monoton névekeds fiigg-
vény, amelyre F'(0) = 0,F (1) = 1, de F konstans — persze mdis és mas
konstans — megszamlalhatéan sok diszjunkt nyilt intervallumon, amelyeknek
Osszhossza 1. Egy monoton névekedd fliggvénynek minden pontjaban van bal
és jobb oldali hatarértéke is. Ha F' nem lenne folytonos egy pontban, akkor
ott a bal és a jobb oldali hatarérték sem lenne azonos, ezért az ezek alkot-
ta nyilt intervallum nem lenne iires és kimaradna F' értékkészletébsl. Mivel
F sziirjekcio, ezért kimaradd érték nincs, igy szakadasi pont sem lehetséges.
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A Cantor-fiiggvény tehat folytonos, monoton névekedd fiiggvény, amely a
Cantor-halmaz komplementerét alkotd nyilt intervallumokon konstans, per-
sze itt differencialhato is és derivaltja zérus.

0.1.13. (Cantor-halmaz kompakt, belseje tires, nincs izolalt pontja)

A Cantor-halmaz kompakt, hiszen korlatos és zart. Belseje iires, hiszen tet-
sz6leges pontjanak tetszéleges kornyezete tartalmaz olyan szamot, amelynek
szamjegyei kozt az 1-es szerepel. Viszont tetszéleges pontjanak tetszéleges
kornyezete tartalmaz olyan masik szamot is, amelynek szamjegyei kozt az
1 nem szerepel, ezért a Cantor-halmaznak nincs izolalt pontja. Igy egyet-
len pontja sem lehet egyszerre bal és jobb végpontja is egy-egy a Cantor-
halmazbél kimaradé intervallumnak.
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1. fejezet

MeérhetSség

1.1. Félgyitrtd, gytrd, o-algebra és monoton osz-
taly

1.1.1. definicié (félgytri). Egy X-beli nem iires P halmazrendszert félgyi-
rinek neveziink, ha zart a metszetre és barmely két elem kiilonbsége elGall
véges sok diszjunkt P-beli elem egyesitéseként.

Kicsit formalisabban, a P halmazrendszerrdl, az alabbi két tulajdonségot
koveteljiik meg:

1. barmely két A, B € P esetén AN B € P;

2. barmely két A, B € P-hez létezik n € N egész és léteznek diszjunkt
Ci,...,Cy, € P halmazok, amelyekre A\ B =]J!_, C;

A P nem iirességének feltétele csak az érdektelen eset mellgzését jelenti.
Vilagos, hogy @ € P mindig fennall a fenti 2. tulajdonsag szerint.

1.1.2.

Ilyen példaul R-en az Gsszes intervallumok halmaza, vagy az Osszes balrol
zéart jobbroél nyilt intervallumok halmaza. Lathatd, hogy két ilyen interval-
lum metszete is ilyen. Az is egészen szemléletes, hogy két ilyen intervallum
kiilonbsége elsall legfeljebb két balrol zart, jobbrol nyilt diszjunkt intervallum
egyesitéseként.

Amint a kiovetkez$ allitds mutatja, az R™-beli balrél zart, jobbrél nyilt
halmazok rendszere is félgytiriit alkot. A fogalom jobb megértése kedvéért
gondoljuk végig, hogy mondjuk a 2- vagy 3-dimenzios euklideszi tér balrol
zart, jobbrol nyilt intervallumai miért alkotnak félgytirtt. Erdemes meggon-
dolni, hogy vajon legfeljebb hany darab diszjunkt halmazra van sziikség két
ilyen intervallum kiilénbségének elGallitasahoz. Lattuk, hogy 1 dimenziéban

17
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két halmaz elég. Kis rajzolgatas utan rajoviink, hogy 2 dimenzioban 4 ez
a szam. Akinek j6 térlatasa van rajon, hogy 3-dimenzios térben 6 halmaz
elegend()'EI De vajon mi a helyzet magasabb dimenzioban? A térlatasunk itt
bizonyara cserbenhagy minket, és nem kénnyt latni, hogy hogyan kell elGal-
litani diszjunkt intervallumok egyesitéseként két intervallum kiilonbségét.

Nem meglepd, hogy ha nem latni, hanem kiszdmolni akarjuk a jelenséget,
akkor mennyivel kénnyebb helyzetben vagyunk.

1.1.3. allitas (félgytrik szorzata félgytirt). Legyen (X, P) és (Y, Q) egy-egy
félgytrd. Jeldlje P x @ az X XY halmaz kévetkezd halmazrendszerét :

PxQ={PxQ:PeP,QeQ}.
Ekkor az (X x Y, P x Q) pdr is félgyirdt alkot.

Bizonyitds. A metszetre vald zartsagot igazolja az
(Pl XQl)ﬂ(PQ XQQ):(PlﬂPQ)X (QlﬂQg)

azonossag, ugyanis a P félgylrdi metszetzartsaga miatt Py, P, € P esetén
PN Py, € P is teljesiil. Teljesen hasonlé moédon a Q halmaz metszetzartsaga
szerint QQ1, Q2 € Q a Q1 N Qs € Q tartalmazast implikalja.

A két szorzatelem kiilonbségére vonatkozo allitas pedig az

(PLx Q)N (PaxQ2)=(PrxQ1)N (P x Q) =
= (Prx@Q)N((PExY)U(P2xQ3)) = (PANP2)xQ1)U((PANP2) X (Q1\Q2))

azonossaghol kovetkezik, hiszen a fenti jelolések mellett Py N\ Py és Q1 ~\ Q2
is el6all mint diszjunkt P-, illetve O-beli halmazok egyesitése. Mivel P; \ P
diszjunkt a P; N Py halmaztol, ezért a (P \ P2) X 1 halmaz is diszjunkt a
(PN Py) x (Q1 ~ Q2) halmaztol. Ezt kellett belatni. O

Az el6z6 allitast hasznéald indukcidval méar lathato is az egyik legfontosabb
konkrét félgytrink.

1.1.4. k6vetkezmény. Az R™ tér balrdl zdrt, jobbrdl nyilt intervallumainak
rendszere félgytrat alkot.

Figyelmesen visszatekintve a bizonyitasra, a kiilonbség elGallitasat igazo-
16 halmaz azonosségbdl az is rogtén adodik, hogy az R™ térben két balrol
zéart, jobbrol nyilt intervallum kiilonbségéhez elég legfeljebb 2" darab ilyen
diszjunkt halmaz. Ez igaz is, az persze més kérdés, hogy a fenti egyszeri ér-
velés nem elég éles ahhoz, hogy a legjobb becslést megkapjuk, ahogyan azt a
3-dimenzids esetben mar meggondoltuk.

1 Képzeljiink el egy kockaodvas-kockat, azaz olyan kockat, amelynek a belsejébdl ki-
hagyunk egy kisebb kockat.
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A lényeg nem is az, hogy hény diszjunkt intervallumot kell taldlnunk két
halmaz kiilonbségének elGallitasahoz, hanem csak annyi, hogy mindig talal-
hat6 véges sok ilyen intervallum.

A kovetkez6 halmazstruktira szoros kapcsolatban van a félgytri fogalma-
val. Amikor halmazokkal szamolunk, kényelmes, ha a kiilonbség mtivelet nem
vezet ki a struktirabol. Sajnos az intervallumok rendszere nem ilyen, hiszen
két intervallum kiilonbsége nem feltétlen intervallum.

1.1.5. definicié (gytrd, o-gytrd). Egy M C P (X) halmazrendszert gyi-
rinek vagy halmaz gyirinek neveziink, ha az zart a halmaz egyesités és a
halmaz kiilonbség miiveletekre. Ha zart a megszamlalhato egyesitésre is, ak-
kor o-gyidrinek nevezziik.

Formalisabban tehat M gytrd, ha A;, Ay € M esetén
1. Al U A2 S M;
2. A1 N Ay e M.

Ha még az is fenndll, hogy egy megszamlalhato {A, € M : n € N} halmaz-
rendszerre

GAneM,

n=1

akkor a gytr(t o-gytirtinek mondjuk.

1.1.6.
Egy gytiri zart a véges egyesitésre is, igy minden o-gytri egyben gyri is.
Ha A, B € M és M egy gytird, akkor A~ B € M is teljesiil. Ujra alkalmazva
a kiilonbségre nézve zartsagot, de most mar az A és az A ~ B halmazokra
kapjuk, hogy

ANB=A~ (AN B) e M.

Azt latjuk tehat, hogy a kiillonbségre zartsag implikalja a metszetzartsagot,
ezért minden gytrd egyben félgyiri is.

Természetesen egy M gyiirii zart a véges metszetre is, tehat ha A4, ..., A, €
€ M, akkor N}_; A, € M is teljesiil. Ha viszont M egy o-gytird, akkor nem
csak a véges, de a megszamlalhatd metszetre zartsag is teljesiil. Legyenek
ugyanis A, € M minden n € N mellett. Ha Y = U2 A,,, akkor a megszam-
lalhato egyesitésre valo zartsag szerint Y € M. Viszont

No2 A, =Y NU2, (YNA4,),

ami azt jelenti, hogy N>, A, € M is teljesiil.

Egy gytirtelemet sokszor kényelmes gy tekinteni, mint méas gytrtelemek
diszjunkt egyesitése. Példaul, ha A;, Ay € M és a szoban forgo gyiiriielem a
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B = AjUAy € M halmaz, akkor vilagos, hogy B = A1U(As \ A;) egy gy(ri-
beli, de mar diszjunkt elsallitas. A kovetkezs lemma azt biztositja, hogy ezt
nem csak kételemi egyesités, hanem akarmilyen legfeljebb megszamlalhato
egyesités esetén is meg lehet csinélni.

1.1.7. lemma (diszjunktizacio gytriben). Legyen adva az M gyiriben
egy {A, € M :n €N} megszamldlhato halmazrendszer. Ekkor léteznek
B,, C A, B, € M halmazok, amelyek diszjunktak, UN_, A,, = UN_| B,, min-
den N € N mellett, igy persze U2 1A, = U2 1 B,,.

n=1

Bizonyitds. Legyen
By =Ay, By=Ay~DBi,..., B,=A,~UZBy.

Mivel M gyiird, ezért B,, € M, melyekre B,, C A,, minden n € N mellett.
A B,, halmazok definiciéjuk szerint egymastol diszjunktak. Most N szerinti
indukciéval megmutatjuk, hogy UN_; A,, = UN_, B,, is fennall VN € N esetén.
Az N =1 feltevés mellett ez B; konstrukciéja. Ha N-re igaz az indukcios
feltevés, akkor N + 1-re a kdvetkezd azonosségot irjuk fel.

UNEIA, = (UNL1A,) UAN = (UA1B,) UAN4 1 =
= (Urlylen) @] (AN+1 N Urlylen) = (Ufy:an) UBny1 = Uf:]:an-

Ezt kellett belatni. O

Vajon tudunk-e hasonl6 &llitast igazolni abban az esetben, ha M nem
gylrd, hanem csak félgytrt! Az olvas6 ne nyugodjon addig, amig a feltett
kérdésre igenls valaszt nem talal.

Most tovabb specializaljuk a gytrt fogalmat.

1.1.8. definici6 (algebra, o-algebra). Egy M C P (X) halmazrendszert
algebranak vagy halmaz algebrdnak neveziink, ha M olyan gytirt, amelyre
X € M is teljesiil. Ha M olyan o-gytir, ami algebra is, akkor M-et o-
algebranak nevezziik.

Sokszor kényelmesebb és persze ekvivalens definici6 is lehetne az alabbi
megfogalmazas.

1.1.9. allitdas. Az M C P (X) halmazrendszer pontosan akkor algebra, ha
az 1., 2. és a 3. feltevések

1. X e M;

2. Ae M= A° e M;

3. A,e M\NeNn=1,....N=UN_ 4, ¢ M;
3. A, eMneN= U2 A, e M
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egyszerre teljesiinek. Hasonloan az M pontosan akkor o-algebra, ha az 1., 2.
és a 3. feltételek egyszerre teljesiilnek.

Bizonyitds. Tegylik fel el6szor, hogy M algebra. Tudjuk, hogy M gytiriiként
a kiilonbség miiveletre zart (L.1.6)), igy

A= X Ae M.

Most tegyiik fel, hogy az allitdsban el6irt harom feltételt teljesiti M. Ekkor
M metszetzart is, hiszen ha A, B € M, akkor A¢, B¢ € M a komplementer
zartsdg miatt, majd A°U B¢ € M az egyesités miivelet zartsaga miatt, végiil

ANB=(A°UB°)‘eM

ajra a komplementer zartsag szerint. A kiillonbségre valo zartsag, a méar igazolt
metszetzartsagbol és az
ANB=AnNnB*

azonossaghol lathato.
A o-algebrara vonatkozoé allitas az eddigiekbdl mar nyilvanvalo. O

1.1.10.
Tegyiik fel, hogy adva van gytriiknek egy tetszéleges szamossagi halmaza.
Legyen tehét rogzitve egy I' indexhalmaz, és minden v € I' mellett M, C X

egy-egy gylri. Képezziik ezen gytirik kozos részét, azaz definidlja

M={ACX:Ae M, VyeT} =] M,.

yer

Lathato, hogy M is gytrd. Ugyanis, ha A, B € M, akkor minden v € T

mellett A, B € M,,. No de minden egyes vy-ra M., egy gy(rt, emiatt AUB €

€ M, is teljesiil. Mivel ez minden v € I' mellett igaz, ezért AU B € M is

fennall, ami azt jelenti, hogy M zért az egyesités miiveletre. Analog érveléssel

latjuk azt is, hogy M a kiilonbség miiveletre is zart, emiatt valoban gytr.
Azt lattuk tehat, hogy a

(P(X),{M: MCP(X), M gytirii})

par egy burokteret definial. Ez az X halmaz feletti gydrik buroktere. Emlé-
kezziink arra, hogy egy buroktérben egy adott halmazt tartalmazoé legsztikebb
burok-zart halmaz a halmazt tartalmazo6 valamennyi burok-zart halmaz kézos
része.

1.1.11. definici6é (generalt gytirt). Jelolje r az X feletti gytirtik burokteré-
nek lezarasi operatorat. Ha tehat P C P (X) egy tetszdleges halmazrendszeIEl,
2 Talan nem szerencsés jelslés, de figyeljiink arra, hogy P (X) a hatvanyhalmazt jelli,

és P ennek egy részhalmaza. Altalaban a halmazrendszer sz6 alatt valamely adott
halmaz hatvanyhalmazéanak egy részhalmazat értjiik.
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akkor r (P) a P halmazrendszert tartalmazo legszikebb gydrd. Ezt az r (P)
halmazrendszert nevezziik a P halmazrendszer altal generdlt gydrinek.

A generalt gytrd kiilsé reprezentacidja, mint minden buroktér kiilsé rep-
rezentacioja teljesen vildgos: Ha P egy tetszbleges halmazrendszere az X
halmaznak, akkor

r(P)=[{M CP(X): P C M, M gyiiri}.

De vajon tudunk-e belss reprezentaciot is adni? Erre a kérdésre igen a valasz
feltéve, hogy a generalé P halmaz egy félgytrt.

1.1.12. allitas (félgytird generalta gytird bels§ reprezentacioja). Legyen P
egy X -beli halmazokbdl dllo félgyiird. Ekkor

r(P) = {UN_ A, : A, € P,i#j mellett A;NA; =2, NeN}, (L1)
azaz a generdlt gydrid a P-belt diszjunkt véges uniok halmaza.

Bizonyitds. Jelolje H az (1.1]) képlet jobb oldalan 4ll6 halmazt. Megmutatjuk,
hogy H egy gytri. A kovetkezs sorrendben érdemes haladnunk: H halmaz-
rendszer zart

1. a diszjunkt egyesitésre;

2. a metszetre;

3. a kiilonbség képzésre

4. és az egyesitésre.
Igazoljuk sorjaban:

1. A diszjunkt egyesitésre zartsag nyilvanvalo.
2. A metszetre zartsag az

(UnAn) N (U Bm) = Upm(An, N By,) (1.2)

egyenlGség kivetkezménye, hiszen P félgytrd volta miatt A, NB,, € P. Igy
a mar meggondolt diszjunkt egyesitésre vald zartsagot alkalmazva készen
is vagyunk.

3. A kiilonbségre zartsaghoz elGszor tekintsiik az alabbi atalakitast.

(UnAn) ~ (UnBum) = (UnAp) N (U Bp)® = (UnAp) N (N BS,) =
= Un(Ap N (O BE)) = Up O (Ap 0 BE) = Un O (An ~ Bun)-

Mivel P egy félgytird, ezért minden rogzitett n és m mellett A, \ B, €
€ H. A mar igazolt metszet zartsag szerint Ny, (An \ By,) € r (P) fennall
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minden rogzitett n mellett. Ilyenek véges diszjunkt egyesitése is H-ban
marad 1. szerint.

4. Az egyesitésre zartsag innen mar konnyt, hiszen A, B € H mellett A U
UB =AU (B~ A). Namost, B\ A € H a 3. szerint, és az 1. szerint a
diszjunkt egyesités miivelet sem vezet ki H-bol.

A fenti pontok igazolasa utan latjuk, hogy H valéban egy P-t tartalmazo
gytiri. Amennyiben adott egy masik P-t tartalmazo gytird, akkor annak H-
t is tartalmaznia kell, hiszen egy gytirt zart az egyesitésre. Igy azt kapjuk,
hogy a H gytirt minden P-t tartalmazé gytirtinek része, ami éppen azt jelenti,
hogy r (P) = H. O

Rogzitsiik most a mérhetd halmaz széhasznalatot.

1.1.13. definicié (mérhets tér). Az (X, M) péarost mérhetd térnek nevez-
ziik, ha M egy X feletti o-algebra. Az M halmaz elemeit mérhetd halmazok-
nak is nevezzik.

Ezek szerint mérhetd halmaznak lenni semmi mést nem jelent, mint egy
adott o-algebrahoz vald tartozast. Késébb ettdl eltérének tiing koncepciok is
megjelennek majd, amelyek voltaképpen ennek specialis esetei, azaz egy-egy
specialis o-algebrahoz valo tartozast fejeznek ki. Ilyenek példaul egy halmaz
Caratheodory-mérhetdsége, Borel-mérhetdsége vagy Lebesque-mérhetdsége.

Két 4j burokfogalmat szeretnénk bevezetni, a o-algebra burkot és a mono-
tonosztaly-burkot. Ehhez el§szor a monoton osztaly fogalmat kell megérte-
niink.

1.1.14. definicié (monoton osztaly). Az M C P (X) halmazrendszert mo-
noton osztdlynak mondjuk, ha M zart a monoton béviils halmazok meg-
szamlalhato egyesitésére és zart a monoton sziikiil halmazok megszamlalha-
t6 metszetére. Formalisabban, az alabbi két feltételnek kell teljesiilnie:

1. Ha A, € M, A,, C A,4+1 minden n € N esetén, akkor U2 ; A, € M is
teljesiil.

2. Ha A, € M, A, O A,4+1 minden n € N esetén, akkor N>, A,, € M is
teljesiil.

P

1.1.15. allitas. Fgy halmazrendszer pontosan akkor o-gytrd, ha az egyszerre
gytrd és monoton osztdly. Hasonloan, eqy halmazrendszer pontosan akkor o-
algebra, ha az egyben algebra és monoton osztdly is.

Bizonyitds. Ha az M halmazrendszer o-gytrd, akkor egyrészt gytrd, méas-
részt zart a megszamlalhaté egyesitésre és a megszamlalhaté metszetre is —
L. 1.0l
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Ha M egyszerre gytirt és monoton osztaly, akkor tekintsiik az
Unt1An = U2y (Ui 4)

azonossagot. Itt a megszamlalhatod egyesités monoton névé gytribeli halma-
zok egyesitéseként all els. Ezt kellett belatni. O

Most bevezetjiik a két Gj burok-operaciot.

1.1.16. definicié (generalt o-algebra és monoton osztéaly). Hasonloan ah-
hoz, ahogy [[.1.10}-ben lattuk, hogy a gytrtk halmaza burokteret alkot, az
is konnyen lathato, hogy akidrhany o-algebra vagy akarhany monoton osz-
taly metszete is o-algebra, illetve monoton osztaly. Igy a o-algebranak lenni,
vagy monoton osztalynak lenni is egy-egy burok-fogalom. Jeldlje o, illetve m
a megfelel6 burok-operaciokat, azaz o (A) az A halmazrendszert tartalma-
26 legszitkebb o-algebrdt és m (M) az M-et tartalmazo legszikebb monoton
osztdlyt.

Persze a kiils6 reprezentécio nyilvanvalo: o (A) az A halmazrendszert tar-
talmazo Osszes o-algebra kozos része, és hasonléan m (H) a H halmazrend-
szert tartalmazd Osszes monoton osztaly kozos része. Ezen a ponton a ter-
mészetes kérdés: Hogyan allnak el a generalt o-algebra elemei a generalo A
halmazrendszer elemeibgl halmazelméleti miiveletek segitségével? Mi o (A)
belsd reprezentacidja? Lehangolo tény, de tudomasul kell venni, hogy a valasz
komplikaltabb, mint gondolnank, mert o (A)-ra és m (H)-ra altalanossagban
nem tudunk kényelmesen hasznalhaté belsé reprezentaciot adni. Halmazelmé-
leti ismereteink hianyaban nem tudunk olyan ,kényelmes algoritmust” adni,
amely tetszdleges A halmazrendszerbdl kiindulva halmazelméleti miveletek-
kel felépitené az A altal generalt o (A) o-algebra valamennyi elemét. Defini-
alja Ay az A halmazrendszer elemeibdl alkotott megszamlalhato egyesitések
és azok komplementereinek halmazat. Hasonléan, Ay az A;-beli halmazokbol
alkotott megszamlalhato egyesitések és azok komplementereinek halmazét és
igy tovabb. Az

A, =) A,

(@

n=1

halmazrendszer ugyan jo nagy részhalmaza o (A)-nak de sajnos nem elég
nagy. Nem biztos ugyanis, hogy o-algebra. Ha E,, € A,, ~ A,,_1, akkor sem-
mi oka, hogy az U2 E, halmaz is a fent kiemelt A, halmazrendszerhez
tartozzon.

Kicsivel t6bb halmazelméleti ismerettel meg tudnank adni a belsé repre-
zentéciot is. A fenti gondolatot kell ugyanis folytatni. Jelolje o megszamlal-
hat6 szamossag mellett A, az Ag halmazrendszer elemeibdl alkotott meg-
szamlalhato egyesitések és azok komplementereinek halmazat, ha van a-t
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kozvetleniil megel6z8 8 < a szdmossag. Ha « olyan megszamlalhato szamos-
sag, amelynek nincs kézvetlen megel6zéje, akkor legyen

Ao = As.

B<a

ahol az unidban az 0sszes a szdmossagnal kisebb megszamlalhat6é szamossag
jon szoba. Ekkor transzfinit indukciéval megmutathato, hogy

o (A) = Aa,

acl)

halmaz a generélt o-algebra bels§ reprezentaciojat irja le. Itt 2 az Osszes
megszamlalhatd szdmossigok halmaza.

Latni fogjuk, hogy a o-algebra belsé reprezentaciojanak hianya nem okoz
targyalasunk szempontjabol igazi nehézséget. Mi tobb, a bels6 reprezentécio
csak nagyon kevés ponton ad valamit a helyes szemlélet kialakitasahoz. Feles-
leges lenne pusztan ez okbol olyan halmazelméleti kitérét tenni, amely a fent
vazolt belsd reprezentaciot minden részletében pontositja. Tovabbra is meg-
elégsziink ezért a naiv halmazelméleti ismeretekkel és keriiljiik a o-algebrak
belsé reprezentaciojat. Az érdekléds olvaso [Folland (1999)]-ben pontos le-
irast talal a sziikséges halmazelméleti tudnivalokrol.

1.1.17.
Természetesen meril fel, hogy mi a kapcsolat a két imént bevezetett burok-
operéacio kozt. Az els6 1épésként vegyiik észre, hogy az

m(A) Co(A)

tartalmazas trivialisan teljesiil minden .4 halmazrendszerre, hiszen minden o-
algebra egyben monoton osztaly is , de m (A) a legsziikebb monoton
osztaly.

Az el6z6 gondolat fényében kiilonosen érdekes a kiovetkezd allitas, amely
szerint egy gyird monoton osztaly burka gytrd marad. Hasonléan példa-
ul ahhoz, ahogyan egy konvex halmaz topolégiai lezartja is mindig konvex
marad.

1.1.18. allitas (gytiri monoton osztaly burka gytird (Dynkin)). Legyen A C
C P(X) egy gyird. Ekkor m (A) egy gyird, ezért eqy o-gyird is. Ha A egy
olyan gyird, amelyre X € m (A), akkor m (A) egy o-algebra, igy

oc(A)=m(A).

Bizonyitds. A gytri definici6janak megfelelve azt mutatjuk meg, hogy béar-
mely két m (A)-beli halmaz kiilonbsége és egyesitése is m (A)-beli. Ehhez
tetszblegesen rogzitett B C X mellett tekintsiik az

Ap={CCX:B~C,C~B,CUBem(A)}
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halmazrendszert. Azt kell megmutatnunk, hogy barhogy rogzitiink C' € m(A)
halmazt, m (A) C A¢ fennall. Ehhez elészor is vegyiik észre, hogy

1. C € Ap pontosan akkor, ha B € A¢, minden B,C' C X mellett;
2. Ap monoton osztaly minden B C X mellett;
3. A C Ap minden B € A mellett.

Sorjaban az indoklasok:

1. A nyilvanval6 szimmetria kévetkezménye.

2. Az m (A) monoton osztaly tulajdonsdga miatt all fenn. Ugyanis, ha C,, €
€ Ap egy monoton bgviils halmaz-sorozat, akkor a B \ C,, sorozat mono-
ton sziikiils; a C,, ~ B és a C,, U B sorozat monoton béviilé. Persze

B\ (UpZiCn) = MLy (BN ),
(US21Cn) N B =12, (Cp \ B),
(U, C)UB =U2, (C, UB).

n=1
No de m (A) monoton osztalyként zart a szikiils metszetre és a boviils
egyesitésre, ezért U, C,, € m (A) is teljesiil.
A N2, C, € m(A) hasonloan adodik. Itt azt kell feltenniink, hogy a C),
halmaz-sorozat sztikiil§ és az

B~ (M Ch) =Us2, (BNCy),
(Ne1Cr)NB =Ny, (Cp, \B),
(N ,Cr)UB=n%, (Cr, UB)
azonossagokat kell figyelembe venniink.
3. Az utols6 tulajdonsag pedig azért igaz, mert A gytrd. Ugyanis C, B€ A
mellett
BNC,C\B,CUBe ACm(A)

fennall.
A fenti harom tulajdonsagbo6l mindent régzitett C' € m (A) mellett m (A) C
C A¢ méar kénnyen adodik. Ugyanis 3. és 2. miatt

m (A) Cm(Ap) = A

minden B € A mellett, azaz VC' € m (A) és VB € A esetén C € Ap, igy 1.
miatt B € Ag, azaz VC € m (A) esetén

AC Ac.
Ujra alkalmazva 2.-t kapjuk, hogy
m (A) C Ac
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fennall VC' € m (A) mellett, és épp ezt kellett belatnunk a gytrd axiémak
teljesiilésének ellenérzéséhez.

Ha tehat m (A) gytrd, akkor egyben gytird is és monoton osztaly is, ergo
o-gylrd is, amint azt mar lattuk [L.I.15]-ben.

Ha még az is fennall, hogy X € m (A), akkor m (A) egy o-algebra. Mivel az
A halmazrendszert tartalmazo legsziikebb o-algebra definicio szerint o (A),
ezért

oc(A) Cm(A).
Az ellenkezg irdnyt tartalmazas trividlisan teljesiil (1.1.17]). O

A Dynkin-tételt annak alabbi kévetkezményében fogjuk hasznalni.

1.1.19. k6vetkezmény. Legyen P az X alaphalmaz egy olyan halmazrend-
szere, amelyre X € m (r (P)). Tegyiik fel, hogy O egy olyan monoton osztdly,
amelyre r (P) C O. Ekkor

o(P)CO.

Bizonyitds. Elgszor is P C 1(P)-b6l o(P) C o(r(P)) kovetkezik. A
o (r(P)) = m(r (P)) egyenldség a Dynkin-tétel kovetkezmeénye az r (P) gyi-
rifre alkalmazva. Mivel r (P) C O, ezért m (r (P)) € m (O). Végiil O monoton
osztaly volta szerint m (O) = O. Osszefoglalva tehat
o(P)Co((P)=m((P) Cm(O)=0.

Ezt kellett belatni. O

1.1.20. (o-algebra indukcid)

Tegyiik fel, hogy adott egy M o-algebra és egy T tulajdonsig, amely a o-
algebra halmazain van értelmezve. A T vagy igaz egy A € M halmazon
vagy sem. Most egy sokat hasznalt bizonyitasi médszert gondolunk &t, melyet
nevezhetnénk a teljes indukcié analogiajara mértékelméleti indukcionak is.
Tegyiik fel, hogy az allitdsunk az, hogy a T tulajdonsig igaz az M o-algebra
minden elemére. Legyen P olyan halmazrendszer, amely generalja M-et, azaz

o(P)= M.
Most is két 1épést kell végrehajtanunk.
(i) Mutassuk meg, hogy P minden halmazara T igaz.

(ii) Definialja
H={AeM:Tigaz A-ra}.

Mutassuk meg, hogy H egy o-algebra!
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Lathato, hogy ha a fenti (i) és (ii) teljesiil, akkor T tulajdonsag az M o-
algebra minden A € M elemén is igaz. Ugyanis (i) azt jelenti, hogy P C H,
és (ii) azt jelenti, hogy o (H) = H. Osszefoglalva

M=0c(P)Co(H)="H.

Ez pontosan azt jelenti, hogy minden A € M halmaz kielégiti H definicidjat,
azaz T tulajdonsig igaz minden mérhetd halmazra, az az M minden elemére.

1.1.21. (monoton osztaly indukcio)

Az[T.1.19] kovetkezmény segitségével ez a bizonyitasi modszer erdsithets. Le-
gyen most is T, egy az M o-algebra elemein értelmezett tulajdonsag, és P
egy generald halmazrendszer, tehat

o(P)=M.
Tegyiik fel még, hogy X € m (r(P)). A monoton osztalyra modositott mér-
tékelméleti indukci6 a kovetkezd két 1épés végrehajtasat jelenti.
(i) Mutassuk meg, hogy r (P) minden halmazéra T igaz.
(ii) Definiélja
O={AeM:Tigaz Ara}
Mutassuk meg, hogy O egy monoton osztaly.

Most is lathato, hogy ha a fenti (i) és (ii) teljesiil, akkor T" tulajdonsag az
M o-algebra minden A € M elemén is igaz. Ugyanis (i) azt jelenti, hogy
r(P) C O, ezt |1.1.19}-re alkalmazva azt kapjuk, hogy

M=0c(P)CO.

Ez éppen azt jelenti, hogy minden A € M halmaz kielégiti O definici6jat,
ezért a T tulajdonsag igaz a o-algebra minden elemére.

Osszefoglalva az el6z6 két bizonyitasi eljarast az alabbi allitasokat kapjuk.
Mindkét allitéds a o-algebrak bels reprezentaciojanak potlasara szolgal. Az
elsg allitashoz csak a lezarasi operator egyszerd tulajdonsagai kellettek, mig
a masodik allitds mar a mélyebb [[.1.19] kovetkezményen alapszik.

1.1.22. allitas (o-indukcio). Legyen M egy o-algebra és P egy olyan hal-
mazrendszer az X alaphalmaz felett, amelyre

o(P)=M

teljesiil. Legyen T egy olyan az M halmazain értelmezett tulajdonsdg, amelyre
az aldabbi feltevések fenndllnak.
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1. A P halmazrendszer minden elemén T igaz.

2. a) Az dreshalmazra T igaz.
b) Ha A € M halmazra T igaz, akkor T az A¢ halmazra is igaz.
¢) Ha T igaz az A, € M, n € N megszamldlhatdan sok halmazra,
akkor azok U2, A, egyesitésére is igaz.

Ekkor T az M o-algebra minden elemére igaz.

A maésodik allitas voltaképpen a fenti indukci6 erdsitése. Itt fontos, hogy
egy félgytirtibdl kell kiindulnunk.

1.1.23. allitas (m-indukcio). Legyen M egy o-algebra és P egy olyan fél-
gyird az X alaphalmaz felett, amelyre

o(P)=M

teljesiil, és X eldall mint P-beli halmazok diszjunkt, legfeljebb megszdamldlha-
to egyesitése. Legyen T egy olyan, az M halmazain értelmezett tulajdonsdg,
amelyre az aldbbi feltevések fenndllnak.

1. Véges sok diszjunkt, P-beli halmaz egyesitésére T igaz.

2. a) Haaz A, € M monoton bévild halmaz-sorozat minden elemére T
igaz, akkor T az US| A, egyesitésre is igaz.

b) Ha az A, € M monoton szikilé halmaz-sorozat minden elemére
T igaz, akkor T a NS2, A, metszetre is igaz.

Ekkor T az M o-algebra minden elemére igaz.

A o-indukcio6 elsé alkalmazéasaként nézziik, hogy a szorzat o-algebréanak
hogyan tudjuk megadni egy generator rendszerét. Ha adottak az M és az N
o-algebrak, akkor ezek szorzata csak érdektelen specialis esetekben o-algebra.
Mivel minden o-algebra egyben félgytiri is, ezért csak annyit mondhatunk,
hogy az M x N szorzat félgytirtik szorzataként maga is félgytird .

1.1.24. definici6 (mérhetd terek szorzata). Legyenek (X, M) és (Y, N') mér-
hetd terek. E mérhets térek szorzata az (X X Y, 0 (M x N')) mérhets tér. A
szorzat o-algebra tehat az

MXN={MxN:MecM,NecN}

meérhetd tégldk félgytrtje altal generalt o-algebra. A szorzat o-algebrat szokés
M @ N modon is jeldlni.
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1.1.25. allitas (generatorok szorzata a szorzat generatora). Legyen (X, M)
és (Y,N') mérheté tér, melyekre a P halmazrendszer az M c-algebrdt, mig a
Q halmazrendszer az N o-algebrdt generdlja. Ekkor a

(Px{YHU{X}x Q) ={PxY:PePlU{XxQ:QeQ} (13)

halmazrendszer a o (M x N) o-algebrdt generdlja. Ha feltessziik még, hogy
X elddll legfeljebb megszdmldlhatéan sok P-beli, és'Y legfeljebb megszamldl-
hatdan sok Q-beli halmaz egyesitéseként, akkor a

PxQ={PxQ:PeP,QeQ}
halmazrendszer is generdlja o (M x N)-et. Ekkor tehdt
c(PxQ)=0(c(P)xo(Q)).

Bizonyitds. Jelolje F a tétel kimondasaban szerepl6 halmazrendszert — (1.3)).
Mivel PC M ésY €N, ezért Px{Y} CMxN. Hasonléan { X} x Q C MxN,
ezért o (F) C o (M x N).

A forditott irdnyud tartalmazéas igazolasdhoz azt gondoljuk meg, hogy az
M = o (P) o-algebra minden eleme az

{ECX:ExYeo(Px{Y})} (1.4)
halmazhoz tartozik. Ezt o-indukciéval mutatjuk meg (|1.1.22]).
1. A P halmazrendszer elemeire (|1.4]) nyilvanvaloan teljesiil.

2. a) Vilagos, hogy @ xY =@ € o (P x {Y}).

b) Ha az A C X halmazra A xY € o (P x{Y}), akkor A° xY =
=(AxY) €oa(Px{Y}) is teljesiil.

¢) Haaz A,, C X halmazok az (1.4)) halmaz elemei, akkor (U5, 4, ) X
xY =U5%, (Ay, x Y) is a fenti halmazhoz tartozik.

Megmutattuk tehat, hogy

o (P)x{Y}Ca(Px{Y}) Co(F).
Szimmetrikus okoskodas mutatja, hogy

(X} xeo(Q) Co({X} xQ)Co(F)

is fennéll. Ha M € M és N € N, akkor M x N = (M xY)N (X x N). A
gylrik metszetzartsdga miatt az

M XN Co(F)
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azonossag is fennall, amib6l o (M x M) C o (F) mar konnyen kiovetkezik.
Most tegyiik fel, hogy ¥V = U@y, valamely @, € Q halmazokra. Ekkor
egy P € P halmaz mellett P x Y = U2, (P X Q) € o (P x Q). Hasonlo-
an, ha az X alaphalmaz P-beli megszamlalhato egyesités, akkor X x Q €
€ 0(P x Q) minden Q € Q mellett. Igy F C o (P x Q), ezért o (F) C
C (P x Q). Mivel P x Q minden eleme eldall két F-beli elem metszete-
ként, ezért P x Q C o (F), emiatt o (P x Q) C o (F) is fennall. Ezt kellett
belatni. O

1.1.26.

A fenti gondolat szinte sz0 szerinti ismétlésével megszamlalhatoéan sok vagy
véges sok o-algebra szorzatara analog allitast kapunk. Ha adottak az
(Xn, M,,) meérhets terek a o (P,,) = M,, general6é halmazrendszerekkel, ak-
kor a

o
{HPn:P = X,Vn # k, P, ePk;keN}
n=1

tipusa agynevezett cilinder halmazok generaljak a 22, M,, = o (X2, M,,)
o-algebrat. Ha még azt is feltessziik, hogy minden X, el6all mint megszam-
lalhat6an sok Pp-beli halmaz egyesitése, akkor a

{ﬁPn:PnGPn;nGN}

n=1

téglak is generaljat a szorzat o-algebrat. Ha tobb, mint megszamlalhatéan
sok og-algebra szorzatara van sziikség, akkor csak a cilinderekbdl 4ll6 halmaz-
rendszerre tamaszkodhatunk mint a szorzat o-algebra generator rendszerére.

Most az analizis szemszogébsl nézett két legfontosabb o-algebra koziil a
szlikebbet vezetjiik be.

1.1.27. definicié (Borel-halmaz). Legyen (X, 7) egy topologikus tér. A 7
nyilt halmazok halmaza, mint halmazrendszer generalta o-algebrat Borel-
halmazok o-algebrajanak nevezziik. E o-algebra elemeit Borel-halmazoknak,
vagy Borel-mérhetd halmazoknak mondjuk.

A Borel-halmaz kifejezés tehat csak ugy értelmes, ha a téren adott egy
topologia is. Sokszor fordul eld, hogy a szévegkdrnyezetben nyilvanvald, hogy
melyik topologiara gondolunk. Példaul a szamegyenes Borel-halmazai kifeje-
zés hasznalatakor a szokasos euklideszi topologiara kell gondolnunk. Hason-
l6an véges dimenzids vektorterek esetén is a Borel-halmazok halmaza a nyilt
halmazokat tartalmazé legsziikebb o-algebra.

1.1.28.

Lathato, hogy egy topologikus tér nyilt halmazai és ugyanezen tér zart hal-
mazai azonos o-algebrat generalnak. Ugyanis minden zart halmaz egy nyilt
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halmaz komplementereként Borel-halmaz, igy a zartak generalta o-algebra
minden eleme is Borel-halmaz. Hasonléan, minden nyilt halmaz egy alkal-
mas zart halmaz komplementereként a zartak generalta o-algebra egy eleme,
ezért a Borel-halmazok sem eshetnek a zart halmazok generalta o-algebran
kiviil. Ezt ugy is kifejezhetjiik, hogy a Borel-halmazokat a zart halmazok is
generaljak.

1.1.29. allitas (Borel-o-algebrak szorzata is Borel-o-algebra). Jeldlje Brn
az n-dimenzids euklideszi tér Borel-halmazait. n = s +t. Ekkor

Brn = Brs @ Bge, specidlisan ® 'Br = Bgn.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy a szorzat o-algebra egy generatora a general6 nyilt
halmazok szorzata (1.1.25)). Persze egy s- és egy t-dimenziés nyilt halmaz
szorzata is nyilt részhalmaza az n-dimenzids térnek, ezért
Bre @ Bre =0 {U xV :U CR*V CR,U,Vnyilt} C
Co({W CR": Whoyilt}) = Bgn.
No de az R” térben minden nyf{lt halmaz el6all mint racionélis kdzépponta, és
racionalis oldalhosszt nyilt kockak egyesitése. Ilyenbdl legfeljebb megszam-
lalhatoan sok van, tehat minden nyilt halmaz hozzatartozik a nyilt kockak

generalta o-algebrahoz. Ebbdl fent kiemelt sor forditott iranya tartalmazasa
kovetkezik. O

1.2. Mértéktér és legegyszertibb tulajdonsagai

1.2.1. definici6 (végesen additiv, o-additiv halmazfiiggvény). Legyen H C
C P (X) egy nem iires halmazrendszer, és p egy nem negativ valos értékeket
felvevé halmazfiiggvény, amelynek értelmezési tartomanya H, azaz

piH— R,
Azt mondjuk, hogy p halmazfiiggvény
— additiv, vagy végesen additiv, ha fennall az
1 (A1 U Az) = (A1) + p(A2)
egyenl6ség minden olyan A;, A> C X halmazra, melyekre:

1. A, A € H;
2. AfUAs e H;
3. A1NAy =0o.
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— o-additiv, vagy megszdamldlhatdan additiv, ha fennall az
PR A) =D p(Ay) (1.5)
n=1

egyenlGség minden olyan {4,, C X : n € N} halmazrendszerre, amelyre:

1. A, € H,Vn e N;
2. U A, eH;
3. A,NA, =3,Yn,m € N,n #m.

Fontos megérteniink, hogy az additivitéas és a o-additivitas definicidja sem-
mit nem ir el6 olyan diszjunkt halmazokra, amelyek egyesitése a H értelmezési
tartomanyon kiviil esik. A természetes értelmezési tartoméanya egy végesen
additiv halmazfliggvénynek egy gytri. Ekkor egyszertien tugy fogalmazha-
tunk, hogy barmely két A, Ay € H diszjunkt halmaz mellett p(A; U A2) =
= pu (A1) + p(As). Hasonléan, ha H legalabb o-gytirt, akkor egy A, € H
megszamlalhat6 halmazsorozat mellett nincs sziikség az US| A, € H feltétel
megkovetelésére, hiszen az automatikusan teljesiil. A definicio6 igy egyszertib-
ben is fogalmazhat6 azzal, hogy a fenti 2. pontot el lehet hagyni.

A fels6hatar-axiomaval kapcsolatos feltevésiinknek (lasd megfelels-
en az ([1.5)-beli sor mindenképpen értelmes, hiszen a részletdsszegek monoton
noévekvd sorozatot alkotnak, igy a sordsszeg mint a részletosszegek szuprému-
ma, vagy egy véges valos szam, vagy —+oo. Tudjuk, hogy egy nem negativ
tagn valés sor nem érzékeny a sorozat elemeinek atrendezésére, igy akarmi-
lyen sorrendben is irjuk fel a halmazrendszer elemeit -ben, mind a bal
oldal, mind a jobb oldal ugyanazt a valos szamot vagy +oo-t adja.

1.2.2. definicié (mértéktér). Az (X, M, p) harmast mértéktérnek nevezzik,
ha (X, M) mérhets tér, p : M — R, a konstans +oo-tél kiilénb6z6, nem
negativ, o-additiv halmazfiiggvény. Ilyenkor a p halmazfiiggvényt mérték-
nek mondjuk. Ha az alaphalmaz mértéke véges, akkor azt mondjuk, hogy
(X, M, ) véges mértéktér.

Azt mondhatjuk tehat, hogy az (X, M, u) harmas mértéktér, ha M az X
alaphalmaz egy o-algebrija; u olyan fiiggvény, melynek értelmezési tartomé-
nya M; A, € M A, N A, = &,n,m € Nn # m mellett p (U2 ,A,) =
= > 1w(Ay), és legalabb egy A € M halmazra p (A) < co. Lathato, hogy
a konstans halmazfiiggvények koziil csak a konstans +oo és a konstans zé-
rus teljesiti a o-additivitas feltételét. A konstans +oo esetet mint érdektelent
zérjuk ki.

1.2.3.
Idonként sziikség van a mérték fentinél altalanosabb értelmezéseire is, de
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azokat mindig kiilon hangstlyozzuk. Néha mértéknek mondunk egy olyan
nem konstans halmazfiiggvényt, amely o-additiv, de nem feltétlen egy o-
algebran értelmezett. Példaul a[3] fejezetben félgytirtn értelmezett mértéket
terjesztiink ki, egy, a félgytir(t tartalmazo6 o-algebrara. Ha nem egy o-algebra
a mérték értelmezési tartomanya, akkor azt explicit jeldljik.

Sziikség lehet példaul arra is, hogy a p halmazfliggvény értékeit az itt
szereplS R helyett egy masik halmazbol vegyiik. Példaul eldjeles mértéknek
neveziink egy o-algebran értelmezett 1 : M — R halmazfiiggvényt, ha a +oo
és a —oo koziil képként csak az egyiket allitja eld; legaldbb egy halmaz mér-
téke valds; valamint tetszéleges A = U2, A, A, € H diszjunkt egyesités a
p(A) =377 u(Ay,) egyenlSséget implikalja. Hasonl6 a p: M — C komplex
mérték definicidja is.

1.2.4.

Emlékezziink arra a tényre, hogy ha a, € C komplex szdmok, akkor annak
sziikséges és elegendd feltétele, hogy minden 7 : N — N permutécié mellett
a Z;O:l ar(n) SOT a m permutédciotol fiiggetleniil konvergens és értéke azonos
legyen, éppen a ) | a, sor abszolut konvergenciaja. Mivel egy halmazrend-
szer egyesitése fiiggetlen az elemek sorrendjétdl, ezért komplex- vagy véges
elGjeles mérték esetén az

A=Ur 4, = p(A) = ZN(AH)
n=1
implikacié megkovetelése a

S 1k (An) | < oo

n=1

teljesiilését is magaban foglalja, ami (nem véges) mérték esetén nincs igy.

Latjuk tehat, hogy a komplex mérték vagy az elGjeles mérték, némileg
ellentmondva a jelz6s nyelvi szerkezetnek, nem specidlis mérték.

Ha arra kiilon utalast nem tesziink, akkor mértéken egy o-algebran ér-
telmezett, nem negativ, o-additiv halmazfiiggvényt fogunk érteni, amelynek
értékkészletében a +oo ugyan szerepelhet, de legaldbb egy halmaz mértéke
ettdl kiilonbozs.

1.2.5. allitas (mérték végesen additiv, monoton és szubtraktiv). Legyen
(X, M, 1) eqy mértéktér. Ekkor

1. p(@)=0.

2. u végesen additiv.

3. A,Be M,AC B esetén u(A) < u(B), azaz a mérték monoton.
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4. Ho A, Be M, AC B és u(A) < oo, akkor (B~ A) = p(B)—pu(A),

azaz a mérték szubtraktiv.

Bizonyitds. Az egyes tulajdonsagok sorban:

1. Az iireshalmaz el6all megszamlalhatoan sok diszjunkt tireshalmaz egyesité-
seként, igy a o-additivitas szerint p (@) =>"""; p (&) =lim, o (np (Ay)).
Ebbél az kovetkezik, hogy p (&) = 0, vagy p (&) = +00. Ez utobbi esetben
tetszoleges A mérheté halmazra A = AU @ ... U@ ... megszamlalhatoan
sok diszjunkt halmazbol allo egyesités, ezért a o-additivitas miatt u (A) =
= 400 lenne.

2. Ha A = U} | A; véges sok diszjunkt halmaz egyesitése, akkor az is igaz,
hogy A = U A; U@...U@... megszamlalhatoan végtelen sok disz-
junkt halmaz egyesitése. Tudva, hogy p (@) = 0, kapjuk a p (U A;) =
= >, 1 (A;) egyenldséget.

3. Nyilvan B = AU (B \ A) diszjunkt egyesités, igy a végesen additivitast
kihasznalva p(B) = p(A) + u (B~ A). No de p nem negativ értékeket
vesz csak fel, tehat p (A) < p(B),

4. méasrészt ha p (A) < oo, akkor a p (B) — u (A) kifejezés értelmes és egyenld
(B~ A)-val. O

1.2.6. allitas (a mérték o-szubadditiv). Az (X, M, p) mértéktér tetszileges
{A, C X : A, € M,n € N} halmazrendszerére

% (UzO:lAn) < Z 1% (An) .

Bizonyitas. Legyen B, C A, a diszjunktizalt halmaz-sorozat (1.1.7]). Ekkor
a mérték o-additivitasa és monotonitasa miatt:

1 (UpliAn) = 1 (UpZy Bn) = ZM(Bn) < ZM(AH)~ 0
n=1 n=1

1.2.7. (gytri esete, végesen additiv eset)
Gondoljuk végig, hogy ez el6z6 két allitas és sz0 szerint érvényben
marad akkor is, ha a mérték értelmezési tartomanya csak gytrd. Ennek oka,
hogy a diszjunktizaciés lemmaét gytriben mondtuk ki.

A fentivel analég moédon latszik, hogy amennyiben M egy gytrd, és
i M — Ry egy végesen additiv halmazfiiggvény, akkor p monoton és
szubadditiv is. Ez azt jelenti, hogy A, B € M, A C B esetén p(A) < u(B)
és tetszGleges, de csak véges sok Ap,..., Ay € M esetén

N
H (nglAn) < Z 1 (An) -
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A kovetkezd allitas a o-additivitas egyik kules kévetkezménye, amit mo-
noton folytonossdgnak szokis nevezni.

1.2.8. allitas (mérték monoton folytonossaga). Az (X, M, u) mértéktérben
legyen A, € M mérhetd halmazok egy sorozata.

1. Ha az A, sorozat monoton bovild, azaz A, C Ant1 minden n € N
mellett, akkor

p(UnZiAn) = lim p(Ay).

n—oo

2. Ha az A, sorozat monoton szikild, azaz Apy1 C A, minden n € N
mellett, és p (A1) < oo, akkor

p(MpZyAn) = lim g (Ay).

n—oo

Bizonyitds. ElGszor a monoton b6viils eset, majd erre visszavezetve a sziikiilg

halmazok esete:

1. Legyen B, a diszjunktizalt halmaz-sorozat [I.1.7] szerint. Ekkor a végtelen
sor definicidja, és az A, halmaz-sorozat béviilése miatt:

P An) = (U2 By) = Zlu (Bn) = nlijgo;u (Bi) =

n—oo

= lim p(Uf_ By) = lim g (Vg Ag) = lim g (A,),
hiszen U}_; Ay = A,,.

2. Most tegyiik fel, hogy A, halmaz-sorozat monoton sziikiil, igy minden
tagja véges mértékd a u (A4,) < p (A1) < oo szerint. Jelolje B, = A1\ A,,.
Vilagos, hogy B,, € M és B,, monoton béviils. Az is vilagos, hogy U, B, =
=Un(A1 N A4,) = A N (N, AL), ezért

w(Bn) = p (A1 N NRA,).
No de p (A,) < oo miatt a mérték szubtraktiv, igy
p(Ar) = p(An) = p (AL An) = p(Bn) =
= pu (A NNy (A)) = p (A1) — un(NRAL).

Ujra kihasznélva p (A1) végességét, azt kapjuk, hogy p (A,) — (N, A,).
O

A mérték monoton folytonossaga, azaz a fenti tétel 1. pontja az a tulajdon-
sag, amely a végesen additiv halmazfliiggvényt megkiilonbozteti a o-additiv
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halmazfiiggvénytsl. Lathato ugyanis, hogy egy o-algebran értelmezett hal-
mazfiiggvény pontosan akkor mérték, ha az egyszerre végesen additiv és mo-
noton folytonos.

A meérték konstrukcios eljaras kulcsfontossagi része az anyagnak. Ennek
legelemibb része, hogy a félgytirtir6l gytiriire kiterjessziink egy additiv vagy
o-additiv halmazfiiggvényt. Ez a probléma lényegesen kiilénbozik a generalt
o-algebrara vald kiterjesztést6l, hiszen itt ismerjliik a generalt gytrd belsd
reprezentaciojat.

1.2.9. allitas (elemi kiterjesztési tétel). Legyen pu: P — Ry a P félgydrin
értelmezett megszamldlhatdan additiv halmazfiggvény. Ekkor p egyértelmien
terjeszthetd ki a generdlt v(P) gyirire gy, hogy a kiterjesztett fi: r(P)—R,
halmazfiigguény is megszamldlhatdan additiv maradjon.

Bizonyitds. Olyan i : r(P) — R, halmazfiiggvényt keresiink, amely o-
additiv és minden A € P mellett

fi(A) = (4).

A o-additivitas szerint csak p (&) = 0, vagy u (&) = 4oo lehetséges. Ez
utébbi esetben p a konstans +oo fliggvény, amelyre az allitas nyilvanvalo.

El6szor megmutatjuk azt, hogy amennyiben A,,, B,, € P olyan halmazok,
amelyekre U2 | A,, = UX_, B,, diszjunkt egyesitések, akkor Y 2 ju(A,) =
= >0 i (By). Ugyanis rogzitett n mellett A, = US_, (A, N Byy,) disz-
junkt egyesités, ezért minden egyes n € N természetes szam mellett p (4,,) =
=Y, (A, N B,y,). Hasonléan minden m € N-re B, = U3, (B, N A,)
igy pw(Bm) =3 ney 1t (Bm N Ay) . Osszefoglalva

DA =YY u(AnNBr) =D Y u(BunAy) =Y (B,
n=1 m=1n=1 m=1

n=1m=1

hiszen nem negativ tagi dupla indexti sor 6sszegzési sorrendje felcserélhetd.

Tekintsiik most a generalt r (P) gytird egy tetszsleges elemét, azaz legyen
E = UN_, A, diszjunkt egyesités, ahol A, € P, amint azt a generalt gytiri
belsé reprezentacidjat megado allitasban meggondoltuk. Ahhoz, hogy
az 1 (P)-re kiterjesztett halmazfiiggvényt

fi(E) = Ug:l:u (An)

modon definidlhassuk, el6szor is azt kell meggondolnunk, hogy amennyiben
E elsall esetleg mas médon E = UM_, B, alakban, akkor ji értéke az elgalli-
tastol fiiggetlen, azaz 25:1 w(4,) = Z%zl i (Bm) - No de az el6z6ek szerint
ez nyilvanvalo, hiszen valasszuk meg az IV, illetve M indexeknél nagyobb in-
dext halmazokat az tires halmaznak és egyszertien alkalmazhatjuk az imént
mér meggondolt > °° | 1 (A,) = >, ji(By,) egyenldséget.
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A fi 1 (P) — R, nem negativ halmazfiiggvény tehét a fent kiemelt moédon
jOl definialt. Nyilvanvalo, hogy [ kiterjesztése p-nek, s6t i még a végesen
additiv kiterjesztések kozt is az egyetlen.

Most azt lassuk be, hogy i egy o-additiv halmazfiiggvény, tehit amennyi-
ben egy A € r(P) halmaz eldall A = U2, A,, diszjunkt egyesités alakban,
ahol A, € r(P), akkor fi(A) = "7 jt(Ay). Legyenek tehat az A,, halma-
zok A, = U™, C7 diszjunkt egyesités alaktiak, ahol minden C}* € P, valamint
A = UN_| By, szintén diszjunkt halmazok egyesitése, ahol By € P. Ekkor U
LJ,CN:lB;€ = U2, U C! egyenl6ségben mind a bal, mind a jobb oldalon
egymaéstol diszjunkt, P-beli halmazok legfeljebb megszamlalhato egyesitése
lathato. Ujra alkalmazva a bizonyitas els6 gondolatat azt kapjuk, hogy

N oo Tn 0
A =Y n(B) =33 w(C) = Y (A =
k n=1

=1 n=1i=1

1.2.10.

A fenti bizonyitas csekély modositasaval az is lathatd, hogy amennyiben p
egy a P félgytirtin értelmezett végesen additiv nem negativ halmazfiiggvény,
akkor ilyen modon egyértelmiien kiterjeszthets az r (P) generalt gytrtre a
végesen additivitas megtartasaval.

Most egy nagyon fontos o-additiv halmazfliggvényt definidlunk. Az ér-
telmezési tartomény a valés egyenes korlatos, balrél zart, jobbrél nyilt in-
tervallumainak félgyiirije. Ezt a megszamlalhatéan additiv halmazfiiggvényt
fogjuk késtbb kiterjeszteni a hatvanyhalmaz lehetség szerint minél nagyobb
részhalmazara. Ezt nevezik majd Lebesgue—Stieltjes-mértéknek vagy az iden-
titasfiiggvény specialis esetében Lebesgue-mértéknek.

1.2.11. definicié (Af). Legyen f : R — R egy monoton névs, balrél folyto-
nos fiiggvény. Egy [a,b) intervallumon definialja

A ([a,0)) = f(b) = f(a).
és Ay (@) =0.

Persze az f = id fliggvény specidlis esetében \iq a kézonséges hossztisag
fliggvény, ami a legtermészetesebb mértékhez vezet. Els6 latasra didaktiku-
sabb az alabbiakat elGszor csak az identitasfiiggvényre végiggondolni, viszont
a teljes altalanossag esete technikailag alig kiilonbo6zik az identitasfiiggvény
esetétdl. Az alabbi regularitasok igazolasa az egyetlen komplikdcio, ami a
balrdl folytonossig szerepét emeli ki.

1.2.12. allitas (A regularitasa). Az dsszes korldtos, balrdl zdrt, jobbrol nyilt
intervallumok P félgyidrijén értelmezett Ay : P — Ry halmazfiggvényre tel-
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jestilnek az aldbbi regularitdsok :

Ap (D) =inf {f (b) = f(a): T C (a,b)},
Ap(I) = sup {f (b) — f (a) : [a,b] C I}

minden I € P mellett.

Bizonyitds. Az f monoton névekedése szerint Ay valéban egy nem negativ
halmazfiiggvény. Legyen I = [, 3) és I C (a,b). Ekkor a < a < § < b, ezért
az f monoton névekedése szerint Ay (I) = f(8) — f () < f(b) — f (a).

Az f figgvény a pontbeli balrol folytonossaga szerint, ¢ > 0-hoz létezik
a < a, melyre f (a) — f (a) < e. Ebbdl

fB)=fla) <f(B)—fla)+e=Ar(I)+e,

amivel igazoltuk az infimumra vonatkozo6 regularitast, hiszen I = [, 3) C
< (a,B).

Hasonloan, ha [a,b] C I = [a, ), akkor o < a < b < 3, ezért f novekedése
miatt Ay (I) = f(8) = f(a) = f(b) — f(a).

Az f fliggvény [ pontbeli balrdl folytonossaga szerint minden € > 0-hoz
letezik b < 3, amelyre f (8) — f (b) < e. Igy [a,b] C [, B) =T és

Ar)—e=f(B)—fla)—e < [f(b)=f(a),
ami a szuprémumra vonatkozo egyenlGséget igazolja. O

A fenti Ay fliggvény végesen additivitdsa egészen nyilvanvalé. Az alabbi-
akban azt mutatjuk meg, hogy egy végesen additiv halmazfliggvény, amely
kielégiti a fenti regularitasokat (1.2.12)) mar o-additiv is.

1.2.13. allitas (A o-additiv). Jeldlje P a valds egyenes korldtos, balrdl zdrt,
jobbrol nyilt intervallumainak félgyirdjét. Legyen f : R — R monoton néve-
kedd, balrdl folytonos figguény. Definidlja Ay : P — Ry az f megudltozdsdt,
azaz [a,b) € P esetén

Ar([a,0)) = f(b) = f(a).
Az 1gy definidlt Ay : P — Ry egy o-additiv halmazfiggvény a P félgydrin.
Bizonyitds. Ha [a,b) = [a,u) U [u,b), akkor f(b) — f(a) = f(b) — f(u) +
+ f(u) — f (a), ami igazolja Ay végesen additivitasat.

Jelslje A 7 :1(P) = Ry a generdlt gytrire valo végesen additiv kiterjesz-
tést (|1.2.10).

Tegyiik fel, hogy az I € P balrol zart, jobbrél nyilt intervallum elgall mint
ugyanilyen I,, € P intervallumok diszjunkt egyesitése, tehat I = U2, 1,.
El6szor a o-szuperadditivitast, majd o-szubadditivitast igazoljuk.
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1. Rogzitett N természetes szamra legyen Ey = UN_ | I,,. Ekkor Ey, I € 1 (77)
és I = (I~ En)U EN egy az 1 (P) gyfrtbeli d1SZJunkt eléallitas. Igy )\f
véges additivitasa és definicidja szerint

N
A (D) = A (D) = A (0 B+ 35 (Ew) 2 3y (Bn) = 30,

Ez utobbi egyenlétlenség persze minden rogzitett N € N mellett is fennall,
ezért Ay (1) > 220:1 YAVSR

2. A o-szubadditivitas igazolasdhoz, legyen e pozitiv szam rogzitve. A A
halmazfiiggvény regularitasi tulajdonsagait szem el6tt tartva (1.2.12), va-
lasszuk meg az alabbi intervallumokat:

a.b] € 1, M) =5 < f)=fla):
Lo (@nba)y  Ap () + g > £ (b) = f (an).

Vilagos, hogy ekkor [a,b] C U, (an,by), ezért a kompaktsag definicioja,
azaz a Heine-Borel-tétel miatt az (ay, b,) intervallumok koziil véges sok is
lefedi az [a, b] korlatos és zart intervallumot, ergo van olyan N természetes
szam, amelyre

[a7 b) C [aa b] - Ug:l (akv bk) C Ug:l [aka bk) :

A\ ¢ monotonitésa, szubadditivitasa lb és az a, b, ax, b, € R szamok

megvalasztasa szerint

M= < F() = fla) =

N oo
(f ()= (@) <3 (A )+ 7)< Y
k=1 k=1
Mivel ez minden pozitiv & mellett fennall, ezért a Ay (I) < > Af (I,,)

egyenl6tlenség is igaz. O

A )y definiciéjaban tehat az f balrdl folytonossaga a regularitasokon ke-
resztiil (1.2.12) a o-szubadditivitashoz sziikséges. Ellenpéldaként nézziik az

1, z=2>1,

f(x):{O: le
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monoton novd, de az 1 pontban nem balrol folytonos fiiggvényt. Valasszunk
tetszbleges olyan sorozatot, melyre t; = 0, és t,, — 1 szigortan monoton
novekedden. Ekkor [0,1) = U2 [tn, tnt1). Mivel minden n € N mellett ¢, <
<1, ezért Y 00 Af ([tnstns1)) =0, de Af ([0,1)) =1, igy Ay végesen additiv
de nem o-additiv halmazfiiggvény. Ha f jobbrol folytonossagét tessziik fel,
akkor a balrdl nyilt jobbrol zart véges intervallumokon kell Af-et definidlnunk
és ugyanigy megkapjuk a o-szubadditivitast.

Felting, hogy még a kozonséges hosszusag fiiggvény (f = id specidlis eset)
o-additivitasanak indoklasahoz is a valds egyenes viszonylag finom topologiai
tulajdonsagat hasznaltuk (Heine-Borel-tétel).

1.3. Mérheté fiiggvények

Latni fogjuk, hogy annal hatékonyabban tudunk banni egy o-algebraval minél
tobb — lehetdség szerint minél szitkebb — generator rendszerét tudjuk megadni.

Mivel egy o-algebra elemeit mérheté halmazoknak titulaljuk, igy a mérhe-
t&ség alabbi definicioja egyszertien gy fogalmazhato, hogy minden mérhets
halmaz &sképének is mérhetének kell maradnia.

1.3.1. definici6é (mérhetd fliggvény). Legyen (X, M) és (Y, N') mérhets tér,
valamint f: X — Y fiiggvény. Azt mondjuk, hogy f egy mérhetd fiiggvény e
két mérhets tér kozt, ha minden E € N esetén f~! (E) € M.

Legyen A € M egy mérhetd részhalmaz. Azt mondjuk, hogy az f : X — Y
mérhets az A halmazon, ha f~! (E)NA € M teljesiil minden E € N halmaz
esetén.

Legyen most f : Xy — Y fliggvény értelmezve az Xo € M halmazon. Azt
mondjuk, hogy f mérhetd, ha f mérhets az X értelmezési tartomanya felett.

Az XonfHE)=ftY)Nf(E)=f1H(YNE)= f~!(F) azonossag
azt mutatja, hogy fenti definicio harmadik esetében is elég arra emlékezniink,
hogy Y-beli mérhet§ halmaz Gsképének is X-ben mérhetének kell lennie.

1.3.2.

Lathato, hogy ha AU B = X, A;B € M mérhet6 halmazok, akkor egy
f: X =Y figgvény mérhetGsége ekvivalens azzal, hogy f mérhets az A és
a B halmazok felett. Ha tehat mondjuk, g1 : A = Y és go : A° — Y mérhetd
fliggvények, akkor az ezekbdl Gsszerakott

2) = g1(x), haxeA,
9() {gg(x)7 hax ¢ A

fliggvény is mérhetd. Ez utobbira gy hivatkozunk, hogy ha egy mérhetd fiigg-
vényt az értelmezési tartomanya egy mérheté halmazan egy masik mérhets
fliggvénnyel cseréliink ki, akkor a kapott fiiggvény is mérheté marad.
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stz

az értékeket tartalmazo halmaz o-algebrajanak egy generatoréra ellenérizni.

1.3.3. allitas. Legyen f : X — Y fiigguény az (X, M) és (Y,N) mérhets
terek kozt. Tegyiik fel, hogy H C P (Y') olyan halmazrendszer, amely generdlja
N-et, azaz 0 (H) = N. Az [ fiigguény pontosan akkor mérhetd, ha minden
E € H generdtorhalmaz esetén f~1 (E) € M.

Bizonyitds. Definialjuk az Y tér aldbbi halmazrendszerét :
F={ECY:[f " (E)eM}. (1.6)

Lathato, hogy F egy o-algebra, hiszen

— @ € F, hiszen f~1(2) =2 € M.

~Ha E € F, akkor f~1(E°) = (f~'(E))" € M, igy E° € F.

~HaE, € F,akkor f~1(UX | E,) =U2,f Y (E,) € M,azaz U ,E, € F.
Ha tehat a generatorrendszer minden H € H elemére f~! (H) € M teljesiil,
az azt jelenti, hogy H C F, amibdl

N=oc(H)Co(F)=F.
kovetkezik. No de az N' C F tartalmazas éppen a mérhetsséget jelenti. [

A mérhetSség ekvivalens az N' C F tartalmazéssal. Ezért azonnal latszik,
hogy az Y halmaz felett a legb6vebb olyan N o-algebra, amelyre nézve az f
fiiggvény M, N mérhetd, éppen N = F, ahol F az (1.6)) szerint értelmezett.

1.3.4. (Borel-mérhet6 fiiggvény)

Specialisan, ha az (Y,7) egy topologikus tér, és B = o (7) az Y Borel-
halmazai, akkor egy f : X — Y fiiggvény Borel-mérhetdségén az (X, M)
és (Y, B) mérhetd terek kozti mérhetGséget értjiik. Igy ha H C B akarmelyik
generatora a Borel-halmazoknak, akkor f Borel-mérhetdsége

7Y (H)e M,YH ¢ H

feltétel teljestilését jelenti.

1.3.5.

Az egyik legfontosabb Borel-mérhetd fiiggvényosztaly a folytonos fiiggvények
Osszessége. Ehhez fel kell tenniink, hogy az X téren és az Y téren is adott
egy-egy Tx €s Ty topologia, és legyen az X-en a g-algebra az X-beli topologia
altal generalt Borel-halmazok halmaza Bx = o (7x), hasonloan az Y-on is
az ottani nyilt halmazok generalta legsziikebb o-algebra, tehat By = o (1v).
Ilyen modon tekintsiink a mérhets terek kozti f : (X,Bx) — (Y, By) figg-
vényt. E fliggvény pontosan akkor folytonos, ha minden V' € 7y nyilt halmaz
71 (V) € 7x, azaz minden nyilt halmaz &sképe is nyilt. Ekkor persze az
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is igaz, hogy minden nyilt halmaz Gsképe is Borel halmaz, hiszen a Borel-
halmazok éppen a nyilt halmazok generélta o-algebra. Meggondoltuk tehat,
hogy minden folytonos fliggvény Borel-mérhetd.

Két nevezetes generéatora a Borel-halmazoknak mindenképpen van: A nyilt
halmazok halmaza, és a zart halmazok halmaza. Latjuk tehat, hogy mind a
minden nyilt halmaz dsképe mérhetd feltétel, mind a minden zdrt halmaz &s-
képe mérhetd feltétel ugyanazt jelenti, amit Borel-mérhetdségnek neveztiink.
Ha specialis topologikus tereket néziink, akkor a Borel-halmazoknak sziikebb
és sziikebb generatorait érdemes keresniink, hogy a Borel-mérhetgségre is
egyszeriibben és egyszertibben ellendérizhet§ feltételeket kapjunk.

1.3.6.

Lassuk el az R szamegyenes pontjait a szokasos euklideszi topologiaval. Ha
(a,b) C R egy nyilt intervallum, akkor valasszunk a,, € Q racionalis szamokat,
melyekre a,, € (a,b) és a,, — a. Igy

(a,b) = Uy (an,b) .

Hasonl6 konstrukciéval lathatd, hogy minden nyilt intervallum elGall mint
megszamlalhatdéan sok, de racionalis végpontu nyilt intervallum egyesitése.
Mivel minden nyi{lt halmaz is elgall mint megszamlélhatoéan sok nyilt inter-
vallum unio6ja, ezért mondhatjuk, hogy minden nyilt halmaz tekinthets mint
legfeljebb megszamlalhatéan sok racionélis végponti nyilt intervallum egye-
sitése. Ha tehét

Hi={(a,b) :a,b € Q,a < b},

jeloli a racionélis végpontu korlatos nyilt intervallumok halmazat, akkor min-
den nyilt halmaz eleme minden olyan o-algebranak, amely H1-t tartalmazza,
specialisan

TCo(H). (1.7)

Jelolje most
Ho = {[a,b) :a < b,a,be Q}.

Lathato, hogy
(a7 b) = U?LO:I [am b)

fennall tetszslegesen vélasztott olyan ay, € (a,b)NQ sorozatra, melyre a,, — a.
Ebbdl azonnal kévetkezik, hogy

H1 C o (Hz) (1.8)

Most definialja
Hs = {(—o0,a) :a € Q}.

Persze minden [a,b) € Hz esetén

[aa b) = (—OO, b) N [aa OO) = (—oo,b) n (—OO, a)ca
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igy Ho részhalmaza minden Hs-at tartalmazé gytrtinek, plane
Ho C o (Hs). (1.9)

Igy a fenti kiemelt (1.7)), (1.8)), (1.9) tartalmazasokra alkalmazva a o-operatort
azt kapjuk, hogy

B=o(r)Co(oc(H1))=0(H1)C
C o (0 (M) = 0 (Hz) C o (0 (Ma)) = o (Hz) € B.
Azt gondoltuk meg tehéat, hogy Hi,Ha, Hs kiilon-kiilon generatorai az R
kiterjesztett szamegyenes Borel-halmazai alkotta o-algebranak.
Az eddigihez hasonl6 okoskodéssal lathato, az alabbi halmazrendszerek is
kiilon-kiilon generator rendszerei a szamegyenes Borel-halmazainak:

{(a,b] : a,b € Q,a < b}, {(—o0,a] : a € Q},
{la,+0) : a € Q}, {(a,+00) : a € Q}.

A Borel-halmazok fent megadott generatorrendszerei segitségével fogal-
mazzunk meg ekvivalens feltételeket egy valos fliggvény Borel-mérhetéségére !
Pl. H, halmazrendszert tekintve generatornak: egy f : X — R fiiggvény pon-
tosan akkor Borel mérets, ha minden a,b € Q,a < b mellett X (a < f <b) =
= f~1([a,b)) halmaz mérhets. Az alabbi feltétel ezek koziil olyan fontos és
olyan sokszor hasznélatos, hogy kiilon is kiemeljiik:

1.3.7. allitas. Legyen (X, M) egy mérhetd tér, f: X — R egy fiiggvény. Az
f pontosan akkor mérhetd, ha minden o € Q esetén az X (f > «) nivéhal-
mazok mérhetdk.

Bizonyitds. Lattuk, hogy az {(—o0, @) : @ € R} halmazrendszer a szamegye-
nes Borel-halmazainak generatora. Mivel a mérhetGséget elegend§ a generator-
rendszer halmazaira ellenérizni , ezért f mérhetdsége ekvivalens az
X (f>a)=f"1((a,00]) € M,Va € R feltétellel. O

1.3.8.
Ha tekintiink egy f : X — R mérhetd fiiggvényt, akkor

X(f =00) =ML X (f >n)

elgallitas szerint X (f = co) € M. Hasonloan latszik, hogy az X (f = —o0)
halmaz is mérhets. Az X értelmezési tartomény tehat harom diszjunkt mér-

hetd halmaz egyesitése: X = X (—oo < f < +00)UX (f = +o00)UX (f = —00).

Most meggondoljuk, hogy mérhets fliggvények kompozicidja is mérhets
marad.
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1.3.9. allitas. Tegyiik fel, hogy adott hdrom mérheté tér, (X, M), (Y,N),
(Z,0). Legyen f1 : X =Y mérhetd és fo : Y — Z mérhetd figgvény. Ekkor
ezek fo o f1 kompozicidja is mérhetd.

Bizonyitds. Vilagos, hogy minden H € O mérhet6 halmazra
(fao fO)™" (H) = fi" (f5 (H)) € M,

hiszen fy ! (H) € N az f, mérhetésége szerint és f;* (G) € M az f; mérhe-
tGsége szerint a G = f, ' (H) halmazra alkalmazva. O

Lattuk korabban, hogy minden folytonos fiiggvény Borel-mérhets. A most
bevezetendd fliggvényosztaly még ennél is fontosabb. Latni fogjuk, hogy a
karakterisztikus fiiggvényekbdl mint épitékockakbol végiill minden mérhetd
fliggvény elgallithato.

1.3.10. definicié (karakterisztikus fliggvény). Az E C X halmaz mellett,
legyen xg : X - R

1,ha x € E;
XE(I):{O,haxgéE

az F halmaz karakterisztikus fligguvénye. Szokés a karakterisztikus fiiggvényt
— f6leg valodszintiség-szamitasban — indikdtor fiiggvénynek is nevezni.

1.3.11.
Nézziik meg x g nivohalmazait. Az a értékétsl fliggden

X, haa<O,
X(xg>a)=<E, ha0<a<l,
@, hal<a.

Mivel @, X € M minden o-algebra esetén, ezért x g karakterisztikus fiiggvény
mérhetGsége egybeesik az E halmaz mérhetGségével.

Nézziik, hogyan hatnak a fliggvények mérhetGségére az algebrai operaciok.

1.3.12. allitas (mérhetd fiiggvények Osszege meérhetd). Legyenek u,v: X —
R Borel-mérhetd figguények az (X, M) mérhetd téren igy, hogy u + v értel-
mes. Ekkor u + v is Borel-mérhetd.

Bizonyitds. El6szor is jegyezziik meg, hogy minden V' C R? nyilt halmaz
elsall mint megszamlalhatoéan sok I x J alaku nyilt halmaz egyesitése, ahol T
és J nyilt, R-beli intervallumok. Legyen X, = X (—oco < u < 4+00) és X, =
= X (—00 < v < +00). Tudjuk, hogy X,, X, € M. Legyen f : X,NX, — R?
fiiggvényre f(z) = (u(x),v(x)). Tehat ha I x J egy fenti tipusa halmaz,
akkor

fFlUxN={zeX u@ eclésv(@) ecJ}=uT)Nv"(J]).
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Az u és a v fiiggvények Borel-mérhetsége miatt f~1 (I x J) € M. Haa V
nyilt halmaz V =U2 ,(I,,xJ,,) alaki, akkor f~1(V) = U, f~1(I,xJ,) EM,
hiszen M zart a megszamlalhato egyesitésre, tehat f mérhetd.

Definialjuk az u + v : X — R Osszeg fliggvényt:

(+of)(z), hazeX,NX,
(u+v) (z) = ¢ +o0, ha u (z) = +oo vagy v (z) = 400,
—00, ha u (x) = —o0 vagy v (z) = —o0.

Mivel u + v értelmes X-en, a fenti harom ag koziil pontosan az egyik teljesiil
minden z € X-re. Az + : R? — R fiiggvény folytonos, ezért mérhets. Az f
mérhetdségét az imént lattuk, igy a fenti fliggvény egy mérhets részhalmazon
értelmezett mérhets fiiggvény, és annak komplementere egyik mérhets részén
konstans 400, masik mérhets részén konstans —oo. Igy u+ v is mérhets. [

A fenti bizonyités el6nye, hogy kénnyedén atvihets szorzatra és hanyadosra
is. Nézziink egy masik bizonyitéast is.

Bizonyitds. Ha u egy mérhetd fiiggvény, akkor minden o € R mellett v+« is
mérhets, hiszen egy R-beli nyilt halmaz eltoltja is nyilt, és (u+a)” " (V) =
= u~! (V — a). Hasonlban, mivel egy valés nyilt halmaz —1-szerese is nyilt,
ezért —u is mérhet6 az (—u) ' (V) = u~!(—V) azonossig szerint. Most
vegylik észre, hogy az u,v mérhet§ fliggvényekre az archimédeszi axioma
szerint

X(u>v)=Useg (X (v<a)NX (a <u)).

Elsallitottuk tehat az X (u > v) halmazt mérhets halmazok megszamlalhato
metszetével és egyesitésével, ezért X (u > v) € M. Alkalmazzuk ezt v helyett
az o — v mérhetd fliggvényre. Azt kapjuk tehat, hogy

Xu>a—v)=X(u+v>a)e M.
fennall minden « € R mellett. Ezt kellett belatni. O

Ha ebbél a bizonyitasbél indulunk ki, fg mérhetéségéhez elészor f2 mérhe-
t6ségét kell meggondolnunk az X (f% <r) = X (f € (—/r,/7)) azonossag
segitségével, majd az fg = i((f —|—g)2 —(f- g)z) azonossaggal jutunk fg
mérhetgségéhez.

1.3.13.

Az 6sszeadas mérhetdségére vonatkozo allitasban feltételként szerepelt, hogy
u(z) + v (z) értelmes minden z € X mellett. Erre csak azért volt sziikség,
hogy a fenti bizonyitasok utolso kiemelt képlete helyes legyen. E feltétel nélkiil
is igaz az allitds abban az értelemben, hogy w + v értelmezési tartomanya
nem a teljes X halmaz. Ilyenkor azt lehet mondani, hogy u + v fiiggvényt
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értelmezziik azon a mérhet6 halmazon ahol az Gsszeg értelmes, e mérhetd
halmaz komplementerén pedig tetszGleges konstanst beallitva a kiterjesztett
Osszeg mérhetd fliggvény marad.

Most azt nézziik meg, hogy a mérhetdség hogyan 6roklédik nem algebrai
hanem analizisbeli operacidék hatasara.

1.3.14. allitas (mérhets fliggvények szuprémuma, hatarértéke mérhets). Te-
gytk fel, hogy egy mérhetd téren adva van megszamldalhatoan sok valds érté-
k@ mérhetd fiigguény. Ezek pontonkénti szuprémuma, infimuma, limsup-ja,
liminf-je és esetleges hatdrértéke is mérhetd fiigguény.

Bizonyitds. Legyen (X, M) a mérheté tér és f,, : X — R mérhetd fiiggvények.
Nézziik elGszor a szuprémumra vonatkozé allitast. Legyen minden =z € X
mellett f (z) = sup,,cy fn () a pontonkénti szuprémum. Vegyiik észre, hogy
a szuprémum definicioja szerint minden a € R valés szam mellett

X(f>a) = U\ X (fa > a).

Na most f,, mérhetGsége szerint minden n € N mellett X (f, > o) € M, igy
a o-algebra megszamlalhatd egyesitésre vald zartsaga miatt ezen halmazok
egyesitése is mérhetd.

Az infumum-ra vonatkozo allitas ennek és a —1 szeres mérhetGségének
kozvetlen folyoméanya, hiszen

inf f, = — —f).
%rele :2§< fn)

Ennek megfelelGen a limsup és liminf fliggvények mérhetSsége a definiciobol

limsup f,, = inf (sup fk> , liminf f, = sup (inf fk)
neN neN k>n neN neN \k=>n

kovetkezik. Ha a fliggvénysorozat pontonként konvergens, akkor a hatarérték
megegyezik példaul a limsup-pal. Ezt kellett belatni. O

A fenti allitasban fontos, hogy csak megszdmlalhatéan sok fiiggvényrsl
van sz6. Az allitas megszamlalhatonal nagyobb szamossagu fliggvényosztaly
esetén csak nagyon specialis o-algebra mellett maradhat igaz. Példaul, ha
minden egyelemd halmaz mérhets, és van E ¢ M nem mérheté halmaz,
akkor a

XE = sup {X{m} 1T E E}

egyenlGség szerint, xp nem mérhets fliggvény, dmbar mérhets fiiggvények
szuprémuma.
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1.3.15. (mérhet6 fiiggvény pozitiv és negativ része is mérhetd)
Emlékezziink arra, hogy a € R valés szdm esetén a™ = max {a,0} és a= =
= max {—a,0}. Vilagos, hogy a™,a™ > 0, a = a™ —a~ ¢s |a] = a™ +a".
Az a™ és a” az a valds szam pozitiv része, illetve negativ része. Ezzel analog
moédon egy f : X — R fiiggvény pozitiv és negativ része f+ = max {f,0} és
f~ =max {—f,0} modon definialt. Az el6z6 allitas egyszert kovetkezménye,
hogy ha f mérhet6 fiiggvény valamely M o-algebrara nézve, akkor f és f~
nem negativ fiiggvények is M-mérhetsk.

1.3.16. definici6 (lépcsss vagy egyszerd fiiggvény). Legyen (X, M) egy
mérhets tér. Lépcsds fligguénynek, vagy egyszerd fiigguénynek neveziink egy
s : X — Ry mérhetd, véges értékkészlett, nem negativ fiiggvényt.

Legyen az s egyszeri fluggvény értékkészlete R (f) = {ai,...,a,}. Ha
bevezetjiik minden «; € R (f) mellett az E; = X (f = o) jelolést, akkor az

egyszeri fiiggvény
n
s = Z Qi X E;
i=1

alakban all el6, ahol az Fq, ..., E, egyméastol paronként diszjunkt, mérhets
halmazok. Fzt az alakot nevezziik az egyszeri fliggvény kanonikus alakjinak.

Fontos latni, hogy ugyanez az egyszerd fliggvény még nagyon sokfélekép-
pen allithato el6 a fenti ;- | 8;xr, alakban, ha nem kétjilk meg azt, hogy a
B; nem negativ valos szamok egymaéstol kiilonbozzenek, vagy nem koveteljiik
meg, hogy a (; szamokat az értékkészletbsl valasszuk, vagy ha nem irjuk el
az F; halmazok diszjunktségat!

Példaul a (0,1) felett 1 masutt zérus egyszeri fiiggvény kanonikus alakja

Ox(0,1)c +1X(0,1)- Ugyanez a fliggvény még el6all peldaul %X(O,l) + %X[1/2,1) +
+ %X(0,1/2) + %X(OJ/Q) alakban is. Nagyon fontos tény, hogy az egyszert
fliggvény kanonikus alakjaban valo elGallitdsa definicio szerint egyértelmii!
Ilyenkor az F; = X (f; = «;) halmazok az X alaphalmaz egy véges mérhetd
particiojat adjak.
1.3.17. tétel (mérhetd fiiggvények alaptétele). Legyen f : X — R egy nem
negativ valds értékd mérhetd figgvény az (X, M) mérhetd téren. Ekkor létezik
sn egyszerd fligguények sorozata, melyre 0 < s1 < 59 < ...8, < ... < f és
sn — f pontonként. Ha f korldtos, akkor még az is igaz, hogy s, egyenletesen
tart f-hez.

A bizonyitas konstrukcidjanak egy szemléltetését latjuk az abran.

Bizonyitds. Definialjuk tetszéleges n € N és i =0,1,2,...,n2" — 1 mellett az
alabbi halmazokat :

i+ 1
BY =1 ({21“ Z;)) , tovabba F(™) = X (f >n).
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(i41)/2"
(2i + 1)/2n+1
ij2n

v

/
Ve

1.1. abra. Mérhetd fiiggvények alaptétele: Az s, és s, fliggvény az Ei(n)
halmaz felett

Az f mérhetGsége miatt Ei(n) € Més F™ € M minden n € N és i =
=0,1,2,...,n2" — 1 esetén. Nyilvanvald, hogy X = U?jgflEi(") U F®™ disz-
junkt egyesités fennall minden n € N mellett. Definidlja rogzitett n € N

mellett
n2™—1 i
Sn = Z n XE™ T NXF@) -
i=0

Vilagos, hogy s, egyszeri fiiggvény, hiszen véges az értékkészlete és mérhets
fliggvények Osszegeként maga is mérhets. TetszGleges x € X mellett, ha x €
€ E™ . akkor s,, (z) = o= < f(z),éshaz e F™, akkor s, (z) =n < f(2).
Az is vilagos, hogy amennyiben f (z) véges, ugy olyan n-hez amelyre f (z) <
< n létezik 7, hogy x € Ei(n)7 ezért f (z)— s, (z) < 3=. Ha f (z) = +oo, akkor
viszont = € F(™ minden n € N mellett, igy s, (z) — f (z) Vo € X mellett
pontonként. Ebb&l mar latszik, hogy amennyiben f korlatos, ugy tetszdleges
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50 1. MERHETOSEG

a korlatnal nagyobb n index mellett f — s, < 2% az egész X-en, tehat s,
valoban egyenletesen konvergal f-hez.

Mar csak azt kell megmutatnunk, hogy a fenti modon definidlt (s,), cy
fliggvénysorozat pontonként monoton névs. Legyen tehat x € X rogzitve.
Vilagos, hogy

n) n+1) (n+1)
Ez( = E;z UE5

hiszen ZL = 2ﬁ1 és 1;1 = g“ﬁ Ez azt jelenti, hogy amennyiben x € Ei(n),
agy s, (x) = QL, de sp41 () = 22% vagy Spt1 (z) = glﬂ Az els6 esetben
5y () = 5p41 (z) mig a masodik esetben s, (x) < 5,41 (z). Ha z € F(, de
f(z) < n+1, akkor s, (z) = n és 8,11 (x) = 54 olyan i-re melyre 54t > n.
Haz € F™ és f(z) > n+1is fennall, akkor s, (z) = n és 5,41 (z) = n+1.
Azt lattuk tehat, hogy tetsz6leges © € X mellett s, () < s,41 () valoban
fennall. Ezt kellett belatni. O

A mérhets alaptételt persze sorokra is megfogalmazhatjuk.

1.3.18. kdvetkezmény. Adott egy (X, M) mérhetd tér, és egy f : X — R,
nem negativ mérhetd figguény. Ekkor léteznek o, € Ry nem negativ valds
szamok és léteznek E, € M mérhetd halmazok, amelyekkel az

o
f = Z anXE,
n=1

pontonkénti sordsszeg-eldallitds fenndll.

Bizonyitds. A mérhet6 fiiggvények [.3.17] alaptételét alkalmazzuk. Léteznek
tehat s, < s,41 egyszeri fiiggvények, melyekre s,, — f az X halmazon pon-
tonként. Az indexek esetleges elcstusztatasa utan feltehetjiik, hogy s; =0. Je-
16lje
dn = Spn+1 — Sn-

Az s, fiiggvénysorozat monoton névekedése szerint ¢, > 0, igy ¢, egyszeri
fliggvények kiilonbségeként maga is egyszeri fiiggvény minden n € N-re. Az
is lathato, hogy a teleszkopikus 0sszeget szamolva

n

ZQk = Sp41 — 51 = Sp+1 — f,
k=1

ha n — o0, azaz » -, gx = f. No de minden egyes k mellett g is egyszerd
fliggvény. Felirva a kanonikus alakjat

Tk
k
Ak = ZOZ; )XEJ@,
j=1
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1.3. MERHETO FUGGVENYEK 51

ahol 7, € N, a;k) € Ry és Ej(k) € M mérheté halmazok. Ebbél azonnal

kovetkezik, hogy f a pontonkénti konvergencia értelmében

0o 0o Tk
F=32a =323 o xpm
k=1 k=1 j=1 !

alaku. Tudjuk, hogy nem negativ tagu sor konvergenciajat nem befolyasolja
a tagok egy permutacioja, igy a fenti sort tetszdélegesen atindexelve kapjuk

az
oo
f= § anXE,
n=1

elsallitast. Ezt kellett belatni. O

Lattuk tehat, hogy a legegyszertibb mérhets fiiggvény egy mérhets hal-
maz karakterisztikus fiiggvénye. Az ilyenek nem negativ egyiitthatokkal vett
linearis kombinacidjat neveztiik egyszerd vagy lépcsss fiiggvénynek. Vilagos,
hogy mérhetd fliggvények hatarértéke is mérhets, emiatt a

e}
E anXEn
n=1

sor nem negativ «a,, egyiitthatokkal és mérhets E,, € M halmazokkal min-
denképpen egy nem negativ mérhetd fliggvényt ad. A fenti eredményiink azt
jelenti, hogy ezzel az eljarassal mar minden nem negativ mérheté fiiggvényt
el is allithatunk.
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2. fejezet

Integral és
konvergenciatételek

Az absztrakt integralt elGszor egyszeri fiiggvényekre definialjuk. A mérhets
fliggvények alaptétele szerint minden nem negativ mérhets fiiggvény alulrol
kozelithets egyszert fiiggvénnyel. Ez lehetGséget ad arra, hogy a nem negativ
mérhet§ fliggvény integraljat mint a nala nem nagyobb egyszeri fiiggvények
integraljanak szuprémumat definialjuk. Altalanosabban, egy mérhets fiigg-
vény integraljat ugy kapjuk, hogy a fliggvényt elGallitjuk mint két nem nega-
tiv mérhetd fiiggvény kiillonbsége, majd az integral ezen fiiggvények integraljai
kiilonbségeként adodik.

Az integral bevezetése mellett a legfontosabb gondolat a konvergenciaté-
telekbe van csomagolva. A kérdés az, hogy ha egy fiiggvényt kozelitiink egy
fliggvénysorozattal, akkor a fiiggvénysorozat elemeinek integralja kozeliti-e
a fliggvény integraljat. Hasonldan egy fiiggvénysor Osszegfiiggvényének in-
tegralja el6all-e mint az integralok sor-0sszege. Formalisan nézve, ez a limes-
integral jel cserélhetségét és a szumma-integral cserélhetGségét jelenti. Az itt
definialt integralfogalom legf6bb erénye, hogy altalanossaga mellett konnyen
megjegyezhetd, jol hasznalhaté konvergenciatételeket kapunk, mind a limes-
integral, mind a szumma-integral felcserélhetségre vonatkozoan.

Legyen a fejezetben végig az (X, M, u) mértéktér rogzitve.

2.1. Egyszeri fiiggvény integralja

A szakaszban koriiljarjuk az egyszerd fliggvények integraljanak fogalmat.
Megmutatjuk, hogy az integréal pozitiv homogén, monoton és additiv hozza-

53
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54 2. INTEGRAL ES KONVERGENCIATETELEK

rendelés. A legfontosabb gondolat, hogy egy egyszert fliggvény integralasaval
egy 1j mértéket konstrualhatunk.

2.1.1. definicié (egyszerti fiiggvény integralja). Legyen f : X — R, egy
egyszerd fiiggvény az (X, M, u) mértéktéren, amelynek kanonikus alakja

n
f = Z Qi XE;
=1

és E € M egy mérhets halmaz. Az f fliggvény E halmaz {6l6tti p mérték
szerinti absztrakt integrdlja az

/ fdu= Zam(Ei NE)
E i=1

Szam.

A fenti definicioban fontos a korabban bevezetett konvencié, miszerint
0-(4+00) =0 6és a- (+00) = +o0o0 ha a > 0. Azt latjuk, hogy a definicio-
ban szerepls véges Gsszegnek azért van értelme, mert (+00) 4+ (+00) = 400
és az a + (+00) = 400 minden a > 0 esetén. Azért fontos, hogy csak a
nem negativ fliggvényekre szoritkozzunk, hogy a fenti dsszegben a oo+ (—00)
miivelet ne forduljon eld.

A definicié mogotti intuicio vilagos. Az integralon a fliggvény gorbéje alatti
teriiletet” szeretnénk érteni. Egy 1épcsés fliggvény esetén ezt véges sok tég-
lalap tertiletének gondoljuk. Persze nincs szd arr6l, hogy az F; N E mér-
het6 halmaz béarmilyen értelemben is Gsszefiiggé lenne, de mivel mérhetd
halmazként eleme a p mérték értelmezési tartomanyanak, ezért van vala-
mekkora p (E; N E) mértéke. Abbol az érzésiinkbdl szarmazik a definiciobeli
a;p (E; N E) szorzat, hogy egy téglalap teriiletét az alap és a magassag szor-
zataként értelmezziik.

Itt értjiikk meg, hogy a 0 - (+00) = 0 definicidra valoban raszorulunk, hi-
szen mondjuk az [1,+o0] alapd, de 0 magassagt téglalap teriiletét is 0-nak
gondoljuk.

Fontos specialis eset az egész X halmaz feletti integralas. Definicié szerint

ilyenkor
n
/deM = Z%‘M(Ei)-
i=1

2.1.2.

Vilagos, hogy amennyiben f egy nem negativ lépcsds fiiggvény, Ggy || pfdu>
>0, ¢6s [ g fdu = +oo is lehetséges. Viszont, ha az £ € M halmaz null-
mértékd, azaz u(E) = 0, akkor fE fdp = 0 tekintet nélkiil arra, hogy az f
egyszeri fiiggvény hogyan is van definialva.
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2.1. EGYSZERU FUGGVENY INTEGRALJA 55

A kovetkezd kis megjegyzésiink nagyon egyszert, de az integral felépitése
szempontjabol fontos, ezért ki is emeljiik.

2.1.3.
Amennyiben f egyszerd fliggvény az £ € M halmazon a nem negativ a
konstans, akkor létezik ¢ melyre £ C E;, ezért E; N E = & minden j # i-re,
Igy
/ fdp=o;p(E;NE)=au(E).
E

2.1.4. allitas (integral-mérték). Legyen f egy lépcsds figgvény. Ekkor a

B)= [ s

halmazfiigguény egy nem mnegativ mértéket definidl az M o-algebrin. A ¢
meértéket az f lépcsds fligguény integral-mértékének nevezzik.

Bizonyitds. Az @ null-mértékd, tehat ¢ (@) = 0. Legyen f = > 1" | cixE,,
az egyszeri fiiggvény kanonikus alakja, tovabba tegyiik fel, hogy F mérhetd
halmaz el6all F' = U2, F; mérhetd, diszjunkt halmazok egyesitéseként. Ekkor

P =B = [ fdn=3 e (B0 (E)) =

J

—Zazu 2 1 (F5 NEy) ZZQZ“ (F;NE;)

=1 =1 j=1

j=11i=1
=S [ fdu=Y e )

Csupan p mérték o-additivitasat hasznaltuk és azt, hogy véges sok sor Ossze-
gét a sorok tagonkénti Gsszegeként alkotott sor is megadja. O

Az integralmérték additivitasa kovetkezményeként kapjuk a tagonkénti in-
tegralhatosag tételét.

2.1.5. allitas (az integral additiv). Legyenek az s és a t lépcsds fiigguények
z (X, M, ) mértéktéren. Ekkor

/(s+t) du:/sdu—i—/td,u.
X X X
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56 2. INTEGRAL ES KONVERGENCIATETELEK

Bizonyitds. Legyen s = 1| a;xp, st = Y1, BjXxr, a kanonikus el6alli-
tas. Ekkor UL, F; = X = UL, I; particiok. Vilagos, hogy

X =" (EinFy)

is diszjunkt egyesités. Az E;NF; persze lehet iires, de még ekkor is igaz, hogy
az E; N F; halmazon az s + t egyszert fiiggvény a konstans a; + 3; értéket
veszi fel. Hasonldéan az s és a t is konstans ezen a metszeten. Az eléz6 213
megjegyzésiink szerint ilyen halmazon az s 4t integréalja valamint az s és a ¢
integralja is konnyen szamolhato.

[ swtdu=(ai+syuEnm) -
EiﬂFj
:Oli/L(Eiij)+Bjﬂ(EiﬂFj):/ sdu+/ tdu.
E;NF; E;NF;

Az s+t fliggvény, majd az s és a t fiiggvény integral-mértékének végesen
additivitasa szerint

n,m

s+tdu = / s+tdu = / sdu-i—/ tdu | =
/)( ZZ,]: E,;ﬂF}' Z EiﬂFj Eq‘,ﬁF]‘

(2]
n,m n,m

:Z/ sdu+2/ tdu:/sdu—#/td,u. O
i.j EiﬂF]’ i.j EimEj X X

Indukcioval azonnal kovetkezik, hogy véges sok lépcsés fiiggvény Osszege
tagonként integralhato.

Most azt gondoljuk meg, hogy az egyszerii fiiggvény integraljanak defini-
ci6ja nem valtozik akkor sem, ha nem annak kanonikus alakjaban irjuk fel a
fliggvényt, hanem valahogy méashogyan, de karakterisztikus fiiggvények nem
negativ egylitthatokkal vett linearis kombinaciéjaként.

2.1.6. allitas (nem kanonikus alaki egyszert fliggvény integralja). Amennyi-
ben az f egyszerd fiigguény

j=1

indikdtor figgvények nem negativ egyiitthatds linedris kombindcidja, gy

/Efdﬂzzﬁju(FjﬁE)Z/XfXEdu

tetszdleges E € M mérhetd halmazra.
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Bizonyitds. Most legyen f = >""" | a;xp, a kanonikus elgallitas. Rogzitett
mellett tekintsiik az a;xE,nE fliggvényt. Vilagos, hogy ez maga is egy egy-
szer( fliggvény, melynek integraljara:

/ a;iXE,ne = oip (E;NE).
'S

Tudjuk méar, hogy az egyszert fiiggvények Osszegét tagonként integralhatjuk.
Felirva tehat elszor a kanonikus alakra vonatkozo definiciot, majd hasznalva

a allitast, azt kapjuk, hogy:
n n
/ fdp=> i (EiNE) = Z/ QX ENE dp =
E i=1 i=1vX
= / > cixmnedp = / (Z aiXEi) Xe dp = / fxedp.
X x \io X

i=1

Most attérve az allitas kimondasaban felirt linearis kombinaciora, tagonkénti
integralassal készen is vagyunk.

/fXEdMZ/ > Bixr, | xpdp =
X x \o

:/ ZﬂjXijEdu:Zﬂju(FjﬂE). O
X =1 j=1

Most vizsgaljuk meg az integrilnak a rendezéssel vald kapcsolatat.

2.1.7. allitas (az integral monoton és pozitiv homogén). Legyen o > 0 nem
negativ valds szam és s egyszerd fiigguény. Ekkor

/asd,u:a/ sdpu.
X X

Ha t is egyszerd fiigguény, amelyre s < t, akkor

/sdpg/td,u.
X X

Bizonyitds. Az els6 allitas a definicio egyenes kovetkezménye. Vilagos, hogy
t —s > 0 miatt t — s is egyszerd fiiggvény. Persze az integralja nem negativ.
Alkalmazva az additivitast a t = s + (¢t — s) Osszegre azt kapjuk, hogy

/tdu:/sdqu/tfsduZ/sdu. O
X b'e b'e b'e
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2.2. Nem negativ mérhetd fiiggvények integralja

Legyen tovabbra is rogzitve az (X, M, u) mértéktér. Mérhets, f: X — Ry
fliggvények integraljanak fogalmat szeretnénk bevezetni tigy, hogy azt olyan
egyszeri fiiggvények integraljaval kozelithessiik, amelyek pontonként kozelitik
az integralando fliggvényt.

2.2.1. definici6 (nem negativ mérhetd fiiggvény integrélja). Legyen f : X —
R, egy nem negativ mérhet6 fiiggvény az (X, M, p) mértéktéren.

/ fdp =sup {/ sdp:0<s< fés s egyszerd fﬁggvény}
X X

az f fliggvény teljes X halmaz feletti absztrakt integrdlja a p mérték szerint.
Ha integrandus argumentumat is meg akarjuk jellni, akkor szokasos még a
sokkal klasszikusabbnak szamito,

| sin= [ @)

A szuprémum mogotti halmaznak a konstans zérus egyszert fiiggvény min-
dig eleme, ezért valéban nem iires halmaz szuprémumét kell venniink. Emlé-
kezziink arra a megallapodasra, hogy a fels6hatar axiémat R-ban hasznaljuk,
ezért a fenti egyenléség jobb oldala egy jol definialt nem negativ valos szam,
vagy +o0o. Még az is lehetséges, hogy a szuprémum mogotti halmaznak eleme
is a 400 érték.

2.2.2.

Mivel lépcsés fiiggvényre méar lattuk, hogy az integral monoton, ezért a fenti
definici6 6sszhangban van azzal az esettel, ha a nem negativ mérheté fiiggvény
specialisan maga is egy lépcsGs fliggvény. Ebben az esetben sem definialtuk

jelolés is.

2.2.3.

Vildgos, hogy amennyiben f egy nem negativ mérhets fliggvény, ugy
Jx fdp>0,és [ fdu=+ocis lehetséges. Szokés egy nem negativ mérhets
fliggvényt integrdlhatonak nevezni, ha integralja véges valos szam.

Az integral homogenitésa konnyen kovetkezik az egyszeri fiiggvények in-
tegraljanak homogenitdsabol, a monotonitas a szuprémum operacié tulaj-
donsaga, viszont az additivitashoz mar az egyik legfontosabb és legtobbet
hasznalt konvergenciatétel kell.

2.2.4. allitas (az integral monoton és pozitiv homogén). Legyen f: X — R,
nem negativ mérhetd figgvény és o > 0 valds szam. Ekkor

/Xafd,u:a/xfdﬂ.
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Ha g : X — R, egy mdsik nem negativ mérhetd figguény, amelyre f < g,

akkor
/fdué/gdu-
X X

Bizonyitds. Az 0 - (+00) = 0 azonossag szerint az o = 0 esetén az allitas
nyilvanvalé. Minden pozitiv a > 0 mellett az egyszerid fiiggvények pozitiv

homogenitésa (2.1.7) szerint

/Xafduz

1
= sup{/ sdup:s<af, s egyszerﬁ} = sup{/ sdu:—s<f s egyszerﬁ}—
X X o

= sup {/ atdu:t<f,t egyszerﬁ} = sup {a/ tdput < f, t egyszerﬁ} =
X X

:a-sup{/ tdu :t < f, tegyszerﬁ}:a/ fdu.
X X

Az integral monotonitasa annak kévetkezménye, hogy bévebb halmaz szup-
rémuma nem kisebb. O

Az integral definiciojaban a nem negativ mérhetd fiiggvény integraljat csak
az egész X alaphalmaz felett definiadltuk. Mint egyszerii fliggvények esetén,
most is sziikséglink van egy mérhets részhalmazon vett integrélra is.

2.2.5. definicié. Az f: X — R, mérhet6 fiiggvénynek az £ € M mérhetd
részhalmazon az integraljat

/Efdu=/XfxEdu

Mivel nem negativ egyszerii fiiggvényekre a fenti egyenléséget belattuk
, ezért ez a definici6 is 6sszhangban van azzal az esettel, amikor a fenti
f egy egyszeri fliggvény.

2.2.6.
Tetszo6leges f nem negativ mérhetd fiiggvényre és £ € M mérhet6 halmazra
fxe < f, igy az integral monotonitasat alkalmazva

/Efduz/xfx}sdug/xfdu-

Egy mérhets halmazon konstans fiiggvény e halmaz feletti integraljanak
kiszamitasi modja is 6roklédik egyszerd fliggvényrsl nem negativ mérhetd
fliggvényre. Ezt rogzitjiik a kivetkezs észrevételben.

modon definialjuk.
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2.2.7.
Ha egy f nem negativ mérhetd fiiggvény, amely egy E € M mérhet6 hal-
mazon az « konstans értéket veszi fel, akkor az fyg fliggvény is egyszerd

figgvény, igy

/Efduz/xfxEdu:/EfxEduzau@)

tovabbra is fennall.

2.2.1. A monoton konvergenciatétel

A nem negativ mérhetd fliggvények integraljanak tulajdonsagaibol a fenti-
ekben annyit és csak annyit gondoltunk meg, amely a harom legfontosabb
konvergenciatétel koziil az els6hoz éppen sziikséges. Definicié szerint a nem
negativ mérhetd fliggvény integralja egy nem megszamlalhato halmaz szupré-
mumaként definialt. Ezen konnyit a monoton konvergenciatétel azzal, hogy a
mérhetd fliggvények alaptétele szerint megszamlalhato halmaz szup-
rémumaéra vezeti vissza az integralt. Ennek a konnyitésnek segitségével tudjuk
majd a tagonkénti integralhatosigot biztositani.

2.2.8. tétel (Beppo Levi-, vagy monoton konvergenciatétel). Tegyiik fel, hogy
az (fn)n,en nem negativ mérhetd figguvények monoton névekedd sorozata, és
jeldlje f ezen sorozat pontonkénti hatdrértékét. Lattuk, hogy f is nem negativ

meérhetd fiigguény. Ekkor
[ tudus [ tan
X X

Bizonyitds. Mivel monoton névé R-beli szamoknak van R-beli hatarértéke,
ezért legyen o = lim [ f, du € R. Mivel Vn € N mellett [ fo dp < [y fdp,
ezért nyilvanvaloan o < [ f dp.

Most megmutatjuk, hogy [ + [ dp < ais teljesiil. Legyen g egy tetszéleges
lépcsts fiiggvény melyre g < f, valamint ¢ € (0,1) tetsz6leges valos szam. Azt
fogjuk megmutatni, hogy ¢ [y g du < a. Ennek kulcsa abban rejlik, hogy tet-
széleges lépesos fiiggvény integral-mértéke mérték és minden mérték
monoton folytonos . Tekintsiik az

midén n — oo.

En:X(fn ZCQ)

mérheté halmazt. Az f, fiiggvénysorozat pontonkénti monoton névekedése
miatt minden n € N mellett E,, C E, ;. Az is lathato, hogy X = U2 E,,
hiszen ha valamely = € X mellett g (z) = 0, akkor az f,, fliggvények nem ne-
gativitasa miatt € E,, minden n mellett fennall, ha viszont g () > 0, akkor
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mivel g (x) # 400, ezért cg (z) < g(z), igy létezik n € N melyre cg (z) <
< fun(z), tehat x € E, valoban fennall. Alkalmazhatjuk most a ¢ (F) =
=/ £ €9 dp mérték monoton folytonossagit az F, monoton névé halmaz-
sorozatra. Igy azt kapjuk, hogy

¢ (En) = o (X) = /Xcgdu-

No de cg(z)xEg, () < fo(z), minden z € X mellett, ezért

cp(En):/ cgdu:/ chEndMS/ fndp < o
B b X

n

Ez épp azt jelenti, hogy [y cgdu = c [, gdp < a valoban fennall. O

Végesen additiv halmazfiiggvénnyel nem lehet hasonlé konvergenciatételt
megfogalmazni. A bizonyitas nagyon erésen tamaszkodik a p halmazfiiggvény
o-additivitasara, hiszen az integral-mérték monoton folytonossaga
ennek kovetkezménye. Megjegyezziik, hogy a tényt, miszerint egy lépcsss
fliggvénnyel valo integralas egy megszamlalhatéan additiv halmaz fiiggvény
, most hasznaltuk el6szor annak teljes erejével, hiszen a lépcsés fligg-
vény tagonkénti integralhatosdganak igazoldsahoz az integral-mértéknek csak
a végesen additivitdsat hasznaltuk. A mérhet§ fiiggvények tagonkénti integ-
ralhatosiga sem adodik a mérték o-additivitdsanak felhasznalasa nélkiil.

2.2.2. A monoton konvergenciatétel kozvetlen kovetkez-
ményei

A tagonkénti integralhatosag az els6 fontos kovetkezmény. Ezzel egylitt tehat

tudjuk méar, hogy a nem negativ mérhets fiiggvények integralasa is pozitiv

homogén, additiv fliggvény-operacio.

2.2.9. allitas (az integral additivitasa). Legyenek f,g: X — R, nem negativ
meérhetd fiigguények. Ekkor

/Xf+gdu=/xfdu+/xgdu~

Bizonyitds. Lattuk, hogy az allitas teljesiil egyszert fiiggvényekre . Le-
gyen most f=1im, .0 Sn, €S g=1im,, o0 tn, ahol s, és t,, egyszeri fiiggvények
monoton névs sorozata. A mérhets fliggvények alaptétele miatt ilyen
Sp, és t, fliggvényeket valoban taldlunk. Nyilvan s, +t, — f+¢ monoton né-
v6 modon. A monoton konvergenciatételt haromszor alkalmazva azt
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kapjuk, hogy

/f—|—gdu: lim/sn—i-t”du: lim (/ sndu—k/t”du):

= lim Spdp+ lim tndu:/ fdu+/ gdp. O

n—0o0 X

A végtelen 6sszeg tagonkénti integralhatosagara vonatkozo tételt is szokas
monoton konvergenciatételnek nevezni. Ugy is fogalmazhatjuk, hogy nem ne-
gativ mérhetd fliggvények esetén a szumma és az integral jel felcserélhetd.

2.2.10. tétel (monoton konvergenciatétel sorokra). Legyenek f, nem negativ
mérhetd figguények. Ekkor az f =Y " fn nem negativ mérhetd figgvényre

/deu=g/fndu-

Bizonyitds. Jelolje g, = ZZ=1 fx. Ekkor a g, fiiggvénysorozat monoton né-
vekeddleg tart f-hez. Igy a monoton konvergenciatétel és a tagonkénti integ-
ralhatosag szerint

é/xfkduz/Xéfkduz/xgndu%/)(fdu.

midén n — oco. Ezt kellett belatni. O

A kovetkezo allitds nem konvergens fliggvénysorozatokra altalanositja a
Beppo Levi-tételt. Szokas ezt Fatou-lemmanak is nevezni.

2.2.11. lemma (Fatou). Legyenek f, nem negativ mérhetd figgvények. Ek-
kor

/ liminf f, dp < hm mf/ fndp.
X

n—oo

Bizonyitds. Tudjuk, hogy f = liminf, .., f, jelolés mellett g, — f monoton
névé moédon, ahol g, = infi>, fr. Egyrészt a monoton konvergenciatétel

szerint
[ sau= [ g.du
X n—o0 X

mésrészt g, < f, és az integral monotonitasa miatt

lim gn, = liminf / gn < liminf / fn- O

n—oo X n—oo n—oo
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Emlékezziink, hogy egy egyszeri fliggvény integral-mértéke kulcs
szerepet toltott be a monoton konvergenciatétel igazolasaban. Fontos kovet-
kezménye a monoton konvergenciatételnek, hogy nem negativ mérhets fiigg-
vény integralasaval kapott halmazfliggvény is mérték marad.

2.2.12. allitas (integral-mérték). Legyen f nem negaliv mérhetd figgvény.
Ekkor a

sa(E)=/Efdu

halmazfiiggvény is mérték az M o-algebran. E o mértéket az f dltal generdlt
integral-mértéknek mondjuk.

Bizonyitds. Ha E = U2, B, diszjunkt egyesités, akkor xg = 270;1 XE, -
Ezért a monoton konvergenciatétel sorokra vonatkozo6 allitasa szerint

‘P(E):/XfXEdﬂ:/XnZ:leEn dN:;/)(fXEn =;@(En)-

Be kell még latnunk, hogy ¢ nem a konstans +oo halmazfiiggvény. Vildgos,
hogy fxz =0, ezért ¢ (@) = [, fdu= [y fxedu=0. O

2.2.13. allitas (integral-mérték szerinti integral). Legyen g : X — Ry nem
negativ mérhetd figgvény az (X, M, p) mértéktéren, és

w(E):/Egdu

a g integrdl-mértéke. Ekkor tetszdleges f : X — R, nem negativ mérhetd
fiigguény integrdlja az (X, M, @) mértéktéren

/deso:/xﬂgdu.

Bizonyitds. Az, hogy az allitas igaz abban a specialis esetben, amikor f egy
mérhetd halmaz karakterisztikus fiiggvényének nem negativ konstans szorosa,
a @ integral-mérték definicidja, és az integral homogenitasanak kovetkezmé-
nye, hiszen f = ayg jeloléssel:

/de<ﬂ=/XaXEd<p=w(E)=

:a/ gdu:a/ ngdu:/ OéXEgd#:/ fgdp.
E X X X
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Tudjuk azt is, hogy minden f nem negativ mérhetd fiiggvény elGall mint
megszamlalhatoan sok fenti tipust fiiggvény sor-osszege ((1.3.18)), azaz alkal-
mas «ay > 0 szamokkal és E,, € M mérhet§ halmazokkal f,, = a,x g, jelolés

mellett -
f = Z fn
n=1

Az f, fliggvényekre méar bizonyitottuk az &llitast, igy a sorokra vonatkozo
monoton konvergenciatételt (2.2.10)) elészor az (X, M, ) mértéktéren, méa-
sodszor az (X, M, 1) mértéktéren alkalmazva

/deso—/xgjlfndso—i/xfndw—i/xfngdu—

n=1 n=1
- fngdz/ fngd:/fgd~D
Jo X = [ (300 ) g [ g0
2.2.14.

A fenti tétel az oka a kovetkezs jeloléseknek. Azt, hogy a ¢ mérték a g
fliggvény p szerinti integral-mértéke, azaz, hogy ¢ : M — R, definicidja

p(E) = / gdu
E
minden E € M mérhet6 halmazra, szokas egyszertibben

dp=gdp
modon jelolni. Mi tobb, néha ezzel ekvivalens moédon
do _
dp g
modon fejezziik ki azt, hogy ¢ a g fiiggvény 1 mérték szerinti integral-mértéke.
Ilyen modon miikédik a kovetkezs formalizmus:

[ tao= [ £-Fan

2.2.15. (mértékek szorzata a téglak félgytrtjén)
Tegytik fel, hogy adott két mértéktér az (X, M, ) és az (Y, N,v). A p mérték
az M és a v mérték az N o-algebran van értelmezve, igy a p X v szorzat-
halmazfiiggvényt természetes értelmezni az M x N szorzat-félgytirtin (1.1.3))
a

(1 V) (A x B) = (A) v (B)

definicioval. Az M x N szorzat-félgytiri elemeit szokas mérhetd tégldknak
nevezni.
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Most megmutatjuk, hogy p x v egy o-additiv halmazfiiggvény ezen a fél-
gylriin. A szorzat-mérték definicioja (4.1.8) ezen az allitason alapul.

2.2.16. allitas (mértékek szorzata a téglak félgytrdjén megszamlalhatoan
additiv). Legyenek (X, M, pn) és (Y,N,v) mértékterck. Legyen Q = A x B,
Qn = Ap X By, és Q = US2,Q,, diszjunkt egyesités, ahol A, A, € M és
B, B, € N minden n € N mellett. Ekkor

p(A)v(B)=) n(Au)v(Ba),

azaz pxv: MxN — Ry egy o-additiv halmazfiigguény az M x N félgyirin.
Bizonyitds. A Q = U,Q,, diszjunkt el6allitds miatt xqo = Zzozl XQ.,. gy

Xq (@) = Z XQ. (@,°)

minden rogzitett z € X mellett. Mivel a @ és a Q,, halmazok mérhetd téglak,
ezért rogzitett © € X mellett

xq (7)) =xa (@) xB, Xq. (7,') =xa, (z)XxB,-

gy a xq (z,°) és a xq, (v,-) fiiggvények mérhetsk az N o-algebrara nézve.
Ertelmes tehat felirni a fenti fliggvények integraljat az (Y, NV, v) mértéktéren.
Bevezetve az

o(z) = /Y xa (&) dv = /Y xa (@) x5 dv = xa (2) /Y x5 dv = xa(@)(B),
on(z) = /Y xan (@) dv = /Y X, () x5, dv =

= xa, () /y x5, dv = x4, (2) v (By)

jeloléseket, majd a sorokra vonatkoz6 monoton konvergenciatételt (2.2.10))
alkalmazva tovabbra is rogzitett x € X mellett kapjuk a

() = /Y Yo (r,) dv=3" /Y Xan (@) dv = pu(x)

azonossagot. No de ¢ és ¢,, nem negativ mérhets fiiggvények az M-re néz-
ve, ezért a monoton konvergenciatétel sorokra vonatkozo alakjat most a p
mértékre alkalmazva

(A (B) = /X pin=3 /X pud =3 H(An)u(By). 0
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2.2.3. Null-mértéki halmazok

A kovetkezd részben a null-mértékt halmazok szerepét vizsgaljuk. Tekintsiik
az (X, M, u) mértéktéren a null-mértékd halmazok

Mo ={A € M: p(A) =0}

halmazrendszerét. Vilagos, hogy ez zart a kiilonbségre a mérték monotonitésa
(1.2.5) miatt, és a mérték o-szubadditivitasa szerint zart a megszam-
lalhat6 egyesitésre is. Ez azt jelenti, hogy My az M o-algebra egy rész-o-
gytrije.

A val6s analizisben és a valoszintiség-szamitasban kiemelt szerep jut a null-
mértéki halmazoknak. Ennek oka az itt bevezetends majdnem mindenditt
terminologia, ami a minden pontban teljesiilés gyengitése. A fontos konver-
genciatételeinket ebben a gyengitett formaban is atgondoljuk.

2.2.17.

Lattuk, hogy egyszerd fiiggvényeknek egy null-mértéki halmaz felett az in-
tegralja zérus. Ha A € M egy null-mértékd halmaz, és s < fxa, akkor
s = sxa, emiatt [, sdu= [, sdu = 0. Ez azt jelenti, hogy az fx . integral-
janak definici6jaban a sup mogotti halmaznak egyetlen eleme van, a zérus.
Azt gondoltuk meg tehat, hogy tetszéleges f nem negativ mérhetd fiiggvény

és A e M,u(A) =0 mellett
/ fdu=0.
A

2.2.18. definici6é (mérték abszolut folytonossaga). Legyen A és u két mérték
(akar el6jeles vagy komplex mérték) az M o-algebran. Azt mondjuk, hogy A
abszolit folytonos a p-re nézve, ha minden A € M, u(A) = Oesetén A (A) =0
is fennall. Ezt A < p médon jeloljiik.

Példaként latjuk, hogy amennyiben d\ = f du valamely mérhets f fiigg-
vényre, akkor A < p. Meg fogjuk mutatni, hogy ez, bizonyos mértékek koré-
ben, méashogy nem is fordulhat els. Ez a Radon-Nikodym-tétel , ami
anyagunk egyik legfontosabb gondolata. Végiil is elmondhatjuk majd, hogy
A < p agy és csak ugy teljesiilhet, hogy valamely f nem negativ mérhets
fliggvénnyel d\ = f du fennall.

2.2.19. definicié (majdnem mindeniitt szohasznalat). Tekintsiink egy olyan
tulajdonsagot, amely az (X, M, u) mértéktér pontjain van értelmezve. Azt
mondjuk, hogy ez a tulajdonsig majdnem mindenditt teljesiil, ha van olyan
null-mértékd halmaz, amely komplementerének minden pontjaban a tulaj-
donsag teljesiil.

Azt, hogy a T tulajdonsag a p mértékre nézve majdnem mindeniitt teljesil,
szokas ugy roviditeni, hogy T igaz p-m.m. z € X mellett, vagy ha formalisabb
kérnyezetben kell hasznalni, akkor T (x) ,Vz € X|u].
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Erdemes formalizalni a fenti definiciot. A T tulajdonsag akkor teljesiil az
X majdnem minden pontjaban, ha létezik N € M, u(N) =0, melyreﬂ

{z € X : T (z) nem igaz} C N.

A Dirichlet-fiiggvény példaja mutatja, hogy egy Riemann-integralhato fiigg-
vényt akar csak megszamlalhatoan sok pontban megvéltoztatva olyan fiigg-
vényt kaphatunk, amely nem is Riemann-integralhaté. Fzzel ellentétben az
absztrakt integralfogalom sokkal szebben viselkedik még a null-mértéki hal-
mazokon tortént valtoztatasokkal szemben is. Egyszertien az torténik, hogy
az integral érzéketlen a null-mértéki halmazon valé6 mérhets valtoztatésra.

2.2.20.

Tegyiik fel, hogy az f, g nem negativ mérhet§ fiiggvényekre f < g majdnem
mindeniitt. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan A halmaz, melynek A€ komp-
lementere null-mértéki, és fxa < gxa most mar a teljes X alaphalmazon.
Mivel egy null-mértékd halmazon az integral zérus, igy

/deuz/Afdu+/AcfdM:/XfXAdu+O§

S/ ngdu+0=/gdu+/ gdu=/ gdp.
X A Ac X

Latjuk tehét, hogy a monotonitas az f < g feltétel helyett a kicsit gyengébb
f < gy feltétellel is miikodik.

Igy, ha f és g nem negativ mérhetd fiiggvények, amelyek p-majdnem min-
den pontban azonosak, azaz f = g [u], akkor

/deu:/xgdw

2.2.21. allitas. Legyen (X, M, u) mértéktér, és f : X — Ry nem negativ
mérhetd fiigguény.

/ fdu =0 pontosan akkor, ha f =0 p-m.m.
X

1 Apro finomsagnak tiinik, de fontos, hogy az irodalom nem teljesen egységes a majd-
nem mindeniitt széhasznalatot illetGen. Az alternativ definicio, hogy a T tulajdonsag
p-majdnem minden pontban teljesiil, ha az

{zr € X : T (x) nem igaz}

halmaz maga is mérhetS és mértéke zérus. |Rudin (1987)| és |Folland (1999)] defi-
nici6ja a mi definicionk (2.2.19)), de példaul [Browder (1996)| a fentit hasznalja.
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Bizonyitds. Ha f = 0[u], akkor az f integralja és a konstans zéro integralja
azonos.

Tegyiik most fel, hogy az f fliggvény integréalja zérus. Tekintsiik az A,, =
=X (f > %) inverzképet. Vilagos, hogy A, € M, és f > %XA” mindeniitt.
Ezért

1 1
0= [ fduz [ v du= ).
b'e Xn n

Tehat minden n € N mellett 1 (A,,) = 0, ezért

A majdnem mindeniitt pontonkénti konvergencia fogalménak fontossagat
kiemelend§ irjuk fel a[2.2.19] definiciot ebben a specidlis esetben.

2.2.22. definici6é (majdnem mindeniitt pontonkénti konvergencia). Legye-
nek adva az f,, f : X — Ry nem negativ fiiggvények (n € N). Azt mondjuk,
hogy lim,, y0o fr = f p-majdnem mindeniitt pontonként, ha létezik £ € M
meérhetd halmaz, melyre p (E) = 0, és minden z € E° esetén f, (z) — f (z).
Jelolje ezt f,, — f [u] vagy f =lim, oo fr [14]-

A null-mértéki halmazok hasznalatara példaként nézziik az eddigi két
legfontosabb konvergenciatételiinknek, a monoton konvergenciatételnek és
a Fatou-lemmanak, a majdnem mindeniitt konvergencidra vonatkozé alta-
lanositasat. Mivel altaldban nem igaz, hogy mérhets fliggvények majdnem
mindeniitt pontonkénti hatarértéke is mérhets lenne, ezért a hatéarfiiggvény
mérhetGsége is a feltételek kozé tartozik.

2.2.23. allitas (Beppo Levi-tétel, Fatou-lemma). Legyen f,,f : X — Ry
mérhetd fiigguények Vn € N, amelyre

lim fn:f

n—roo

p-magdnem mindenditt pontonként X -en. Ekkor a

Fatou-lemma:
/ fdu < liminf/ fndu,
X n— oo X

monoton konvergenciatétel: feltéve, hogy fr < fnt1 [p], minden n € N
mellett fenndll,

/fdu: lim/fndu.
X n— oo X

Bizonyitds. Nézziikk a monoton konvergenciatétel itteni alakjat. Ha f, <
< fot1 [p], az azt jelenti, hogy létezik E,, € M halmaz melynek = € E,
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pontjaiban f, (z) < fuy1 (z) és p(ES) = 0. Mivel f,, — f [p] is fennall, azért
létezik E € M, hogy minden = € E mellett f, () — f(x) és u(E°) = 0.

Vilagos, hogy
AzEﬁ(ﬂEg

n=1
halmazra A € M, f,xa — fxa monoton névekedéleg mar a teljes X hal-
mazon, és p(A°) < p(E¢) + 307 p(ES) = 0, a mérték o-szubadditivitasa
szerint. Alkalmazva a monoton konvergenciatételt (2.2.8]) azt kapjuk, hogy

/andu=/xanAdu—>/XfXAdu=/deu7

felhasznalva, hogy az integral értéke érzéketlen a null-mértékd halmazon vald
konstans megvéltoztatasra .

A Fatou-lemma igazolasa a monoton konvergencia itteni alakjabol a pon-
tonkénti Fatou-lemma indoklasaval analog. O

Hasznos gyakorlatként probaljuk meg igazolni a Fatou-lemma fenti alakja-
boél a monoton konvergenciatételt! Itt szeretném megjegyezni, hogy az eddi-
gi két legfontosabb konvergenciaeredményiink a Fatou-lemma és a monoton
konvergenciatétel. Felépitésiinkben a monoton konvergenciatétel az elsgdle-
ges, kdvetkezményeként targyaltuk a Fatou-lemmat. Mas felépitést valasztva
a Fatou-lemmét lehet el6bb igazolni, majd abbél a monoton konvergenciaté-
telt. A két konvergenciaeredmény ekvivalens egymassal.

Az eddigiekben szandékosan nem beszéltiink két fliggvény kiilonbségének
integraljarol. Ennek elsésorban az az oka, hogy f,g: X — R, esetén az
f—g nem feltétlen értelmes, hiszen elképzelhetd, hogy ugyanabban a pontban
mindkét fiiggvény épp a +oo értéket veszi fel. Az alabbi gondolat fényében
ez a helyzet csak null-mértékii halmazon fordulhat elg, feltéve a kivonando
fliggvény integralhatosagat. Ez meg is oldja a problémét, hiszen null-mérték
halmazon tetsz6leges mérheté fliggvényre, példaul valamilyen konstansra at-
definialva a fliggvények értékét, a kiilonbség integralja ugyanaz marad.

2.2.24. allitas (integralhato fiiggvény majdnem mindeniitt véges).

Legyen [ egy integrdlhato nem negativ fliggvény. Ekkor f majdnem minden
pontban véges, azaz p(X (f = +o00)) = 0, valamint minden o > 0 mellett
p(X (f>a)) <oo.

Bizonyitds. Legyen A = X (f = 00). Vilagos, hogy minden n € N természetes
szam mellett n - x4 < f. Bzért nu (A) < [y fdp < co minden n mellett,
amib6l persze p (A) = 0 kovetkezik.

Legyen most rogzitett a > 0 mellett A = X (f > «) € M. Vilagos, hogy
axa < f, emiatt o (A) = [ axadp < [ fdp < oo. Bz csak p(A) < +00
esetben lehetséges. O
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Ha tehat f > 0 egy integralhato fiiggvény, akkor X = X (f =o00) U
UX (f > 0)UX (f =0), ahol az els6 halmaz null-mértékd, a masodik halmaz
pedig elsall megszamlalhatéan sok véges mértékid halmaz egyesitéseként.

2.2.25.

Ha f,g : X — R, nem negativ mérheté fiiggvények, melyekre f > g, és
g integralhato, azaz fngu < o0, akkor f — g majdnem minden pontban
értelmes, ahol nem értelmes, ott tetszélegesen vélasztott konstansra allitva
az értékét f — g mérhetd, és integraljara

/Xf—gdu=/xfdu—/xgdu-

Ugyanis fennall az f = (f — g) + g azonosséag, ahol a két jobb oldali fiigg-
vény nem negativ. Tagonként integralva, és az atrendezéshez felhasznalva g
integralhatosagat készen is vagyunk.

Ezzel a monoton konvergenciatétel fogyo fliggvényekre vonatkozd alak-
ja mar visszavezethetd a novés alakra: Legyen f, : X — R, nem negativ
meérhetd fiigguények majdnem mindeniitt monoton fogyd sorozata, azaz f, >
> fot1 1], Vn € N. Tegyiik fel, hogy f1 integrdlhato, azaz

/fldﬂ<OO,
X

és tegyiik fel, hogy az f majdnem mindenitt pontonkénti hatdrfiiggvény is

mérhetd. Ekkor
[ tdus [ s
X X

Igazolasként elég annyit megjegyezni, hogy térjink at az f; — f, nem ne-
gativ mérhets fliggvények monoton nové sorozatara, alkalmazzuk a mono-
ton konvergenciatételt (2.2.23]), majd az atrendezéshez hasznaljuk ki, hogy

Jx frdp, [ fdp < oc.

A csokkens eset 1j feltétele tehat, hogy van a sorozatnak integralhato
majoransa. Ki fog deriilni, hogy ez a feltétel a Lebesgue konvergenciatétel
feltétele is .

A kovetkezd kis allitas valamilyen mértékelméleti skatulya-elvet fejez ki és
valészintiség-szamitasi kornyezetben kiilondsen sokszor hasznalatos. Ha adva
van egy megszamlalhat6 halmazrendszer, melyek mérték-osszege véges, ak-
kor a tér majdnem minden pontja ezen halmazok koziil csak véges sokhoz
tartozhat. Borel-Cantelli-lemma néven szokas erre a gondolatra hivatkozni.

2.2.26. definicié (halmaz-sorozat limesz szuperiorja). Tekintsiik az A, C X
halmaz-sorozatot. E halmaz-sorozat limes superior-ja az a halmaz, amely
azon x € X pontokat tartalmazza, amelyekre az x € A,, tartalmazas végtelen
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sok kiilonb6z6 n mellett teljesiil. Magyarul:

limsup A, = Np2y U k>nAg.
n

2.2.27. lemma (Borel-Cantelli). Tekintsink egy (X, M, u) mértékteret. Le-
gyenek A, € M,n € N mérheté halmazok. Ekkor >~ | 11 (Ay) < oo esetén
u (limsup,, A,) = 0.

Bizonyitds. Tekintsiik az f = | x4, nem negativ fliggvényt. A monoton
konvergenciatétel (2.2.10)) szerint a sor tagonként integralhato, igy

/deu:Zﬂ(An) < 0.

n=1

Ekkor f majdnem mindeniitt véges ([2.2.24)), azaz pu (X (f = +00)) = 0. No de
vilagos, hogy egy = mellett f (x) pontosan akkor véges, ha x € A,, csak véges
sok n mellett teljesiil. Igy X (f = +o0) = limsup,, A,. Ezt kellett belatni. O

Meértékterek teljessége

Lattuk korabban, hogy ha ugy valtoztatunk meg egy nullmértékd halmazon
egy nem negativ mérhetd fiiggvényt, hogy annak mérhetésége azért megma-
radjon, akkor e valtoztatas nincs hatéassal a fiiggvény integraljanak értékére.
Az az ezzel kapcsolatban kialakult érzésilink, hogy egy null-mértéki halmaz
olyan kicsi, hogy az e feletti viselkedés érdektelen az integréalas szempontjabol,
ezért akar figyelmen kiviil is hagyhato, ignoralhaté. Ez egy fontos gondolat,
amelyet rendszeresen hasznalunk. Eppen emiatt vezettiik be a majdnem min-
den szohasznalatot is. Egyetlen aprosagra viszont fel kell hivni a figyelmet,
aminek pontatlan kezelése nagy veszedelmet tartogat. Ha egy halmazt elha-
nyagolunk annak kicsisége miatt, akkor rejtve azzal a feltevéssel éliink, hogy
az elhanyagolhaté halmazunk egy részhalmaza is elhanyagolhato, ami nem
feltétleniil van igy.

Nézziink példaul egy A € M mérhet6 halmazt, ami még null-mértékd
is, tehat u(A) = 0, de van nem mérhets £ ¢ M, E C A részhalmaza.
Ekkor x4 = xg [u], hiszen A° halmazon mindkeét fiiggvény azonosan zérus.
A xg figgvény integraljat viszont nincs jogunk felirni, hiszen az integral
csak mérhetd fliggvények esetén definialt. Az tortént, hogy a x4 fiiggvényt
az értelmezési tartoméanya egy mérhetd részhalmazan, az A halmazon dgy
definialtuk feliil, hogy a fliggvény elvesztette a mérhet&ségét. Nem feltétlentil
igaz tehat, hogy egy ignoralhaté halmaz része még inkabb ignoralhato lenne.

Az ignoralhaté halmazok szerepét a null-mértékd halmazok jatsszak. Ossze-
sen arrol van tehat szo, hogy vajon minden null-mértéki halmaz minden rész-
halmaza null-mértékd marad-e? A valasz, hogy attol fiigg. Ez a mértéktér egy
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tulajdonsaga. Van olyan mértéktér, ami ilyen, és van olyan, ami nem ilyen. A
legjobb lenne persze, ha minden mérték j6 lenne ebbdl a célbol. Latni fogjuk
késébb, hogy példaul a hosszusagfogalom altalanositasat jelentd Lebesgue-
mérték jo is. Viszont sokszor fordul els, hogy ezzel a tulajdonsaggal nem
rendelkez6 mértékekkel kell bannunk, ami sok-sok komplikacié forrasa.

Kicsit mas oldalardl nézve ugyanezt a jelenséget, a fenti kis példa arrol
sz0l, hogy ha két fiiggvény majdnem minden pontban megegyezik, akkor az
egyik mérhet6sége nem elegendd a mésik mérhetdségéhez. Eddig a pontig a
szakasz allitasaira dgy is tekinthettiink, hogy korabban igazolt gondolatokat
kiterjesztettiik minden pontban teljesiils tulajdonsag helyett csak a majd-
nem minden pontban teljesiilés esetére. Fontos kivétel a mérhets fiiggvények
azonositasara, példaul a hatarértékiikre vonatkozé allitas. Ha az el6bbi kis
példaban f,, = x4 minden n € N mellett, és f = xg, akkor az f,, mérhets
fliggvények sorozata majdnem mindeniitt pontonként konvergal az f hatér-
fliggvényhez, és f mégsem mérhets! Ez a jelenség az oka annak, hogy a mo-
noton konvergenciatétel és a Fatou-lemma majdnem mindeniitt konvergens
alakjanal a feltételek kozé kellett bevenniink a pontonként majdnem minden
pontban létez6 hatarfliggvény mérhetségét is.

2.2.28. definici6 (teljes mértéktér). Egy (X, M, u) mértékteretieljesnek ne-
veziink, ha minden null-mértékd halmaz tetszGleges részhalmaza mérhetd.
Magyarul: EC Fe Més pu(F)=0=E € M.

Persze, ha egy null-mértéki halmaz egy részhalmaza mérhetd, akkor az a
mérték monotonitasa ((1.2.5) miatt mar null-mértekd is lesz.

2.2.29. allitas (teljes mértéktér karakterizacioja fliggvények mérhetdsége-
vel). Az aldbbi feltételek ekvivalensek:

1. Az (X, M, p) mértéktér teljes;

2. Tetszdleges X-en értelmezett f,g figguény esetén, ha f = g [u] és f
mérhetd, akkor g is mérhetd;

3. Tetszdleges X -en értelmezett f, figguénysorozat és f fiigguény esetén,
ha fn, — [ [1] és frn mérheté minden n € N mellett, akkor f is mérhetd.

Bizonyitds. Korbe bizonyitunk, tehat a) 1 =2, b) 2= 3 ésc¢) 3= 1.
a) Legyen A € M olyan halmaz melynek pontjaiban f = g és u(A¢) = 0.
Ekkor minden az értékkészletben mérheté E halmazra

g H(E)=(g (E)NA) U (g7 (BE)NA°)=(f"(E)NA) U (g7 (E)NA®).

A jobb oldali els6 halmaz az f fliggvény mérhetGsége miatt mérhets, mig
a masodik halmaz egy nullmértéki halmaz részhalmazaként mérhetd.
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b) Most legyen A € M olyan halmaz melynek pontjaiban f, — f és p(A€) =
= 0. Ekkor f,xa — fxa most mar az X minden pontjiban, ezért fxa
mérhets fliggvények pontonkénti hatarértékeként mérhets. Persze fxya =
= f [u] igy a feltevés szerint f valoban mérhetd.

c) Legyen E C A, ahol A € M melyre i (A) = 0. Defini4lja minden n € N
mellett f,, = xa és f = xg. Ekkor f, — f [u], emiatt a xg fliggvény
mérhets, tehat £ € M. O

A mértéktér teljessége tehat azt a tobbletet fejezi ki, hogy egy null-mértéki
halmazon tetszélegesen megvéltoztatva egy mérhets fliggvényt az mérhets
marad, mig altalaban ez csak a mérhets valtoztatasokra marad igaz. Emiatt
teljes mértéktér esetében a majdnem mindeniitt konvergens monoton konver-
genciatétel és a Fatou-lemma feltétételei k6zé nem kell bevenni a hatarfiigg-
vény mérhetGségét.

Most azt mutatjuk meg, hogy egy nem teljes mértéktér bedgyazhatod egy
teljes mértéktérbe. Ennek eredménye az lesz, hogy amennyiben van egy nem
teljes mértékteriink, melyen két fliggvény majdnem mindeniitt azonos, akkor
— ha ugyan nem is kévetkezik az egyik fliggvény mérhet&ségébdl a masik mér-
hetsége — azért valamilyen gyengébb értelmii implikdciérol mégis beszélhe-
tlink. Konkrétan a Borel-mérhetGség és a Lebesgue-mérhetdség kapcsolatanak
megértéséhez lesz fontos ez az allitas.

2.2.30. allitas (mérték teljessé tétele). Minden (X, M, u) mértéktérhez lé-
tezik egyetlen 6t tartalmazo legsziikebb (X,M,[L) teljes mértéktér, amelyre
MC M, éspu(E)=pn(E) minden E € M esetén. Ezt nevezziik a mértéktér
teljessé tételének.

Bizonyitds. Adott (X, M, 1) mértéktérbdl kiindulva legyen
M={ECX:3A,BEM, ACECBé pu(B~A)=0}. (2.1)

Kénnyen lathato, hogy M C M és M egy o-algebra. Ugyanis, ha A, C
C E, C By, akkor A = U,A,,E =U,FE,,B=U,B, jeloléssel AC ECB
és BN A C U, (B, \ A4,), amibdl kovetkezik a megszamlalhato egyesitésre
valo zartsag. Ha A C E C B, akkor B¢ C E¢ C A° és A~ B =B~ A
mutatja a komplementer zartsagot.

Amennyiben E € M, valamint A, B € M, AC EC B, u(B~A) =0
és van egy masik Ay, By € M, A1 C E C By, pu(B1 \ 41) = 0 elgallitas is,
akkor Ay N AC ENAC BN A, ezért u(A; ~ A) = 0. Hasonléan kapjuk,
hogy p(AN Ay) = 0 is fennall, amibsl az A = (ANA;) U (AN Ay) és
Ap = (A1 NA)U (A; \ A) egyenlGségek miatt

p(A) =p(ANA) =p(ArNA) = p(A)
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is teljesiil. Azt kaptuk tehat, hogy E € M esetén egy olyan A € M halmazra,
melyhez létezik Be M(ACECB,u(B~A)=0a

definicio jol definialja a fi halmazfiiggvényt az M o-algebran.

Lathato, hogy fi egy o-additiv kiterjesztése p-nek M-r6l M-ra, hiszen,
ha az E,, diszjunkt halmazokra A, C E, C B,, akkor az A, halmazok is
paronként diszjunktak, igy

A(E)=p(Undn) =Y p(An) =Y i(EB,).

Vilagos, hogy ha F C FE és i(E) = 0, akkor létezik A, B € M, amelyekre
A C E C B valamint u(B~ A) =0, és u(A) = 0. Igy B = AU (B~ A) miatt
w(B) = 0 is teljesiil, ami azt jelenti, hogy talaltunk @, B € M halmazokat,
amelyekre @ C F C B és u(B \ @) = 0, azaz F' € M. Ez éppen azt jelenti,
hogy a definialt g mérték teljes.

Tegyiik most fel, hogy van egy (X, N, v) teljes mértéktér is, amely szintén
kiterjesztése az (X, M, p1) mértéktérnek. Ha E € M, akkor E = AU (E ~\ A)
elsallitasban A € M C N és E~ A C B~ A miatt az E \ A halmaz rész-
halmaza a v-null mértékd B \ A halmaznak, amib6l az (X, N, v) teljessége
miatt £~ A € N is kovetkezik. Igy tehat M C N, ami azt jelenti, hogy valo-
ban a fent konstrualt (X, M, 1) a legsziikebb teljes kiterjesztése az (X, M, )
mértéktérnek. O

A fenti tételben nagyon fontos a teljessé tett mértéktér konstrukcidja is.
Emiatt rogzitjiik a konstrukcié egy variansat.

2.2.31. allitas (teljessé tett o-algebra). Legyen (X, M,pn) mértéktér és
(X,M,,E,) annak teljessé tétele. Az E C X halmazra E € M pontosan
akkor teljestil, ha minden € > 0-hoz létezik A,B € M, A C E C B, melyre
w(BNA)<e.

Bizonyitds. Lattuk a teljessé tett o-algebra definidlasa soran , hogy ha
E € M, akkor még (B~ A) =0, AC EC B, A, B € M is talalhato.
Valasszunk minden n € N mellett A,, B, € M halmazokat, melyekre
A, CEC B, és n(B, ~A,) < 2. Legyen A = U2, A4, és B =N, B,.
Persze ACEC B, A,Be M, é B\ AC B, A, minden n € N mellett.
Ebb6l (BN A) < p(Bp N A,) < + miatt csak p (B~ A) = 0 lehetséges,
tehat £ € M valoban teljesiil. O

2.2.32. allitas (mérhetGség a teljessé tett o-algebrara). Legyen (X, M, p)
meértéktér és (X,/\/Lﬁ) annak teljessé tétele.
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1. Az f : X — R, nem negativ fiigguény pontosan akkor mérhetd az M
o-algebrdra nézve, ha létezik hy,hy : X — Ry nem negativ M-mérhetd
fiigguény, amelyekre fenndll a hy < f < ho egyenldtlienség és hy =
= ha [p].

2.4z f: X - R fiiggvény pontosan akkor mérhetd az M o-algebrdra
nézve, ha létezik h : X — R az M o-algebrdra nézve mérhetd fligguény,

hogy f = h [p].

Bizonyitds. El6szor a nem negativ fiiggvényekre vonatkozé allitast, majd az
altalanos esetet indokoljuk. -
1) A mérhets fiiggvények alaptétele szerint (1.3.18) a nem negativ, M-ra

nézve mérhetd fiiggvény
o0
f = Z AnXE,
n=1

alakii, ahol co > oy, > 0 és E, € M. A teljesség konstrukcioja szerint
(I (2.1)) léteznek A, C E, C B,, A,,B, € M halmazok, melyekre
i (Bn \ Ap) = 0. Jelolje

[eS) [e%S)
hl = Z An XA, h2 = Z anXB, -
n=1 n=1

Vilagos, hogy hi,ho az M o-algebrara mérhets fiiggvények hatarértéke-
ként maga is M-mérhetd, és x4, < xg, < xB, miatt Ay < f < hg. Na
most, ha egy © € X pontra ho(z) > hi(z), akkor legalabb egy n € N
mellett 1 = xp, (x) > xa, (x) =0, ami azt jelenti, hogy « € B, \ A, Ez
azt jelenti, hogy

X (h1 # ha) € | Bn ~ A,
n=1

amibdl persze p (X (hy # ha)) <Y oo w(Bn ~\ A;,) = 0 kdvetkezik.

Megforditva tegyiik fel, hogy adottak a hy, hy fiiggvények, amelyek mérhe-
t6k az M-re nézve, hy < f < hg és hy = hy [u]. Létezik tehat A € M halmaz,
hogy minden z € A mellett hy (z) = f (z) és u(A°) = 0. Az M C M miatt

hy M-mérhet6 is, és f = hy [f1]. Az (X,./\;l,ﬂ) mértéktér teljessége szerint f

valoban M-mérhets (2.2.29).

2) Most legyen f egy M-mérhets fiiggvény. Ez el6all a pozitiv része és a
negativ része f = f+— f~ kiilonbségeként , ahol f*,f~: X - R,
nem negativ M-mérhet6 fiiggvények. Alkalmazzuk a mar igazolt allitast.
Létezik hy : X — R, nem negativ M-mérhets fiiggvény, melyre hy (z) <
< f*(z) minden z € X mellett, de f* = hy [u]. Ugyanigy, van olyan
g1 : X — R, nem negativ M-mérhets fiiggvény, melyre g1 (z) < f~
—(z) minden z € X-re, de [~ = ¢1 [u]. Az fT (z) — f~ (z) kiilonbség
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minden z mellett értelmes, emiatt a hy (x) —g1 (x) is értelmes a tér minden

pontjaban. Vilagos, hogy hy — g1 egy M-mérhets fiiggvény, amelyre f =

=hi — g1 [u]. _

Megforditva, ha f = h [u], ahol h : X — R M-meérhet6 fiiggvény, akkor h
M-mérhets is és f = h []. Igy az (X M, ﬂ) mértéktér teljessége szerint f

M-mérheté ([2.2.29). O

A kovetkez§ allitasban nem engedjiik meg, hogy a szerepl$ fiiggvények
a +o0o vagy a —oo értékeket is felvegyék. Az el6zg allitasnal kénnyebben
ellenérizhets, de csak elegendd feltételt kapunk a teljessé tett o-algebréara
vonatkoz6 mérhetGségre.

2.2.33. allitas (elegends fetétel a teljessé tett mérhetSségre). Jelolje az
(X, M, 1) mértéktér teljessé tételét (X,M,ﬂ), és legyen f : X — R egy
fiigguény. Teqyiik fel, hogy minden € > 0 szdmhoz létezik hi,hy : X — R az
M o-algebrdra nézve mérhetd fiigguény, amelyre

h1§f§h2 és /hg—hld,u<€.
X

Ekkor f mérhetd a teljessé tett M o-algebrdra nézve.

Bizonyitds. Valasszunk minden n € N természetes szamhoz olyan ¢, < f <
< vy, fiiggvényeket, melyekre ¢y, 1), M-mérhetdk és [ ¥, — @pdp < *.
Legyen
hy = limsup ¢,, ho = liminf,.
n— 00 n—00

Vilagos, hogy hq, ho valés értéki, M-mérhets fliggvények, hy < f < ho, és

0 < hg — hy = liminf ¢, + liminf (—¢,) < liminf (¢, — v,) .
n—oo

n—oo n—oo

No de a Fatou-lemma szerint (2.2.11))

/ liminf (¢, — ¢p) dp < liminf/ Up — @ndp =0
X X

n— oo n—oo

Ebbél kovetkezik, hogy 0 < hy — hy < liminf, o (¢¥n, — ¢n) = 0 [u] . Ezért
hy = hy [p]. Osszevetve ezt hy < f < hs egyenlStlenségekkel, azt kapjuk,
hogy f = hy [p], ergo f valoban mérhets M-re nézve (2.2.32]). O

2.2.34.

Vegyiik észre, hogy valamely T tulajdonsagra p-majdnem mindeniitt és a
p-majdnem mindeniitt teljesiilés azonos fogalmak. Ha ugyanis T (z) igaz p-
majdnem minden pontban, akkor létezik A € M, p(A) = 0, melyre

{z € X : T (z) nem igaz} C A.
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Mivel (X, M, fi) kiterjesztése az (X, M, i) mértéktérnek, ezért A € M és
i (A) = 0 is teljestil, tehat T (x) igaz f-majdnem minden z € X mellett is.

A forditott iranyu kovetkeztetés azon az észrevételen mulik, hogy amennyi-
ben E € M, i (E) = 0, akkor a teljessé tétel konstrukcioja (1.(2.1))) szerint
létezik £ C B, B € M, u(B) = 0 halmaz. Igy ha 7 majdnem minden
pontban teljesiil T', azaz

{r € X : T (z) nem igaz} C E,
valamely E € M, ji(E) = 0 halmazra, akkor létezik B € M, u(B) = 0

halmaz is, melyre
{r € X : T (x) nem igaz} C B,

azaz T (z) igaz py-majdnem minden x € X pontban.

2.3. Mérheté fiiggvény integralja

Az integral bevezetésének utols6 lépéseként elGjelmegkités nélkiili mérhets
fliggvények integraljat vezetjiik be.

Az (X, M, ) mértéktéren legyen f : X — R mérhets fiiggvény. Vilagos,
hogy f elgall

f=fr=f

alakban, ahol ft az f pozitiv része és f~ az f negativ része. Azt is tudjuk
7 hogy fT és f~ nem negativ mérhetd fiiggvények, amelyekre |f| =
=fr+ 1
2.3.1. definicié (integral, integralhato fiiggvény). Legyen (X, M,u) egy
meértéktér. Az f: X — R mérhets fiiggvény absztrakt integrdljan az

/deu=/Xf+du—/Xf_du

kiterjesztett valos szamot értjiik feltéve, hogy a fenti Gsszeg értelmes, azaz
jobb oldali két integral koziil legaldbb az egyik véges. Azt mondjuk, hogy
az [ : X — R mérhets fliggvény integrdlhats az (X, M, ) mértéktéren, ha
Jx fTdpés [ f~ dp integralok mindegyike véges valos szam.

Figyeljiink a terminologiara! Ha egy fiiggvény integralhato, az azt jelenti,
hogy az integrélja véges. Ez 6sszhangban van a korabbi széhasznélattal és
jeloléssel, hiszen eléfordulhat, hogy egy fliggvény integralja +oo. Lehet egy
f figgvényre [ + [ du értelmes anélkiil, hogy a fiiggvényt integralhatonak ne-
veznénk. A tovabbiakban az [ « [ du kifejezésen azt értjiik, hogy a pozitiv rész
és a negativ rész integréaljainak egyike véges és e két R -beli szam kiilonbsége
az integral értéke. Egyéb esetben a fenti integral nem is definialt.

Erdemes szem el6tt tartanunk a kovetkezd észrevételt.
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2.3.2.
Az f: X — R mérhet6 fiiggvény p mérték szerinti absztrakt integralja pon-
tosan akkor definialt, ha létezik h : X — R, nem negativ mérheté fiiggvény,
amelyre | yhdu < oo, ésaz f > —h vagy az f < h egyenlGtlenségek egyike
teljesiil. A fiiggvény pontosan akkor integralhatd, ha mindkét iménti egyen-
16tlenség teljesiil.

A mérhet6 részhalmazon vett integralt ugyantugy definialjuk, mint azt nem
negativ mérhet§ fliggvények esetén tettiik.

2.3.3. definicié. Legyen f : X — R egy mérhetd fiiggvény és E € M egy
mérhetd halmaz. Az f fliggvény E halmazon vett p mérték szerinti integraljat

az
Lfdu:/XfxEdu

egyenlGség definidlja, feltéve, hogy jobb oldali integral értelmes.

Vilagos, hogy ha az [ « [ du értelmes, akkor minden E € M mérhets
halmaz felett | g [ du is értelmes. Hasonlban, ha az egész halmaz felett egy
fliggvény integralhato, akkor ez minden mérhet§ részhalmaza felett is igaz
marad.

A rendezéssel kapcsolatban kényelmes tulajdonségai vannak a most beve-
zetett integralfogalomnak.

2.3.4. allitas (az integrdl monoton és homogén). Legyenck f,g : X — R
olyan mérhetd fliggvények, amelyek integrdlja értelmes.

1. Ha f < g [u], akkor
| rdu< [ gdn.
b's X

2. Minden o € R mellett az af integrdlja is értelmes, tovdbbd

a/deu:/Xafdu.

3. Az integrdlok hdromszog-egyenlétlensége:

‘/deu‘S/XIfl ap.

Bizonyitds. Az allitas kimondésanak sorrendjében és jeloléseivel:
1. Ha f < g [u], akkor f* < g% [u] és g~ < f~ [u]. Ebb6l a nem negativ
fliggvények integraljanak monotonitasa (2.2.20)) szerint

[ ran= [ srdu= [ aes [ gt [ g du= [ gn
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2. A 0-(£00) = 0 konvenciénk szerint az o = 0 esetben az &llitas nyilvanvalo.

Ha o > 0, akkor (af)+ =aft és (af)” =af . Igy az f és az af pozitiv
részeinek integréaljai egyszerre valosak a nem negativ fliggvények integralja-
nak homogenitéasa szerint . Ugyanigy a negativ részek integréljaira is,
emiatt af integralja valoban értelmes és

/Xafdu:/Xaf"’d,u—/xozf_d,u:a/){f+du—a/)(f_d/;:a/de,u.

Ha o < 0, akkor (af)" = —af~ valamint (af)” = —af*. Igy af integralja
értelmes és

/Xafdu:/x—af*du—/x—aﬁdu:
:—a</deu—/Xf+d,u>:a/deu.

3. A haromszog-egyenlGtlenség:

foul-lfa o]

g/Xf+du+/xf*dﬂ:/Xf++f*du:/xlf\ dp

a nem negativ fliggvényekre igazolt tagonkénti integralhatosag (2.2.9)) sze-
rint. O

2.3.5. allitas (integral invarians a null-mértékd halmazon tortént valtozta-
tasra). Legyen f,g : X — R két mérhetd figgvény, amelyekre f = g|[u].

FEkkor
/ fdp= / gdu,
X X

abban az értelemben, hogy ha az egyik integrdl értelmes, akkor a mdsik is az,
és az értékek megegyeznek. Ebbdl kévetkezden a két fligguény integrdlhatdsdga
is ekvivalens.

Bizonyitds. Az f és g mérhetSsége miatt f+ és gt is mérhets, ezért
X (fT#gT) € M is mérhets. Vilagos, hogy X (f* #g7) C X (f #g).
Mivel null-mértékd halmaz mérhetd részhalmaza null-mértékd, ezért f+ =
= g* [u]. Analég modon kapjuk, hogy f~ = g~ [u]. Mivel nem negativ fiigg-
vények korében az integral érzéketlen a null-mértékd halmazon valé6 megval-
toztatésra , ezért a két pozitiv résznek és a két negativ résznek azonos
az integréalja. O
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2.3.6. allitas (integral-mérték szerinti integral). Legyen (X, M, ) mértéktér
és g : X — Ry nem negativ mérhetd fiigguény. Jeldlje ¢ a g generdlta integrdl-
mértéket, azaz dp = gdu, tehdt minden E € M mérhetd halmazra.

W(E)Z/Egdu-

Az f + X — R mérhetd fiigguény o mérték szerinti integrdlja akkor és csak
akkor értelmes, ha az fg figguény u szerinti integrdlja az. Ebben az esetben

/dewz/xfgdu-

Bizonyitds. Mivel g > 0, ezért (fg)" = ftg és (fg)~ = f~g. Lattuk mar az
allitdst abban a specidlis esetben, mikor az f integrandus egy nem negativ

mérhetd fliggvény (2.2.13). Ezért

/X f*dp = /X frodu= /X (o)t du.

Ugyanigy a negativ részre is

/Xf‘dcp=/xf‘gdu=/x(fg)f dp.

A bal oldali szamok tehat pontosan akkor végesek, ha a jobb oldaliak is azok,
ami éppen a kivant ekvivalenciat igazolja. Az integral definiciéja szerint ekkor

| rao= [ rrao= [ o= [ ot du= [ (79" au= [ soan
O

2.3.1. Integralhato fiiggvények

A szakaszban az integralhato fliggvények néhany késébb fontossa valo tu-
lajdonsaga mellett elsGsorban a strukturalis alaptulajdonsagokat vizsgaljuk.
Ezek els6sorban a vektortér miiveletekkel kapcsolatosak, azon beliil is legin-
kabb az Gsszeadas miivelettel. A nehézséget az jelenti, hogy két integralhatod
fliggvénynek még az Osszege sincs fliggvényként definidlva. Végiil latni fog-
juk, hogy az Osszeadés miiveletet a majdnem mindeniitt valdé egyenléséggel
vegyitve hatékony modszert kapunk arra, hogy az integralhato fiiggvényeket
mint egy Banach-tér elemeit is tekinthessiik.

Ez nem elsGsorban a kovetkezs szakasz konvergenciatételei miatt fontos,
hanem a késébbi Radon—Nikodym-kor vizsgalatanal latjuk, hogy milyen szé-
pen illeszkedik ide és miikodik ez a strukturalis szemlélet.
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Az integral eddigi felépitését a hatékony konvergenciatételek motivaltak.
A nem negativ mérhetd fiiggvények integraljanak bevezetésekor is arra to-
rekedtiink, hogy a megfelel6 konvergenciatételek, a Beppo Levi-tétel és a
Fatou-lemma, minél hamarabb rendelkezésre alljanak. Az Osszeadés miivelet-
tel valé kapcsolatot is éppen a konvergenciatételbdl szarmaztattuk. Ebbdl a
szempontbol ez az alfejezet kitérs és megszakitja a felépités eddigi egyenes
vonalat. Az ok a fenti strukturalis fogalom alkotas fontossdganak hangsilyo-
zésa. Ha az olvasd ragaszkodik a targyalas eddigi sorrendjéhez, akkor ezen
a ponton szabadsaga van abban, hogy mindent kihagyva a lapra, a
szakaszra ugorjon. Ennek oka, hogy az 0sszeadés miivelettel valé kompatibi-
litas, azaz a tagonkénti integralhatosag, fiiggetlen az elGjelmegkotés nélkili
mérhet§ fliggvények monoton konvergenciatételétsl, a Fatou-lemmatol, és az
1j konvergenciatételtsl, amit majd Lebesgue-tételnek, vagy dominalt konver-
genciatételnek mondunk. Ezeknek a tételeknek egyszertien nincs kapcsolata
az integralhato fiiggvények Osszeadés miiveletével. A fliggvénysorozatok kon-
vergenciatételeinek gyors eléréséhez folytassuk a targyalast a [2.4] szakasszal
minden addigit kihagyva, majd annak megértése utdn térjiink a jelen sza-
kaszhoz vissza.

Azok szdmara, akik nem térnek el a targyalas menetétsl, a fejezetet zaro
szakasz a konvergenciatételek Gsszefoglalasat adja.

2.3.7. allitas. Egy f : X — R mérhetd figguény pontosan akkor integrdlhatd,

ha
/ | fldp < oo.
X

Bizonyitds. Az |f|: X — Ry nem negativ mérhets fiiggvényre

Jourtdn= [ rrans [ g

a tagonkénti integralhatosag szerint (2.2.9). Vilagos, hogy két nem negativ
val6s szam Osszege pontosan akkor véges, ha mindkét szdm véges. O

2.3.8.

A kovetkezg allitas el6tt érdemes megjegyezni, hogy ha f egy integralha-
to fiiggvény, akkor |f|, vagy ami ezzel ekvivalens f is majdnem mindeniitt
véges . Igy ha f és g két integralhato fiiggvény, akkor f(x) + g(z)
null-mértéktd halmaztol eltekintve véges szam, hiszen két null-mértéki hal-
maz egyesitése null-mértékid marad. Az f + g Osszeg-fiiggvény, tehat majd-
nem minden pontban értelmesen definialt. Tudjuk azt is, hogy szoban forgo
null-mértékd halmazon elképzelhets, hogy f(z) + g(z) értelmetlen, de itt
akarmilyen konstansnak is definidljuk az Gsszeget, az f 4+ g mar az egész X
alaphalmazon értelmezett mérhetd fliggvény lesz. Felvethets kérdés tehat az
Osszeg integralhatoséaga.
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2.3.9. allitas (integral additiv és homogén). Ha f és g integrdlhato, akkor
f + g is integrdlhatd, valamint

/Xf+gdu=/xfdu+/xgdu-

Amennyiben o € R wvalds, akkor f integrdlhatdsdagdabdl af integrdlhatdsdga is

kovetkezik, és
/ ozfd,u:a/ fdu.
X X

Bizonyitds. El6szor is, ha f és g integralhato, akkor f+¢ majdnem mindentitt
véges, igy majdnem mindeniitt értelmes mérhets fliggvény. A haromszog-
egyenl6tlenség és a nem negativ fiiggvények integraljanak additivitasa
és monotonitasa szerint

/|f+g|duS/ |f|+|9\du=/ \fldu+/ 19l dp < oo
X X X X

Igy az f + g fiiggvény integralhatosaga valoban kovetkezik az f és a g fiigg-
vények integralhatosagabol.

Legyen most h = f + ¢g. Azon a halmazon, ahol f és g is véges az alab-
bi egyenlGségben csak valés szdmok szerepelnek, ezért a kijelolt miiveletek
értelmesek. No de a szoban forg6 halmaz komplementere null-mértéki, tehat

ho—h™=f"—f"+g"—g [ul,
vagy ami ezzel ekvivalens
W+ fm+g =g +h™ + [Tl

Két majdnem mindeniitt egyenld nem negativ fliggvény integralja azonos
(2.2.20), és a nem negativ fiiggvény integraljanak additivitasa szerint ([2.2.9)

/h*d,u—&—/ffdu—l-/g*du:/g*d,uﬁ—/h*du+/f+du.
p's b's X b's b's X

A fenti sorban f, g és h integralhatosaga miatt minden integral véges, ezért
visszarendezve azt kapjuk, hogy

/hduz/thdu—/h*d,u:
X X X
=/f+du—/f’du+/g+du—/g’du=
X X X X
:/ fdu—i—/gd,u.
X X

A homogenitési tulajdonsagot méar lattuk (2.3.4)). O
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Az viladgos, hogy ha egy ¢ integralhato fiiggvény feliilrél korlatos, akkor
az ﬁ f g 9dp alakt integralkozepek a valos egyenes korlatos részhalmazét
alkotjak, méghozza a g korlatjaval. A kovetkez6 allitas szerint ennek a meg-
forditasa is igaz, tehat az Osszes értelmes integralkozép felsd korlatja — ha van
ilyen —, a fliggvénynek is fels§ korlatja majdnem mindeniitt értelemben.

2.3.10. allitas (integralkdzepek). Legyen az (X, M, p) mértéktéren g: X —R
olyan integrdlhato figgvény, amelyre minden E € M, 0 < p(E) < oo mér-
hetd halmaz esetén

1
/gdu
E

p(E)
FEkkor |g| < a [u] is fenndll, azaz p (X (|g| > «)) = 0.

< a wvalamely o > 0 valds szdm mellett.

Bizonyitds. Az r € Q,|r| > « raciondlis szamhoz valasszunk olyan e, > 0
szamot, amelyre |r| — 2e, > « teljesiil. Jelolje B, = X (r —e, < g <r+¢,).
Vilagos, hogy g mérhet&sége szerint F, € M. Megmutatjuk, hogy u (E,) = 0.
Mivel E,. C X (|g| > «), igy g integralhatosaga és a > 0 szerint

p(Er) < p (X (lgl > a)) < oo

Ha 1 (E,) > 0 lenne, akkor az E, halmazon szamolt integralkozép abszolat
értéke legfeljebb o lehetne, ezért

e <[ [ o= = ey (o=, )] =

< L / | | du < e
> 0 g—Tlol > Er,
w(Er) JE, '

ami ellentmondés, igy minden ilyen r mellett p (E,) = 0. Persze

RN [-a,a] C U (r—err+e),
reQ,lr|>a

ezért X (9> a) = X (Jg| =oc0) U (Ure@ r[>a Er> , ami megszamlalhatoan
sok null-mértékd halmaz egyesitéseként maga is null-mértékq. O
Egyszert kovetkezménye az allitdsnak, hogy az integralhato fiiggvényeket

az Osszes véges mértékd halmazokon szdmolt integraljaik mar egyértelmtien
meghatarozzak.

2.3.11. allitas. Legyen f,g: X — R két integrdlhatd fiigguény az (X, M, 1)
mértéktéren, amelyekre minden E € M, p(E) < co véges mértékd halmazra

/Efdu=/Egdu~

Ekkor f = g [u].
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Bizonyitds. Legyen h = f — g integralhato fiiggvény. Vilagos, hogy minden
meérhets, véges mértéki halmazon szamolt integralkozépre

1
m/Ehdu:Q

Ez azt jelenti (2.3.10f), hogy minden n € N mellett M(X (|h| > %)) =0,
amibdl, figyelembe véve, hogy X (f #¢g) C US2 ;X (|h| > %) kapjuk, hogy
(X (f#g))=0. O

Az integralhato fliggvények mint normalt tér

Sokszor nagyon kényelmes az, ha nem tesziink kiilonbséget két integralhato
fliggvény kozt feltéve, hogy azok csak null-mértéki halmazban kiillénboznek.
Ha péld4aul olyan tulajdonsagokat néziink, ami a fiiggvények integraljaval kap-
csolatos, akkor ez valoban érthets, hiszen egy null-mértékd halmazon torténé
valtozéas az integralokat nem érinti . Eddig is zavard lehetett példaul,
hogy mikor sziikségiink van két integralhato fiiggvény Gsszegére, akkor mindig
ugyanazon faraszt6 koroket kell meggondolni arrél, hogy elképzelhets ugyan,
hogy a két fliggvény Gsszege bizonyos pontokban nem értelmezett, de ez csak
null-mértékd halmaz pontjaiban lehetséges, majd itt valahogyan atdefinialva
az Osszeget, olyan fiiggvényt kapok, amely mérhetd, integralhato, raadasul az
integral értéke fiiggetlen az atdefinialastol.

Megoldasként mondhatnank, hogy ne engedjiink meg, csak valos fiiggvé-
nyeket. Ez a fenti példat meg is oldja, de attol még igaz, hogy nullmértéki
halmazra az integral érzéketlen marad. Nagyon kényelmes lenne példaul az is,
ha egy f nem negativ mérheté fiiggvényre [ + [ du = 0 kizardlag a konstans
zérus f fliggvényre teljesiilne. Ez biztosan nem igaz, amennyiben ragaszko-
dunk a klasszikus fiiggvényfogalomhoz, mely szerint egy fiiggvényt az értékei
hataroznak meg, tehat ha két fliggvény akar csak egyetlen pontban is kiilon-
bozik, akkor mint fliggvények kiilonb6z6 objektumok.

Cséabitéd viszont, hogy a tobbi normalt tér axiéma milyen kénnyedén tel-
jesill az integralhato fliggvényekre az alabbi norméaval. Ha mégis valahogy
normalt teret tudnank igy faragni, akkor az integralhat6 fiiggvények vektor-
terén bevezethetnénk az

191 = [ 191 du
X

leképezést mint normét, amely Gj megvilagitasba helyezné az integralhato
fliggvényeket. Példaul a normakonvergencia ebben a térben implikidlna az
integralok konvergenciajat az

‘/de“‘/xf”d“’S/X|f—fnl dp=|f — fal =0
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egyenl6tlenség szerint. Egy normalt térben, ha az teljes, a Cauchy-tulajdonsa-
got kénnyebb ellenérizni, mint a konvergenciat, hiszen a Cauchy-tulajdonséag-
hoz magéra a hatarértékre nincs is sziikségiink. Ilyen médon esélyt lathatunk
arra, hogy az integralhato fiiggvényeket mint megfelel normalt tér elemeket
tekintve 1j konvergenciaeredményekhez jussunk. Ez a {6 motivacidja az Ly
vektortér alabbi bevezetésének. Egyszertien arrél van szo, hogy ugy érezziik,
a vilag egyszeriibb lenne, ha a nullmértékid halmazokat nem kéne figyelembe
venni.

A kovetkezo definicio el6tt emlékezziink vissza a vektortér faktorterének fo-
galmara. Ha adott egy V' vektortér és annak egy N altere, akkor bevezettiink
egy relaciot V' vektorai kozt. A (vy,v2) par relacioban van, ha vy —va € N
teljestil. Lathato, hogy ez ekvivalenciarelacid, az ekvivalenciaosztalyok hal-
maza a V/N faktortér alaphalmaza. Ertelmeztiik a vektortér miiveleteket az
ekvivalenciaosztalyok kozt. Ha vy az egyik ekvivalenciaosztaly egy eleme és
v9 a mésiké, akkor a két ekvivalenciaosztaly 6sszege az az ekvivalenciaosztély,
amely a v; +v9 elemet tartalmazza. A skalarral valo szorzas definiciéja is ezzel
analog. Ellendriztiik, hogy ilyen médon a bevezetett miiveletek jol definialtak
— tehat fliggetlenek az ekvivalenciaosztaly egy-egy elemének megvalasztésatol
—, és V/N a bevezetett miiveletekkel valoban teljesiti a vektortér axiomakat.

Legyen v € V egy rogzitett vektor. Lathato, hogy a v-t tartalmazé ekviva-
lenciaosztaly a v+ N = {v + u : u € N} komplexus dsszeg. Ha a bevezetjiik a
[v] = v+ N jelolést, akkor a faktortér elemei V/N = {[v] : v € V'} alakuak, és
a V/N vektortér miiveletei: [v1]+ [v2] = [v1 + vg], valamint « [v] = [aw], ahol
a bal oldalon a definidland6 miiveletek vannak, és a jobb oldalon az eredeti
V' vektortér miveletei szerepelnek.

2.3.12. definicié (L; (X, M, 11)). Legyen (X, M, u) mértéktér. Tekintsiik a
valos értéki, integralhato fliggvények vektorterét

L1 (X, M, p) = {f : X —» R| f mérhets, / If] dp < —|—oo}.
X
Legyen
Lo(X, M, p1) = {f : X = RIf merhets, f = 0[]}

Lathato, hogy L altere L£1-nek. Jeldlje Ly az L1 térnek ezen L altere szerinti
faktorterét, azaz

Ly (X, M, p) =Ly (X, M, p) /L° (X, M, ).

Az L, vektortér elemeit nevezziik integralhato fliggvényosztalynak, vagy egy-
szertibben integralhaté fiiggvényeknek.
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Az Ly vektortér elemei tehat nem fiiggvények, hanem ekvivalenciaosztéa-
lyok! Az f € L, fiiggvényt tartalmazo ekvivalenciaosztaly az

fl=f+Lo=
={f+h|h: X = R, mérhet6 h =0][u]} =

{f+h|h€£1,/ |h|du0}
X

komplexus Osszeg, azaz fiiggvényeknek halmaza. Az L, vektortéren a faktor-
térbeli Gsszeadas és szorzas a miveletek. Tehat [f], [g] € Ly mellett [f]+[g] =
=[f +g] és a € R esetén a[f] = [af]. Tudjuk, hogy mint minden faktortér,
ez is teljesiti a vektortér axiémakat.

2.3.13.

Legyen [f] € Ly és g € [f]. Ez azt jelenti, hogy f,g € L1 két olyan integ-
ralhato fiiggvény, amelyre f = g [u]. Tudjuk, hogy ekkor [y fdu = [y gdp.
Ez azt jelenti, hogy az f fiiggvényt tartalmazé ekvivalenciaosztalyban vala-
mennyi fliggvénynek azonos az integralja. Bevezethetjiik tehat egy ekvivalen-
ciaosztaly integraljanak a fogalméat tgy, hogy annak egy tetszdleges elemét
integraljuk, hiszen a fogalom valoban nem a reprezentanst, hanem az ekviva-
lenciaosztalyt jellemzi. Formalisabban, [f] € L; mellett definialja

J = [ s

Most bevezetiink egy normét is az L; vektortéren.

2.3.14. definici6 (norma Li-en). Tetszdleges [f] € L1 (X, M, pu) mellett
jelélje

(G /X .

Ha a szovegkornyezetben vilagos, hogy melyik mértéktérrsl van szo, akkor a
bevezetett normét || - ||, vagy még egyszertibben || - ||; jeloli.

2.3.15. allitas. Az (Ly (X, M, p), | - |lz,) tér normdlt tér.

Bizonyitds. A normaaxiomékat ellendrizziik:

1. Ha [f] € Ly (X, M, p), akkor ||[f]||z, = 0 pontosan akkor, ha [, |f|du =
= 0, ami pontosan akkor all fenn, ha f = 0[u]. No de az L; tér mint
vektortér zérus eleme éppen a konstans nulla fliggvény reprezentélta ekvi-
valenciaosztaly, tehéat ||[f]]|z, = O éppen akkor all fenn, ha f € £y az L
zérus elemét reprezentélja, azaz [f] = [0].

2. Tetszoleges o € R mellett ||a[f]|lL, = || |[f]llz, nyilvanvalo, az integral
homogenitasa miatt.
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3. Hasonloan: |[[f] + [g]ll, = Ilf +glllz, = [ |f +gldu < [ [fI+ |gldp =

= [x fldu+ [x |glduw = [l[flllz, + llg]llz, egyenlStlenség minden [£],[g] €
€ Ly mellett fennall az integral additivitasa szerint. O

Most egy részbenrendezést is bevezetiink az L; vektortéren.
2.3.16.
Legyen f, g, f1,91 € L, fliggvények. Tegyiik fel, hogy f > g[u], fi = f[u] és
g = g1 [u]. Ekkor harom nullmértéki halmaz egyesitésének mint nullmértéki
halmaznak a komplementerén f; > g¢1. Ez azt jelenti, hogy ha f > g[y]
fennall valamely f, g € £; integralhato fliggvényre, akkor tetszdleges fi € [f]
és g1 € [g] mellett f1 > g1 [p] is fennall.

Eppen azt gondoltuk meg, hogy definialhatjuk L; ekvivalenciaosztalyai
kozti részbenrendezést a reprezentansok segitségével.

2.3.17. definicié (> relacio Li-en). Tekintsiik az Ly (X, M, u) vektorteret.
Legyenek [f], [g] € L1 tetszsleges elemek. Definidljuk a > relaciot L; elemei
kozt. Azt mondjuk, hogy

(] > [g],

ha f > g[u] teljesiil. Vilagos, hogy a bevezetett > relacio részbenrendezés,
azaz reflexiv, tranzitiv, és antiszimmetrikus. A > relacié a vektortér miive-
letekkel is kompatibilis. Ez azt jelenti, hogy [h] € L; elemre [f] > [g] esetén
[f] + [h] = [g] + [h] és ha a > 0 valos szam és [f] > [0], akkor a[f] > [0] is

érvényben marad.

2.3.18. allitas (integral pozitiv, linearis funkcional Li-en). Az Ly (X, M, p)
vektortéren az integrdlds pozitiv linedris funkciondl, azaz [f],[g] € L1 és
a, B € R mellett

[ tet gl du=a [ (f1dn+5 [ lalan

tovdbba

[f] > [0] esetén / [f]dp > 0.
X
Bizonyitds. Mivel az integralt a reprezentanssal definialtuk, igy a linearitas
az L1-beli fiiggvényekre mar igazolt 4llitasbol nyilvanvalo. Ha [f] > [0], akkor
J > 0[u], emiatt f~ = 0[u]. Ebbol persze [, [f]du= [y fTdu>0. O

2.3.19.

Tetszoleges [f],[g] € L1 mellett, ha [f] > [g], akkor [f —g] > [0], igy a
pozitivitas és linearitas szerint [y [f] du — [y [9] dp = [ [f] — [9] dp =
= fX [f —g] du > 0, ami azt jelenti, hogy az integral monoton.
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Mivel egyetlen valos szamnél sem kisebb az abszolut értéke, ezért [f]
< |[f]] és [ f] < |[f]l- A monotonitast kihasznélva kapjuk, hogy [ [f] du
< S lUf)l it & — [ [f) dp < [y [f)] dys. Ea ast jelenti, hogy az

[ ] < [ 10w

egyenlStlenség minden [f] € Ly mellett fennall.

<
<

Sikeriilt tehat formalizalni azt az igényiinket, hogy null-mértékt halmaz-
ban kiilonbo6z§ fiiggvényeket hogyan tarthatunk azonosnak.

Az ekvivalenciaosztalyokra attérve valoban fennall, hogy [ < If]l dp =0
kizarolag [f] = [0] mellett teljesiilhet. Kisvartatva latni fogjuk, hogy a beve-
zetett (L1 (X, M, 1), || - ||) normalt tér még teljes is, ergo Banach-tér, amivel
célunkat elérjiik.

Az ar, amit a null-mértékii halmazok ignoralasaért fizettiink, jelentss. Ed-
dig fliggvényekrsl beszéltiink, ezutédn, ha L; elemeirsl beszéliink, akkor ek-
vivalenciaosztalyokrol kell beszélniink. Egy fiiggvény pontonként van értel-
mezve, az értelmezési tartoméanyon felvett értékei hatarozzak meg. Amikor
[f] € L ,fliggvényre” hivatkozunk, akkor nem egy konkrét fiiggvényt kell
elképzelniink, hanem egy fiiggvényhalmazt, amelyek egymastol null-mértéki
halmazon kiilénboznek, és ezek koziil csak az egyik f. Mivel mindegyik ilyen-
nek az integralja azonos, ezért [f] halmaz barmelyik elemét vehetjiik az in-
tegral kiszamitasdhoz. Nincs viszont arrol sz6, hogy minden kérdésben azono-
sak lennének [f] elemei. Példaul mennyi az értéke [f] (2)-nek? A kérdés nem
értelmes, igy nem lehet megvalaszolni sem. Amennyiben ugyanis a g mérté-
kiink olyan, hogy minden egyelemd halmaz mértéke zérus, akkor [f] elemét
tetszolegesen valtoztatva olyan fliggvényt kapunk, amely tovabbra is az [f]
osztalyba tartozik. No de a 2 valés szam nem Kkitlintetett eleme egy R-en
értelmezett mérhetd fiiggvény értelmezési tartomanyanak, és a fenti gondo-
lat az értelmezési tartomany tetszéleges elemére elmondhaté. Igy azt kapjuk,
hogy [f] ekvivalenciaosztalyt a reprezentédnsainak az értelmezési tartomany
egyes pontjaiban felvett értékei nem hatarozzak meg! Hasonldéan: nincs ér-
telme kiértékelni L, egy elemét mint ,fliggvényt” egyetlen pontjaban sem,
mert a fliggvényértékek reprezentansrol reprezentansra valtoznak, emiatt az
Ly tér [f] elemérdl a tobbi érték valtozatlan hagyasa mellett nem hordoznak
informaciot Pl

Most kiszélesitjiik az eddigi szohasznélatunkat és egyszertsitjiik a kiala-
kitott jeloléseket. Ha pusztan a pontossig igénye vezérelné jeloléseinket és
szohasznélatunkat, akkor a konyv hatralévs részében is kovetni kéne az eb-
ben az alfejezetben az L, vektortér egy elemére hasznalt [f] jelolést. Miutan

2 Hasonléan ahhoz, ahogy egy véletlen esemény egyetlen kimenetele sem hordoz 6n-
magéaban semmilyen informéaciot varhato értékével kapcsolatban.
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megértettiik az Ly vektortér strukturajat, a gordiilékenyebb fogalmazas és az
irodalomban szokasos szohasznalathoz vald igazodéas kedvéért visszatériink
a fliggvény sz6 hasznalatdhoz, annak ellenére, hogy tudjuk, nem az eddi-
gi értelemben hasznalt fiiggvényfogalomrol van sz6. Ennyit a fiiggvény szo
hasznalatarol.

Most kiterjesztjiik az Li-beli fiiggvény fogalmat R értékd integralhato
fliggvényekre is. Azért, hogy a fenti faktorizaciot megtehessiik, vektortér-
bél kellett kiindulnunk, emiatt kellett kizarni az olyan fliggvényeket, amelyek
+oo-t mint értéket is felvehetik. Azzal, hogy L£1/Lo elemei vektorteret al-
kotnak, a faktorizacio elérte céljat, most L£1/L ekvivalenciaosztéalyai elemei
kozé visszatehetjilk az f : X — R integralhato fiiggvényeket is. Ha tehat f
egy ilyen fiiggvény, akkor f majdnem mindeniitt véges. Ahol nem véges, ott
legyen mondjuk 0. Az igy megvaltoztatott fliggvény eleme az L1/Lg egyik és
csak egyik ekvivalenciaosztalyanak, tegyiik ebbe az ekvivalenciaosztalyba a
kiindulé f figgvény is. Ez a valtoztatas nincs hatassal az £1/Ly vektortér
voltara, és [f]-re tovabbra is mint az f : X — R integralhaté fiiggvény Aaltal
reprezentalt ekvivalenciaosztalyra hivatkozunk.

2.3.20.

Legyen f : X — R egy integralhato fiiggvény. A tovabbiakban hasznalni
fogjuk az f € L1 — olvasd: Li-beli fliggvény — terminologiat. Ez azt jelenti,
hogy tekintsiik egy olyan valos értéki, minden pontban definialt f: X — R
integralhatoé fliggvényt, amely p-majdnem minden pontban megegyezik f-fel,
és f helyett gondoljunk az f fiiggvény altal reprezentélt [ f ] ekvivalencia-
osztalyra. Jeloljiik tehat a tovabbiakban f-fel ezt az [f] ekvivalenciaosztalyt.
Idénként sziikség van arra, hogy egy konkrét fliggvényrsl mint reprezentansrol
beszéljiink, de azt mindig kiilon hangsilyozzuk. A lényeg, hogy Li-beli fiigg-
vény mindig egy ekvivalenciaosztaly, a fiiggvény sz6 magaban pedig ugyanazt
jelenti, mint eddig.

Az L, vektortér miiveleteit a kovetkezSképpen kell végrehajtani. Tegyiik
fel, hogy f,g € L1 mellett az f+ g Osszegrél van sz6. Ezt magunkban lefordit-
juk a faktorizalt vektortér [f] + [g] Gsszegére. Ezt kell definidlnunk: keresiink
f € [f] és g € [g] fiiggvényeket, amelyek minden pontban végesek. Ponton-
kénti osszeadassal definialjuk az f + g integralhato fiiggvényt. Az eredmény
az ezt tartalmaz6 ekvivalenciaosztaly, tehat [f] + [g] = [f + g|. Hasonléan,
ha egy Li-beli fliggvény a-szorosat, azaz a[f]-et definialjuk, akkor elGszor
f € [f] minden pontban valés értéki fiiggvényt keresiink, végrehajtjuk a
pontonként definialt af szorzatot, majd az of szorzat ekvivalenciaosztalya
definialja a mtveletet o [f] = [a.f].

Csak olyan allitdsoknak van értelme tehéat az f € Ly fiiggvényekre, ame-
lyek nem fiiggnek null-mértékd halmaztol valo megvaltoztatastol, igy Ly egy
ekvivalenciaosztalyanak reprezentansaitol. A tovabbiakban erre mindig iigyel-
niink kell, és minden kimondott allitasnal meg kell gondolnunk ezt.
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2.3.2. A dominalt konvergenciatétel

Talan a legfontosabb konvergenciatétel kovetkezik. A pontonkénti konver-
gencia természetes feltétele mellé, az 4j feltétel, hogy a fiiggvénysorozatnak
létezzék integralhaté majoransa.

2.3.21. tétel (Lebesgue-féle dominalt konvergenciatétel). Legyen (X, M, u)
mértéktér, és f, : X — R,n € N mérhetd fiiggvények, amelyek (fr)nen
sorozata p-majdnem mindentitt pontonként konvergdl az f : X — R mérhe-
t6 figgvényhez. Tegyiik fel, hogy létezik h € Ly (X, M,pu) figgvény, melyre
| fr| < h [u] minden n € N esetén. Ekkor

1. fn éSfEL]_;
2. fn — f az Ly normdban, azaz ||f — fully, — 0;
3. fX fadp — fod,u midén n — oo.

Bizonyitds. Vilagos, hogy |f| < h [u] az Ly-beli h-t reprezentalé akarmelyik
figgvényre. Ezért [ |f|du < [y |hldp < oo miatt f egy integralhato fiigg-
vény, ezért eleme az L egyik ekvivalenciaosztalydnak ergo f € L; valéban
fennall. Ugyanigy kapjuk az f,, € Ly tartalmazast is.

Persze |fn — f| < |ful + |f] < 2R [u], ezért a g, = 2h — |f,, — f| egy nem
negativ tagi majdnem mindeniitt konvergens fiiggvénysorozat, melyre

lim g, = 2h [y].

n—oo

Alkalmazzuk a Fatou-lemma majdnem mindeniitt varidnsat ([2.2.23)):

/Zhd,ugliminf/ gndu:/Zhd,u—&-liminf(/ —|fn = fl d,u)z

:/ 2hdp—lirnsup/ | fr — f] dp.
X n—o00 X

Mivel [  2hdp € R értelmes az egyszertisités, miszerint

limsup/ |frn— fl du=0.
b's

n—oo

Ez nyilvan azt jelenti, hogy ||f — fnl, — 0. Ebbél

’/Xf”d“‘/xfdﬂ\ < [ M= fdu=17= 1y, >0

mar kénnyen koévetkezik. O
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2.3.3. A dominalt konvergenciatétel kozvetlen kovetkez-
ményei

2.3.22. tétel (Lebesgue tétele sorokra). Tegyiik fel, hogy f, : X — R olyan
mérhetd fiigguények sorozata, az (X, M, u) mértéktéren, amelyekre

> [ Ul <
n=1 X

Ekkor a Y7 fn(x) figguénysor p-majdnem mindenditt abszolit konver-
gens. Jeldlje f a pontonkénti dsszegfiggvényt. Ekkor f € Ly (X, M,u) és
a >0 fn fligguénysor Ly-ben is konvergdl f-hez, azaz

1F =" fille, =0
k=1

middn n — oo, ezért

/deuzi/xfndu.

Bizonyitds. Legyen ¢* = Y >° |fn]. A monoton konvergenciatétel sorokra
vonatkozo alakja (2.2.10)) és a tétel feltétele szerint

" dp = / fnl dp < 00,
/. > [ 15l

ami azt jelenti, hogy ¢* € L;, tehat ¢* majdnem mindeniitt véges, ezért a
>0 | fu(z) figgvénysorozat majdnem mindeniitt abszolat konvergens. Tud-
juk, hogy R teljessége szerint, egy abszolat konvergens sor konvergens is,
ezért majdnem minden z € X mellett a Y, f,(z) sor konvergens. Jelslje
f az ezek szerint majdnem minden pontban létezd Gsszegfiiggvényt. Ha s, a
>, [n sor n-edik részletosszege, akkor definicié szerint s, — f [u] ponton-
ként, és |s,| < ¢* [u]. Alkalmazhato tehat Lebesgue tétele (2.3.21)), igy

f €Ly, |sn—flli—0, Z/fkdu:/sndu%/fdu, midén n— oo.
)X X X
O

2.3.23. (L; Banach-tér)

A fenti tételt egyszertibben ugy is fogalmazhatnank, hogy ha Y > | f, fiige-
vénysor Li-ben abszolit konvergens, azaz -, || full1 < o0, akkor majdnem
mindeniitt pontonként abszolut konvergens, és a sor Lj-ben is konvergens.
Ez éppen azt jelenti , hogy az L; normalt tér minden Cauchy-sorozata
konvergens is, azaz Banach-tér.
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2.3.24. allitas (integral-mérték). Legyen f € Ly (X, M, u). Minden E € M
meérhetd halmaz mellett definidlja A : M — R a

A(E>=/Efdu

halmazfiigguényt. Ekkor X egy eldjeles mérték.

Bizonyitds. Legyen E = US°E,, mérhet6 halmazok diszjunkt egyesitése. Vi-
lagos, hogy fxe = > .., fXE,. Mivel nem negativ mérhets fiiggvényre mar

igazoltuk az allitast (2.2.12)), igy
S [ e ldn=Y" [ ifldu= [ Ifldu< [ Ifldu<oc,
n—1 X n—1 E, E X

Alkalmazhato tehat az fyg, fliggvényekre a sorokra vonatkozd Lebesgue-

tétel (2.3.22)
A(E)=/Efdu=/XfxEdu=nz_:l/xf><Endu=nz_:l/Enfdu:WZ:IA(E,L).

O

2.4. Ujra a konvergenciatételek

A fejezet zarasaként néhany gondolat az igazolt konvergenciatételekrsl. A két
legfontosabb tétel a monoton konvergenciatétel (2.2.8)) és a dominalt konver-
genciatétel (2.3.21)), valamint ezek sorokra vonatkozo (2.2.10]¢és[2.3.22)) alakja.
Meggondoltuk korabban, hogy a Fatou-lemma (2.2.11| és [2.2.23)) ekvivalens
a monoton konvergenciatétellel. FeltiinG, hogy a mérték monoton folytonos-
sagi tétele (1.2.8)), amely kulcs szerepet jatszott az integral felépitésében, a
monoton konvergenciatétel specialis esete monoton névekeds karakterisztikus
fliggvények sorozatara. Az is azonnal latszik, hogy a monoton konvergencia-
tétel nem negativ, de fogyo fiiggvények esetére a dominélt konver-
genciatétel azonnali kévetkezményének is tekinthets, és a mérték monoton
folytonossaganak fogyo forméja a monoton konvergenciatétel fogyd alakja-
nak alkalmazésa fogyo karakterisztikus fiiggvények sorozatara.

Mi a monoton konvergenciatétel és a vele ekvivalens Fatou-lemma elGjel-
megkotés nélkiili fliggvényekre vonatkozo alakja? A dominalt konvergenciaté-
telt ugy is fogalmazhatjuk, hogy £, : X — R mérhetd fligguények pontonként
konvergens f, — [ sorozata esetén, ha létezik h > 0 integrdlhatd fiigguény,
melyre
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fenndll minden n € N mellett, akkor az f,, figguények és az f hatdrfiggvény
1s integrdlhato, tovdabbd
[ tdus [ fan
X X

Mennyiben gyengithets (1) feltevés az f,, fliggvények monotonitasa mel-
lett?

2.4.1. tétel (Beppo Levi-tétel). Legyenek f, : X — R mérhetd figguények,

és f: X = R ezek pontonkénti hatdrértéke.

1. Ha fn < fny1 monoton névd és létezik h > 0 nem negativ integralhato
fiigguény, amelyre
—h S f17

/andﬂ—>/xfdu.

2. Ha f,, > fn+1 monoton fogyd és létezik h > 0 nem negativ integrdlhato
fiigguény, amelyre

akkor

flSh7

/andu%/xfdu.

Tehat a monoton névekedés feltétele a (T)-beli fels6 becslést, mig a mono-
ton csokkenés feltétele az also becslést teszi sziikségtelenné!

akkor

Bizonyitds. Nézziik a monoton ndvekedés esetét. Vilagos, hogy fF — fT
monoton névekvden, és f,, — f~ monoton csokkenden. Az f; > —h és h
integralhato feltételbdl f;” < h kovetkezik, ami azt jelenti, hogy a negativ
részekbdl allo fliggvénysorozatnak van integralhaté majoransa, ergo a fogyo
monoton konvergenciatétel szerint

| grdu [ 5 an

és a fenti sorozat elemei és hatarértéke is véges szamok. A pozitiv részekre
alkalmazhatjuk a monoton konvergenciatételt (2.2.8), igy

[ [ £
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Azt kaptuk, hogy a pozitiv és negativ részek integraljai koziil az egyik — a
negativ részé — véges, az Osszeg tehat értelmes. Igy

/andu—>/deu.

A fogyo eset a nove eset kovetkezmeénye a fliggvények (—1)-szeresére alkal-
mazva. O

Azzal analég modon, ahogyan a Fatou-lemmat is szarmaztattuk a mono-
ton konvergenciatételbdl, kapjuk a Fatou-lemmaénak az elgjelmegkdtés nélkiili
mérhetd fliggvényekre vonatkozo alakjat.

2.4.2. lemma (Fatou-lemma). Legyenek f, : X — R mérhetd fiigguények az
(X, M, 1) mértéktéren.

1. Ha létezik h > 0 nem negativ integrdlhatd fiiggvény, amelyre
—h < fn

minden n € N mellett teljesil, akkor

n— oo

/ liminf f,, dp < lim inf/ fndp.
X n—oo X

2. Ha létezik h > 0 nem negativ integralhato fiigguény, amelyre
fn<h

minden n € N mellett teljesiil, akkor

lim sup/ fndu < / lim sup f, du.
X X

n—roo n—oo

Igy, ha az f, figguénysorozatnak van integrdlhaté majordnsa, akkor

/ liminf f,, dp < lim inf/ frndp <lim sup/ fndp < / limsup f, dp.
X © JX X X

n—00 n— n—o00 n—o0

Bizonyitds. A g, = infy>, fi fliggvénysorozatra alkalmazzuk a mérhet6 fiigg-
vények monoton konvergenciatételét (2.4.1)). Igy

/ liminf f,, dp = lim / gn dpp = lim inf/ gn dp < lim inf/ fndu.
X n—oo n— oo X n—oo X n—roo X

A fogyo esetre vonatkozo allitast a fliggvények ellentettjére alkalmazva kap-
juk. O
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2.4.3. (Lebesgue)
Igy ha az f, : X — R mérhets fiiggvények sorozata majdnem mindeniitt
pontonként konvergens, akkor liminf, o f, = limsup,, ., fn [1], és ha az
fn sorozatnak van integralhaté majoransa, akkor a Fatou-lemma ko-
vetkeztetése szerint

/ lim f,du = lim / fndu.
Xn—><>o n—o0 X

No de az f = lim,,, f, hatarfiiggvény is integralhato, ezért f majdnem min-
deniitt véges (2.2.24), ezért az f,, — f [u] feltétel ekvivalens az |f — f,| —
0 [p] feltétellel. A kiilonbségek abszolut értékeibsl allo |f — f,,| — 0 [p] soro-
zatnak is van integralhaté majoransa, tehat a mar meggondolt limes-integral
felcserélhetGség szerint

tiw [ 17~ ful du= [ i |f = £l du= [ 0du=0

is fennéll, ami a dominalt konvergenciatétel (2.3.21)) djragondolésat adja.

A harom legfontosabb konvergenciatételiink a monoton konvergenciatétel,
a Fatou-lemma és a dominélt konvergenciatétel. Ezek koziil az univerzilis
a Fatou-lemma, amely mindkett6t magaban foglalja. A monoton konvergen-
ciatétel és a dominalt konvergenciatétel a Fatou-lemmaénak felhasznalasok
szempontjabol éppen kellemes alakja.
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3. fejezet

Meérték konstrukcio

Az el6z6 fejezetekben lattuk, hogy egy mértéknek mint o-additiv halmaz-
fliggvénynek segitségével hatékony, tehat jol hasznalhatd konvergenciatéte-
lekkel rendelkezd, integral-elméletet épitettiink fel. Ha nem is emlitettiik, de
a kialakitott integral intuitiv fogalmaba beletartozott, hogy olyan mértéket
képzeliink, amelyre az intervallumok mértéke a hosszukkal egyezik meg. Ed-
dig a pontig nem adtunk konkrét, nem trivialis példat mértékre. Kénnyen
meghatarozhato trividlisnak mondhat6é mértékek persze vannak. Ilyen pél-
daul a szamossagi mértékﬂ a Dirac—mértékﬂ vagy a megszamlalhaté—co-
megszémlémlhatdﬂ mérték. A probléma ezekkel, hogy amikor az integrélra
gondolunk, akkor tipikusan nem ilyen trivialis eseteket képzeliink mérték-
nek, hanem sokkal klasszikusabban: hosszusagot, a teriiletet, a térfogatot,
még inkabb tobb dimenziéban valamiféle terjedelmet, vagy fizikai analogiat
kovetve tomeget.

Olyan halmazfiiggvényre van sziikségiink, amely o-additiv és az interval-
lumok mértéke megegyezik azok hosszaval. Ez utobbi elvardsunkbol termé-
szetesen adodik az eltolds-invariancia feltétele, mely szerint X vektortér ese-
tében az (X, M, u) mértéktér eltolas-invarians, ha minden F € M mérhetd
halmazra és minden = € X vektorra az z + F € M eltolt is mérhets és
w(E)=p(x+ E). Jogos kérdés, hogy miért kell egyaltalan o-algebra ehhez.

LA hatvanyhalmaz a szigma-algebra, és egy halmaz mértéke az elemeinek szama,
vagy oo attol fiiggden, hogy a halmaz véges szamossagu vagy sem.

2 A szigma-algebra tjra a teljes hatvanyhalmaz, és egy rogzitett xo pont mellet egy
halmaz mértéke 1 vagy 0 attol fiiggden, hogy x¢ hozzatartozik a halmazhoz vagy
sem.

3 A szigma-algebra azon halmazokat tartalmazza, amelyek vagy a komplementeriik
legfeljebb megszamlalhaté szamossagi. Egy halmaz mértéke azonos a szamossagi
meértékkel.

97
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Miért nem azt varjuk el, hogy a hatvanyhalmaz legyen a mérték értelmezési
tartomanya?

A probléma megértéséhez nézziik a kovetkezs példat. A [0,1) intervallum
két eleme akkor legyen az R relacioban, ha a kiilonbségiik racionélis szam,
azaz

R={(z,y) €[0,1) x[0,1) : z —y € Q}.

Vilagos, hogy R ekvivalenciareldcid, tehat
1) reflexiv, ugyanis x — 2z = 0 € Q;
2) szimmetrikus, ugyanis ha  — y € Q, akkor y — z € Q;
3) tranzitiv, ugyanis ha z —y € Q és y — z € Q, akkor

r—z=(—-y)+y—2 Q.

Valasszunk ki minden egyes ekvivalenciaosztalybol egyetlen elemet — kivalasz-
téasi axioma — és jelolje E az igy kapott halmazt. Persze E C [0,1) . Cseréljiik
fel ennek a halmaznak a [0,1 — r) és az [1 — r,1) intervallumokba esé részeit,
azaz tetsz6leges r € [0,1) mellett jelolje

E'=(E+7)n[r1)=EN[0,1—7)+7;
E2=(E+m)Nl+r)—1=EN[l—rl)+r—1
E.=E;} UE2

Az E, halmaz az E} és E? halmazok diszjunkt egyesitése ugyanis, E! C
C[r1)és E2C[0,r). Ham: P (R) — R a valos egyenes hatvianyhalmazan
értelmezett nem negativ, végesen additiv, eltolas-invarians halmazfiiggvény,
akkor

3
| \

(E}) +m (E?) =
(ENn0l-—r)+r)+mENL1-rl)+r—1)=
(B

(

NOol—r)+m(EN[l-—nl))=

|
3333

B),

tehat az 6sszes E, halmaznak azonos a mértéke, mégpedig m (E,) = m (Ey) =
=m(E).
Most azt gondoljuk meg, hogy a

[0?1) = ET
rel0,1)NQ

diszjunkt egyesités is teljesiil. Vilagos, hogy F, C [r,1)U[0,r) C [0,1) az Gsszes
szoba jovs r € [0,1) mellett teljesiil, ezért a jobb oldal része a bal oldalnak.
Ha y € [0,1) akkor y eleme valamely R szerinti ekvivalenciaosztalynak, ezért
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van egyetlen e € E, amelyre y—e € Q. Ha e < y, akkor az r = y—e € [0,1)NQ
jeloléssel

y=e+@y—e) =e+rec(E+r)N[rl)=ECE,.
Ha pedig e > y, akkor r =1 — (e — y) € [0,1) N Q jeldléssel
y=e+l—(e—y)—l=e+r—1c(E+r)N[lr)-1=E*CE,.

Ha z € E. N E;, akkor x = e; +r vagy © = e; +r — 1 valamely e; € F;
és x = ey + s vagy x = e + s — 1 valamely e; € E elem valasztasa mellett.
Az 6sszes esetben e; — es € QQ lenne, ami az E halmaz konstrukcioja szerint
csak ugy lenne lehetséges, ha e; = es. Ez csak az r = s esetben fordulhat elg.
Megmutattuk tehat, hogy r # s, r,s € [0,1) N Q mellett E,. N E, = &.

Ha tehat m az egész hatvanyhalmazon értelmezett o-additiv halmazfiigg-
vény, melyre m ([0,1)) = 1, akkor

oo, ham(E) >0,
1= m(j0.1)) = m (E,) = {*
TGQZHEW 0,  ham(E) =0,

ami ellentmondaés.

Mivel az itt ismertetett példa tobb dimenziéra is atirhatéd, azt gondoltuk
meg, hogy nem létezik az n-dimenzids tér teljes hatvdnyhalmazdn értelme-
zett m : P (R™) — R halmazfiiggvény, amely a kévetkezd tulajdonsdgokkal
rendelkezne :

1. Ay, Ag, ... A, ... véges vagy megszamldlhato végtelen diszjunkt hal-
mazsorozat esetén

m(A;UAU...UA,U...)=m (A1) +m(A2)+ - +m(Ap) +...;

2. Ha E,F C R" egybevdgs (eltoldssal vagy forgatdssal vagy tikrizéssel
egymdsba vihetd) halmazok, akkor

m(E) =m(F);
3. Az egységkocka mértéke 1, azaz

m({(z1,22,...,2,) ER":0<z; <1,Vi=1,...,n}) =1

Ez azt jelenti, hogy esélylink sincs arra, amire elsé pillanatban vagytunk: a
valos egyenes hosszusag fliggvényét nem lehet kiterjeszteni a o-additivitas és
az eltolas-invariancia megtartasaval a hatvanyhalmazra.

Kétségtelen tény, hogy a fenti paradoxnak is érezhetd példaban a probléma
magja a o-additivitds megkovetelése. Jogosan meril fel ezért, hogy miért
nem helyettesitjiik a mérték definiciojaban a o-additivitdst az annél sokkal
természetesebb végesen additivitassal? Két silyos érv szol ez ellen:
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1. Lattuk, hogy a konvergenciatételeinknél a o-additivitas elkeriilhetetle-
niil fontos volt. Hatékony konvergenciatételek nélkiil a felépitett integral
elmélet hasznossaga megkérdgjelezhetd.

2. Még a végesen additivitas feltétele mellett sem lehet a teljes hatvanyhal-
mazra kiterjeszteni az intervallumokon értelmezett hosszusag fiiggvényt
R™-en, az n > 3 esetben. Ugyanis Banach és Tarski 1924-ben megmu-
tattédk, hogy a kovetkezd allitas teljesiil, amelyet az irodalom Banach—
Tarski-paradoxonnak nevez: Legyen U és V' két korldtos nyilt halmaza
R™-nek, aholn > 3. Ekkor létezik k € N szam, léteznek Uy, ..., Uy disz-
Junkt halmazok és léteznek V1, ..., Vi diszjunkt halmazok, amelyekre

k k
U=Uj_Uj; V=UjLVj,
tovdbbd minden j =1,...,k esetén U; egybevdgo V;-vel.

A tanulsag tehat az, hogy nem érdemes a megszamlalhaté additivitast vége-
sen additivitasra gyengiteni, ett6l még nem lesz kiterjeszthets a teljes hat-
vanyhalmazra a mérték, és még az igy felépiil6 integral-elméletiink is kevésbhé
hasznalhaté konvergenciatételeket fog eredményezni.

Ugy oldhatjuk fel tehat a paradox tulajdonsagot, hogy nem varjuk el az
intervallumokon értelmezett hosszuséag fliggvényt6l, hogy az a teljes hatvany-
halmazon legyen értelmezve. Persze j6 lenne ha minél tébb halmaznak tud-
nank mértéket tulajdonitani. A cél tehat az, hogy terjessziik ki az inter-
vallumokon értelmezett hosszusagfiiggvényt mint megszamlalhatoan additiv
halmazfiiggvényt az intervallumokat tartalmaz6é minél b&vebb o-algebrara.
A Banach—Tarski-paradoxon ekkor persze nem paradoxon, hiszen Osszesen
csak annyi torténik, hogy az Uj,..., Uy és V...,V halmazok nem esnek
bele ebbe a g-algebraba, tehat nem mérheték, az U mértékének nem is kell
megegyeznie a V' mértékével.

3.1. A Caratheodory-féle kiterjesztési eljaras

Az egész fejezetben legyen H olyan X-beli halmazrendszer, amelyre @ € H.
A kiils6 mérték fogalmanak megértéséhez nézziik a o-additivitas kbvetkezo
karakterizaciojat.

3.1.1. allitas. Legyen p: P — R, félgyirin értelmezett halmazfiigguény.
Ekkor a

i. p nem a konstans 400 halmazfiigguény ;
il. p o-additiv P félgydrin

feltételek egyiitt ekvivalensek az
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w(2)=0;
A,BeP,AC B esetén u(A) < u(B);
p o-szubadditiv, azaz A, A, € P, A = UL A, esetén p(A) <307 u(Ay);

& e T

u-végesen additiv, azaz Ay, As € P olyan diszjunkt halmazok esetén, mely-
re AjUAs € P is fenndll teljesil a pn (A1 U Ag) = pu (A1)+u (As) egyenldség

feltételekkel.

Bizonyitds. A generalt gytrtre terjessziik ki p-t . Lattuk, hogy egy
gylriin értelmezett halmazfiiggvény, amely az i. és a ii. feltételeket kielégiti,
teljesiti a mésodik feltételcsoport eléirasait még a generélt gytrin is ,
ezért a sziikebb P félgytrin is.

Legyen A, A,, € P, melyekre A = U2 | A,, diszjunkt elGallitas. Jeldlje i az
r (P) generalt gytrire valo végesen additiv kiterjesztést (1.2.10). Ekkor

N N
p(A) = (A) > f (U An) =Y A(An) = > i(4y)

Ez minden N mellett fennall, ami a o-szubadditivitassal egyiitt a o-additivi-
tast jelenti. O

Persze a masodik feltételcsoport 4 &llitdsa nem fliggetlen egyméstol. A
legjobb, ha a monotonitasra tgy tekintiink, mint a végesen additivitas egy
gyengitésére. Ez a gyengités vezet a kiils6 mérték fogalmahoz.

3.1.2. definicié (kiilss mérték). Egy u: H — R, fiiggvényt kiilsd mértéknek
neveziink a H halmazrendszeren, ha

L p(2) =0,
2. monoton, azaz Hy,Hs € H és Hy C Hy = pu(Hy) < p(Ho),

3. o-szubadditiv, azaz H = U2 H,, H H, € HVn € N = p(H) <
S 220:1 /L(Hn)

A fejezetben nagyon fontos a o-additiv halmazfiiggvények értelmezési tar-
toméanya. A kényelmes szohasznélat okan tovabbra is mértéknek neveziink egy
nem konstans o-additiv halmazfiiggvényt, még akkor is ha nem egy o-algebra
annak értelmezési tartomanya. Ebben az esetben az értelmezési tartomanyt
mindig kiilon megjeldljiik.

A kiils6 mérték tehat a mértéknél gyengébb fogalom. A kovetkezs egy
nagyon fontos példa kiils6 mértékre. Még a definicié el6tt emlékeztetiink arra,
hogy az iireshalmaz infumumét +oo-nek definialtuk.
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3.1.3. allitas (generdlt kiils6 mérték). Legyen H egy tetszdleges X -beli hal-
mazrendszer, amelyre @ € H, p: H — Ry halmazfiggvény, amelyre p (&) =
= 0. Definidlja tetszdleges M C X mellett

1nf{z c M C U2 1H,L,Hne7—tne/\/}

Ekkor pu* : P (X) — Ry az egész hatvanyhalmazon értelmezett kiils6 mérték,
amelyre minden H € H esetén p* (H) < p(H).
Hav:P(X)— Ry egy mdsik olyan kilsé mérték, amelyre v (H) < pu (H)

fenndll minden H € H mellett, akkor v < p*, azaz p* a fenti tipusi kilsé

meértékek kozil a mazximadlis.

Bizonyitds. A p* (H) < u(H),H € H egyenl6tlenség kovetkezik abbol, hogy
{H} is egy H-beli legfeljebb megszamlalhat6 lefedése H-nak, amibdl persze
w* (@) < p () = 0 is latszik. A monotonitas is nyilvanvalo, hiszen bGvebb
halmaz infimuma kisebb.

A o-szubadditivitashoz tegyiik fel, hogy M = U2 M,,.

Amennyiben > | p* (M,,) = +oo, tgy készen is vagyunk. Ellenkezs eset-
ben régzitsiink valamely € > 0 szamot. Persze ﬂ (M) < o0, ezért az /2"
szamhoz létezik H( ceHieN, M, C UoolH( lefedés, amelyre p* (M,,) +

te/2" > (Hf’”) . Ekkor

M =Uy2 M, CUY IU‘;OIH( )| ezért

DI () <32 (0" (M) +2/2%) = 3" (M) +e.

n=1 n=1

Mivel ez minden ¢ > 0 mellett is fennall, a fenti egyenlGtlenség a p* hal-
mazfiiggvény o-szubadditivitasat jelenti. Igazoltuk tehat, hogy p* valdéban az
egész hatvanyhalmazon értelmezett kiils6 mérték.

Most legyen v egy masik kiils6 mérték, amelyre H € H esetén v (H) <
< p(H). Ha egy M C X halmazra p* (M) = oo, akkor v (M) < p* (M)
nyilvanvaloan teljesiil. Egyébként létezik M C U°H,,, H,, € H befedés. A v
kiils6 mérték, ezért

v(M) <v(UpZH,) < ZV(Hn) < ZN’(Hn)
n=1 n=1

Ez minden H-beli lefedésre, ezért ezek infimumara is fennall, azaz v (M) <
< p* (M). O
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3.1.4. allitas (1. 1épés). Legyen H metszet zdrt és @ € H. Ha p: H — R,
kiilsé mérték, akkor a fent definidlt u* kiterjesztése is p-nek, azaz minden

H € H mellett n(H) = p* (H).

Bizonyitds. Az el6z6 allitas szerint csak a p(H) < p* (H) egyenl6t-
lenség szorul indoklasra. Amennyiben p* (H) = 400, Ggy készen is vagyunk.

Ellenkez esetben van megszamlalhatdé H-beli lefedését H-nak, azaz
H C UX,H,, H, € H. De H = U2, (HNH,) és HN H, € H. Ezért
a kiils6 mérték o-szubadditivitdsa és monotonitasa szerint

p(H) <> p(HNHy) <> p(Hy).
n=1 n=1

De ez minden befedésre, igy ezek infumumara is fennall, azaz p (H) < p* (H).
O

3.1.5. definici6 (Caratheodory-értelemben mérhet6 halmaz). Legyen
u: P(X) — R olyan halmazfiiggvény, melynek értékkészlete a +oo és —oo
koziil csak az egyiket tartalmazza, azaz p (A) + u (B) minden A, B halmazra
értelmezett. Definialja

A, ={ACX VM C Xrepu(M)=p(MNA)+pu(MnNA)}.

Az A, halmazrendszer elemeit a pi-re nézve Caratheodory-értelemben mérhetd
halmazoknak nevezziik.

3.1.6.
Erdemes tigy tekinteniink a Caratheodory-értelemben mérhetd halmazok rend-
szerére, mint arra a halmazrendszerre, amelyen az egész hatvanyhalmazon
értelmezett halmazfiiggvény legalabb végesen additiv.

Vilagos ugyanis, hogy ha A; és A, diszjunkt halmazok, amelyek koziil
legalabb az egyik — mondjuk A; — Caratheodory-értelemben mérhets, akkor

p(ArU Ag) = pu(Ar) + p(Az),
hiszen M = A; U Ay jeldléssel
i (M) = 11 (M O Ay) + 1 (M 0 AS) = (Ar) + 1 (Az).

3.1.7. allitas (2. 1épés). Legyen p: P (X) — Ry, melyre u(2) = 0. Ekkor
az A, halmazrendszer egy algebra; és a p halmazfiggvénynek az A, -re valo
megszoritisa eqy végesen additiv halmazfiigguény.

Definidlja tetszdlegesen rogzitett M C X mellett pp (A) = p (M NA) az
egész hatvdnyhalmazon értelmezett py halmazfiigguényt. Ekkor pa-nek A,,-
re vald megszoritdsa is végesen additiv.
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Bizonyitds. Elészor azt mutatjuk meg, hogy az A, halmazrendszerre: 1) X €
€A, 2)Ac A, => A€ A,;3) A, Ase A, = AiNAy € A, Ez els6 két
allitas az A, halmazrendszer definici6janak azonnali kdvetkezménye.

A metszet-zartsaghoz azt kell megmutatnunk, hogy tetszéleges M C X
halmazra

(M) = p (M N ANV Az) + (M N (A 0 Az)%). (t)

Induljunk ki a jobb oldali méasodik halmazbol. Az A; Caratheodory-mérhets-
ségét erre a halmazra felirva

p(MN (A NA))=pu(MN (A NA) NAY) + (M0 (AN AN AT).
A jobb oldalon megjelen halmazokra

MN(A1NA) NA = (MNA)N(ASUAS) = M N AN AS,
MN (A NA) NA]=MnN((A;NAs)U A = M N AS.

Igy az igazolando (1) jobb oldalan végiil is a
u(MNA NA) +p(MNA NAS) + p(MnNAY)

Osszeg szerepel. De vegyiik észre, hogy As mérhetGségét az M N A; halmazra
felirva az elsé két tag Osszege éppen (M N Ayp), tehat (T) jobb oldal méar

p (MO AL + p (M0 AT) = p (M)

alaki az A; halmaz Caratheodory-mérhetsége szerint, ami éppen a kivant

(1)

Ezt kellett tehéat belatni ahhoz, hogy igazoljuk az 4, halmazrendszer al-
gebra mivoltéat.

Legyen most M C X rdgzitve, tovabba A € A, és B C X diszjunkt
halmazok Ekkor alkalmazva az A halmaz Caratheodory-mérhetdségének de-

s e s

m(AUB) =pu(MN(AUB)) =
p((MNO(AUB))NA) +p (M0 (AUB))NAY) =
=u(MNAN(AUB))+u(MNA°N(AUB)) = (M A)+u(MnNB) =
M (A) + pn (B) .

Ebbdl kovetkezik a pps halmazfiiggvény végesen additivitasa az A, halmaz-
algebra folott. O
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3.1.8. allitas (3. 1épés). Legyen p: P (X) — Ry kiilsé mérték. Ekkor az A,
halmazrendszer egy o-algebra; p(A) =0 esetén az A € A, is fenndll; p-nek
az A,,-re vald L megszoritdsa egy o-additiv halmazfiggvény; és az (X, Ay, i)
mértéktér teljes.

Bizonyitds. Lattuk, hogy A, algebra elegendd tehat belatni, hogy A, zéart
a diszjunkt megszamlalhaté egyesitésre. Legyenek A, € A, egymastol disz-
junkt halmazok és legyen A = UA,, ezek egyesitése. Legyen By = UN_ A,
VN € N mellett. Mivel A, algebra, ezért By € A,,. Trivialis, hogy By C A.
A By halmaz Caratheodory-mérhetésége miatt

p (M) =p(MNBy)+p(MNBY) = pn (By) +p(MNBY) =
N N
Z n) A (MNOBY) =Y n(MNA,) +p(MNBY) >

n=1

N
Z (M N A+ p(MNAS).

Egyrészt ez minden NV € N esetén fennall, mésrészt az
M= (U2 (MNA,))U(MN A

egyenlGség szerint
Z (MOA)+u(MNA®) > p(MNOA) +p(MNAY) > pu(M).

Persze ekkor fent mindeniitt egyenldség van, igy A € A,, ergo A, valoban
o-algebra.

Az iménti egyenlGség tetszbleges M C X halmazra teljesiil, igy specialisan
M = A-ra is. Ekkor

(R Ag) = (M Z (M0 A+ p (MNAS) =

= p(An) +p(2) = Zu(An)
n=1 n=1

amivel igazoltuk p o-additivitasat az A, o-algebran.

Ha valamely A C X mellett p(A) = 0, akkor minden M € P (X) esetén
p(M) < p(MNA)+p(Mn0AS) < p(M), tehdt p(M) = p(MNA) +
+p (M N A°) is teljestil. Legyen most B C A € A, és i (A) = 0. Ekkor a kiilsé
meérték monotonitasa szerint p (B) = 0 is fennall, tehat a mar bizonyitottak
szerint B € A, is teljesiil. Ez éppen azt jelenti, hogy fi teljes mérték az A,
o-algebran. O
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3.1.9. tétel (4. lépés, kiterjesztési tétel). Legyen P egy félgyird és
w: P — Ry kiilsé mérték. Jelolje u* a u generdlta kiilsé mértéket, amely az
egész hatvdnyhalmazon értelmezett kiterjesztése p-nek. Jelolje Ay« a Cara-
theodory-értelemben u* mérhetd halmazok o-algebrdjdt. Ekkor a P C Ay~
tartalmazds teljesiilése ekvivalens a p halmazfligguvény végesen additivitdsd-
val.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy P C A,-. Tudjuk, hogy A,- halmazrendszeren
w* végesen additiv , és mivel p kiils6 mérték P félgytrin, tgy p = p*|P
, tehéat p is végesen additiv.

Most tegyiik fel, hogy pu végesen additiv kiils§ mérték. Legyen A € P.
Megmutatjuk, hogy A Caratheodory-mérhetd . Vilagos, hogy tetszé-
leges M mellett p* (M) < p* (M N A) + p* (M N A°) hiszen p* szubadditiv.
Ha p* (M) = 400 lenne, akkor készen is volnank a forditott iranyu egyen-
16tlenséggel. Ha p* (M) < oo, akkor azt kell megmutatnunk a generalt kiilsg
mérték definicidja szerint - ), hogy tetsz6legesen rogzitett M C US| A,
A, € P, >0 1(Ay) < oo tulajdonsagi halmazokra

oo

(M NA)+ p* (M0 A°) Z

Legyenek a tovabbiakban a fenti A, halmazok régziilve. Ekkor
MNACUY (A, NA)

egy P-beli halmazokbdl allo lefedés, ezért p* definicioja miatt
(M N A) Z (A, NA). ©)

Hasonloan M NA° C U, (4, \ A). Az A, \ A alakt halmazok elallnak mint
diszjunkt P-beli halmazok egyesitései, ezért US> ; (A, \ A) el6all mint P-beli
megszamlalhat6 lefedés. Formalisabban: minden n € N-hez létezik véges sok
diszjunkt Hi(") €P,i=1,...,k,, hogy A, N A= Uf;lHi("). Igy

MNASCU, (Ay~ A) =, ukn g™,

Emlékezziink vissza, hogy félgytirtin értelmezett mérték, egyértelmien terjed
ki a generalt gytrtre (1.2.9). Jelolje az r (P) generalt gytrire kiterjesztett
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mértéket fi. A p* generalt kiils§ mérték definicioja miatt (3.1.3)

W MNAY SIS (H) = D (A A) =

I
gk
=
N
3
/
N
3
D
2
I
(e
=
N
s
|
=
N
3
D
2
Il

n=1 n=1
=D (n(An) = p(4, N 4)) (#)

Itt kihasznaltuk a gytriin értelmezett mérték szubtraktivitasat, ami i (4,) =
= p(A,) < oo szerint teljesiil. Osszevetve a (1) és a (I) becsléseket majd
kihasznalva a

Z/‘(AnﬂA) SZ/‘(An) <0

konvergenciat, kapjuk, hogy

p(Aa A+ (0 (An) = p(Au N A)) =

n=1

NE

(M NA) + it (M0 A°) <

3

3
Il
-

M

(An) -

3
Il
-

Ezt kellett belatni. O

Ne feledjiik, hogy egy kiils6 mértékre, ha az még végesen additiv is, akkor
a o-additivitas is teljesiil , ergo egy félgytrin értelmezett mértéket
végiil is kiterjesztettiink egy o-algebrara. Az eddigi négy lépésiink — [3.1.4],
[B-T7,[B1.8,B.1.9] — tsszefoglalasat mondjuk Caratheodory-féle kiterjesztési
eljarasnak.
3.1.10. (Caratheodory-kiterjesztés abra))
A Caratheodory-féle kiterjesztési eljdrdson az alabbi eljarast értjiik. Tekint-
siink egy P C P (X) félgytirin értelmezett p mértéket. Lattuk, hogy ez ki-
terjeszthets egy az egész hatvanyhalmazon értelmezett p* kiils§ mértékké.
Jeldlje A+ az ezen p* kiils6 mérték szerint Caratheodory-értelemben mér-
heté halmazok rendszerét. Tudjuk, hogy A,- egy a P félgytrtt tartalmazo
o-algebra. Jel6lje fi a p*-nak erre az A~ o-algebrara valoé megszoritasat. Lat-
tuk, hogy fi egy o-additiv halmazfiiggvény és az (X, A,-, fi) teljes mértéktér,
és 1 a u kiterjesztése.

3.1.11. (félgytriin értelmezett mérték kiterjesztése a generalt o-algebrara)
Tartsuk meg a fenti jelcléseket. Mivel P C A,« és az A,- Caratheodory-
mérhets halmazok c-algebrat alkotnak, ezért o (P) C A,-. Ez azt jelenti,
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3.1. abra. A Caratheodory-kiterjesztés bviil halmazrendszerei

hogy egy félgytirtin értelmezett mérték kiterjeszthets a félgytrd altal ge-
neralt o-algebrara. Pusztan i mértéket kell a generélt o-algebrara tovabb
szoritanunk. Ilyenkor persze a teljességet semmi nem garantalja!

Felmeriil a kérdés, hogy a lehet-e esetleg mas modszerrel masfajta mérték
kiterjesztéseket gyartani. Latni fogjuk a Fubini-tétel bizonyitasakor, hogy
més modon is kiterjesztethetnénk egy a szorzat félgytriin értelmezett szor-
zatmértéket a generalt szorzat o-algebrara. A kérdés, hogy mi a kapcsolat
a két kiterjesztés kozott 7 Azt fogjuk kapni, hogy o-véges esetben minden, a
generalt o-algebraig terjed6 mértékkiterjesztés ugyanazt az eredményt adja,
mint a fent megismert Caratheodory-féle kiterjesztési eljaras.

3.1.12. allitas. A kiterjesztési eljardsban definidlt i a P félgydrin értel-
mezett mérték mazimdlis kiterjesztése o (P)-re azaz, ha v egy mdsik mérték
o (P)-n, melyre v = p a P-beli halmazokon, akkor v < [i.

Bizonyitds. Legyen tehat E € o (P) rogzitve. Amennyiben p* (F) = oo ugy
készen is vagyunk. Ha van F-nak F C U,A, befedése melyre A, € P és
> on 1t (Ay) < oo teljesiil, akkor a v mérték o-szubadditivitasa miatt v (E)
< v(Updy) <3, v(Ay) = >0, 1n(Ay). Ez épp azt jelenti, hogy v (E)
<t (B) = ji(E).

3.1.13. definicié (o-véges mérték). Legyen P egy félgytird és p egy mérték

P-n. Azt mondjuk, hogy a p mérték o-véges mérték, ha léteznek X, € P
halmazok, amelyekre X = U521 X,,, X € P és pu(X,) < oc.

COINIA

3.1.14. (diszjunktizacio)

Ha X = UL X, egy P-beli, véges mértékid halmazokkal valo elGallitas, ak-
kor a diszjunktizaciés lemmat hasznalva kapunk egy X = UJ2,Y,
diszjunkt elgallitast, melyre Y,, C X,,, és Y,, € r(P) minden n € N mellett.
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De tudjuk, hogy a generalt gytird elemei elgallnak mint véges sok diszjunkt
félgytirtbeli elem Gsszege , igy minden egyes Y,, halmaz tgy tekint-
hets, mint véges sok P-beli halmaz diszjunkt egyesitése. Azt kaptuk tehat,
hogy egy félgytriin értelmezett o-véges mérték esetén az alaphalmaz elGall
megszamlalhatoan sok, diszjunkt, véges mértéki, félgytrtbeli halmaz egye-
sitéseként.

3.1.15. tétel (kiterjesztés unicitasa a generalt o-algebraig). Legyen a P fél-
gytrin definidlt p mérték o-véges. Ekkor a fent definidlt i a p-nek egyetlen
mérték kiterjesztése azaz, ha v egy mdsik mérték o (P)-n, melyre v = u a
P-beli halmazokon, akkor v = [i.

Bizonyitds. Els6 lépésként tegyiik fel, hogy F € o (P) olyan halmaz, melyhez
létezik egy A € P, melyre E C A és i (A) < co. Ekkor A=EU (AN E) és
v < p* miatt

v(A) = v (E) +v (AN B) < " (B) + u* (AN E) = " (A) = p (4).

No de a P-beli halmazokon a u és a v mértékek azonosak, ezért itt kdzépen
is egyenl@ség van. Kihasznalva, hogy a fent kiemelt sorban csupa véges szam
szerepel azt kapjuk, hogy

0= (" (E)—v(E)+ @ (ANE)-v(ANE)).

Ez viszont azt jelenti, hogy 0 szamot el6allitottuk két nem negativ szam
Osszegekent, tehat i (E) = p* (E) =v (E).

Most tegyiik fel, hogy E € o (P) tetsz6leges halmaz. Mivel p o-véges a
P-n, ezért léteznek A,, € P,n € N diszjunkt halmazok, amelyekre p (4,) <
< 00 és X = UpA,. Vilagos, hogy E = U2, (ENA,) és az el6z6ek szerint
n(ENA,) =v(ENA,). Kihasznalva i és v o -additivitasat kapjuk, hogy

A(E)=) (ENA) =) v(ENA)=v(E). O
n=1

n=1

3.2. Lebesgue-mérték

Alkalmazzuk a kiterjesztési eljarast, a korabbi[[.2.11] definici6 esetében: X =
=R, P a balrol zart jobbrdl nyilt korlatos intervallumok félgytrdje, pn = Ay,
ahol Af([a,b)) = f(b) — f(a) az f : R — R monoton névekedd, balrol
folytonos fiiggvény megvaltozasa az [a,b) intervallum felett. Meggondoltuk
, hogy ezzel a definiciéval A\ valoban egy o-additiv halmazfiiggvény
a P félgytirtin, amely még o-véges is. Az f = id fliggvény speciilis esete
kiilonosen fontos. Ekkor Aq [a, b) az intervallum hossza.
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3.2.1. definici6é (Lebesgue-Stieltjes-mérhets halmazok, Lebesgue-Stieltjes—
mérték). Legyen P balrol zart jobbrol nyilt, korlatos intervallumok félgytir-
je, f + R — R egy monoton névekedd, balrdl folytonos fiiggvény, Ay : P — R
az f megvaltozasa az definicionak megfelelen. Lattuk, hogy A egy
o-additiv halmazfiiggvény a P félgytiriin . Jelolje A} a Ay generalta
kiils6 mértéket, amely az R egész hatvanyhalmazén van értelmezve, jeldlje
A a Caratheodory-értelemben X} mérheté halmazok o-algebrajat és A ra
A% kiils6 mértéknek a Ay o-algebrara valé megszoritasat.

A kiterjesztési tétel szerint P C Ay, és A; (E) = Ay (E) minden E € P-re,
tehat a balrél zart jobbrél nyilt intervallumok félgytirtjén értelmezett fiigg-
vényt kiterjesztettiik egy, az ezt a félgytiriit tartalmazo, teljes o-algebrara.

A A} kiils6 mértéket Lebesgue—Stieltjes-kiilsd mértéknek, a Ay o-algebrat
az f-re nézve Lebesgue—Stieltjes-mérhetd halmazok o-algebrajanak nevezziik.
Amikor az nem okoz félreértést az egyszertiség kedvéért tovabbra is A p-fel
jeloljiik a kiterjesztett halmazfiiggvényt és ezt nevezziikk Lebesgue—Stieltjes-
mértéknek.

3.2.2. definici6 (Lebesgue-mérhets halmazok, Lebesgue-mérték). Az f =id
fliggvényre nézve Lebesgue—Stieltjes-mérhets halmazokat Lebesgue-mérhetd
halmazoknak nevezziik és Ajq helyett A-val jeloljiik. Hasonléan, a A Le-
besgue—Stieltjes-kiils6 mértéket Lebesgue-kiilsd mértéknek nevezziik és \* mo-
don jeloljiik. Ugyanigy az identitas fliggvénnyel konstrualt A\jq mértéket Le-
besgue-mértéknek mondjuk, és amennyiben az nem okoz félreértést a nehézkes

Aig helyett X jeloli a Lebesgue-mérheté halmazokon értelmezett Lebesgue-
mértéket.

3.2.3.

A kiterjesztési eljaras szerint P C A,«. Tudjuk, hogy a szdmegyenes Borel-
halmazait generaljak a balrol zart jobbrol nyilt intervallumok, azaz B =
= o(P) C Ay. Igy Ay : Ay — R, Lebesgue-Stieltjes-mérték értelmezett
a Borel-halmazokon és Ay ([a,b)) = f (b) — f (a). Hogyan alakul a t6bbi kor-
latos intervallum Lebesgue-Stieltjes-mértéke? Az (a,b) = [J,2, [aJr %,b)
azonossagra alkalmazva a mérték monoton folytonossagi tételét, azt kapjuk,

hogy

(o) = tim (10~ f (a4 2)) =0~ Flat).

n—oo

ahol f (a+) jeloli az f fiiggvény a pontbeli jobb oldali hatarértékét. Hason-
16an, az [a,b] = (), [a,b+ L) azonosség vezet az

Ar ([a,0]) = £ (b+) = £ (a)

értékhez, melynek specialis eseteként minden egyelemii {a} halmazra,

Ar({a}) = flat) = f(a).
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Ezekbsl mér a végesen additivitas segitségével is adodik a

Ar((a,b]) = f (0+) — f (a+)

formula. Az id fiiggvény specialis esetében latjuk, hogy a valos egyenes vala-
mennyi intervallumanak Lebesgue-mértéke a szoban forgé intervallum hossza-
val egyezik meg.

3.2.4.
Mivel a balrél zart jobbrol nyilt korlatos intervallumok generaljak a valds
egyenes Br Borel-halmazait, ezért

Br C Ap. (3.1)

3.2.5. definicié (Lebesgue-mérhets fiiggvény). Az f : R — R fiiggvényt,
Lebesgue-mérhetének neveziink, ha f~!(A) € Ag teljesiil minden A C R
nyilt halmaz esetén. Az f fliggvény Lebesgue-mérhetGsége azt jelenti, hogy
f mérhet6 leképezés az (R, Ag) és az (R, Br) mérhets terek kozt a kordbbi
[[31] definici6 értelmében.

3.2.6.
Erdemes osszevetniink a mérhetdség , a Borel-mérhetGség , és a
Lebesgue-mérhetdség fogalmakat valos fiiggvények esetében. A Borel-
mérhetGség az

(R, Br) = (R, Br)

mérhet§ terek kozti mérhetGséget jelenti, mig Lebesgue-mérhetGségen a mér-
het6 terek kozti
(R, AR) — (R, BR)

mérhetdséget értjik. A tartalmazés szerint minden Borel-mérhets valos
fliggvény egyben Lebesgue-mérhetd is.

Amig nyilvanvalo médon teljesiil, hogy f, g Borel-mérhet6 fiiggvények ese-
tén a fog kompozici6 is Borel-mérhetd, ugyanezt két Lebesgue-mérhetd fiigg-
vényre nem varhatjuk el, hiszen g=! (f~! (F))) € Ag-t nem indokolja semmi
abban az esetben, mikor f~1 (F) € Ar \ Bg. Latni fogjuk , hogy még
g folytonossaga mellett is elfordulhat, hogy fog egy nem Lebesgue-mérhets
fliggvény. Ha viszont azt tessziik fel, hogy f Borel-mérhet6 és g Lebesgue-
mérhets, akkor f o g Lebesgue-mérhetésége magatol értetddik.

A tartalmazés valddi is, ezt egy konkrét Lebesgue- de nem Borel-
mérhets halmaz megadasaval latjuk a[3.2.12] pont alatt, de ennél sokkal t6bb
is igaz. Korabban sz6 volt arrol oldal), hogy mélyebb halmazelméleti
ismeretek hijan nem hasznéljuk a generalt o-algebra belsd reprezentaciojat.
A Borel-halmazok szamossaganak kérdése olyan pont, ahol érdemes kivételt
tenni.
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3.2.7. (A Borel-halmazok szamosséga kontinuum)

Egy o-algebra bels6 reprezentacidjanak leirdsabol az latszik, hogy egy meg-
szamlalhatoan végtelen generator rendszerrel rendelkezé o-algebra legfeljebb
kontinuum szamossagu. Fogadjuk el ezt egy méasik diszciplina ismert allita-
saként. Mivel a racionalis végpontt, balrol zart jobbrél nyilt intervallumok
halmaza egy legfeljebb megszamlalhatd szamossagu generdtor rendszere a
Br o-algebranak, ezért a Borel-halmazok halmazanak szamossédga kontinu-
um szamossagnal nem nagyobb. Viszont a valés egyenes el6all mint meg-
szamlalhatoan végtelen sok balrol zart, jobbrol nyilt intervallum, mint Borel-
halmaz R = U2, P, diszjunkt egyesitése, ezért N hatvanyhalmaza és Bg
Borel-halmazok kozott a

M CN M Upen P

leképezés injekcio. No de N hatvanyhalmaza kontinuum szamossagu, ergo Bg
is éppen kontinuum szamosségi halmazrendszer.

3.2.8. (a Lebesgue-mérhets halmazok szdmossaga nagyobb, mint kontinu-
um)

A bevezets ismeretek kozt definialtuk a Cantor-halmazt . Mivel zart
halmazrél van sz6, ezért a Cantor-halmaz egy Borel-halmaz, ergo van Le-
besgue-mértéke. A Cantor-halmaz definicidja szerint a [0,1] intervallumboél
megszamlalhatdéan sok nyilt intervallum elhagyasaval keletkezik, amelyeknek
Osszhossza 1. Eszerint Cantor-halmaz Lebesgue-mértéke zérus. A kiilsé mér-
ték monotonitasa szerint minden részhalmazénak is zérus a Lebesgue-kiils6
mértéke, tehat minden részhalmaza is Lebesgue-mérhetd. Taladltunk tehat egy
kontinuum szamossagu halmazt, amelynek minden részhalmaza is Lebesgue-
mérhets. Mivel a hatvanyhalmaz szamossaga az eredeti halmaz szamossa-
ganal nagyobb, ezért a Lebesgue-mérhets halmazok szadmossaga is nagyobb,
mint kontinuum. A Lebesgue-mérheté halmazok halmaza R hatvanyhalma-
zénak részhalmaza, ezért a Bernstein-tétel szerint a Lebesgue-mérhets hal-
mazok szadmossaga éppen azonos R hatvanyhalmazénak szdmossagéval.

Osszefoglalva: By halmazrendszer kontinuum (k) szdmossagi, mig Ag hal-
mazrendszer kontinuumnél nagyobb szamossagu (27)!

3.2.9.

Az R hatvanyhalmaza tehat a Ar Lebesgue-mérhetd halmazok halmazaval
ekvipotens, azonos szamossagu. Latni fogjuk, hogy a Lebesgue-mérték eltoléas-
invarians @D Ezt elfogadva és visszatérve a fejezetet bevezets példara,
lasd a a [98] oldalt, ha az ottani F halmaz Lebesgue-mérhets volna, akkor
minden r € [0,1) mellett E, € A is teljesiilne és A (E,) = A (E) is fennallna,
ami az 1 = 0 vagy az 1 = +o0 egyenlGségekre vezetne.

Bebizonyitottuk tehat a kovetkezd allitast:
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3.2.10. allitas (Példa nem Lebesgue-mérhets halmazra). Definidljuk az aldb-
bi ekvivalenciareldciot a [0,1) intervallum felett. Az (x,y) pdr pontosan akkor
legyen a reldcidban, ha a kilonbségiik raciondlis szam, azaz x —y € Q. Te-
kintsiik az intervallum egy olyan részhalmazdt, amely az ekvivalenciareldcio
minden ekvivalenciaosztdlydbol pontosan egy elemet tartalmaz. Ez a halmaz
nem Lebesgue-mérhetd.

Az itt bevezetett nem Lebesgue-mérheté halmaznak van még egy ext-
rém tulajdonsiga, nevezetesen, hogy annyira sok nem mérhetd részhalmaza
van, amennyire az csak lehetséges. Egy zérus Lebesgue-kiils6 mértékd halmaz
ugyanis egyben Lebesgue-mérhetd is, amit Ggy is interpretalhatunk, hogy az
ilyen halmazok a kicsiségiik okan mérheték. Most meggondoljuk, hogy a fen-
ti nem mérheté halmaznak nincs is més mérhet§ részhalmaza, csak olyan,
amely a kicsisége okan mérhetd.

3.2.11. allitas. Jelolje E a|3.2.10, dllitds nem Lebesgue-mérhetd halmazdt.

1. Egy A C E halmaz pontosan akkor Lebesgue-mérhetd, ha annak Le-
besgue-kiilsémértéke zérus.

2. A szamegyenes minden pozitiv Lebesgue-mértéki halmaza tartalmaz nem
Lebesgue-mérhetd részhalmaczt.

Bizonyitds. Jelolje A, az A halmaz [0,1 — r) és [1 — r,1) intervallumokba es
részeinek felcserélésével kapott halmazt ugyanigy, mint az a nem mérhetd
halmaz definiciojaban méar szerepelt. Tehéat

Ar=(AN01l—-r)+r)UANl—rl)+r—1).

Vilagos, hogy A, C E, minden r € [0,1) mellett, igy az A. N A = & minden
r # s esetén. Ha tehat A egy Lebesgue-mérhet§ halmaz, akkor minden A,
is az, a Lebesgue-mérték eltolas-invariancidja szerint. Ugyan e miatt minden
szoba jové r mellett A (A,) = A (A) is fenndll. Tehat a o-additivitas kovet-
keztében :

(+oo) - A(A) = > AA)=x| U 4 |=<xr(on)=1L

reQnlo,1) reQNIo,1)

Ez csak ugy lehetséges, ha A (A4) = 0. Megmutattuk tehat, hogy E nem
mérhets halmaznak pusztan a nulla mértéki részhalmazai lehetnek mérhetsk.

Most legyen B € A, A(B) > 0. A Bn [k, k+1) halmazok legalabb
egyike valamely k € Z egész mellett pozitiv Lebesgue-mértékd. Az eltolas-
invariancia miatt feltehets, hogy k = 0, vagy ami ugyanaz, feltehets, hogy
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B C[0,1). Mivel az E, halmazok diszjunkt modon lefedik a teljes [0,1) inter-
vallumot, ezért

B= U E,NB.
reQnio,1)

Ha a jobb oldali E,. N B halmazok mindegyike mérheté lenne, akkor a bal
oldal pozitiv mértékisége szerint, legalabb az egyik r mellett A(E,. N B)>0
is teljesiilne. Visszacserélés utdn kapnank az £ nem mérhets halmaznak mér-
het6 és pozitiv Lebesgue-mértéki részhalmazat, ami a mar igazolt elsé allitas
miatt képtelenség. Megmutattuk tehat, hogy legalabb egy r € QN[0,1) esetén
az E, N B halmaz nem Lebesgue-mérhetd. O

3.2.12. (Lebesgue-mérhets, de nem Borel-halmaz)

Legyen f : [0,1] — [0,1] a Cantor-fiiggvény. Tekintsiik a g (z) = f(z) +
fliggvényt. Egy monoton novekedd és egy szigortian monoton novs fiiggvény
Osszege is szigortian monoton nd, ezért g : [0,1] — [0,2] injekcié. Mivel g (0) =
=0, g(1) = 2 és g folytonos, igy Bolzano-tétele szerint g minden értéket
felvesz a [0,2] intervallumbol, ergo g folytonos bijekcio. Igy g~ : [0,2] — [0,1]
inverz is folytonos. Legyen C' a Cantor-halmaz és tekintsiik a g (C) direktké-
pet. A g~ inverz folytonosséga szerint e g (C) direktkép Borel-halmaz. Mivel
és egy ilyen kimarad¢é intervallumnak a g képe, egy a kimaradé intervallum-
mal azonos hosszt intervallum, A (g (C¢)) = 1. Ebbdl az kovetkezik, hogy
A(g(C)) =1 is teljesiil. Mivel minden pozitiv mértékid halmaznak van nem
Lebesgue-mérhetd részhalmaza, létezik E C ¢g(C), E ¢ Agr. Tekintsiik az
F = g7 (E) 6sképet. Egyrészt vilagos, hogy F' € Ag egy Lebesgue-mérhets
halmaz, hiszen F = g~ (E) C g~ ! (¢ (C)) = C, de a Cantor-halmaz minden
részhalmaza is Lebesgue-mérhets. Masrészt, ha F' egy Borel-halmaz lenne,
akkor a g~ ! fiiggvény folytonossaga szerint (g~!) ! (F) =g (F) = F halmaz
is Borel-mérhetd lenne, ami ellentmondana E ¢ Ar valasztasnak.

Konkrét példat mutattunk tehat

1. Lebesgue-mérhets halmazra, amely nem Borel-mérhetd, hiszen F' € Ag,
de F ¢ Bg;

2. h = g~! folytonos fiiggvényre, amelyre a h~! (F) inverzkép annak elle-
nére nem Lebesgue-mérhets, hogy az F' halmaz Lebesgue-mérhet;

3. Lebesgue-mérhetd és folytonos valos fiiggvényekre, amelyek kompozicio-
ja nem Lebesgue-mérhetd, hiszen F' € Ay szerint x p Lebesgue-mérhetd
és a h = g~ ! folytonos fiiggvényre, a x poh kompozicidja nem Lebesgue-
mérhetd, a (xpoh) ' ({1}) = h™? (xp' {1}) = (F) = E ¢ Ax
tartalmazas szerint.
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Az n-dimenzidés Lebesgue-mérték

3.2.13. definicié (Lebesgue-mérhetd halmaz és Lebesgue-mérték). Jelol-
je P az R™ balrol zart jobbrol nyilt intervallumainak halmazat. Vilagos P
az n-szeres szorzata az R balrél zart jobbrol nyilt intervallumait tartalma-
70 félgytirtinek, ezért maga is félgytirti. A monoton konvergenciatétel egyik
kovetkezményeképpen lattuk, hogy o-additiv halmazfiiggvények szorzata is
o-additiv, ezért a

A (H [aub») = <1 A ([0 b)) = XIy (b — ai) (32)

i=1

modon definialt halmazfiiggvény mérték P félgytirin . Alkalmazhat-
juk tehat a kiterjesztési eljarast az (R",P, /\(")) félgytrin értelmezett mér-
tekre. Igy azt kapjuk, hogy létezik olyan A(™ g-algebra melyre P C A" és
létezik olyan tovabbra is A(™-nel jelolt mérték kiterjesztése az eredeti mér-
teknek a A g-algebrara, amely teljes is. A A(™ g-algebrat nevezziik az n-
dimenzids Lebesque-mérhetd halmazok o-algebrajanak és a kiterjesztett A\(™)
mértéket pedig n-dimenzids Lebesque-mértéknek.

Mikor az kényelmesebb az n-dimenziés Lebesgue-mérheté halmazok hal-
mazat Ag» moédon is jeloljiik, és ha az a szdvegkornyezetbdl nyilvanvald az
n-dimenzios Lebesgue-mértéket is A jeloli.

3.2.14.
Mivel az n-dimenzios félig zart, félig nyilt kockak generélta o-algebra az n-
dimenziés Borel-halmazok o-algebréja, ezért a

Bgn C Apn (3.3)

tartalmazés (3.1)-hez hasonléan most is nyilvanvals. A kiterjesztési eljaras
unicitasa miatt, )\(”)|BRn mérték az egyetlen o-additiv kiterjesztése
—nek az n-dimenzi6és Borel-halmazok o-algebrajéra.

3.2.15.

Erdemes latnunk, hogy mi a Borel-téglaknak mint a lehets legegyszertibb
Borel-halmazoknak a Lebesgue-mértéke. Ha By € Bgs és By € Bt egy-egy
s- és t-dimenzios Borel-halmaz, akkor az ezekbdl alkotott By x Bs tégla egy
n = s + t-dimenziés Borel-halmaz. Ezek n-dimenzios Lebesgue-mértékére

A" (B x By) = A& (B)) AP (By). (3.4)

Ugyanis szerint a fenti definicié jobb oldala egy o-additiv halmazfiigg-
vényt definial a Borel-téglak Brs x Bg: félgytrdjén. Marpedig a definiciébeli
kiterjesztési eljaras az n-dimenzios balrél zart jobbrol nyilt kockak generalta
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o-algebraig, tehat Brn-ig, egyetlen egy mértéket ir els. Igy pusztan azt hasz-
nalva, hogy Bgs: X Bt C Bgn a o-additiv A(™ halmazfiiggvénynek egybe kell
esnie a Borel-téglakon a jobb oldaléval.

Specialisan, ha By, ..., B, € B egydimenzios Borel-halmazok, akkor ezek
szorzatanak mértékére

i=1

Specialis esetként az is adodik, hogy (3.2]) nem csak balrol zart jobbrol nyilt,
hanem akarmilyen intervallumok szorzatara is fennall, azaz intervallumok
szorzatanak Lebesgue-mértéke éppen az alkoto6 intervallumok hosszainak szor-
zata.

3.2.16. allitas (Lebesgue-mérték eltolas-invarians). Az R™ hatvdnyhalmazdn
értelmezett Lebesque-kiilsé mérték eltolds-invaridns, azaz minden M C R"
halmazra és minden x € R™ vektorra \* (E) = X\* (z + E).

A Lebesgue-mérték is eltolds-invaridns, azaz E € A és z € R esetén
(z+E)e A™ ésA(z+E)=\(E).

Bizonyitds. El6szor gondoljuk meg, hogy a A* Lebesgue-kiils6 mérték eltolas-
invarians. Ha F C R™ tetsz6leges halmaz, M,, € P,n € N balrol zart jobbrol
nyilt intervallumok és x € R™ vektor, akkor = + E C U5 M, pontosan
akkor all fenn, ha E C U2, (M,, — x) . Az is nyilvanvalo, hogy A (M,, — z) =
= A (M,,) ami igazolja, hogy a Lebesgue-kiils6 mértékre \* (x + E) = \* (E)
tetsz6leges E C R™ mellett.

Tetszbleges M, F C R™ mellett

Mn(E+z)=z+ (M —-2)NE),
MN(E+4z)=Mn(E‘+z)=2+ (M —2)NE°).

Ez azt jelenti, hogy az \* (M) = \* (M N (E+x)) + A* (M N (E + x)°) és
aXN(M—-—2z)=X(M—-2)NE)+ X (M —z)N E° azonossagok egyszer-
re teljesiilnek. Emiatt az E halmaz Lebesgue-mérhet&sége mellett E + x is
Lebesgue-mérhetd. O

3.2.17. allitas (Lebesgue-féle kiilsd mérték kiviilrdl nyilt-regularis). Legyen
w* az R™ tér Lebesgue-kiilsd mértéke tetszdleges n € N mellett, vagy kilén
az n = 1 esetben valamely monoton névd balrdl folytonos fiigguénnyel kép-
zett Lebesque—Stieltjes-kiilsd mérték. Hasonléan p az n-dimenzids Lebesgue-
mérték, vagyn = 1 esetben a megfeleld Lebesgue—Stieltjes-mérték. Ekkor min-
den M C R"™ esetén

w (M) =inf{u(G): M C G,G nyilt}. (3.5)
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Bizonyitds. Rogzitett M C R™ részhalmaz mellett jelolje a € Ry a fent
szereplS infimumot. Ha M C G, akkor a kiils§ mérték monotonitédsa miatt
w (M) < p* (G) = u(G) fennall minden G nyilt halmazra, igy azok infimu-
mara is, tehat p* (M) < a.

A forditott iranyu egyenl6tlenség nyilvan fennall p* (M) = oo esetben.
Egyébként nézziik elészor az M € P specialis esetet, ahol P a balrél zart
jobbrol nyilt (esetleg n-dimenzios) intervallumok félgytrije.

Ha a p* = X*; Lebesgue—Stieltjes-kiils6 mértékrsl van sz6 az f fiigg-
vénnyel, akkor Ay : P — Ry fliggvény regularitési tulajdonsiga szerint
(L.212), & > 0-hoz létezik M C (a,b) nyilt intervallum, hogy

Ny (M) +e = Ap (M) 2> ()~ Fa) > £ () — f (a+) = As ((a,1)),
ami igazolja a Lebesgue—Stieltjes-mérték esetét.

Ha p = X\ az n-dimenziés Lebesgue-mérték, akkor az M = [\, [a;, b;)
balrdl zart jobbrol nyilt kockahoz és € > 0-hoz, a szorzas miivelet folytonos-

saga szerint, létezik & > 0, hogy T, (b; — a; +6) < I, (b; — a;) + . Igy
talaltunk M C [];", (a; — 6, b;) nyilt kockat, amelyre

NM)+e=AM)+e=1I}_; (bi —a;) +e>
>H?:1 (bl_az+6) =A <H (ai_57bi)>7
=1

ami az n-dimenziés Lebesgue-mérték esetében is igazolja a kivant egyen-
16séget az M € P specidlis esetben.

Az altalanos esetben egy rogzitett € > 0 szam mellett, vegytiink Hy € P
balrol zart jobbrol nyilt, esetleg n-dimenzids intervallumokat, amelyekre

(o)
o) . * 9
M C U2 Hy, és kg,lﬂ(Hk) < u* (M) + 3

Most minden egyes Hy € P halmazra alkalmazzuk a mar igazolt allitast, azaz
véalasszunk olyan Gy C R”™ nyilt halmazokat, hogy

, 13
H;, C Gy €s N(Gk)<:u'(Hk)+W

Jelolje G = U2, G, ezen nyilt halmazok egyesitését. Vildgos, hogy G C R"
nyilt halmaz és M C G. No de

oo

ACEPICR <I€Z_‘:u<m>+§<u* (M) +e.

Igy a < p* (M) + ¢ minden pozitiv e mellett fennall, ergo a < p* (M) is
teljesiil. O
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3.2.18. definici6 (Gs és F, halmazok). Gs halmaznak neveziink egy topo-
logikus térbeli halmazt, amennyiben az elgall megszamlalhatéan sok nyilt
halmaz metszeteként, és F,-nak, ha az el6all megszamlalhatoéan sok zéart hal-
maz egyesitéseként.

3.2.19.
Vilagos, hogy ha B jeloli valamely topologikus tér Borel-halmazait, akkor
Gs Co(G) = B és hasonléan F, C o (F) = B.

Az F, és a G5 halmazrendszerek elemeire ugy tekinthetiink mint az egyik
legegyszertibb tipust Borel-halmazokra.

3.2.20. allitas (Lebesgue-mérhets halmaz kozelitése). Legyen p az n-dimen-
2108 Lebesque-mérték tetszdleges n € N mellett, vagy n = 1 esetben egy Le-
besque—Stieltjes-mérték. Ekkor minden M C R™ Lebesque-mérhetd halmaz-
hoz, vagy a Lebesgue—Stieltjes-mérték esetén minden M C R Lebesque—Stielt-
jes-mérhetd halmazhoz

1. és minden € > 0 szdmhoz létezik G nyilt halmaz, amelyre

MCQG, éspu(GNM)<e.

2. és minden € > 0-hoz létezik olyan G nyilt és F zdrt halmaz, hogy
FCMCG, valamint u (G N\ F) < e.

3. létezik G € Gs és létezik F € F, halmaz, amelyekre
F C M CG, valamint p (G~ F) =0.

Bizonyitds. Sorban igazoljuk az allitasokat.

1. Ha p (M) < oo, akkor az eléz6 allitas szerint a tételben rogzitett € > 0-hoz
létezik olyan nyilt M C G halmaz, amelyre pu(G) < u(M) +¢e. Az M
halmaz Lebesgue-mérhet&sége (Lebesgue—Stieltjes-mérhetdsége) szerint a
G~ M is Lebesgue-mérhets (Lebesgue—Stieltjes-mérhetd), p (M) végessége
és a pu mérték végesen additivitasa miatt

p(GNM)=p(G)—p(M) <e.

Ha u (M) = oo, akkor a Lebesgue-mérték (Lebesgue—Stieltjes-mérték) o-
végessége szerint M = UPZ ; M}, alakban &ll el6, ahol M}, Lebesgue-mérhetd
(Lebesgue—Stieltjes-mérhets) minden k € N mellett és u (M) < oo. Igy
a mar igazolt gondolatot felhasznalva kapunk My C Gj nyilt halmazokat,
amelyekre 11 (G, ~ My) < 5. Bevezetve a G = U2 | Gy, halmazt a G olyan
nyilt halmaz, amelyre M C G és G~ M C U2, (G \ My), ezért

wW(GNM) <> u(Grp~ M) <e.
k=1
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2. Rogzitett € > 0 mellett alkalmazzuk az eddig igazoltakat, de az M és
az M€ halmazokra! Kapunk tehat M C G halmazt, amelyre G nyilt és
p(GNM)< 5, valamint M¢C F halmazt, amelyre F' zart és pu (F°~\.M¢) <
< 5. Persze F*\ M= M\ F, igy az F' C M olyan zart halmaz, amelyre
(M~ F) < § is fennall. Ekkor a G~ F' € (G~ M)U (M \ F) tartalma-
z4s szerint

RGNF)<pu(GNM)+p(MNF)<e.

3. Alkalmazzuk ¢ = % mellett az el6zg allitast. Léteznek tehat F, € M C
C G}, halmazok, amelyekre Fy zart, G nyilt és pu(Gi ~\ Fy) < % Jelolje
G =N2,Gy és F = U2 Fy. Vilagos, hogy G € G5, FF € F5, F C M C
C G.Node G\ F C Gi \ F;, minden k € N mellett, ezért (G F) <

< pu(Gr N Fy) < 4 is fennall, azaz csak 1 (G \ F) = 0 lehetséges. O

3.2.21. allitas. Szoritsuk meg az n-dimenzios Lebesgue-mértéket a Borel-
mérhetd halmazokra. Az igy kapott (R™, B, \|g) mértéktér teljessé tétele a
Lebesgue-féle (R™, A, \) mértékteér.

Hasonldan, az n = 1-dimenzids esetben, ha megszoritunk eqy Lebesgue—
Stieltjes-mértéket a wvalds egyenes Borel-mérheté halmazaira, és a kapott
(R,B,\f|g) mértékteret teljessé tesszik, akkor a Lebesque-Stieltjes-féle
(R, Af, Af) mértékteret kapjuk.

Bizonyitds. Jelolje (R”,B, ;\) az n-dimenziés Lebesgue-mérték Borel-halma-
zokra megszoritottjanak a teljessé tételét. Visszaemlékezve a mértéktér tel-
jessé tételének konstrukcidjara vilagos, hogy az eléz6 allitas (3.2.20))
éppen A C B tartalmazast jelenti. Mivel a teljessé tétel a legsziikebb teljes
kiterjesztés, igy B = A.

Ha M € A és E, F € B olyan halmazok, amelyekre

ECMCEF, ¢é MNF\NE)=0,

akkor a teljessé tett mérték definicidja szerint A\ (M) = A (E). Persze M =
= FEU (M \ E) és a Lebesgue-mérték teljessége miatt A (M \ E) =0, igy

A(M)=X(E)=XE)+ (M- E)=\(M).

Ezzel igazoltuk a A = )\ azonossagot is, azaz az (R”,B,X) és a (R", AN
mértékterek egybeesnek. A fenti okoskodashoz egyediil a Lebesgue-mérhets
halmazok Borel-halmazokkal valé kozelithetGségét hasznaltuk , ami
Lebesgue-Stieltjes-mértékre is igaz. Igy a fentiek szo szerinti ismétlésével kap-
juk a Lebesgue-Stieltjes-mértékre vonatkozo &allitas indoklasat. O

Természetesen meriil fel a kérdés, hogy a Lebesgue-mérheté halmazokbol
alkotott téglak, Lebesgue-mérhetsek-e?
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3.2.22. Aallitas. Legyen A1 € Agrs egy s-dimenzids, és Ay € Agre egy t-
dimenzids Lebesque-mérhetd halmaz. Ekkor az ezekbdl alkotott tégla egy n =
= s+ t-dimenzids Lebesque-mérhetd halmaz, azaz

Al X Ay € Agn,
tovdbbd ezek Lebesgue-mértékeire
A (A x Ay) = A (A7) 2D (A4y).

Bizonyitds. Az Ay € Ags miatt léteznek F,, Fy € Bgs Borel-halmazok, me-
lyekre
E1 QAl QFl és )\(S) (Fl\El):O.

Hasonléan vannak olyan ¢t-dimenziés Eq, Fy € Br: Borel-halmazok, amelyekre
EyCAyCFy és A (Fy~ Fy)=0.
Vilagos, hogy az R™ = R® x R? szorzaton fennall az
Ei1x Ey C Ay x Ay C Fy X Fy,
tartalmazas, és a két Borel-tégla kiilonbségére
(F1 X F) N (E1 X Eg) = ((F1 \ E1) x Fo) U (Fy X (F2 \ E2))

teljestil. Tekintetbe véve, hogy Borel-téglak mértéke az alkoté Borel-halmazok
mértékeinek szorzata (3.2.15)), ezért a bal oldali halmaz n-dimenziés Lebesgue-
mértéke zérus. Igazoltuk, hogy az A; X A halmaz az n-dimenzios Borel-
halmazok (R”, Bgn, A(™) |BRn) mértéktere teljessé tételének, tehat az n-di-
menziés Lebesgue-mérhet§ halmazok halmazanak egy eleme, és e halmaz Le-
besgue-mértékére

AP (A) x Ay) = A (B x Ey) = A9 (B AD (By) = A (A1) AD (Ay).
Ezt kellett belatni. O]

3.2.23.

Persze az iménti allitas agy formalizalhato, hogy Ags X Art C Agn, ahol n =
= s+ t. Ebbdl azonnal kovetkezik, hogy a generadlt o-algebrara is, azaz a
szorzat o-algebrara is, fennall az

Aps @ At = 0o (A]Rs X A]Rt) C Agn (36)

tartalmazas. Felmeriil, hogy esetleg egyenl@séget is irhatnank itt hasonléan
ahhoz, ahogyan Borel-halmazok szorzata is kiadja a teljes Borel-halmazok
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halmazat (L.1.29). Ha A C R® egy tetszéleges nem iires halmaz, és B¢ Ag:
egy nem Lebesgue-mérhets halmaz, akkor latni fogjuk a[£.1.4] allitas kovet-
kezményeként, hogy az A x B tégla nem lehet a Ags ® Ag: szorzat-o-algebrara
nézve sem mérhets. Ez azt jelenti, hogy ha A € Ags nem {iires nullmértéki
halmazt valasztunk, akkor az A x Rt € Ags ® Ag: egy olyan n-dimenziés
Lebesgue-nullmértékd halmaz, amelynek az A x B egy nem mérhetd részhal-
maza. Fz azt jelenti, hogy a bal oldali szorzat-o-algebraja az n-dimenzids
Lebesgue-mérték megszoritasédval egy nem teljes mértéktér, ergo bal és
jobb oldala nem azonos. Konkrétan A x B a jobb oldalnak eleme, de a bal
oldalnak nem.

Erdemes 6sszefoglalnunk a Borel- és Lebesgue-mérhetd halmazok, valamint
ezek szorzatanak kapcsolatat:

Bgrrn = Brs @ Brt C Aps ® A]Rt - A]Rn7
ahol mindkét tartalmazés szigoru.

3.2.24. allitas. Jeldlje n = s+t pozitiv egészek mellett ¥ = Ags @ Agt a
Lebesgue-mérhetd halmazok o-algebrdjinak szorzatdt. Legyen p az e szorzat
o-algebrdra szikitett n-dimenzids Lebesque-mérték, azaz p = )\(")|ARS @Age -
Ekkor az (R™, 3, u) mértéktér teljessé tétele az n-dimenzids (R”,ARn,)\("))
Lebesgue-mértéktér.

Bizonyitds. Lattuk, hogy a (R”, Bgn, A(™) |BRW,) Borel-mértéktér teljessé tétele

a tételbeli Lebesgue-mértéktér. Mivel Bgn C % és mivel g, = A\™|g,.
ezért (R™, X, i) teljessé tétele is (R",ARW,)\(")). O

Kapcsolat a Riemann-integrallal

A Lebesgue-mértékkel kapott absztrakt integral elmélet egybeesik a klasszi-
kus Riemann-féle integral-elmélettel olyan fiiggvényekre, melyekre ez utobbi-
nak értelme van:

3.2.25. allitas (Riemann-integralhatosidg Lebesgue-kritériuma). Legyen
f i a,b] = R egy korldtos és zdrt intervallumon értelmezett korldtos figg-
vENY.

1. Ha f Riemann-integrdlhato, akkor f Lebesgue-mérhetd is és a Lebesque-
integrdl azonos a Riemann-integrdllal, azaz

b
/ f(x) de = fdX,
a [a,b]

2. Az f figguény pontosan akkor Riemann-integrdlhatd, ha szakaddsi he-
lyeinek halmaza Lebesgue null-mértéki.
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Bizonyitds. A bizonyitas alapja a Darboux-tétel, mely szerint tetszéleges nul-
lahoz finomodo felosztas-sorozatra az alsé kozelité Osszegek sorozata az al-
s6 Riemann-integralhoz tart, mig a fels§ kozelit§ Gsszegek sorozata a felsd
Riemann-integréalhoz.

Legyen F,, az [a, b] intervallum olyan egyforma hosszisagt 2™ darab inter-
vallumabdl 4116 particidja tgy, hogy F, 41 intervallumai az F,, intervalluma-
inak felezésével keletkezzenek. Definialja

Gn=Y (sgpf) Yoo gn= > (inf f) e

KEF, KEFn

Mivel az intervallumok Borel-mérhet6k, ezért g,, G, Borel-mérhets fiiggvé-
nyek, melyekre F,, particié volta miatt g, < f < G,,. Persze f[a’b} G dX\ az
Fn, felosztashoz tartozo felss kozelits Gsszeg és f[a,b] gn dX az alsd. A Darboux-
tétel szerint az alsd kozelit§ Osszegek monoton novs sorozatédnak és a fels
kozelit6o sszegek monoton fogyd sorozatanak a hatarértéke az also, illetve a
fels6 Riemann-integral. Most vegyiik észre, hogy Ghi11 < Gy éS gni1 > gn
monotonitasok is fennallnak, hiszen tgy particionaltuk az [a, b] intervallumot,
hogy F,+1 minden intervalluma részhalmaza az F,, valamely intervallumé-
nak. Jelolje
G = lim G,, g = lim g,
n—oo

n—oo

Borel-mérhet6 fiiggvényeket. No persze g < f < (G az egész intervallumon
fennall. Mivel f korlatos és az értelmezési tartomany Lebesgue-mértéke vé-
ges, ezért alkalmazhatjuk a dominalt konvergenciatételt (2.3.21f). Azt kapjuk
tehat, hogy

n— oo

b
/ gdA = lim gn dA = / f () dx.
[a,b] n= Jla,b] *a

Hogy a Riemann-integralhatosag mellett a folytonossagot is megfogjuk, ve-
zessiik be a

*b
/ Gd\ = lim GndA:/ f (x) da,
[a’b] [a,b] a

H (z) = lim sup fs h(z) = lim inf f

N0 (51 /n,z+1/n) 00 (4o 1 4y 1)
fliggvényeket. Az f korlatossaga miatt a fenti hatarértékek monoton fogyo,
illetve nov6 sorozatok pontonkénti hatéarértékei, tehat H,h : [a,b] — R jol
definialt fiiggvények. Vilagos, hogy h(x) < f(x) < H (z) minden z € [a, ]
mellett, és

H(z) —h(z) = lim sup f (u) = f (v)]-

n— o0
u,ve(zfi,er%)
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Ebbdl leolvashato, hogy az f fliggvény pontosan akkor folytonos az = pont-
ban, ha h (z) = H (z) egyenldség teljesiil.

Olyan pont, amely egyetlen n-re sem osztopontja egyetlen F,, particionak
sem, bels§ pontja az Osszes particié valamely intervallumocskajanak. Ilyen
pontra H (z) = G (x) és h(z) = g (x) teljesiil. Mivel megszamlalhaté halmaz
Lebesgue-meértéke zérus, ezért H = G [\] és h = g [A], igy figyelembe véve a
Lebesgue-mérték teljességét, H és h is Lebesgue-mérhetd fiiggvények .
Osszefoglalva az eddigicket azt talaltuk, hogy

*b b
/ f(x)dwf/ f(x) de = G—gd\= H — hdA.
a *a [a,b] [a,b]

Eszerint a fliggvény Riemann-integralhatosaga azzal ekvivalens, hogy h =
= H [)] teljesiil, azaz f szakadési helyeinek halmaza Lebesgue null-mértéki,
amivel az masodik allitas ekvivalencidjat meggondoltuk.

Riemann-integralhato f esetén tehat h = f = H [)\] all fenn. A Lebesgue-
mérték teljessége szerint f Lebesgue-mérhets , és

b b
/f(x)dx:/ gdX\ < fdx < Gd)\:/f(x)dm. O
a [a,b] [a,b] la,b] a

3.2.26. (Példa Riemann-integralhaté nem Borel-mérhetd fiiggvényre)

Nem igaz, hogy egy Riemann-integralhato fiiggvény Borel-mérhets is len-
ne. Tekintsiink ugyanis egy korlatos és zart, kontinuum szdmossagu, de zérus
Lebesgue-mértéki halmazt, mondjuk a [0,1] intervallumon a Cantor-halmazt.
Mivel ennek hatvanyhalmaza az Osszes Borel-halmazok halmazanél is na-
gyobb szamossagu, ezért e C' halmaznak van nem Borel-mérhet6 A C C
részhalmaza. Vilagos, hogy x4 a C° halmazon, ergo egy nyilt halmazon kons-
tans, ezért annak minden pontjaban folytonos. A Lebesgue-kritérium szerint
x4 Riemann-integralhaté fiiggvény, ami persze nem Borel-mérhetd.

3.3. Lebesgue-mérték és determinans

3.3.1. Szingularis felbontéasi tétel

3.3.1. allitas. Legyen (X, || - ) és (Y,] - ||) véges dimenzids skaldris szorza-
tos tér és T : X — Y linedris operdtor. Ekkor léteznek {v1,va,...,0;m} C X
és {uy,ug,...,un} CY ortonormdlt bizisok, és léteznek o1,09,...,00 > 0

nem negativ valds szamok, amelyekre
T’Ui = O;U;

fenndll minden i = 1,...,1 mellett, ahol | = min {m,n}.
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Bizonyitds. Tekintsiik a T*T : X — X linearis operatort. Vilagos, hogy T*T

szimmetrikus igy a spektral felbontasi tétel szerint van {vy,va,...,vp} C
C X az X térben ortonormalt bazis, és vannak A\, ..., A, € R valés szamok,
amelyekre

T*T’Ui = )\ﬂ}i
fennall minden ¢ = 1,...,m esetén. Vegylik észre, hogy

(Tvi; Tvj) = (T T v5) = (Avis ) = A (v 05).

Ebbgl azonnal latszik, hogy {Tv; : i =1,...,m} egy ortogonalis rendszer Y-
ban, masrészt 0 < ||Tv;]|? = N\i|lvi]|> = \i. Esetleges atindexelés utan felte-
hets, hogy Ay > Ao > ... > \,,, > 0. Most definialjuk az Y-beli ortonormalt
rendszert. Mivel

{Tv; : Tv; # 0} = {Tw; : \; # 0}

bézisa a T operator képterének ezért, ha r a T operator rangja, akkor m >
> 1 > r mellett A; = 0, és minden ¢ < r mellett \; > 0. Legyen tehat ¢ < r

esetén 1
g; =/ )\,L U; = fTUi.
0;

Ilyen modon {uq, ..., u,} ortonormélt, amely persze T képterének bazisa is.
Ha T nem lenne sziirjektiv, akkor egészitsiik ki Gramm—Schmidt-ortogonali-
zécioval a képtér iménti bazisat az Y normalt tér {uy, ..., Uy, Up i1, Upt2y vy Up }
ortonormalt bazisava, és r < i < min {m, n} mellett legyen o; = 0.

Vilagos, hogy a definiélt ortonormalt bézisok és o; szdmok megfelelnek a
tétel kovetelményeinek. Hiszen ¢ < r mellett a fent kiemelt sor éppen Tv; =
= o;u; egyenldséget jelenti, és r < i < min {m,n} esetben ||Tv;|| = vA; = 0,
ergo Tv; = 0 = o;u; most is fennall.

3.3.2. kbvetkezmény. Minden T : X — Y véges dimenzids skaldris szorza-
tos terek kézt hatd linedris operdtorhoz van az X térnek és az'Y térnek olyan
ortonormdalt bazisa, amely bdzisokban felirva T mdtrizdt e mdtriznak csak a
diagondlisaban vannak nemzérus elemek és a diagondlisban minden elem nem
negativ.

Specidlisan, ha T : X — X egy linedris bijekcid, akkor van a térnek egy-
egy ortonormdlt bazisa, amelyekben felirva a transzformdcio mdtrizdt e matrix
diagondlis és a diagondlisban minden elem pozitiv.

3.3.3. kovetkezmény (SVD). Legyen T € R™*™ tetszdleges mdtrix. Ekkor
létezik V. € R™*™ ortogondlis matriz, és létezik U € R™*™ ortogondlis mdt-
rix, és létezik S € R™ ™ diagondlis mdtriz, amelynek diagondlisiban csupa
nem mnegativ elem szerepel és

T=USV".
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Bizonyitds. A szokéasos bels6 szorzés mint skalarszorzas mellett alkalmazzuk
az el6z6 allitast. Létezik tehat {vq, ..., v, } € R™ ortonormalt bazis és létezik
{u1, ..., un } CR™ ortonormalt bazis és léteznek {;>0:¢=1,...,min {m,n}}
nem negativ valos szamok, amelyre

T’UZ' = O;U;
minden széba jovs ¢ mellett.

Alljon V' € R™*"™ maétrix a vy, va, . .., v, oszlopvektorokbol és hasonldéan
az U € R™*™ matrix az uy,us, . .., u, oszlopvektorokbol. Vilagos, hogy U és
V' ortogonélis méatrixok. Legyen S € R™ ™ diagonéalis matrix, melyben az
i-edik diagonalis elem o; minden ¢ = 1, ..., min {m, n}. Ekkor méatrix szorzas
definicioja szerint

TV =US.
Persze V* = V! miatt készen is vagyunk. O

3.3.4. allitas. Legyenek p és v mértékek az R™ Borel-halmazain értelmezve,
amelyek minden raciondlis végpontiu I intervallumon egybeesnek és végesek,
azaz

w(l)=v(I) < co.

Ekkor a két mérték azonos, tehdt minden A Borel-halmaz esetén is
0 (A) = v (A).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy o-véges mértékek mellett a mérték kiterjesztése
egyértelmi a félgytirirsl a generalt gytrtig. Mivel a racionéalis végponta bal-
rol zart jobbrol nyilt intervallumok félgytirdje a Borel-halmazokat generalja,
ezért ha a kiterjesztési eljarast alkalmazzuk a két mértékre, azt kapjuk, hogy
minden A Borel-halmaz mellett p(A4) = p* (A) = v (4*) = v (4). O

3.3.5. allitas (Eltolas invaridns Borel-mérték). Legyen p egy eltolds-inva-
ridns mérték az R™ Borel-halmazain és A a Lebesgue-mérték. Ekkor létezik
c¢>0 konstans, hogy minden A Borel-halmaz mellett

w(A)=cA(A).

Bizonyitds. Legyen I a [0,1) intervallum n-szeres szorzata és ¢ = p (I). Vila-
gos, hogy
p(l)y=c-1=ecX(I) (3.7)

teljesiil. Ha megmutatjuk, hogy a fenti (3.7]) egyenl@ség minden més racionalis
végpontu balrél zart, jobbrél nyilt intervallumra is fennall, akkor az el§zé tétel
szerint a u és a cm Borel mértékek azonosak.
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Legyenek ez okbdl a Iy, s, ..., l,, pozitiv egészek rogzitve. Jelolje Iy, 1,,..1, =
=10,1/11)x[0,1/l3)x...x[0,1/,,). Az I intervallum el6all mint a l1ls - - - I,, da-

rab I, ;. eltolt diszjunkt egyesitése. Igy ¢ = p (I) = lyly - I (I3 09,00 )
amibél kapjuk, hogy
11 1
Ly gg,pn) == = ALy 1y, 0)
I 1y Iy

Ez azt jelenti, hogy minden I, ;,,...;, tipust intervallumra fennall.
Legyenek most by,...,b, € Q racionalis szamok, és b, = }l“— Lathato,

hogy ha J = [0,b1) x [0,b3] X ... x [0,by), akkor J el6all mint az I,

intervallumnak kqks - - - k,, darab diszjunkt eltoltja. Ilyen moédon

l2,..ln

12 (J) = k‘lk‘g s knﬂ (Ill,.“,ln) = k)lkg e k:nc)\ (Ill,.“,ln) = C)\ (J) .

Igy (3.7) mindent fenti tipust J intervallum mellett is fennall.
Ha most L = [a1,b2) X [az,b2) X ... X [an,b,) alaka, ahol a végpontok
rendre racionélis szamok, akkor

L:(a13a2a"'aan)+[oabl_a1) X [O,bQ_QQ] XX [Ovbn_an)

hiszen az 6sszeadast koordinatanként kell elvégezni. Tehat a mértékek eltolas-
invarianciaja szerint

w(L)=p([0,b1 —aq) x [0,b0 —ag] x ... x [0,b, —ay)) =
=c/\([07b1—a1) X [O,bg—ag] X ... X [O,bn—an)):c/\(L).

Ezt kellett belatni. O

3.3.6. allitas. Legyen T : R™ — R™ requldris linedris transzformdcio. Ekkor
minden A Borel-mérhetd halmaz mellett a T (A) képhalmaz is Borel-mérhetd,
és

A(T (A)) = |det (T) |A(4) .

Bizonyitds. Mivel véges dimenziés téren értelmezett linearis operécié min-
dig folytonos, ezért a T—! inverz leképezés folytonos lévén Borel-mérhetd is.
Ez éppen azt jelenti, hogy minden A € B Borel-halmaz esetén a T (4) =
= (T_l)_1 (A) halmaz is Borel-halmaz marad.

Most definidlja regularis 7" linearis transzformaciora

pr (A) = A(T (4)).

A fentiek szerint up értelmezett a Borel-halmazokon. Lathato, hogy ur elto-
las-invarians Borel-mérték. Ugyanis, injektiv fiiggvény diszjunkt halmazokat
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diszjunkt halmazokra képez, ezért

pr (UpZiAn) = MT (Ul An)) = A (4T (An)) =

egy Borel-mérték. A linearitas, valamint a Lebesgue-mérték eltolas-invarian-
cidja miatt

pr (A+2) = NI (A+ ) = AT (4) +T (2)) = (T (4)) = iz (A)
is teljesiil minden A Borel-halmazra és minden z € R™ vektorra.

Az eltolas-invarians Borel-mértékek unicitasi tétele miatt minden T regu-
laris linearis transzforméciohoz létezik egyetlen ¢y > 0 valos szam, amelyre
KT = CT * A
Ha T és S két ilyen linearis transzformacio, akkor minden A Borel-halmazra
crs - A(A) = prs (A) = AT (S (A))) = cr- A(S(A)) = cr-cs- A(A)

Ez csak tugy lehetséges, ha
¢rs = Cr - Cs

teljestl.
Szamoljuk ki a ¢y szamot egy ortogonalis T' transzformacié esetében. Egy
ortogonélis transzformacié a T* = T~ azonossag miatt normatarto is:

HT*ch2 =(T"x; T x) = (x; TT"x) = (x;2) = ||3c||2

Ha tehat B jeloli a tér egységgémbjét, akkor T (B) C B azonnal adodik.
Persze minden x € B mellett z = T (T*x), amibsl T (B) = B kovetkezik. Igy
ur (B) = A(T (B)) = A (B), ergo

CT:1

teljestil minden T' ortogonélis linearis transzforméacio mellett.

Szamoljuk ki a c¢p szamot egy olyan T' linearis transzformécio esetében,
amelynek valamely ortonormalt béazisban felirt matrixa diagonalis, és a di-
agonalisban dy,ds, ..., d, pozitiv szamok &llnak. Jelolje @ = [0,1)" kockét,
ahol n a tér dimenzioja. Ezt a kockat 1" a

[O,dl) X [O,dg) X ... [O,dn)
intervallumba képezi, melynek Lebesgue-mértéke dyds . .. d,,. Igy

dyds...dp = \N(T(Q)) = pur (Q) = crA (Q) = cr.
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Ha tehat a T linearis transzformacié szingularis felbontasa T' = U SV, ahol
U,V ortogonalis transzformacio, és V' matrixa diagonélis a o1, ..., 0, pozi-
tiv szamokkal, akkor figyelembe véve, hogy egy ortogonalis transzformécio
determinansa csak 1 vagy —1 lehet,

|det T| = | det(USV)| = |det U|| det S||det V| = |det S| =

=loy--op| =010, = cs = cycscy = cysv = cr.
Ezt kellett belatni. O

3.3.7. allitas. Legyen S az R™ wvektortér egy n-nél alacsonyabb dimenzios
altere. Ekkor az S halmaz n-dimenzios Lebesgue-mértéke zérus.

Bizonyitds. El6szor azt gondoljuk meg, hogy az
M = {(z1,22,...,2,) E R" : z, =0}

n — 1-dimenzi6s altér n-dimenzidés Lebesgue-mértéke zérus. Jelolje Qr =
=[0,1)""" x [0,1/k) és Q = [0,1)" " x {0} n-szeres szorzatotokat. Vilagos,
hogy minden k € N mellett a Qj halmaz n-dimenzi6s mértéke 1/k és

ﬂiile = Q

Igy a mérték monoton folytonossagi tétele miatt Q mértéke zérus. Mivel
M el6all mint a @ nullmértékd halmaz megszamlalhatoéan sok eltoltjanak
egyesitéseiként, ezért az M altér n-dimenzioés Lebesgue-mértéke is zérus.

Az S altér mértékékének kiszamitésara térve, azt gondoljuk meg, hogy
mivel lineéris transzformacio egy bazison tetszélegesen elirhato, ezért létezik
egy T : R" — R™ regularis linearis transzformacio, amelyre T (S) C M. Igy

[det TIA(S) = A (T(8)) < A (M) =0,
amib6l A (S) = 0 a T regularitésa szerint mar adodik. O

3.3.8. allitas. Legyen T : R™ — R" tetszdleges linedris operdtor, és L € Agn
Lebesgue-mérhets halmaz. Ekkor ennek T (L) képe is Lebesque-mérhetd, va-
lamint az n-dimenzidos Lebesgue-mértékére

AT (L)) = |det T\ (L).

Bizonyitds. Tegytik fel el6szor, hogy T szingularis, tehat | det T'| = 0. Ekkor
T (L) egy n-nél alacsonyabb dimenzios altér részhalmazaként, azaz egy az
n-dimenziés Lebesgue-mértékre nézve nullmértékd halmaz részhalmazaként,
maga is nullmértékd, ezért Lebesgue-mérhetd.
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Ha T regularis, akkor vegyiink A, B € Bg~» Borel-halmazokat, amelyekre
ACLCB de A(B~A4)=0.
Vilagos, hogy ekkor T'(A),T (B) € Bgrn Borel-halmazok, és
T(A)CT(L)CT(B).
A T injektivitasa miatt T (B) N T (A) =T (B \ A4), igy
MT(B)NT(A)=A(T (B~ A)=|detT|-A(B~A4)=0.
Ez éppen azt jelenti, hogy T (L) is Lebesgue-mérhetd, és Lebesgue-mértékére
MT(L)=X(T(A) =|detT|-A(A) = |detT|- X(L).
Ezt kellett belatni. O

A fenti tételben nagyon fontos, hogy azonos dimenziés euklideszi tereknek
azonos dimenziés Lebesgue-mértékérsl van sz6. Nem marad érvényben a té-
tel, mar R? — R projekci6 esetében sem. Példaul vegyiink egy £ C R nem
Lebesgue-mérhet6 halmazt. Képezziik az {(z,0) : © € E} szorzatot. Mivel a
szorzat valamely egydimenziés altér részhalmaza, ezért annak kétdimenzi-
6s Lebesgue-mértéke zérus, ergo kétdimenzios értelemben Lebesgue-mérhetd.
Természetesen az els§ valtozo szerinti meréGleges vetiilet éppen F, amely va-
lasztasunk szerint egydimenzios értelemben nem Lebesgue-mérhetd.

3.3.9. allitas. Tekintsik az n-dimenzids Lebesque-mértéket (R™, Agn, \). Le-
gyen f : R™ — R Lebesque-mérhetd figguény és T : R* — R™ eqy requldris
linedris transzformdcio. Ekkor az f o T kompozicid fligguény is Lebesgue-
mérhetd, tovdbbd fenndll az

/ fdx=|detT] foTdA (3.8)
R Rn

azonossdy feltéve, hogy f > 0, vagy f € Ly (R™, Agn, \). Ez utcbbi esetben
foT e Ly (R™ Agn, A) is teljesiil.

Bizonyitds. El6szor a kompozicié fiiggvény Lebesgue-mérhet&ségét gondol-
juk meg. Ha B C R egy Borel-halmaz, akkor f Lebesgue-mérhetGsége miatt
f71(B) € Agn. No de a T~! lineéris transzformaci6é Lebesgue-mérhets hal-
mazt Lebesgue-mérhets halmazra képez, igy

(feT) " (B)=T"" (f(B)) € Agn

valoban teljesiil.

© Typotex Kiadd

© Magyarkuti Gyula



www.interkonyv.hu

130 3. MERTEK KONSTRUKCIO

Legyen most f = y karakterisztikus fiiggvény, valamely L € Agn Le-
besgue-mérhets halmaz mellett. Ekkor foT = xp-1(1), ezért

foTdx=X(T""(L)) ! ! fd,

Rn o | det T| )\ (L) - | det T| Rn
ami éppen a bizonyitand6 allitas egy specialis f = xr Lebesgue-mérhetd
fliggvény esetében.

Ha f > 0 Lebesgue-mérhetd fliggvény, akkor a mérhetd fiiggvény alaptétele
szerint f = > 7 | a,, f, alakd, ahol o, > 0 és f,, valamely Lebesgue-mérhetd
halmazzal képzett karakterisztikus fiiggvény minden n € N mellett. Igy a
monoton konvergenciatétel sorokra igazolt alakjat kétszer hasznalva kapjuk,

hogy

fa =S an | fodr=

=3 an|det )| fnon/\:|detT|/ St (fa o T) dA =
n=1 R " =1

R”

:\detT|/ (Zanfn>on>\=|dctT| foTd.
R n=1

Legyen most f € L; (R”, Agn, ). Ekkor az |f| nem negativ fliggvényre
teljesiil a méar igazolt azonossag. Igy

/|f|d>\:|detT|/ |f\on)\:|detT\/ |f o T|dA.
R R R

A bal oldal végességébdl a jobb oldal végessége kovetkezik, ami azt jelenti,
hogy foT € L1 (R™, Agn, A) valoban fennall. Most az f fiiggvény f pozitiv
és f~ negativ részére alkalmazzuk a mar igazolt azonossagot.

fdx= | frax— | f-dax=
R R R

:|&%T|( froTd\— f—on%>=

R R™

:|detT|/Rn(f+oT)—(f*oT) i) =

=|detT T—f)oTd\=|detT oT d.
jdee] [ (1= 1) jdert| [ 1

Ezt kellett belatni. O
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4. fejezet

Szorzatmérték

A probléma a kivetkezs. Tegytik fel, hogy egy kettds integral kiszamitésa a
feladatunk. ElGszor is tisztazzuk mit jelent ez. Adott egy (X, M, pu) és egy
(Y, N, \) mértékteér, és egy f: X x Y — R fiiggvény. Az

//x,yf dpdA = /X /Y f(z,y) p(dz) A(dy) (4.1)

integralas ebben a sorrendben azt jelenti, hogy rogzitett x € X mellett pro-
baljuk integralni az f(z,:) : ¥ — R fiiggvényt. Ha ez sikertilt, a kapott
értékre mint x fliggvényére tekintsiink:

m/yfu,y)A(dy)

Ez persze egy X — R fiiggvény, igy ennek X-en valo integralja (4.1) kettss
integral.
Persze a valtozokat a forditott sorrendben is rogzithetjiik. Nézziik tehat

//Y,de””:/y/xf(w,y)A(dy)u(drf) (4.2)

esetet. Ezt ugy értelmezziik, hogy elGszor a rogzitett y € Y valtozé mellett
tekintsiik az f (+,y) : X — R fiiggvényt. Most ennek X-en szamolt integraljat
tekintsiik mint az y valtozo fliggvényét, tehat az

az

yH/Xf(w,y) p (dz)

fliggvényt. Ha ezt a fiiggvényt integraljuk az y valtozo szerint, akkor kapjuk
a (4.2)) iteralt integralt.
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Az els6 sorrendii iterdcio nagyban kiilonbozik a méasodik sorrendd iteraci-
ot6l, igy természetesen meriil fel a kérdés, hogy mi a két kiillénb6z6 sorren-
di iteralt integral kapcsolata. Persze altalanosabban is megfogalmazhatjuk a
problémat: Ha egy n valtozos fiiggvénytink van, akkor a valtozok rogzitése
mar n!-féleképpen lehetséges. A kérdés, hogy milyen feltételeket kell tenniink
ahhoz, hogy az igy szamolt n! kiillonbo6z8 iteralt integral értéke a valtozok
rogzitésének sorrendjétdl fiiggetleniil mind-mind azonos legyen.

4.1. A Fubini-tétel

ElGszor is tisztazzuk, hogy a fenti ismertetett iteralt integraloknak milyen fel-
tevések mellet van értelme, majd két tételben adunk elegendd feltételt
és arra, hogy a kiilonboz6 sorrendd iteralt integralok értéke a sor-
rendtdl fliggetlen legyen. Az egyszertiség kedvéért a kétvaltozos fiiggvények
esetére szoritkozunk. Az altalanos eset a kétvaltozos fiiggvényekre vonatkozo
eredmény t6bbszori alkalmazasaval kénnyen koévetkezik.

4.1.1. definici6 (szorzat-mérhetSség). Legyen (X, M) és (Y, N') mérhets tér
és (X x Y,X) ezek szorzata, ahol ¥ = o (M x N) a mérhets téglak generalta
o-algebra. Ha adott egy az X X Y szorzaton értelmezett fliggvény, akkor
ennek mérhetGsége, vagy kicsit pontosabban szorzat-mérhetdsége a fenti 3
o-algebrara vonatkozé mérhetGséget jelenti.

Tudjuk, hogy az M ¢és N o-algebraknak mint félgytrtknek az M x N
szorzata a mérhets téglak félgytrdje (1.1.3)), igy ¥ egy félgytirt altal generalt
o-algebraként van definidlva.

4.1.2. definicié (szorzattérbeli halmaz szelete). Az E C X x Y halmaz és
x € X esetén legyen E, = {y € Y : (z,y) € E}, valamint hasonléan y € Y
mellett BY = {z € X : (z,y) € E}. Az E, CY és EY C X halmazokat az E
halmaz z-metszetének vagy x-szeletének nevezzik.

Az itt bevezetett halmaz-operacio nagyon kényelmesen viselkedik a szoka-
sos halmazelméleti mtiveletekkel kapcsolatosan.

4.1.3.
A definici6é egyszerti alkalmazaséaval kapjuk, hogy

(UnziAn), =Unly (An), s (MZiAn), =00l (An), s (B9, = (Ez)".

Az is vilagos, hogy
B, haze A

(AXB)‘T:{Q ha x ¢ A.
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4.1.4. allitas (mérhetS halmaz metszete meérhetd). Szorzat-mérhetd halmaz
minden metszete mérhetd, azaz minden F € ¥ esetén F, € N és F¥ ¢ M
minden x € X ésy €Y mellett.

Bizonyitds. Nézziik példaul az x-szeletekre vonatkozo allitast. Az y-szeletek
mérhetdsége ezzel analog modon adodik. Az[I.1.22]-ben ismertetett o-indukcio
elvét kovetjiik. Jelolje H C P (X) azt halmazrendszert, amelynek elemeire az
allitas igaz, azaz

H={ECXxY:E, e NVxe X}.
Azt kell belatnunk, hogy
1. MxN CH;
2. minden F € H esetén E° € H;

3. ha E,, € H egy megszamlalhaté halmazsorozat, akkor US| E,, € H is
teljesiil.

Az igazolasokhoz tulajdonsagokat hasznaljuk.

1.Ha A x B € M x N, akkor (A x B), vagy @ € N, vagy B € N, ezért
Ax BeH.

2. Ha F € H, akkor E, € N, ezért (E°), = (E,)° € N, az N o-algebra
tulajdonsaga szerint.

3. Ha az E,, n € N halmazokra (E,), € N, akkor (U2, E,), = U2, (Ep)s-
Az N halmazrendszer egy o-algebraként zart a megszdmlalhato egyesités-
re, igy Up2, By, € ‘H valoban fennall. O

Azért, hogy szohasznélatbeli analogiat kapjunk, most fliggvényekre is be-
vezetjiik a szelet fogalmat. Az f fliggvény z-szelete voltaképpen a rogzitett
pont melletti a masodik valtozo szerinti parcialis fliggvény, azaz f, = f (z,-).

4.1.5. definicié (fliggvény szelete). Legyen f az X X Y-on értelmezett fiigg-
vény. TetszGlegesen rogzitett x € X mellett f, legyen az az Y-on értelmezett
fiiggvény, melyre minden y € Y mellett f, (y) = f (z,y). Az f, fiiggvényt az
f fliggvény x-szeletének nevezziik. Hasonloan, régzitett y € Y mellett minden
x € X-re f¥(z) = f (x,y) az f figgvény y-szelete.

Vilagos, hogy a fenti definicid6 nem 1j, pusztan egy jelolés bevezetésérsl
van sz6. Bizonyos helyzetben kellemetlen ugyanis az f, = f (z,-), illetve f¥ =
= f(-,y) pont-jelolés. Szép analogiat kapunk halmazokra és a fiiggvényekre
bevezetett szelet-fogalomra, mivel halmaz-szelet és fliggvény-szelet kommutél
az Gskép-miivelettel.
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4.1.6.
Vegyiik észre, hogy tetszéleges V C R halmazra

(), =),

ha f az X x Y szorzaton értelmezett. Ugyanis y € f~* (V),, pontosan akkor,
ha f (z,y) € V, ami pontosan akkor teljesiil, hay € f~! (z,-) (V) = f,1 (V).
Az is nyilvanvalo, hogy a fiiggvényszelet-operator is szépen viselkedik az
algebrai miiveletekkel szemben. Ha f, g az X XY szorzaton értelmezett fiigg-
vények, akkor
(af +B9), = afs + BYs

minden x € X mellett.

Speciélisan, egy szorzattérbeli halmaz karakterisztikus fliggvényének sze-
lete éppen a szorzathalmaz szeletének karakterisztikus fiiggvénye. Tehat, ha
QC X xY észe X, akkor

(XQ)s = X(Qu)-

4.1.7. allitas (mérhetd fiiggvény szelete mérhetd). Legyenek (X, M) és (Y, N)
mérhetd terek, valamint (X X Y,X) ezek szorzata. Tegyiik fel, hogy f : X x
xY — R egy mérhetd figguény. Ekkor minden x € X rogzitett érték mellett
az fy : Y = R fiiggvény is mérhetd.

Bizonyitds. Legyen V C R egy nyilt halmaz. Lattuk az imént, hogy f, 1 (V) =
= f71(V),. No de az f fiiggvény mérhetsége szerint f~1 (V) € X, és a mér-

hetd halmaz szeletének mérhetéségét biztosito szerint f~1(V), eN. O

Most bevezetjiik a mértékterek szorzatdnak fogalmét. Emlékezziink arra,
hogy a monoton konvergenciatétel egy fontos kdvetkezményeként lat-
tuk, hogy mértékek szorzata egy a o-algebrak szorzatan mint félgytrtin értel-
mezett o-additiv halmazfiiggvény. Tudjuk, hogy a kiterjesztési eljaras szerint
félgytirtin értelmezett megszamlalhatoan additiv halmazfiiggvény egyértelmii-
en terjeszthetd ki mértékként a generalt o-algebrara , feltéve, hogy a
teljes alaptér elgall mint megszamlalhatoan sok félgytiriibeli, véges mértéki
halmaz egyesitése.

4.1.8. definici6 (meértékterek szorzata). Legyenek (X, M,pu) és (Y, N, )
o-véges mértékterek. Definidlja A x B € M x N mérhets téglara

(1% N)(A x B) = p(A)A(B)

az M x N félgytiriin értelmezett megszamlalhatéan additiv halmazfiiggvényt
(2.2.16). Tekintsiik a generalt ¥ = o(M x N) o-algebrara valo egyértelm
mérték-kiterjesztését. Jelolje ezt p® A. Az igy kapott (X XY, ¥, u® A) mér-
tékteret a két mértéktér szorzatanak mondjuk.
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4.1.9. definicié (Fubini-tulajdonsig). Legyenek (X, M, pu) és (Y,N,\) o-
véges mértékterek, valamint (X xY, 3, u®A) e két mértéktér szorzata. Legyen
f: X xY — Ry egy nem negativ X-mérhets fiiggvény. Azt mondjuk, hogy
ez a figgvény elsd vdltozdjaban Fubini-tulajdonsdgi, ha az alabb definialt
p: X =Ry

wm:Lﬁw M)

fiiggvény M-mérhets és

Lyyfﬂu®ﬁziémdw 4)

A célunk az, hogy megmutassuk minden nem negativ fliggvény rendelkezik
az itt definialt Fubini-tulajdonsaggal.

4.1.10. allitas. Legyenek (X, M, u) és (Y,N,\) o-véges mértékterek, vala-
mint (X X Y, 3, u® \) e két mértéktér szorzata. Jelolje ® a mem negativ
mérhetd Fubini-tulajdonsdgu figguények halmazdt. E halmazrendszer rendel-
kezik az alabbi tulajdonsdgokkal:

1. Minden f,g € ® és o, 8 > 0 mellett af + Bg € P.

2. Minden f, € @, fi < fut1, n € N monoton novd figguénysorozat
pontonkénti hatdrértékére lim, o f,, € .

3. Minden olyan f, € ®, f, > fny1, n € N monoton fogyo fiigguénysoro-
zatra, amelyre fXXY f1d(p®X) < 0o a pontonkénti hatdrértékre nh_}rx;o fn €.

4. Minden Q € M x N esetén xq € ®.

Bizonyitds. Az alabbiakat kell meggondolnunk:

1. Vilagos, hogy ¢(x) = [y (af + B9)zdA = a [y fad\ + B [, gz dX =
= apy(z)+ Bpy(x), ahol ¢y és ¢4 az f, g € P-hez tartozo fiiggvények (f)-nek
megfelelen. Persze nem negativ mérhetd fliggvények kup kombinacidja is
ilyen, s6t

/deu=/Xasof+ﬁsogdu:a/xwfdu+ﬂ/x<pgdu=
—af gimen+s [ giwen= [ af+sgdue .
XXY

XxY XxY

2. Hasonloan, legyen ¢, (z) = [y (fn)z dX és az f = lim, . f, fiiggvényre
@(x) = [y fod\. Persze @, — ¢ monoton névekeddleg. Ezért elGszor is ¢
mérhets, masrészt a monoton konvergenciatételt kétszer alkalmazva

/(pndu—>/ wdu, valamint/ fndlp @A) — fdlpeN).
X X XxY

XxXY
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Ezzel a 2. allitast be is lattuk, hiszen a fenti konvergens sorozatok az f,, € ®
feltétel szerint azonosak, igy a hatarértékiik is azonos.

3. A fenti jeloléseket megtartva [y fid(u x A) = [ p1dp < oo. Ez
azt jelenti, hogy az (f,,) fliggvénysorozatnak van f; € L1 (X XY, X, p ® ) ma-
joransa, és a (¢,) fliggvénysorozatnak van ¢; € Lp(X, M, ) majoransa.
Ezért kétszer alkalmazva a majordlt konvergenciatételt kapjuk, hogy
limy, o frn € ® is fennall.

4. Vilagos, hogy ¢(2) = [ (x@)zdX = [ x@. dA = AN(Qz) = X(B)xa(),
ahol Q = A x B € M x N alaka. Igy ¢ egy mérhets fiiggvény konstans
szorosaként maga is mérhets, tovabba

[odn= [ ABadu =B = (0 x V(A x B) =
X X

—@eNAxB)= [ xodumN). O
XxXY
4.1.11.
A fenti allitas els§ két pontjanak azonnali kévetkezménye, hogy nem csak
a véges Osszeg, hanem a végtelen sorosszeg mivelet sem vezet ki a Fubini-
tulajdonsagu fiiggvények korébdl. Ha f,, € ® minden n € N mellett, akkor az
els6 tulajdonsig szerint

Sp = ifk € o.
k=1

Az itt szerepls fiiggvények nem negativitdsa miatt s, < s,41 minden n €
€ N mellett, tehat a masodik pontban meggondoltak szerint a részletdsszeg-
sorozat pontonkénti hatarértékeként addodod végtelen Gsszegre is

o0
an: lim s, € ®.
n— o0

n=1

A fenti négy tulajdonsagbol és a Dynkin-tételbdl a Fubini-tétel halmazokra
vonatkozo alakja mér kénnyen latszik.

4.1.12. allitds (nem negativ szorzat-mérhets fliggvény Fubini-tulaj-
donsagn). Legyenek (X, M,u) és (Y,N,\) o-véges mértékterek, valamint
(X xY,3, 10 x \) e két mértéktér szorzata. Ekkor minden Q € ¥ szorzat-
mérhetd halmaz xq karakterisztikus fiigguénye Fubini-tulajdonsdgi.

Bizonyitds. A tegyiik fel, hogy X = UpenX, valamint Y = UpenYm, ahol
az egyes X, € M és Y,, € N halmazok diszjunktak, mérhetck, valamint
w(Xp) < o0 és A(Yy,) < oo minden szoba jovs n és m esetén. Legyen

Q:{QQXXY:XQH(XWXYm)e(I) Vn,mEN},

© Typotex Kiadd

© Magyarkuti Gyula



© Typotex Kiadd

4.1. A FUBINI-TETEL 137

ahol ® a Fubini-tulajdonségu fiiggvények halmaza. Megmutatjuk, hogy > C
C Q. Ehhez az[1.1.23] m-indukci6é modszerét hasznaljuk. Azt kell tehat meg-
gondolnunk, hogy

Lt(MxN)CQ
2. Ha @} € Q monoton béviils sorozat, akkor Ug ; Q) € €2;
3. Ha @ € Q2 monoton sztkiil§ sorozat, akkor NS, Q) € Q;

Sorjaban az indoklasok:
1. Ha Q € r (M x N), akkor a gy(ri belss reprezentacidja (1.1.12) szerint

QN (X, xYy) =UN (Qrn (X, x Vi)

alakt, ahol a Q € M x N halmazok diszjunktak. Lattuk 7 hogy
M x N-beli halmaz karakterisztikus fiiggvénye Fubini-tulajdonsagti. No
de M x N metszet zart, hiszen még félgytird is, emiatt XQun(XnxYm) € @
Azt viszont tudjuk , hogy ® zart a véges Osszegre, emiatt

N
XQN (XX Yim) = ZXQm(anYm) €D
n=1
is fennéll, ergo Q € €.
2. Jeldlje Q = U2, Qk a boviils @, € 2 halmazok egyesitését.
A (Qx N (X, X Y,,))ken sorozat is bévills tetszblegesen rogzitett n,m € N
mellett, és egyesitésiik a Q N (X,, x Y;,,) halmaz. Igy

Xka(Xn XYm) - XQQ(XH XYm)

monoton novekedsleg pontonként. De ® zart monoton névé pontonkénti
konvergenciara nézve (4.1.10)), ezért xgn(x, xv,,) € ®. Mivel ez tetszéleges
n, m-re elmondhato, igy @) € Q) valéban fennall.

3. A Qr € Q sziikiils halmazok esete szinte szd szerint azonos a monoton
b&viils esettel. Az egyetlen kiilonbség, hogy ellendrizniink kell a

/ XQ1N(Xnx Vi) d (1 ® ) < 00
XxXY

feltétel teljesiilését, mikor a @ fiiggvényosztily zartsagat hasznéljuk a pon-
tonkénti monoton fogy6 konvergencidra nézve (4.1.10). Ez viszont a
1 (Xy,) <ooésav(Y,) < oo feltételek kovetkezmeénye.

Azt kaptuk tehat, hogy minden @@ € ¥ szorzat-mérhet6 halmaz esetén
XQN (X, xY,,) € P tetszbleges n, m € N mellett fennall. No persze

Q= Uﬁf’m (Q N (Xn X Ym))
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diszjunkt egyesités, ezért
XQ = ZXQm(anym)~
n,m

De a Fubini-tulajdonsagu fliggvények halmaza zart a végtelen Gsszeg képzé-
sére (4.1.11). Igazoltuk tehat, hogy xg € ® teljesiil minden @) € ¥ szorzat-
mérhet6 halmaz esetén. O

4.1.13.
A fentiekhez hasonlé médon (X, M, u) és (Y, N, \) o-véges mértékterek mel-
lett most legyen rogzitett y € Y-ra

Y(y) = /X fYdu.

A definiciéval analég modon azt mondhatnank, hogy szorzaton értelme-
zett nem negativ mérhetd fiiggvény a mdsodik vdltozdjaban Fubini-tulajdon-
sdgu, ha 1 mérhets az N o-algebréara nézve és

/Yz/;d)\:/xxyfd(uéa)\).

A TFubini-tulajdonsagot taglald és annak kévetkezménye sz6
szerint ismételhetd ¢ helyett 1 fiiggvényre. Hasonloan a [£.1.12} allitas is sz6
szerint ismétlsdik az 1j definicio mellett. Igy tehat azt kapjuk, hogy minden
Q € X mérhets halmazra ¢ egy M-mérhets, 1 egy N-mérhets fiiggvény és

Lwdﬂz/xwx"?d(“@/\) :/Yd)d)\.

Most megmutatjuk, hogy minden nem negativ szorzat-mérhets fliggvény
az els6 és a masodik valtozojaban is Fubini-tulajdonsagu, ezért ezt az ideig-
lenesen bevezetett terminologiat a tovabbiakban nem hasznéljuk.

4.1.14. tétel (Fubini tétele nem negativ mérheté fiiggvényre ). Legyenek az
(X, M, pn) és az (Y,N,\) mértékterek o-végesek és f : X x Y — R, nem
negativ, szorzat-mérhetd figgvény. Jelilje

¢($)=/Yfmdk, w<y)=/Xfydu.

Ekkor a ¢ : X — Ry fiigguény mérheté az M- és a v : Y — Ry fiigguény
mérhetd az N o-algebrdra nézve, tovdbbd az

/Xsodu:/Xnydw@A):/ywdA

integrdlok egyenldsége is fenndll.
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Bizonyitds. A mérhets fliggvények alaptétele ([1.3.18|) szerint minden nem
negativ szorzat-mérhets fliggvény elGall

o
f = Z AnXQ,
n=1

alakban, ahol Q,, € ¥ szorzat-mérheté halmaz, és a,, > 0 valos. De épp az
imént lattuk (4.1.12] 4.1.10| és [4.1.13)), hogy minden egyes o, Xx¢, mind az
els6, mind a masodik valtozdja szerint Fubini-tulajdonsagua, és azt is tud-
juk, , hogy Fubini-tulajdonsagu fliggvényekbdl alkotott fiiggvénysor
Osszegfliggvénye is Fubini-tulajdonsagi marad. O

Ha tehat egy szorzat-mérhets fiiggvény nem valt elGjelet, akkor semmi
tovabbi feltételt nem kell ellendrizniink ahhoz, hogy az integralas sorrendjét
szabadon felcserélhessiik. Azt kapjuk, hogy barmelyik sorrendi integrélas a
szorzat-mérték szerinti integralt adja.

Most nézziik mit mondhatunk elGjelvalto fliggvényekre.

4.1.15. tétel (Fubini tétele Li-beli fliggvényre ). Legyenek az (X, M, pu)
és (Y,N, ) mértékterek o-végesek és (X x Y, M QN ,u® \) ezek szorzata.
Legyen

FELI( X XY MON,u®N).

Ekkor u-m.m. x € X esetén f, € L1(Y,N,\) és A\-m.m. y € Y mellett
fY e Li(X, M, pn). Bevezetve az

() = /Y fedd, b(y) = /X du

jeloléseket o€ Li(X, M, u) valamint ¢ € L1 (Y, N, \); tovdbbd

[odu=[ sawen= [ var

Bizonyitds. Jelolje *(x) = [, | fz|d)\. A nem negativ esetre mar bizonyitott
Fubini-tétel szerint ¢* mérhets és

[oin= [ ilden <.

Ekkor tehat a tétel feltétele szerint ¢* € Ly (X, M, ), ezért p-m.m. z € X
mellett

©*(z) < 0.
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Ez éppen azt jelenti, hogy p-m.m. z € X mellett f, € Li(Y,N,)), ezért
a tétel kimondasaban definidlt ¢ fiiggvény majdnem minden x € X mellett
értelmes. A t6bbi pontban az értéke legyen nulla. Definialja most

Spl(x):/y(f'f‘)x d\  és cpg(x)Z/ (f7), dx

Y

A nem negativ esetre vonatkozo tétel miatt @1 és o mérhets fliggvények és
a szorzatmérték szerinti Lq-feltétel szerint

/solduz/ frd(pe M) < oo,
X XxXY

/gogdu:/ fdp®N) < oco.
X XxY
Ezek szerint o1, 02 € L1(X, M, p). No de p-majdnem minden z € X mellett

valamint

o1 (2) — o2 (x)=/X(f+)m—(f’)w du=/xfxdu=<p(x)-

Ez azt jelenti, hogy ¢ két mérhetd fliggvény kiilonbségeként valéban mérhetd,
s6t ket Ly (X, M, p)-beli fuggvény kiilonbségeként valoban az L (X, M, )
vektortér egy elemét reprezentalja. Igaz tovabbé az is, hogy

/wdu:/wldu*/cpzdu:
X X X

:/Xxyﬁd(ﬂm),/xxyffd(pm):/ Fd(pe ).

XxXY

A 1)-re vonatkozo6 allitas igazolasa az eddigiekkel analog modon folyik. O

Ahhoz, hogy a fenti tételt alkalmazzuk, azt kell tehat ellendrizniink, a fiigg-
vény abszolit értékének a szorzatmérték szerinti integrélja véges legyen. Per-
sze a szorzatmérték szerint nincs integralasi technikank, viszont a fiiggvény
abszolit értéke nyilvanvaléan nem negativ, igy az integralt a nem negativ
fiiggvényekre vonatkozo Fubini-tétel szerint az integralas tetszdleges
sorrendjében becsiilhetjiik.

Azt mutattuk meg tehat, hogy amennyiben egy kettds integral kiszamita-
sara van sziikségiink, akkor a legegyszeriibb esetben két tételre kell emlékez-
niink.

1. Ha a szorzat-mérhetd fiiggvényiink nem valt elGjelet, akkor tetszéleges sor-
rendben iterdlhatjuk az integrélast, az eredmény ugyan az lesz, nevezetesen

a szorzat-mérték szerinti integral.
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2. Ha a kérdéses fiiggvény nem-negativitasat vagy nem-pozitivitdsat nem le-
het garantalni, akkor a masik eszkoziink az L-beli fiiggvényekre vonatkozo
Fubini-tétel . Ennek hasznéalatahoz elegendé az egyik sorrendben
becsiilni az iteralt integralokat. Ha az egyik sorrenddel sikeriil a fiiggvény
abszolut értéke iteralt integraljanak végességét biztositani, akkor nem csak
a figgvény abszolit értékének, hanem magénak az eredeti fliggvénynek
a szorzatmérték szerinti integralja is azonos akar melyik sorrendd iteralt
integral értékével, ergo az iteralt integralok értéke fliggetlen az iteralas
sorrendjétdl.

Most nézziink egy olyan példat, mikor a kettds integral értéke flige az
iteralas sorrendjétsl.

4.1.16. (ellenpélda a Fubini-tételre)
Legyen (d,,),,cy Olyan szigortian monton névé valos sorozat, amelyre §; = 0 és
dn = 1. A g, : [0,1] — R folytonos fiiggvények legyenek gy megadva, hogy

{I eER: g(x) 7é 0} C (5na5n+1) és fol In = 1. Legyen f : [031] X [031] —Ra
kovetkezo fliggvény :

f@y) =" (9n () = gnt1 () g () -

n=1

Azt mutatjuk meg, hogy

/01 (/Olf(x’y)c@ dm:17eo:/01 (/Olf(x,y)dx)dy

Vilagos, hogy adott y legfeljebb csak az egyik (0, d,+1) intervallumocska-
ba eshet, ezért az O0sszegnek csak egy tagja nem nulla, igy az f folytonos az
(1,1) ponttol eltekintve az egész egységnégyzeten.

Bizonyitds. Kezdjik a bal oldallal: Rogzitett « € [0,1] mellett:

i4+1

1 0 5
/O f (z,y)dy = / LAY /6 f (a,y) dy.

Viszont a (d;,d;+1) intervallumon kiviil a g; fiiggvény 0, igy az f-nek egyediil
az i-edik tagja jon széba:

1 o0 Git1
/0 Fanar=3 /5 (91 (&) — gin (2)) gi () dy =

dit1
<(g¢ () = gi+1 (33))/ i (y) dy) =

i

M1 |

im (g1 (z) — g~ () = 91 ().

|
N—o0

(9i (x) = giy1 () =

i=1
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Azt kaptuk tehat, hogy

/01 </01f(:c,y)dy>dx—/olgl(x)dx_L

Most nézziik a jobb oldalt: Rogzitett y € [0,1] mellett az els6 intervallumot
kiilonirva:

i+1

1 b2 o )
/Of(x,ymz: ) f(x,y)der;/& F (2,y) da.

Most azt vegyiik észre, hogy a (d1,d2) intervallumon az f-nek csak az elss
tagjanak els6 fele nem zérus, mig az i-edik intervallumon csak az i — 1-edik
tag mésodik felét és az i-edik tag els6 felét kell figyelembe venni. Tehét:

8o 52 02
fegdi= [Ca@awi=0 [ 0@d=n),
51 81 01
valamint
ol dit1 o dit1
g)/ﬁ f<x7y>dx;/5i 01 () gi1 () + g (2) s () dr =
© Sit1
=3 0w -5 w) /5 o (@de =
= (Gi®)=gi-1()= lim_ga(y) ~01(y) = —01(¥)-
1=2
Osszefoglalva:
1 1 1 1
da | dy = _ dy = | 0dy=o.
/ (/0 f (2.9) a:) v=[ ot -awd= [ oy=0
Ezt kellett megmutatni. O

Az el6bbiek szerint kiterjesztési eljaras nélkiil is definidlhato lenne az n-
dimenzioés (n > 1) Lebesgue-mérték a Fubini-tétel segitségével a kovetkezd
két 1épésben. Az els6 1épés a halmazokra vonatkozo Fubini-tétel, amivel defi-
nialtuk az egydimenzios Lebesgue-mérték szorzatat az R™ Borel-halmazaira.
Masodik lépésként teljessé tessziik az igy kapott mértékteret. Igy a Borel-hal-
mazoknak e mérték szerinti teljessé tétele az n-dimenzios Lebesgue-mérhetd
halmazok halmaza, és a teljessé tett mérték, az n-dimenziés Lebesgue-mérték.
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4.1.17.

Fontos latnunk, hogy mit jelentenek a bizonyitott tételek R®™ — R Borel-
mérhetd fiiggvények specialis esetében. Lathato, hogy az (RS,BRS,)\(S)) és
az (]Rt, BRt,)\(t)) Borel-mértékterek szorzata éppen az n = s + t-dimenzios
(R", By, )\(”)) Borel-mértéktér. Tudjuk ugyanis , hogy Bgrs ® Brt =
= Bgn, valamint ha g = A®) @ \®) a szorzatmeérték, akkor p a balrol zart,
jobbrol nyilt intervallumokon mint egy s- és egy t-dimenzios tégla szorzatéan
azonos az n-dimenzios A(™ Lebesgue-mértékkel. A kiterjesztési eljaras egyér-
telmtisége miatt a két mérték a generalt o-algebran, azaz Bgn-en is egybeesik.

Meggondoltuk tehat, hogy a szakasz két {6 tétele (4.1.14) [4.1.15)) minden
tovabbi nélkiil alkalmazhaté az

(X, M, p) = (RS, Bgo, A) |BR.<> ,
(X, N, \) = (Rt,BRt,)\(tHBRt) :
(X XY,MON,u®\) = (R",BRn, )\(”)|BRn>

specialis esetben. A tételek feltételei mellett tehat Borel-mérhetd fiiggvé-
nyekbdl képzett Lebesgue-mérték szerinti iteralt integral fiiggvények is Borel-
mérhetsk, az iteralt integralok felcserélhetdk, az értékiik megegyezik az ere-
deti Borel-mérhetd fiiggvénynek a Lebesgue-mérték szerinti integréljaval.

4.2. A Fubini-tétel kiterjesztése teljes mérték-
térre

Természetesen meriil fel a gondolat, hogy alkalmazhaté-e a Fubini-tétel R™ —
R Lebesgue-mérhetd fiiggvények esetén is. Az iménti gondolat bizo-
nyosan nem ismételhet§ Lebesgue-mérhets fliggvények esetére, mivel tudjuk,
hogy a

Brs @ Bt = Bgn

egyenl@séggel (|1.1.29)) ellentétben a Lebesgue o-algebrak szorzatara csak a
Agrs ® Agt C Agn

szigora tartalmazas teljesiil , ahol n = s + t. Semmi okunk feltételezni,
hogy egy n-dimenziés értelemben Lebesgue-mérhetd fliggvény elsé s valto-
z0jat rogzitve a maradék t valtozo szerinti parcialis fiiggvény t¢-dimenzios
értelemben Lebesgue-mérhetd lenne. Emiatt az iteralt integral felirdsa sem
lehetséges.

A megoldas kulcsa abban rejlik, hogy a fent kiemelt bal oldali o-algebréanak
a Lebesgue-mértékre vonatkozo teljessé tétele a jobb oldali o-algebra .
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Mivel a teljessé tett o-algebrara vonatkozo mérhetGséget vissza tudjuk vezetni
az eredeti o-algebrara vonatkozé mérhetségre , ezért lehetségiink
van a Fubini-tételt is megfogalmazni teljes o-algebrak szorzatanak teljessé
tételére.

Elgszor tisztazni kell a mérhetd fiiggvények szeleteinek mérhetdségét biz-

,,,,,

4.2.1. lemma. Legyenek (X, M, u) és (Y, N, \) mértékterek o-végesek és tel-
jesek. Jeldlje, mint eddig is, (XxY, %, u®@v) ezek szorzatdt és (XxY, %, u@v) a
szorzat teljessé tételét. Legyen h: X xY — R eqy L-mérhetd figguény, amely
a @ \ mértékre nézve majdnem mindeniitt zérus.

Ekkor a p mértékre nézve majdnem minden x € X pontban a h, metszet
fiigguény mérhetd az N o-algebrdra nézve, és az ilyen v értékekre hy, =0 a A
mértékre nézve majdnem mindentitt.

Hasonloan, a A mértékre nézve majdnem mindeny € Y pontban a h¥ met-
szet fiigguény mérhetd az M o-algebrdra nézve, és az ilyen y értékek mellett
hY =0 a p mértékre nézve majdnem mindenditt.

Bizonyitds. Jelolje
P={(z,y) € X xY : h(z,y) #0}.

Vilagos, hogy P € ¥ a h mérhetSsége szerint és (u® ) (P) = 0. A tel-
jessé tétel konstrukcidja szerint létezik @) € ¥ halmaz, amelyre P C @ és
(1 ® A) (Q) = 0. Alkalmazzuk most a x¢ karakterisztikus fliggvényre a nem-
negativ fiiggvényekre vonatkozo [£.1.14] Fubini-tételt. Azt kapjuk, hogy az
x — A(Q,) fliggvény M-mérhets, és fennall az

/ Q) d,u:/ xod(1® ) =0.

X XxY

egyenl@ség. Mivel egy nem negativ mérhetd fliggvény integralja csak agy lehet
zérus, ha az integrandus majdnem mindeniitt zérus (2.2.21)), ezért az

A={zeX:AQ,) >0}

halmaz M-mérhetd, és u (A) = 0. Hax ¢ A, akkor A (Q,) = 0,igy P, C Q, és
az (Y, N, ) mértéktér teljessége miatt P, € N. Az eddigieket 6sszefoglalva:
Talaltunk egy A € M, 1 (A) = 0 halmazt, amelyre minden = ¢ A esetén a
hy : Y — R fiiggvény a P, € N, A(P,) = 0 halmazon kiviil konstans zérus.
Mivel (Y, N, \) egy teljes mértéktér, ezért az ilyen x pontokra h, N-mérhetd
(2.2.29)), és persze A-ra nézve majdnem mindeniitt zérus. Belattuk tehat az
els6 allitast. A masik allitas igazolasa ezzel analog. O

4.2.2. tétel (Fubini tétele nem negativ mérhets fiiggvényre és teljes mérték-
térre). Legyenek az (X, M,u) és az (Y,N,\) teljes mértékterek o-végesek.

© Typotex Kiadd

© Magyarkuti Gyula



www.interkonyv.hu

4.2. A FUBINI-TETEL KITERJESZTESE TELJES MERTEKTERRE 145

Jeldlje e mértékterek szorzatanak teljessé tételét (X XY, S, u® )\) . Legyen
f: X xY — Ry egy nem negativ, ©-mérhetd fiigguény. Ekkor f, p-majdnem
minden x € X mellett N-mérhets, f¥ A-majdnem minden y € Y mellett
M-mérhetd. Az ilyen x és y értékekre legyenek

so(w)=/yfmdk, w(y)z/xfydu.

Ekkor a ¢ : X — R, fiigguény mérheté az M, és a ¢ : Y — Ry fiigguény
mérheté az N o-algebrdra nézve, tovdbbd az

/)(cpdu:/)(xyfd(ué)\):/yq/;d/\

integrdlok egyenldsége is fenndll.

Bizonyitds. Lattuk (2.2.32), hogy létezik g > 0 az ¥ szorzat o-algebrara
nézve mérhetd fiiggvény, és létezik h az d-mérhet fliggvény, amelyre

f=g+h é h=0[u®M\.

Alkalmazzuk g-re a nem negativ mérhets fiiggvényekre vonatkozo [£.1.14]
Fubini-tételt. Igy g egy M-mérheté fliggvény és

/wgdu=/ gd(p@A).
X XxY

Mivel az iménti lemma szerint g-majdnem minden x € X pontban a h,
fiiggvény N-mérhets, ezért az ilyen z-ek mellett az f, = g, + h, két mérhetd
fliggvény Osszegeként maga is mérhetd. Persze h, = 0[] miatt tovabbra is
az ilyen x értékekre

Sof(x):/Yfzd)\:/Yngrhzd)\:/Ygzd)\:cpg(x).

Igy a tétel kimondasaban definialt py figgvény egy nullmértékd halmaz
komplementerén megegyezik a ¢4, egy a Fubini-tétel szerint az M-re néz-
ve mérhetd fiiggvénnyel. Az (X, M, u) mértéktér teljessége miatt ¢
valoban M-mérhetS. Az integralokra pedig

/X@fd/\:/xgogd/\:/xxygd(u(g))\):
/XXygd(“(éA):/Xxyﬁhd(u@)=/Xxyfd(um).

A bizonyitas a maésik valtozora ezzel analog. O
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4.2.3. tétel (Fubini tétele Ly-beli fliggvényre és teljes mértéktérre). Legye-
nek az (X, M, p) és (Y, N, \) mértékterek o-végesek és teljesek. Jelilje ezek
szorzatdnak teljessé tételét (X I G INTI) )\). Legyen

feLi (X xY,S,u@)).

Ekkor p-m.m. x € X esetén f, € L1(Y,N,)\) és A>-m.m. y € Y mellett
fY e Li(X, M, u). Bevezetve az

o) = /Y fedh, b(y) = /X du

jeloléseket pe Ly (X, M, u) valamint v € L1(Y,N,X); tovdbbd

/}(wduz/)(xyfd(pé)\):/ywd/\.

Bizonyitds. Analog a szorzatra vonatkozo [1.1.15] tétel indoklasaval. O

Térjiink vissza a az R™ — R Lebesgue-mérhetd fiiggvények esetére.
4.2.4.
Ha A és (V) jeloli az s- és a t-dimenzios Lebesgue-mértéket, akkor e két
mérték szorzata a o (Ags X Agt) = Ags ® Age C Agn o-algebran értelmezett,
n=s+t, és
AG) @ A0 = )\(n)|ARS DA -

Ugyanis a szorzat definicioja és a Lebesgue-téglak n-dimenzios Lebesgue-
mértékére kapott képlet (3.2.22)) szerint

()\(S) ® )\(”) (A x B) =\ (A)XO (B) =\ (A x B),

tetsz6leges A € Ags és B € Ag: mellett. Az n-dimenzios Lebesgue-mérték
ezért a Lebesgue-téglak Agrs X Agr: félgytrtjén egybeesik a szorzatmértékkel.
A Kkiterjesztési tétel egyértelmiisége miatt a generalt o-algebrén is azonos e
két mérték.

Mivel az (R",ARS ® Age, A5, ®ARt) teljessé tétele az n-dimenzids
(R™, Ag», A(™)) Lebesgue-mértéktér, ezért az r- és az s-dimenzios Lebesgue-
mértékterek szorzatanak teljessé tétele az n-dimenziés Lebesgue-mértéktér.

Meggondoltuk tehat, hogy a szakasz két {6 tétele (4.2.2) [4.2.3) minden
tovabbi nélkiil alkalmazhat6 az

(X, M, p) = (RS,ARS,MS)) ,
(XN A) = (R Age, A0

(X XY MON,u®)) = (R”,AW7>\(n)>
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teljes mértékterek specialis esetében. A tételek feltételei mellett tehat Le-
besgue-mérhets fiiggvényekbdl képzett Lebesgue-mérték szerinti iteralt in-
tegral fiiggvények is majdnem mindeniitt Lebesgue-mérhetdk, az iteralt in-
tegralok felcserélhetdk, az értékiik megegyezik az eredeti Lebesgue-mérhets
fliggvénynek az n-dimenzios Lebesgue-mérték szerinti integraljaval.
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5. fejezet

Meértéktelbontasi tételek

5.1. Az L, Lebesgue-terek

5.1.1. allitas (Jensen-egyenlStlenség). Legyen (2, , 1) egy valdszindségi
mértéktér, azaz p () = 1. Ha f € L1 (Q,> ,1), és ¢ : R = R, konvex

figguény, akkor
90(/ fdu> §/<p0fdu~
Q Q

Bizonyitds. Mivel egy valés konvex fliggvény az értelmezési tartoméanyanak
minden bels6 pontjaban folytonos, ezért ¢ folytonos fliggvény. Vilagos, lasd
[3:2.6], hogy egy folytonos fiiggvénynek egy Lebesgue-mérhetd fiiggvénnyel
valé kompozicidja is Lebesgue-mérhets, ezért a ¢ o f kompozicio fiiggvény
Lebesgue-mérhetd.

Ismert az is, hogy a ¢ konvexitésa szerint tetszéleges ponthoz tartozo
kiilénbségi hanyados fliggvény monoton né. Ebbdl kovetkezik, hogy minden
rogzitett ¢ € R-re a

B—inf{wzt<seR}

s —

jelolés mellett

p(s)=ze(t)+B(s—1)
fennall minden s € R esetén. Alkalmazva ezt s = f () és t = [, f dp mellett,
azt kapjuk, hogy ¢ (f (z)) > ¢ (t) + B (f (x) — t) amelynek integralasaval:

[eorauzo+s-1 =s0</Qfdu>~
Ezt kellett belatni. O
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5.1.2. allitas (Holder-egyenlStlenség). Legyen 1 < p,q < +oo, melyre
% + % =1, valamint f,g: X — Ry nem negativ mérhetd figgvények. Ekkor

v (o) ()’

5.1.3. allitas (Minkowski-egyenlétlenség). Legyen 1 < p < oo valamint f, g :
: X — Ry nem negativ mérhetd figgvények. Ekkor

</X(f+9)pdu>;§(/Xf”du>;+(/xg”du>;-

Bizonyitds. A p =1 esetben az allitds nyilvanvald, egyébként legyen ¢>1,
amelyre % + % = 1. Tekintsiik az (f +¢)’ = f (f+9)* ' +g(f +g)* " fel-

irast. Alkalmazva f (f + g)” ~! szorzatra a Holder-egyenlétlenséget azt kap-
juk, hogy

/Xf(erg)”‘1 dus(/Xfpd@;-(/x(“g)q@—l) du)t

- </Xfpdu);-(/x(f+g)p du);.

Hasonloan az f helyett g-t és g helyett f-et gondolva azt kapjuk, hogy:

/Xg(ngf)’”_1 dué(/Xg”duy)-(/X(‘(/Jrf)jf’du)é

Osszességében tehat

oseoras (fearan) ((Lora) +(forw))

Amennyiben 0 < [, (f+9)" du < +oo, ugy ([ (f +9)" du)? szémmal
osztva készen is vagyunk. Amennyiben [, (f + g)” du =0, akkor f =g =10
p-m.m, tehat nincs mit bizonyitanunk. Amennyiben pedig [y (f +¢)” dp =

P
= 400 lenne, ugy az xz — zP fliggvény konvexitasa szerint (% < Jzi"p,

tehat (f + g)" < 2P~ (f? + gP) . Ezszerint [, fPdués [ g* dp kdziil legalabb
az egyik +oo értékd. Ezt kellett belatni. O

5.1.4. definicié (p-edik hatvanyon integralhato fliggvények: L,). Legyen
p > 1 rogzitett valos szam, és (X, M, p) mértéktér. Tekintsiik a kovetkezs
vektorteret

Lp(X,M,u):{f:X—HR: f mérhets, / |fpd,u<+oo}
X
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Vilagos, hogy [y |f|” du = 0 pontosan akkor, ha f(z) = 0 p .mm. z €
€ X esetén. Ha LY jeloli azon mérhets fiiggvényeket amelyek a konstans
0 fiiggvénytdl csak egy a p-re nézve null-mértékd halmazban kiillonboznek,
akkor vilagos, hogy LY a fenti £P térnek altere. Jelolje L, az L, térnek ezen
L0 altere szerinti faktorterét, azaz

LP (Xanu’) = ‘CP (XaM,/J’) /‘CO (Xvaﬂ’)

Ez azt jelenti, hogy L, elemei olyan ekvivalenciaosztalyok, hogy az egyes
ekvivalenciaosztalyok olyan mérhetd fliggvényekbdl allnak, melyek egyméstol
csak null-mértéki halmazban kiilénboznek. Tovabbra is f-fel jelolve azt az
ekvivalenciaosztalyt, amely az f fliggvényt tartalmazza

1, = (/XW du)p-

5.1.5. allitas (majdnem mindeniitt korlatos fliggvények: L.,). Jeldlje
Loo (X, M, 1) azon f mérhetd figguények halmazdt, amelyekhez létezik A
mérhetd, null-mértékd halmaz, hogy supx._4 |f| < +oo. Vildgos, hogy
Loo (X, M, 1) is vektortér, amelynek L° egy altere. Az Loo (X, M, p)-nek az
L0 szerinti faktorterét nevezziik Lo, (X, M, i) térnek. Minden f € Lo, ekvi-
valenciaosztdly esetén
inf sup |f|=inf{K>0:p{zeX:|f(z)>K}) =0}.
n(A)=0 x\ A

A fenti egyenldségben mindkét oldalon az infimum helyett minimum is irhato
€s ezt a szamot nevezzik az f ,fligguény” Lo mormdjinak. Ez azt jelenti,
hogy létezik olyan A mérhetd, p(A) = 0 halmaz, amelyre

£l = sup 1] = min { > 0: p(fo € X s |f (@)] > K}) = 0}

Bizonyitds. Jelolje x = inf {supx._4 |f|: A € M,u(A) =0}, és legyen K
egy szam a jobb oldali halmazbol. Megmutatjuk, hogy x < K. Jel6lje ugyan-
is A = X (|f] > K). Ekkor K valasztasa szerint u(A) = 0, ezért valoban
Kk < supx.4 |f] < K. Most azt mutatjuk meg, hogy k eleme is a jobb ol-
dali halmaznak. Vélasszunk ehhez megszamlélhatoéan sok A, € M halmazt,
amelyekre p (A,) = 0 minden n € N mellett és

inf{ sup |f|} = K.

n XNA,

Legyen A = U, A,,. Vilagos, hogy p(A) = 0, és tetszbleges © € A° = N, AS
esetén |f (z) | < supye |f| teljesiil minden n € N-re, ezért |f ()| < . Ez azt

jelenti, hogy
X([f1>r) €A,
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amibdl persze (X (| f| > k)) = 0, tehat k eleme a tételben kiemelt jobb oldali
halmaznak is. Ebbdl mar latszik, hogy a jobb oldali halmaz minimuma éppen
K, s6t a fent konstrualt A halmazra sup 4. | f| = . Ezt kellett belatni. O

5.1.6. allitas. Legyen tetszdleges 1 < p,q < 400, 1/p+ 1/q = 1 mellett
feL,(X,M,un), és g € Ly (X, M, u). Ekkor fg € Ly, és

1falle, <Ifllz, - lalz, -

Ha f,q € L, (X, M, ), akkor

1 +gll, < 71l + gl -

Bizonyitds. Ha 1 < p < oo, akkor az els§ egyenlGtlenség éppen a Holder-
egyenl6tlenség. Ha p = 1, akkor ¢ = oo, tehat K = ||g||oo jeloléssel |g| <
< K majdnem mindeniitt teljesiil. Ekkor persze [y [fgldp < [y |fIK dp =
— K [ [fldn = | fllylgll-

Teljesen hasonléan, ha 1 < p < oo, akkor a masodik egyenlGtlenség a
Minkowski-egyenlGtlenség. Viszont p = oo esetben f és g majdnem mindeniitt
korlatosak. Lathato, hogy K = || f|lco + ||9]lco €gy olyan szam, amelyre

X(If 91> K) S X(f] > fllec) U X (9] > llglloo) ,

ezért u (X (|f +g| > K)) = 0, amib8l mar kovetkezik is, hogy ||f + glloc <
<K = flloc + llglloe- O

5.1.7. kbévetkezmény. Az (Lp (X,M,u),||-||Lp) normdlt tér, tetszéleges
1 < p < +oo mellett.

5.1.8.
A fent bevezetett Lo, (X, M, u) vektorteret ellatva az

£l Zmin{sup If]: Ae M, pu(A) :0} -
X~NA
=min{K >0:p({z e X :|f(z)] > K}) =0}

normaval egy normalt teret kapunk. Ebben a normalt térben ||f||r.. = 0,
pontosan akkor, ha f majdnem mindeniitt zérus, tehat ha f az L., tér null-
elemét mint ekvivalenciaosztalyt reprezentélja. Lathatd, hogy ebben a nor-
malt térben f, — f, azaz || f,, — f|lco — 0, azt jelenti, hogy van olyan A € M
null-mértékd halmaz, hogy f, — f az X . A halmazon egyenletesen.

Most a Lebesgue-tétel sorozatokra és sorokra vonatkozd alakjat altalano-
sitjuk.
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5.1.9. tétel (Lebesgue). Legyen p € R,p > 1 rdgzitett. Legyen (fn),cn €
€ L, (X, M, pn) olyan figguények sorozata, amely pontonként konvergdl egy
f figgvényhez. Tegyik fel, hogy létezik h € L, (X, M, n) figgvény, melyre
|fn] < h minden n € N esetén.

s s

Bizonyitds. Az |f,| < h majorans tulajdonsag szerint

/Ifnl”duﬁ/ |h|P dp < oo
X X

Igy a h € L, feltétel szerint f, € L,, minden n mellett. A pontonkénti
konvergencia és a haromszog-egyenlétlenség szerint |f, — f| < [ful + |f| <
<2h € Ly, igy f— fn € Lp, amibdl L, vektortér volta miatt mar kévetkezik
is, hogy f € L,. Alkalmazzuk most az (|f — ful?),cy fliggvénysorozatra a
majorans konvergenciatételt. Ez megtehet, hiszen |f — f,|P < 2PhP € L.
Ekkor (f — f)P sorozat az L; térben konvergél zérushoz, ami éppen ugyanaz,
mint az (f — f,,) sorozat L,-beni zéruskonvergenciaja, hiszen

||f—fn||7;=/X|f—fn|pdu=H(f—fn)plll.

Ezt kellett belatni. O

5.1.10. tétel (Riesz—Fischer-tétel). Legyen p € R,p > 1 rogzitett. Tekintsik
az fn € Ly (X, M, 1) fiiggvényeket. Ha

TLZ::I </X |fnpdﬂ> < 0,

akkor a0 | fn fligguénysor p-majdnem mindeniitt pontonként abszolit kon-
vergens. Ha f jeldli a pontonkénti ésszegfiiggvényt, akkor f € L, és a sor
Ly-ben is konvergdl f-hez, azaz

1F=> fille, =0

k=1

midén n — oo.

Bizonyitds. Legyen ¢ = 3707 1 [ful, M = 3707 [ fullp 68 on = 20—y |fil-
Persze ¢, € L, és o — P pontonként monoton névekeddleg, igy a monoton
konvergenciatétel szerint

||90n||£=/ wﬁdu%/ ©F dp.
X X
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No de a Minkowski-egyenl6tlenség szerint ||, |, < M minden n € N mellett,
igy
/ P dp < MP.
b's

Ez egyrészt azt jelenti, hogy ¢ € L,; masrészt, hogy ¢ majdnem minden
pontban véges értékd, ergo a » o fn(z) fiiggvénysorozat majdnem minde-
niitt abszoliut konvergens. A valos egyenes teljessége szerint egy abszolut kon-
vergens sor konvergens is, ezért majdnem minden z € X melletta " | fn(z)
sor konvergens. Jelolje f az Osszegfiiggvényt. Ha s, a ), fi sor n-edik rész-
letsszege, akkor s, — f majdnem mindeniitt pontonként, és |s,| < ¢ € L,.
Alkalmazhatjuk tehat az L,-beni majorans konvergenciatételt, igy

feL, é |f—sulp—0.

Ezt kellett belatni. O
5.1.11.
Gondoljuk pontosan végig, hogy ha f,, € L, fiiggvények, amelyekre

> falloo < oo,

n=1

akkor a Y.~ f, fiiggvénysorozat majdnem mindeniitt pontonként konver-
gens, mi t6bb a részletosszegek sorozata majdnem mindeniitt egyenletesen is
konvergal az Osszegfliggvényhez.

5.1.12. allitas (Riesz Fischer). Az (Lp X, M, ), || LP) normdlt tér, tet-
szbleges 1 < p < 400 mellett teljes, azaz Banach-tér.

Bizonyitds. Eppen azt gondoltuk meg az el6zGekben, hogy az L,-térbeli ab-
szolit konvergens sorok a normalt tér topologidjaban is konvergéalnak. Tudjuk
— lasd a[7} oldalon lévs tételt —, hogy ez a tulajdonsag ekvivalens a tér
teljességével. O

Konstrualhatunk a [0,1] intervallumon értelmezett nem negativ f,, fiigg-
vénysorozatot, amelyre [ f,, du — 0, de f, (x) — 0 egyetlen z € [0,1] mellett
sem all fenn. Ez azt jelenti, hogy az Li-beli konvergenciabél a pontonkén-
ti konvergencia nem kovetkezhet. Ennél kicsit kevesebb viszont igaz. Ha az
fn — f az L, tér metrikdja szerint, akkor az f, fiiggvénysorozatnak van
olyan f,, részsorozata, amelyre f,,, — f majdnem mindeniitt pontonként. A
Riesz-Fischer-tétel e kovetkezményét, szokas Riesz-lemménak nevezni.

5.1.13. lemma (Riesz). Legyen f € L, (X, M, 1) egy az L, térben Cauchy-
sorozat. Ekkor létezik f € L, fliggvény, és létezik fn, részsorozat, amelyre
| frn = Ffllp = 0 és fu, (x) = f(x) majdnem minden x € X -re pontonként.
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Bizonyitds. Az Ly, teljessége szerint mar igazoltuk, hogy létezik f € L, fiigg-
vény, amelyre f,, — f az L, normaban. Mivel f,, egy L,-beli Cauchy-sorozat,
ezért valaszthatunk f,,, részsorozatat, amelyre a

(oo}

(f?Lk+1 - fnk)

k=1

fiiggvénysor az L, norméval abszolut konvergens. A Riesz-Fischer-tétel sze-
rint e sor L,-ben és majdnem mindeniitt pontonként is tart ugyanazon L,-beli
fliggvényhez. Ez annyit tesz, hogy a részletosszegek sy sorozatara a kon-
vergencia mind az L, tér metrikdja értelmében, mind a majdnem minde-
niitt pontonkénti értelemben is fennéll. No de sx = fn,., — fn,, tehdt az
(fni)gen Tés780TOZAL i egyazon L,-beli fliggvényhez tart L,-ben és majdnem
mindeniitt pontonként. Figyelembe véve, hogy az L, metrikus téren a soro-
zat hatarértéke egyértelmtien meghatarozott, ez a hatarfiiggvény csak f € L,
lehetséges. O

5.1.14. definici6. Tetszoleges 1 < p < +o0o mellett jeldlje

b= (Lp (X, M) L, ) -

Vilagos, hogy I, elemei azon (ay,), oy sorozatok, melyekre Y | |a,[” < oo,
és egy ilyen a = (ay),, oy SOrozat normaja:

s 3
Jall, = (z |an|p) |
n=1

A p = +o0 esetben I, elemei azon (ay,),, ¢y sorozatok, melyekre sup,, ey |an| <
< oo. Egy ilyen a = (an),,cy sorozat norméja:

llall, , = sup |an|.
neN

Gondoljuk meg, hogy a fejezet elején konvex fliggvényekre bizonyitott Jen-
sen-egyenlGtlenség, valoban az elemi analizisb6l jol ismert diszkrét Jensen-
egyenlGtlenség altalanositasa!

5.2. Riesz-reprezentacios tétel Hilbert-térben
A fejezetben csak R feletti vektorereket vizsgalunk, de kénnyt utdnagondol-

ni, C feletti vektorterekre valamennyi &llitas igaz marad. Erre akkor lenne
sziikség, ha X — C fliggvények integral-elméletével is foglalkoznéank.
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5.2.1. definici6é (Hilbert-tér). Egy (X, (-, -)) skalaris szorzatos teret Hilbert-
térnek neveziink, ha a ||z|| = \/(x, x) norméaval az (X, ||-||) normalt tér teljes.

5.2.2.
Vilagos, hogy Az (Lg (X, M, ), ||||,,) a Riesz Fischer-tétel miatt Hilbert-
tér, hiszen az

<f,g>:/Xf~gdA

olyan skalaris szorzat, hogy az éltala indukalt norma, megegyezik ||-||;, nor-
maval.

5.2.3. allitas. Legyen (X, (-,-)) Hilbert-tér, és K C X egy nem iires konvex
zdrt halmaz. Ekkor létezik egyetlen v € K pont, amelyre minden u € K
mellett ||v]] < |lu] -

Bizonyitds. Legyen o € Ry, amelyre o = inf {||ul| : u € K} . Vilagos, hogy
létezik u,, € K sorozat, amelyre

lun |l = . (5.1)
Megmutatjuk, hogy u,, Cauchy-sorozat:
2 2 2 2
lJui = ug||™ + lJwi + ug ™ = 2 fJuill™ + 2 [Juy]]

. . . 1 , 1 .
a paralelogramma szabaly szerint, igy ezt su; és su; -re felirva

1 1 wi + u; ||
7 i =l = 5 (hall® + ) = | =52
ami K konvexitédsa miatt azt jelenti, hogy
1 2 _ 1 2 2
7 i =) < 5 (al® + s ) = 0, (5:2)

amibdl (5.1]) miatt valoban kovetkezik, hogy u,, Cauchy-sorozat. A Hilbert-tér
teljessége miatt viszont létezik v € X, amelyre

Up, — U,
de K zartsaga szerint v € K is teljesiil. A normaleképezés folytonossaga miatt
[unll = llvfl, tehat [[of = o,

ami azt jelenti, hogy v valoban minimélis hosszisagn pontja K-nak. Az egy-
értelmiiség indoklasadhoz legyenek vy, v, € K olyan pontok, amelyekre

[o1]] = e = [lvz]|-
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Az (5.2))-ot Gjra szamolva azt kapjuk, hogy
1 1
7 lox = wall® < 5 (Il + fleall*) = 0 =0

tehat v; = vy azaz a legkisebb pont egyértelm is. O

5.2.4.

Lathato, hogy amennyiben M egy zart altér a Hilbert-térben, akkor tetszé-
leges x € X mellett az z + M halmaznak a 0-t6l val6 tavolsdga azonos az x
pontnak az M halmaztdl vett tavolsdgéval. Ugyanis u € x + M mellett:

lull = int {flv]) : v € 2+ M} =
= inf {[lz +m|| : m € M} = inf {[lz —m|| : m € M} = d(x, M).

5.2.5. allitas. Legyen (X, (-,-)) egy Hilbert-tér, M C X pedig egy zdrt altér,
x € X eqy tetszdleges pont. Az el6zd dllitas miatt létezik egyetlen pontja az
M halmaznak, amely x-hez legkdzelebb van. Ezt a pontot nevezziik az x-nek
az M-re vonatkozd mer6leges vetiiletének és pys (x)-szel jeloljik. Magyarul:

pum () € M, amelyre ||z — py (z)]] = inf {||Jx —v] : v € M}.

Minden v € X mellett az x — pyr (x) vektor merdleges M altér minden ele-
mere.

Bizonyitds. Legyen z = x — pps (x) és y € M olyan vektor, amelyre |ly|| = 1.
Ekkor tetszéleges a € R valds szam esetén

121* = llz = par (@)% < & = par (2) — ay||* =
= |l = ayl® = [l21* — 20 (z,y) + o*.
Valasszuk meg most az a szamot o = (z,y) modon. Igy a fentiek szerint
0< —2a%+a?=—a?

Azt kaptuk tehat, hogy minden y € X |ly|| = 1 esetén (z,y) = 0. Ezt kellett
belatni. O

5.2.6. tétel (Hilbert-tér felbontasi tétele (Riesz)). Legyen (X, (-,-)) egy Hil-
bert-tér, M C X pedig eqy zdrt altér. Ekkor

Mo M+ =X.

Bizonyitds. Vilagos, hogy M~ is (zart) altér, amely diszjunkt M-t6l. Ameny-
nyiben z € X egy rogzitett vektor, akkor

r=puy (z) + (v — par (7))

No de pys (z) € M a projekcié operator definicidja miatt és x —pys (v) € M+
is teljesiil az el6z6 allitas szerint. O

© Typotex Kiadd

© Magyarkuti Gyula



www.interkonyv.hu

158 5. MERTEKFELBONTASI TETELEK

Emlékezziink arra, hogy egy normélt térek kozott értelmezett linearis ope-
rator folytonossaga ekvivalens a 0 pontbeli folytonosségaval, és azzal, hogy
létezzék olyan K szam, melyre ||Az| < K ||z|| az értelmezési tartomany min-
den z elemére. Ebben az esetben egy A linearis operatornak az operdtor
normdjat az alabbi ekvivalens modon definidltuk

[A[] = sup {[|Az[| : = € X, [lo]| <1} =
=min{K € R, : ||Az|| < K ||z||} .

Lattuk azt is, hogy ezzel valoban normafiiggvényt definidltunk, a két normalt
tér kozott definialt linearis operatorok vektorterén, amely az itt bevezetett
normaéval teljes is, feltéve, hogy a képtériil szolgaldé normalt tér teljes.

5.2.7. allitas (,Példa” Hilbert-téren értelmezett folytonos linearis funkcio-
nalra). Legyen (X, (-,-)) skaldris szorzatos tér, valaminty € X egy tetszdleges
elem. Ekkor a @, (z) = (x,y) linedris funkciondl folytonos, és az operdtor-
normdjdra

[@yll = llyll -
Bizonyitds. |®, (z)| < ||ly|| minden = € X, ||z|| < 1 mellett fennall, tehat
@)1 < gl és @y (1) = Iyl ezéxt @, = )| valoban teljesiil. O

Most megmutatjuk, hogy a fenti alaktn kiviil nincs is mas folytonos linearis
funkcionél egy Hilbert-téren

5.2.8. tétel (Folytonos linearis funkcionalok reprezentacioja — Riesz). Legyen
(X, I egy Hilbert-tér, valamint ® egy folytonos linedris funkciondl X -en.
Ekkor létezik egyetlen olyan y € X wvektor, amelyre

® (2) = (z,y)
minden x € X esetén.

Bizonyitds. Valasszunk egy z € (ker <I>)J‘ -beli pontot, amely kiilonbozik a 0
vektortol. Mivel ker ® zért altér ezért (ker ®)* = {0} csak tgy lehetne, ha
® = 0. Tekintsiik tetsz6leges x € X mellett a

D (z)z—P(2)x €Eker®

vektort. Vilagos, hogy (® () z — ® (2) x, 2) = 0, ezért @ (z) = <a:, %z> .

Az egyértelmiiséghez, ha y; és ys ilyen vektorok, akkor tetszéleges x € X
mellett (z,y; — y2) = 0, ezért specidlisan x = y; — yo mellett is ||y; — y2||2 =
=0.
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5.3. Lebesgue-felbontas és a Radon—Nikodym-té-
tel

A kovetkezg allitasokban fontos, hogy a szereplé mértékek negativ halmazt
is felvehetnek.

5.3.1. definicié (halmazra koncentralt mérték). Legyen A egy elGjeles mér-
ték az (X, M) mérhets téren és A € M mérhets halmaz. Azt mondjuk, hogy
A az A-ra koncentralt mérték, ha

AME)=A(ENA)
minden FF € M mellett.

5.3.2.

Amennyiben a A elGjeles mérték Bj-re és Ba-re is koncentralt akkor By N
N By-re is, hiszen A (E) = A(ENBy) = A(EN By N By). Tovabba ha A a B
halmazra koncentralt és B C D mérhet§ halmaz, akkor A elGjeles mérték a
D-re is koncentralt, hiszen A (END)=A(ENDNB)=A(ENB)=A(E).

5.3.3. definici6 (szingularis mérték). Legyen \; és Ao elGjeles mértékek az
(X, M) mérhets téren. Azt mondjuk, hogy A1 és Ay egymasra nézve szingu-
larisak, ha létezik By és Bs diszjunkt mérhetd halmazok ugy, hogy A\ a By-re
és Ay a By-re koncentralt. Ezt A; LAy mddon jeloljiik.

5.3.4. allitas. Legyenek A1, Ay és u eldjeles mértékek. Ekkor fenndlinak az
aldbbi implikdciok :

A K s Ay € = (M A2) € W

A1l €s Ao lp = (A + A2) Lu;

. )\1J_,LL €s Ao K n = AL

SAlpés A< pu=A=0.

Bizonyitds. Az els6 allitas nyilvanvalo. A méasodikhoz legyen \; a Bj-re, p
a Cj-re koncentralva ahol B; N Cp = &; tovibba Ay a Bs-re, u a Ch-re
koncentralva valamint B N Cy; = &. Legyen B = By U By és C = C; N Cs.
Vilagos, hogy A1, Ao a B-re igy A1 + A2 is B-re koncentralt, tovabba p a C-re
koncentralt. Node BNC = (B1NC)U(B2NC) =2.

A harmadik &llitas indoklasahoz is legyen Ay a B-re és p a C-re koncent-
ralva, ahol BN C = @. Eszerint u(EFNB) = p(ENBNC) = p(@) =0,
igy az abszolut folytonossag miatt Ao (E N B) = 0. Ez viszont azt jelenti,
hogy minden E € M mérhetS halmazra Ay (E) = Ay (E N B°), tehat Ay a
B¢ halmazra van koncentralva.

Az utolso allitas az el6z6 kovetkezménye, mivel ekkor AL\, ami csak ugy
lehet, hogy A az @-ra van koncentréalva, tehat az azonos zéré mérték. O
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5.3.5. tétel (Lebesgue felbontds, Radon-Nikodym, von Neumann). Legyen
A és pu véges, nem negativ mértékek az (X, M) mérhetd téren. Ekkor
- létezik egyetlen N\, és As nem negativ mérték, amelyre

Ao Ky, AsLp, tovdbbd Mg + As = A;

- létezik egyetlen h € Ly (X, M, u) fiigguény, hogy minden E € M mérhetd
halmaz esetén

Ao (E) = /Ehdu.

Bizonyitds. Legyen ¢ (E) = A (E)+p (F) minden E € M esetén. A monoton
konvergenciatételt haromszor alkalmazva, kapjuk, hogy minden nem negativ
mérhets f fiiggvényre és minden E mérhetS halmazra [, fdp = [, fdX\+
+ [ fdp.

Az (X, M, @) egy véges mértéktér. Definialjuk tetszéleges f € Lo (X, M, )
esetén az aldbbi @ : Lo (X, M, p) — R fliggvényt:

®(5)= [ fax

A Holder-egyenlgtlenség szerint

|<I>(f)|=‘/xf~1dA’S/le|~1dA§(/XIdeA)é- A(X) <
<([ e dso)é VA = VA Il

Egyrészt a A végessége miatt minden f € Lo (X, M, ¢) esetén @ (f) véges, te-
hat valoban @ : Ly (X, M, ) — R lineéris funkcional, mésrészt a fenti egyen-
16tlenség azt jelenti, hogy ® egy folytonos linearis funkcionél az Ly (X, M, ¢)
Hilbert-téren (Riesz—Fischer-tétel). Tudjuk, hogy Hilbert-téren értelmezett
folytonos lineéaris funkcionalok, egy rogzitett elemmel vald skalaris szorzat-
ként allnak els. Létezik tehat egy g € Lo (X, M, ¢) fiiggvény, melyre minden

f € Ly (X, M, p) esetén
fd\= fgdop.
/x /x M)

Most megmutatjuk, hogy olyan g € Lo (X, M, ¢) fiiggvény is van, melyre
a fenti (f) igaz, és g(z) € [0,1] minden x € X esetén. Ha ugyanis (f)-et
felirjuk minden f = xp karakterisztikus fliggvényre, akkor azt kapjuk, hogy

A<E>=/Egdsa,
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ezért minden E € M mérhet6 halmazra, amelyre ¢ (E) # 0

1 1
—\(E :—/gdwzo.
(£) ¢ (E) Je
Ezek szerint ¢ ({z € X : g (z) ¢ [0,1]}) = 0, tehat egy ¢-null-mértékid halma-
zon megvaltoztathatjuk a g-t agy, hogy ¢ (x) € [0,1] mar minden pontban
teljesiiljon és (1) is igaz maradjon.
Legyenek most

A={zeX:0<g(zx)<1} és B={r e X:g(x)=1}.

Vilagos, hogy A és B diszjunkt mérhetd halmazok, melyeknek egyesitése az
egész X. Definialjuk a kovetkezs A\, és Ay mértékeket:

Ao (E) =A(ENA) valamint A\s (E) = A (ENB).

Vilagos, hogy A, és As; nem negativ mértékek, melyekre az AU B = X miatt
A=Ay + As.

Megmutatjuk, hogy AsLu. A A\s mérték a definicidja szerint B-re koncent-
ralt. De

)\(EQB):/ gdp=9(ENB)=A(ENB)+u(ENB),

ENB

ezért u(E N B) =0, minden E € M mellett, ami azt jelenti, hogy p a B-t6l

diszjunkt B¢ = A halmazra van koncentralva. Tehat As Ly valoban fennéall.
Megmutatjuk, hogy A, < u. Ehhez talalunk h € L; (X, M, u) fuiggvényt,

melyre A\, (E) = [, hdp, ami bizonyitja is mindkét allitas egzisztenciara

vonatkozo részét. Elszor atirjuk (t)-et: [ fd\ = [y fgde = [ fgdX +

+ [x fgdu, azaz
[ra-gi= [ foau
X X

Alkalmazzuk ezt az f = xg (1 + g + ... + ¢™) nem negativ korlatos fiiggvény-
re. Azt kapjuk igy, hogy minden E € M mérhets halmaz esetén és minden
n € N természetes szamra

/1_g”+1d)\:/g+gz+...+97L+1d//f~ 1)
E E

A bal oldalt szamolva: [, 1—g¢"t1d\ = [, , 1—¢"*! d\, hiszen B pontjain
g éppen 1. Az & € A esetén viszont g (v) < 1, ezért az 1 — g" ! (z) sorozat
monoton novekedéleg tart 1-hez, ami a monoton konvergenciatétel miatt azt

jelenti, hogy () bal oldala tart a A (ENA) = A, (A) szamhoz.
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A jobb oldalt szamolva: legyen h,, = g+ g%+ ...+ ¢" ! nem negativ korla-
tos fiiggvény. Vildgos, hogy a (h,),, oy fliggvénysorozat monoton névekedéleg
tart valamely h mérheté nem negativ fiiggvényhez, és a monoton konvergen-
ciatételt Gjra hasznalva azt kapjuk, hogy [, hyn dp — [}, hdp, ami azt jelenti,
hogy A (E) = [}, hdp valoban fennall. Mivel [, hdp = A\, (X) = XA(B) <
< 00, ezért h € Ly (X, M, p) is teljesiil.

Csak az unicitasok igazolasa van hatra: Tegyiik fel, hogy A elGall A = )\; +
+)\; alakban is. Ekkor atrendezve )\;f/\a = >\sz; ahol a bal oldalon és a jobb
oldalon is egy-egy elGjeles mérték szerepel, amely egyrészt abszolut folytonos,
masrészt szingularis is p-re, tehat )\; = Ay 65 )\; = As. Amennyiben létezne
g € Ly (X, M, ;1) nem negativ fliggvény, hogy A\, (E) = [}, g dp, akkor minden
E € M mérhet6 halmaz esetén [, h — gdp = 0, amibdl valoban kovetkezik,
hogy h(z) = g (z) p-majdnem minden = € X esetén. Ez azt jelenti, hogy h
és g az Lo (X, M, p) tér azonos ekvivalenciaosztalyat képviselik. O

5.3.6.
Az el6z6 tétel kiterjeszthets arra az esetre amikor mindkét mérték o-véges,
és arra az esetre is mikor A komplex mérték, vagy A elGjeles mérték.

5.4. Jordan és Hahn felbontasi tételei

Legyen A valamely M o-algebréan értelmezett komplex mérték, azaz A : M —
C, melyre

A(UE,) = i A(Ey)

minden megszamlalhato diszjunkt (E,,), oy halmaz-sorozat esetén. Vilagos,
hogy a fenti definici6 egyrészt altalanosabb mint a szokasos nem negativ ér-
téket felvevd mérték definicija, masrészt pedig megszoritasa annak, hiszen
a A (E) = 400 esetet ez nem tartalmazza. Azt is latni kell, hogy a fenti defi-
nici6 szerint a Y -~ A (E,,) sor minden atrendezésének is konvergensnek kell
lennie, ami val6s vagy komplex szamok 1évén éppen az abszolit konvergenci-
4val ekvivalens, tehat minden E,, diszjunkt halmaz-sorozatra > o, |u (E,)|
is konvergens.

Az alabbiakban azt a technikat ismertetjiik, hogy hogyan lehet egy ilyen
komplex-specialis esetben valés, de véges-mérték szerinti integral-elméletet
visszavezetni nem negativ véges mérték szerinti integral-elméletre. Az vila-
gos, hogy A komplex mérték elall A = \; + i\ alakban, ahol A\; és Ay valos
mértékek. Természetes gondolat lenne, hogy allitsuk el a A\; valdés mértéket
a pozitiv és negativ része kiillonbségeként, ugyantugy ahogyan ezt fliggvények
esetén is tettiik. Konnyen lathato viszont, hogy egy mérték pozitiv része nem
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feltétlen o-additiv, ezért ez a gondolat egyelSre zsdkutcanak bizonyul. Beveze-
tliink majd tetszdleges valos mértékhez két nem negativ mértéket, amelyeknek
kiilonbsége az adott elGjeles mérték. Ez a Jordan-felbontasi tétel.

5.4.1. definicié (mérték teljes valtozasa). Ha A\ egy komplex mérték, akkor
az

[A| (E) = sup {Z IN(ER)|: E=Uy2 En, E;NE; = @}
n=1

halmazfiiggvény a A mérték teljes vdltozdsa.

A fenti definici6 az alabbi feladattal motivalhat6. Adott A komplex mér-
tékhez keressiik meg azt a minimalis y nem negativ valos mértéket, amelyre

A(E) < p(E). (5:3)

Azt mondjuk, hogy i nem negativ mérték megoldasa ennek a feladatnak, ha
IA(E)| < it (F) teljesiil minden F € M mellett és ha valamely p nem negativ
valés mértékre fennall, akkor i < p.

Meg fogjuk mutatni, hogy a || teljes valtozas a fenti feladat megoldasa.

5.4.2. allitas. Komplex mérték teljes vdltozdsa nem negativ mérték.

Bizonyitds. Trivialis, hogy |u| (@) = 0. Legyen E = U2, E;, diszjunkt mér-
hetd halmazok egyesitése.
lpl (B) <37, |u| (E;) . Ugyanis, ha E = UA; diszjunkt egyesités, akkor

S ln (Al = S (A B = 303 (A N ) < 3 Jul (B

De |u| (E) épp a fenti egyenl6tlenség bal oldalan 1év6 halmazok szuprémuma,
ezért a |p| (E) < >, |u| (E;) egyenlStlenség valoban fennall.

>l (E;) < |p| (E) . Ugyanis legyenek a t; € R szamokra t; < |u| (E;). A
szuprémum definicidja szerint léteznek A; ; (j = 1,2,...) egyméastol diszjunkt
halmazok, melyekre >, | (A ;)| > t;. De az E; halmazok diszjunktséga
miatt az Osszes A; ; halmaz is diszjunkt, ilyen moédon egy particiojat kapjuk
FE-nek. Erre persze

St < 30D Ay <l (B).

De ez minden t; < |p| (E;) valos szam mellett igaz, tehat >, |u| (E;) < |p| (E)
valoban fennéll. O

Vilagos, hogy ha adott egy nem negativ véges mérték, akkor ennek érték-
készlete benne van egy korlatos és zart intervallumban. Ehhez hasonléan az
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is igaz, hogy amennyiben adott egy komplex mérték, gy a mérték értékkész-
lete része egy zart kornek. Ez talan meglepd, hiszen A C B nem implikalja
| (A)] < |u(B)| -t, ezért p(X) € C feltétel nem tiinik elegenddnek. Azt
fogjuk majd megmutatni, hogy minden E € M esetén |u (E)| < |u| (X) € R.
Ebbol az allitasbol mindenesetre a |u (E)| < |p| (E) egyenl6tlenség trivialis,
és mivel |u| mérték igy elegendd belatni, hogy |u| (X) € R.

Ennek igazolasahoz egy elemi lemma kovetkezik, melyhez csak a komplex
szamok fogalma sziikséges:

5.4.3. lemma. Legyenek a z1,. .., z, komplex szdmok régzitve. Ekkor ezeknek
van olyan S C {z1,...,z,} részhalmaza, melyre | ,cq zi| > & >0 |2l -

Bizonyitds. Az R? sik |y| > x térnegyedébe es6 z komplex szamokra v/2Rz >
> |z|. Feltehets, hogy ebbe térnegyedbe esik az az S részhalmaz, melyre
> ..eslzil =1 200 |zl Erre az S részhalmazra ’Z%es z| >R, cq2) =
= ZziGS Rz > 47\1/5 > i |2l > %Z?:l |2i] - O

5.4.4. allitas. Ha p egy komplex mérték, akkor |u| (X) < oo, azaz komplex
meérték teljes vdltozdsa nem negativ véges mérték.

Bizonyitds. Eloszor azt mutatjuk meg, hogy amennyiben Y € M, |u| (V) =
= 00, agy Y felbonthat6 diszjunkt Y = AU B mérhetd halmazok egyesitésére,
hogy | (A)| > 1 és |u|(B) = co. Mivel |u| teljes valtozas egy mérték, ezért
ehhez elegendd belatni, hogy |p (A)| > 1 és | (B)| > 1 is teljesiil. Legyen ¢t =
=61+ |u(Y)|). Vilagos, hogy létezik E; (i =1,...,n) véges sok diszjunkt
halmaz, melyre UE; C Y és

<Y (B,
i=1

Van tehat olyan S részhalmaz, hogy |>,cq p (Ei)| > £ 37, |1 (E;)|. Legyen
A= UiESEi~ Ekkor

[ (A)] =

> u(E:)

i€S

1 & t
S )] >~
>6i,1"u( z)|>6

Ebb6l & =14 [p(Y)| > 1 miatt egyrésat |pu(A)| > 1 kivetkezik, masrészt
B =Y - A jeloléssel

i (B) = |p(Y) = p(A)] = |u(A)] = |p (V)] > é — (I,

amibsl £ — [p (V)] > 1 miatt | (B)| > 1 is fennall.
Tegylik fel indirekt, hogy || (X) = oo. Ekkor X = A; U B; diszjunkt egye-
sitésként, hogy | (A1) > 1 és |p| (B1) = co. Alkalmazva az el6z6 gondolatot
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Bj-re kapjuk, hogy By = Ay U By diszjunkt egyesités alakban és |u (As)| >
> 1, de |u| (B2) = oo is fennall. Az eljarast folytatva olyan diszjunkt A,
halmaz-sorozatot kapunk, hogy minden elemre |u (A, )| > 1, ami ellentmond
a Y 1 (Ay) sor konvergenciajanak. O

Bebizonyitottuk tehat az aldbbi allitast.

5.4.5. allitas. Legyen p egy komplex mérték. Ekkor p értékkészlete része az
origd kézépponti |u| (X) sugard zdrt korlemeznek.

5.4.6. definicié (mérték pozitiv és negativ valtozasa). Legyen A egy elGjeles
mérték. Jelolje

1
At = 3 (IA 4+ A) valamint A\~ = = (J]A| = A)

N =

a A mérték pozitiv illetve negativ vdltozdsdt.

5.4.7.

Mivel elSjeles mértékek Osszege is elGjeles mérték, ezért AT és A~ valdban
elgjeles mértékek. No de minden E € M mellett |A(E)| < |\ (E), ezért
—A(E) < |A\(E) és A(E) < |\ (F) is fennall. Eszerint |A| + A, ezért AT; és
|A| = A, ezért A~ is nem negativ mértékek. Amennyiben \ véges, gy A\ és
A7 is az.

5.4.8. allitas (Jordan-féle felbontasi tétel). Legyen A egy véges eldjeles mér-
ték. Ekkor a At pozitiv vdltozds és a A\~ megativ vdltozds halmazfiigguények
véges nem negativ mértékek, tovdabbd

A= AT — X" wvalamint [A| = AT + A7,

Bizonyitds. Az el6zGek szerint csak a kiemelt egyenleteket kell indokolnunk.
Nyilvanvaléan AT+~ = 1 (]A| + A + [A| = A) = |A| és hasonléan At — A\~ =
=2 (Al + A= (]A = A)) = A. Ezt kellett belatni. O

Most a Hahn-felbontasi tételre tériink ra. Ehhez elGszor altalanositanunk
kell a Radon—Nikodym-tételt arra az esetre, mikor A elGjeles mérték:

5.4.9.

Tegyiik fel, hogy A < p. Ekkor |A| < p fennall hiszen, ha u (B) = 0, akkor
annak minden A € M, A C B részhalmazara is p (B) = 0, amibdl az abszolut
folytonossag miatt mar A (A) = 0 is fennall. Ebbdl persze |A| (B) = 0 mar
kovetkezik. Ekkor viszont a pozitiv valtozéas és negativ valtozas definiciojara
gondolva AT < pés A\~ < u. Alkalmazhato tehat a Radon—Nikodym-tételnek
a nem negativ mértékekre vonatkoz6 alakja. Kapunk tehat h™, h~ € Ly (p)
fiiggvényeket, melyekre A\t (E) = [, htdp és A7 (E) = [, h™ du. Ebbdl
persze A (E) = [hT — h™ du.
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5.4.10. allitas. Legyen u egy véges eldjeles mérték. Ekkor létezik egyetlen
h € Ly (X, M, |u|) mérhetd figguény, amelyre

M(E):/hd|/¢|, valamint |h| = 1.
E

Bizonyitds. Trivialis, hogy p < |u|, ezért a Radon—Nikodym-tétel miatt 1é-
tezik h mérhet6 fiiggvény, melyre pu (E) = [, hd|p| minden E € M mérhets
halmazra. Amennyiben |u| (E) # 0, akkor

| u(®)
‘w &) /Ehd”" =@ =t

amibdl kovetkezik, hogy |p| majdnem minden 2z € X mellett —1 < h (z) < 1.
Legyen most r € (0,1) tetszoleges szam és A, = {x € X : |h(x)| < r}. Elég
megmutatnunk, hogy || (A,) = 0, hiszen

n

(reX:|h@) <1} = ;ﬁ_l{xexz|h(x)|<1—1}

és |p| mérték. Alkossédk az E; halmazok az A, particidjat, tehat A, = UE;
és Ej n El =y (_] 7é Z) . Minden Ej—re

< [ < [ rail =rielE).
E; E;

J

0 (B7)| = ‘/Evhdlul

Ezért >, |p(E5)| < r X2, |ul (E;) = rlul (A;). Mivel épp a bal oldali szum-
mék szuprémuma || (ATS , ezért ebbdl || (Ay) < r|p| (A,) is kivetkezik, ami
r < 1 miatt csak abban az esetben lehetséges, ha |u| (A4,) = 0. O

5.4.11. definici6é (elGjeles mérték szerinti integral). Legyen X egy elSjeles
mérték az (X, M) mérhetd téren, és f € Ly (X, M, |\|) fiiggvény. Az f fiige-
vény \ elGjeles mérték szerinti integraljat, az

/deAz/thdm

formula definialja, ahol h az egyetlen olyan h € Lp (X, M,|)\|), fiiggvén
amelyre a |h| = 1 egyenldség |A|-majdnem mindeniitt teljesiil és A (E) =
= [ hd|\| fennall minden E € M mellett.

5.4.12.
A fenti definicié értelmes, hiszen ha f € Ly (|A]) és |h| = 1, akkor fh €
€ Ly (JA]).
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Specialisan, ha A\ egy véges nem negativ mérték, akkor h = 1 és |\ =
= )\, igy ebben az esetben a fenti definici6 egybeesik az az Lq-beli fiiggvények
integraljanak definiciojaval.

Az is lathato, hogy a véges elGjeles mérték szerinti integréal egy linearis
funkcional az Ly (X, M, |\|) normalt téren.

5.4.13. allitas (elGjeles integral-mérték szerinti integral). Legyen (X, M, p)
egy nem negativ mértéktér, és g € Ly (X, M, 1) mérhetd figgvény. Ldttuk,
hogy

/\(E):/gd,u, EeM
E

definicioval \ eqy eldjeles mérték az M o-algebrdn. Ekkor tetszdleges f €
€ L1 (X, M,|\]) fuggvény esetén

AJM=AMW.

Bizonyitds. Vilagos, hogy A\ < pu, igy |A| < p. Ez utébbira felirva a nem
negativ véges mértékekre vonatkoz6 Radon—Nikodym-tételt, azt kapjuk, hogy
létezik u € Ly () nem negativ fiiggvény, amelyre

A ) = [ wdn

Az elGjeles mérték szerinti integral definicidja és fh € L1 (JA|) szerint

/de)\Z/thdw:/thudu.

Ez tetszoleges f € L (|A|) fliggvényre fennall, specidlisan tehat f = xg
karakterisztikus fliggvény mellett is tetsz6leges E € M mérhets halmazra is.

Igy
A(E):/ hdlM=/ XEhd\)\|=/ XEhudu:/ hu dp.
E X X E

No de A definicidja szerint ez csak ugy lehet, ha a g = hu egyenlség -
majdnem mindeniitt fennall. Ez viszont azt jelenti, hogy

AJM=AMW-

Ezt kellett belatni. O

5.4.14. allitds. Legyen p egy nem negativ mérték és g € L () fiigguény.
Vildgos, hogy ekkor \ (E) = ngd,u integrdl véges eldjeles mértéket definidl.
E mérték teljes vdltozdsdra:

IME:LMW
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tovdbbd a pozitiv és negativ vdltozdsokra:
AT (E) = / g" dp valamint A\~ (E) = / g~ dpu.
E E

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 allitast A mértékre. Ekkor létezik |h| = 1

fliggvény, hogy
/gdu:/\(E):/hd|)\|.
E E

Igy minden E € M mérhet6 halmazra

|)\|(E):/ 1d|)\|:/h2d|)\|:/hhd|)\|:/hd)\:/hgdu
E E E E E

De |A| nem negativ mérték, ezért hg > 0 teljesiil y-majdnem mindeniitt. Igy
hg = |hg| = |g| is fennall, azaz |A| (E) = [, |g| dp valoban teljesiil minden
E € M mellett.

A pozitiv valtozasra vonatkozo allitas igazoléasahoz

N(E) = 5 (N+ 0 (B) = [ 5 (sl +9) du= [ o d

és hasonloan adodik a negativ valtozasra vonatkoz6 A\~ (E) = [, g~ dp for-
mula is. O

5.4.15. allitas (Hahn felbontési tétele). Legyen az (X, M) mérhetd téren
1 eqy véges eldjeles mérték. Ekkor X felbonthatd diszjunkt A és B halmazok
eqyesitésére gy, hogy a mérték ut pozitiv vdltozdsa a p-nek az A-ra koncent-

ralt része, €s a pu~ mnegativ vdltozdsa a p-nek B-re koncentrdlt része legyen.
Pontosabban: létezik A,B € M, ANB =@, AUB = X amelyekre

pt (BE) =pu(ENA) valamint p~ (E) = —u (ENB).
Bizonyitds. Lattuk, hogy létezik h € L' (|u|), |h| = 1 fiiggvény, melyre
1 (E) = [, hd|p| fennall minden E € M mellett. Legyen
A={zreX:h(x)=1} é& B={zeX:h(z)=-1}.

Vilagos, hogy AUB =X és ANB =@, A, B € M, tovabb4 az is konnyen
latszik, hogy ht = x 4. Tetszbleges E € M esetén a az el6z6 allitas pozitiv
valtozasra vonatkozo része szerint

it (8) = [ 1t dnl = [ xadinl = [ xabdlal= [ xadu=p(E0 ),
E E E E

Ezzel a pozitiv részre vonatkozo allitast igazoltuk is. A negativ részre vonat-
kozé allitdas mar kovetkezik a fenti formulabol hiszen tudjuk, hogy u (E) =
=uT(E)—p= (E) ésnyilvan p(E) = p(ENA)+pu(ENB). O
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6. fejezet

A Radon—Nikodym-tétel
kovetkezményei

6.1. Az L, terek dualisa

A fejezetben adott 1 < p < oo mellett jel6lje minden esetben 1 < ¢ < oo azt
a szamot, amelyre Il) + % = 1. Ha p = 1, akkor legyen ¢ = co és hasonldan,
ha p = oo, akkor legyen q = 1.

Az alabbi kis lemmacskat sokat fogjuk hasznélni.

6.1.1. lemma. Legyen 1 <p < oo, f € L,(X,M,u), tovibbd A=U2,A,,
ahol A, e M, A,, C A, 11 monoton bévild halmaz-sorozat. Ekkor fxa, — fxa
az Ly, (X, M, n) metrikdja szerint.

Bizonyitds. Definidlja h, = fxa,. Az A, halmaz-sorozat monoton noveke-
dése miatt h, — fxa p-mam. Az fP € L; miatt f p-m.m. véges. Ezért
|hn — fxal’ — 0 p-m.m. pontonként. No de |h, — fxal < |hn| + |f] =
=2|f|, ezért |h, — fxal” < 27|f|". Eszerint talaltunk 27 | f|” € L; majoréns
fiiggvényt. Alkalmazva a majoralt konvergenciatételt, azt kapjuk, hogy

I = fxall; = [ n = Fal”die =0,

azaz hy, — fxa az L, tér metrikija szerint. O

Vegyiik észre, hogy a fenti allitds hamis p = oo esetben. Ha példaul f =1
és A, = [-n,n], akkor x4, nem tart egyenletesen a konstans 1 fiiggvényhez.

6.1.2. allitas. Legyen 1 < p < oo. A korldtos fiiggvények L, egy sird rész-
halmazdt alkotjdk.

169
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Bizonyitds. Az allitis a p = oo esetben semmitmondo6. Ha p < oo, akkor
legyen A,, = X (f <n). Vilagos, hogy A, C A,41 és fP € L; miatt f u-
m.m. véges, ezért null-mértékd halmaztod eltekintve UA,, = X. Alkalmazva
az el6z6 allitast azt kapjuk, hogy

xan = Xz a0 = f
az Lp-tér metrikdjaban. Persze az fxa, € L, korlatos fliggvények, tehat
készen is vagyunk.

6.1.3. allitas. Legyen 1 < p < oo és g € Ly (X, M, n) rogzitett. Ekkor
feLly(X,M,u) mellett a

D, (f) = /X fadu

modon definidlt fiigguény egy folytonos linedris funkciondlja L, (X, M, p)-
nek. Ha p > 1; vagy a p = 1 esetben ha az (X, M, u) mértéktér o-véges,
akkor a

[y

s = llol,.
egyenldség is fenndll.

O

Bizonyitds. Nyilvan feltehetd, hogy |/g]| L, = 0. A Holder-egyenl6tlenség sze-
rint minden f € L, (1 < p < o) fiiggvény esetén

(1)) = | [ fadu| < 11, .

tehat @ folytonos linearis funkcional, és ||®,|| L: <gll,-

A 0o > p > 1 mellett legyen f = ar|g|?” ", ahol v olyan mérhet6 fiiggvény
melyre ag = |g|. Ekkor

||f||§=/ Iflpdu=/ g du=/ lg|* dps,
X X X

tehat f € L, tovabba ||f]|, = [lg] %", ezért

—1 -1 1 1
@, (algl’™) = [ alal'™ odi= [ Lol d = gl = |11, ol

ez azt jelenti, hogy a h = f/ || f|, jelolést bevezetve talaltunk h € Ly, [[h], =
= 1 fiiggvényt, amelyre ® (h) = [|g||,, - Ez épp azt jelenti, hogy || ®,l[,. > [|g]l,
p

is fennall.
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6.1. AZ L, TEREK DUALISA 171

Most tekintsiik a p = 1 esetet, amikor u mérték o-véges, azaz X = UX,,,
ahol u (X,,) < co. Legyen rogzitett n € N mellett

A= %0 (ll > 12,]1;).

Megmutatjuk, hogy p(A,) = 0. Ugyanis, u (X,) < oo miatt x4, € Li. Ha

w(Ay,) # 0, akkor az f, = maxf‘n fuggvényre || fn||; = 1, ahol « olyan

meérhetd || = 1 fiiggvény, amelyre ag = |g|. No de

1 1
L2 Py (fn) = /X fngdp = (A /XXA,LOlgd,u = m/A 9| dp >
An) [| Dy

[Py

>

L} = ||(I)g| Ly

1
M

ami nyilvan ellentmondas, tehat p(A4,) = 0 valoban fennall. Vilagos, hogy

L;) = UpZ14n,

X (Il > |2,

ezért pu (X ([g| > ||®gll .- ) ) =0, ami épp azt jelenti, hogy ||g||., < [[Pgll -
1 1

O

6.1.4. allitas. Legyen 1 < p < o0 és ® € L, (X, M, ) rogzitett folytonos
linedris funkciondl, valamint p(X) < oo véges nem negativ mérték. Ekkor
létezik egyetlen g € Ly (X, M, 1) figguény, amelyre minden f € L, (X, M, p)
esetén

o (f) = / fydp.
X
Az €ldz0 dllitds miatt ekkor || @[ = [[ @4 = [|g]|,, is fenndll.

Bizonyitds. Az allitas unicitasi része egyszert, hiszen ha g; és go két ilyen
fiiggvény, akkor p (X) végessége miatt minden E € M mellett xg € L, (X),
ezért

/ (91 — g2)dp =0,
E

ami csak ugy lehet, hogy g1 = g2 p-m.m. teljestl.
Tetszéleges £ € M mellett xp € L,, hiszen u véges mérték. Ertelmes
tehét a
A(E) =@ (xe)
definici6. Vilagos, hogy A : M — R halmaz fliggvény, amelyre A (&) = 0. A A
végesen additivitdsa a ® linearitasanak kovetkezménye. Megmutatjuk, hogy
A mérték. Ha A = UP2; A,, diszjunkt egyesités, akkor N — co mellett

Ixuse yanllp = 1 Uy An) = D p(An) =0
n=N
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a p o-additivitdsa miatt. Tehat a (Xuz A,) yey
konvergal 0 € Ly-hez. A ® folytonossaga szermt

fiiggvénysorozat L,-ben

AUy An) = @ (xuz ya,) — 0.

Igy kihasznalva \ végesen additivitasat azt kapjuk, hogy

n=1

AU Ay) = M (U AL) + A (U y Z)\ )+ AUy AL,

amib6l mar latszik, hogy N — oo esetén

N-1
AU A,) = ) A (An) = AUy An) =0
n=1

Tehéat A valoban egy véges R-értékt mérték.
Ha E € M mellett 4 (E) =0, akkor xg a zérus eleme L,-nak, ezért

AL L.

Alkalmazhat6 tehat az Radon—Nikodym-tétel, amely szerint létezik
egyetlen olyan g € L' (X, M, ) fiiggvény, amelyre

®(xe) =A(E) = / gdp = / XEgdp.
E X
Most megmutatjuk, hogy az igy kapott g jo is lesz az &llitas bizonyitasahoz.
A fenti sor szerint ezzel készen is vagyunk abban az esetben, ha az f € L,
fliggvény valamely mérhets halmaz indikator fliggvénye. Az egyszerii fiiggvé-

nyek indikator fliggvények véges egylitthatokkal képzett linearis kombinécioi,
ezért ha f = Zfil aiXE, egyszeri fiiggvény, akkor f € L,, tovabba

N N N
=> ;% (xz,) :Zai/ XE; gdp =/ (Z aiXEi)Qd,U :/ fgdu.
i=1 i=1 X X \i=1 X

Egyrészt, ha f korlatos fliggvény, akkor f el6all mint s, egyszert fiiggvények
egyenletes hatarértéke. De p (X) < oo, igy

I£ = sully = [ 18 = sul? di < ()1 = sullZe 0.
b'e
Azaz s, — f az L, metrikija szerint is. Ezért n — oo mellett

B (sp) = @ (f). (1)
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Masrészt, s,g — fg p-m.m. pontonként, s6t elég nagy n-re

lsngl < 2| fll 19l

az s, egyenletes konvergenciaja miatt. A p mérték végességét tjra kihasz-
nalva azt latjuk, hogy a 2| f|| |g| fliggvény egy L;-beli majoransa az s,g
fliggvénysorozatnak. Alkalmazva a majoralt konvergenciatételt

B (s,) = /X sngdi = /X fadp. (1)

Osszevetve: (1) és (I) szerint tetszéleges f korlatos, ezért L,-beli fiiggvény
mellett

o(f) = /ngdu.

Tudjuk viszont, hogy a korlatos fiiggvények L,-ben strti részhalmazt alkot-
nak, amelyen a ® és a ®, folytonos fiiggvények a fent bizonyitottak miatt
egybeesnek. Ekkor

(f) =, (f) = /X fody

minden f € L, mellett is fennall.

Maér csak azt kell igazolnunk, hogy g € L,. Ehhez szét kell valasztanunk a
p=14ésal<pesetet.

p = 1 esetben, meg kell mutatnunk, hogy g p-m.m. korlatos. Ehhez tekint-

siik a
1

m/}ﬂgdm p(E) >0

integral kozepeket. No de p (E) > 0 mellett

1 / IA(B)] 1 1
7 JLotn] = N = i W Ol < o 10 el = ol
‘M(E) B (B |u(E)] e (B) A b
Azt kaptuk tehat, hogy p-m.m. 2 € X mellett |g (z)| < H<I>||L,{ .

p > 1 esetben, meg kell mutatnunk, hogy [ |g|* du < oco. Legyen E,, =
= X (g €£n), a olyan mérhets fiiggvény, amelyre ag = |g|, tovabba f =
=Xxg,Q |g|q*1 . Persze f korlatos ezért p (X) végessége miatt f € L,. Igy:

‘P(f)=/xfgdu=/En lg|? du,

ezért

/E 9l d = 19 ()] < ] | ], =

1/p 1/p
II@I(/XIfI’”du) <1>||(/E ngdu> ,

© Typotex Kiadd

© Magyarkuti Gyula



www.interkonyv.hu

174 6. A RADON-NIKODYM-TETEL KOVETKEZMENYEI

. . 1-1/p 1/q
amibdl azt kapjuk, hogy (fE |g|qd,u) = (fE lg|? du) < ||®]|. No
de xg, |g|? — |g|* monoton névekedsleg p-m.m. pontonként a g € Ly miatt,
ezért a monoton konvergenciatétel szerint

[
X

Azt kaptuk tehat, hogy ||g][, < ||| is fenndll, azaz g € L, valéban teljesiil.
O

gvdu—+/‘mwdw
X

6.1.5. allitas. Tekintsik az (X, M,u) mértékteret, és az ehhez tartozo
L, (X, M, ) Banach-teret. Legyen & € L}, jolytonos linedris funkciondl rog-
zitve.
- Hap=1, és p o-véges mérték, akkor létezik egyetlen g € Lo, fligguény,
amelyre
¢ =@y, valamint ||®| =g, -

- Ha 1 < p < oo, akkor létezik egyetlen g € Lq fiiggvény, amelyre
® = @y, valamint |2 = |lg], -

Bizonyitds. Mindkeét allitast igazoltuk a p (X) < oo specidlis esetben. Legyen
most A € M egy pu(A) < oo véges mértékd mérhets halmaz. Tekintsiik az
ehhez tartozo (A, My, pa) véges mértékteret, ahol

Ma={MNA:Me M}; HA = My

Jeldlje egyszertien L, (A) az Ly (A, Ma, ) mértékteret és Ly (A) ennek
dualis terét. Tekinthetjiik az L, (A) Banach-teret mint az L, (X) alterét,
hiszen egy f € L, (A) fiiggvényt A°re kiterjeszthetjiik f|Ac =0 és f|A =f
modon. Igy ||fHLp = ”fHLp(A) . Ha @ € L (X) folytonos linearis funkcional,
akkor az folytonos linearis funkcional L, (A) altéren is, hiszen

f € Ly (A) mellett |2 (F)] < 190, 0x) 17118, ) = 190500 17112, a) -

Igy ® valoban folytonos, sét H<I>||LP(A) < [|®|

Li(X) - A tovébbiakban az egy-

szertiség kedvéért nem tesziink jeldlésbeli kiilonbséget f és f kozott.

Minden A € M, pu(A) < oo halmazra alkalmazhatjuk a méar igazolt alli-
tast. Igy minden A € M, p(A) < oo halmazhoz létezik egyetlen ga € L, (A)
fiiggvény, melyre minden f € L, (A) esetén

®(5) = [ fandu s loalls,ia = 19

Laa) < [®llsx) -
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Az egyértelmiiség miatt az A, B € M véges mértékd halmazokra (g A)‘ B =
= (QB)\A = ganp- Legyen

s = sup {[lgallL, 4y : A € M, 1 (4) < 00} <[ @l| )

Valasszunk olyan A, € M, p(A,) < oo halmaz-sorozatot, hogy g, = ga,
jeloléssel

lgnllz,a, = s

Legyen Ao = U2° A, majd harom megjegyzést teszlink az A,, halmazokra
strukturdjara:

- Egyrészt feltehetd, hogy A, C A, +1 minden n € N mellett. Ugyanis ha
By = UN_, A,,, akkor (gBN)IAN = gy az egyértelmiiség miatt. Igy

ol ay = [ ol di= [ lgmil"auz [ lgnyl"du=lgsyl, i,
AN AN BN

ezért [lgpyllp, (py) — i fennall.

- Masrészt, ha az (X, M, ) mértéktér o-véges akkor Ao, = X is feltehetd.
Ugyanis azzal az E,, € M, 1 (E,,) < oo halmaz-sorozattal, amelyre USe , E,, =
= X, bevezetve a B, = A, UE,, jelolést, az el6bbihez hasonl6 médon kapjuk,
hogy

HgnHLq(An) < HanHLq(Bn)v

ezért ||gp,

- Harmadrészt, p > 1, azaz ¢ < oo esetén ha B € M, u(B) < oo, olyan
halmaz amelyre BNA,, = &, akkor g4 = 0, u-m.m. Ugyanis ellenkezd esetben
(94,UB)|a, = 94, ¢ (9a,uB)|p = 9B miatt

Ly(Bn) 8 is fennall.

HgAnuBHZ:/ |9AnuB|qu=/ \gAnuB|q9dM+/ |94,05|" gdu =
X Ay B

=/ \gAnlqdqu/ lgp|* dp =
A B

=/ IgA,,quu+/ lgs|* dp = ||ga,
X X

allna fenn elegendé nagy n mellett ellentmondva s szuprémum tulajdonsaga-
nak. (Figyeljiik meg, hogy p = 1 esetben mi torténne!)

A tételben elsirt g € L, (X) fiiggvény konstrukcioja kévetkezik. A gy, (x)
sorozat kvazikonstans az A, halmazok monoton névekedése miatt, tehat 1é-
tezik a g : X — R mérhets fiiggvény, melyre g, — g pontonként. Lathato,
hogy g € Ly (X), hiszen |g,,| monoton névekeddleg tart |g|-hez, ezért ¢ < oo
esetben a monoton konvergenciatétel miatt [y [gn|* dp — [ |g|* dp. A bal

g T llgslly > s
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oldali hatarérték minden tagja legfeljebb s?, ezért ||g||Lq(X) <s. Ag=o
esetben |g (z)] = limy, o0 [gn ()] < limy oo [|gnllo. = s majdnem minden
z € X mellett, tehat [|g[|;_y) < s most is teljesil.

Tekintsiink most egy olyan f € L, (X) fiiggvényt, amely az Ao, = U2 A4,
halmazon kiviil elttinik. Az fxa, € L, (A,), ezért a g, fiiggvények definicioja
szerint

D (fxa,) = /A fandp.

Ekkor a lemmat alkalmazva fxa, — fxa. = f az L, (X) topolégidja sze-
rint, ezért @ folytonossaga miatt

®(fxa,) = @(f).

A Holder-egyenl6tlenség szerint tehat fg € Ly (X). De az (|fgn|), ey soro-
zatnak fg majoransa, ami ezek szerint Ly (X)-beli, ezért a majoralt konver-

genciatétel szerint
[ = [ Foudn s [ fodn
A, X X

A harom utoljara kiemelt sort Gsszevetve azt kapjuk, hogy

(f) = /ngdu-

fennéll minden olyan f € L, (X) fiiggvény esetén, amelyre f4. = 0.

Tekintsiink most egy olyan f € L, (X) fliggvényt, amely az A, halmazon
konstans zéro. Megfogjuk mutatni, hogy @ (f) = 0.

Ha p = 1, akkor p o-végessége miatt, A, = X, ezért ilyen fiiggvény csak
L, zérus eleme lehet, tehat ebben az esetben @ (f) = 0 teljesiil.

Ha p > 1, legyen B, = X (|f| > 1/n), és Bo = U2, B,,. Vilagos, hogy
X (f=0)=BS és u(B,) < oo az f € L,(X) miatt. A lemmat hasznalva,
kapjuk a B,, n6vs sorozatra, hogy fxgs, — f az L, (X) topologidja szerint,
ezért ® folytonossiga szerint

O (fxs.) = 2(f).

Masrészt p (B,) < oo miatt

®(fxm,) = /B faB, dpu.

No de a harmadik megjegyzésiink alkalmazhaté p > 1 miatt, igy (an)| Ac =
= 0. A feltételiink szerint f4_ = 0 is fennall, ezért

/ fom, dp = / f9B, dp +/ f9B,du=0.
By, BnNAs B,NAs
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Osszegzésként tetszoleges f € L, (X) mellett fya_ eltinik AS -en, és
fxac, elttinik As-en. Igy az el6z6 két bekezdés szerint

B(f) = ® (fxa.+fra )= D (fxal) +® (fxae ) = /X Fodu+0= / fadp.

Ezt kellett a g egzisztencidjat kovetels allitdshoz belatni.
A bizonyitasbol mér csak g unicitasanak igazolasa maradt hatra. Tegyiik
fel, hogy létezik g1 és ga L4-beli fiiggvény, amelyre minden f € L, mellett

/ngldu=/xfgzdu~

Legyen A, = X (|g1| > %) és B, = X (|gg| > %) Ekkor A,, és B,, véges mér-
tékid halmazok, hiszen gi,92 € L. Igy a véges halmazokon mar meggondolt
unicitas miatt g1 = g az A, UB,, halmazon, ezért g1 = g2 az U2, (A, U By,)
halmazon is. Ez utébbi halmaz komplementerét véve kapjuk, hogy

et (A5 N By

Ez ut6bbi halmazon mind g1, mind g, zérus. O

6.2. A strtségfiiggvény és feltételes varhato ér-
ték

A szakaszban a valosziniiségszamitas legegyszeriibb fogalmait és definicioit
szeretném formalisan is bevezetni. Felteszem, hogy az olvaso jol ismeri a naiv
valosziniségszamitas alapfogalmait, ezért nem részletezem a valoszintiségsza-
mitasbeli hatteret.

6.2.1. definicié (valoszintiségi mezd, valoszintiségi valtozo, varhatoértek).
Egy (2, A, u) mértékteret valdszindségi mezének mondunk, ha p(Q) = 1.
A X : Q — R mérhetd fliggvényt szokés valdszintségi vailtozonak nevezni.
Egy X valoszintiségi valtozordl azt mondjuk, hogy van varhatoértéke, ha
integralhato, azaz X € Ly (Q,A,p). A X wvdrhato értékét E(X) = [, Xdp
moédon definialjuk.

6.2.2. allitas (valoszintiségi valtozo eloszlasa). Tekintsink eqy (Q, A, 1) va-
l0szintiségi mezdt, és legyen X : Q — R egy valdsziniiségi vdltozé. Minden
B € B Borel-halmaz esetén jeldlje

Qx (B) = p(QX € B) = p({w e Q: X (W) € BY) = u (X1 (B)).

Ldthato, hogy az igy definidlt Qx : B — [0,1] egy valdszindségi mérték. Ezt a
Qx meértéket nevezzik az X valdsziniségi vdltozo eloszldsdanak.
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6.2.3. allitas. Legyen g : R — R egy nem negativ Borel-mérhetd fiiggvény,
X egy valdszintségi vdltozd, amelyre g > 0 vagy go X € Ly (u). Ekkor

/Qg(X(w))M(dW)Z/ngXdu=/Rngx=/Rg(t) Qx (d)

egyenldség.

Bizonyitds. Az els6 és utolsd egyenlség egyszertien egy a valoszintiségi sza-
mitas korében szokésos jelolés, amely megadja a széban forgo fiiggvények
valtozojat is. A kozépsS egyenlGség éppen az eloszlas definicidja, ha g egy
Borel-halmaz indikéator fiiggvénye, hiszen

xa0X =xx-104)

Ha g egy Borel-mérhets egyszert fiiggvény, akkor a p szerinti és Q) x mértékek
szerinti integralas linearis funkcional volta adja az allitas, mig ha g egy nem
negativ mérhetd fiiggvény, akkor a monoton konvergenciatétel szokasos alakja
mutatja, hogy az allitas valéban igaz. O

Erdemes felirni az el6z6 tétel néhany specialis esetét.

6.2.4.
Ha valamely rogzitett A C R halmazra és k € N szamra g = xa id*, akkor
go X = XX-1(A) " Xk Tehéat

[ xtdu= [ s,
Q(X€A) A

feltéve persze, hogy a fenti bal oldali integral értelmes. Igy az A = R specialis
esetben kapjuk a varhato érték és a k-adik momentumra vonatkozo6 formulét.

E(X’“):/QX’“du:/Rth(dt).

6.2.5. definicio (strtség fliggvény). Azt mondjuk, hogy egy valoszintsé-
gi valtozd abszolit folytonos vagy abszolit folytonos eloszldsi, ha annak el-
oszlasa mint a szamegyenes egy Borel-mértéke abszolut folytonos mérték a
Lebesgue-mértéknek a Borel-halmazokra valo lesziikitésére. Ha ez fennall, ak-
kor az eloszlas mérték Lebesgue-mérték szerinti Radon—Nikodym-derivaltjat
nevezzik az abszolut folytonos valészintiségi valtozo sidriség fiigguényének.

6.2.6.
Jelolje m : B — R a Lebesgue-mérték megszoritasat a szamegyenes Borel-
halmazaira. Ha X egy abszolut folytonos valoszintiségi valtozo, akkor annak
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[ stirtiségfiiggvénye azaz egyetlen f € L1 (R, B, m) fiiggvény, amelyre minden
B € B Borel-halmaz esetén

M(Q(XEB)):/dem.

Ennek megfelel6en

k _ k . E - .
/Q(XeA)X = /At Qx (dt) = /At f () m (dt)

Speciélisan a varhato érték és masodik momentum formulaja:

BX)= [ 1Qx )= [ 170 ma),
B (X?) :/Rt?QX (dt):/Rth(t)m(dt).

Most ratériink a feltételes varhato érték fogalmara. A lényeg itt is az lesz,
mint fent, nevezetesen hogy a feltételes varhato érték is egy Radon-Nikodym-
derivalt. Ehhez el6szor felidézlink néhany egyszerd definiciot.

6.2.7.
Emlékezziink vissza a feltételes valoszintiségi mez6 fogalmara. Legyen A € A
egy olyan esemény, melyre p (A) > 0. Lathato, hogy ekkor

_u(ANB)

egy mértéket definial az A o-algebréan, tehat (2, A4, pa) is valoszintiségi mezd.
Ezt a valoszintiségi mezst nevezziik az A pozitiv valoszintiségi esemény altal
generalt feltételes valdsziniségi mezdnek.

Persze a feltételes valoszintiségi mezd is csak egy valdszintiségi mezd, ezért
az Osszes fent bevezetett fogalom feltételes forméja is definialt mint a megfe-
lels fogalom a feltételes valoszintiségi mezdére nézve.

6.2.8. definicio (feltételes varhato érték egy eseményre nézve). Legyen
(Q, A, 1) egy valoszintiségi mez6 és p(A) > 0 egy pozitiv valoszintiségl ese-
mény. Egy X : Q@ -5 R, X € Ly (Q, A, u) valoszintségi valtozonak az A ese-
ményre vonatkozo feltételes varhato értéke nem més, mint az X valoszintiségi
valtozonak az (2, A, pa) téren vett varhato értéke:

E(X|A) = /QXd,uA.
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6.2.9.
Latjuk, hogy pua < u, és
B) =55 [ xad
HA = XA G,
n(A) Jp

azaz a (14 mérték dg’l‘TA Radon—Nikodym-derivaltja éppen ﬁ x A- Ezek szerint

BX1A) = [ X—tvadn = — [ Xa

Ha tehat X még abszolut folytonos eloszlasu is az f stirtiség fliggvénnyel, és
az A feltételi halmaz A = X1 (B) alakt a szdmegyenes valamely B C R
Borel-mérhet6 halmazara, akkor

MXM@GB»MQ&GB»éﬁmmMW

6.2.10. definicio (feltételes varhato érték megszamlalhato particiéra nézve).
Legyen {A,, : n € N} egy pozitiv valoszintiségl eseményekbdl allé megszam-
lalhato particioja az (£2,.A, p) valoszintiségi mezének, és jelolje B e particio
generalta legsziikebb o-algebrat. Adott X € Ly (Q, A, ) valoszintségi valtozo
mellett definialjuk a

o0

E(X|B) : Z (X|An)x

fiiggvényt. Vegyiik észre, hogy a fent definidlt E(X|B) : © — R fiiggvény
rendelkezik az alabbi két fontos tulajdonsaggal:

e E(X|B) mérhets a B o-algebrara nézve.

e Minden C € B esemény esetén

LMM&@:LX@

A fenti E (X|B) fiiggvényt nevezziik a X valoszintiségi valtozonak a B rész-
szigma-algebrara vonatkoz6 feltételes vdrhato értékének.

Bizonyitds. Igazolasként, azt kell meggondolnunk, hogy B elemei a particio
egyes elemeinek egyesitéseként allnak ellg. Mivel eleve csak megszamlalhatéan
sok halmazunk van, ezért minden egyesitésben is csak megszamlalhatéan sok
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halmaz fordulhat el6. Ha C' = A,, valamelyik n € A mellett, akkor E (X|B) =
= F(X|A4,) xa,,, igy

[ BB du= [ EXIA) =
C A

n

~n()EXIA) = [ Xdu= [ Xan

Ha C' a néhény particié elem egyesitése, akkor az allitds abbol kovetkezik,
hogy rogzitett Li-beli fliggvény vagy rogzitett nem negativ fiiggvény melletti
integral-mérték valéban egy mérték. O

6.2.11. definici6 (feltétles varhato érték egy részszigmaalgebrara nézve).
Legyen (2, A, ) egy valoszintiségi mezs, B C A egy részszigma-algebra és
X € L1 (A, u) egy valoszintségi valtozo. Ekkor létezik egyetlen olyan
E (X|B) € Ly (9, B, p) fiiggvény, amelyre az alabbi két tulajdonsag egyszerre
teljestl:

o E(X|B):Q— R mérhets a B o-algebrara nézve.

e Minden C € B esemény esetén

/CE(X|B) du:/CXdu.

A fenti E (X|B) fiiggvényt nevezziik a X valoszintiségi valtozonak a B rész-
szigma-algebrara vonatkozo feltételes vdrhato értékének.

Bizonyitds. Jelolje v (C) = [, X dp. Vilagos, hogy v : B — [0,1] egy mérték,
amely abszolut folytonos p-re nézve. A Radon—Nikodym-tételt alkalmazzuk
az (X,B) mérhets téren a v elGjeles mértékre és a p véges nem negativ
meértékre. Eszerint létezik egyetlen E (X|B)-vel jelolt fiiggvény, amelyre

E(X|B) € Ly (0, B,1) 6 /CXdu:u(C’):/cE(Xﬂg) du

minden C € B mellett. Ezt kellett belatni. O

6.2.12.

E(E(X|B)) = E(X)

azonossagot. Persze B = A esetben semmi nem torténik, igy F (X]A) = X.
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Fontos latnunk, hogy a Radon-Nikodym-tétel unicitasa szerint a fent de-
finialt feltételes varhato érték fogalma egybeesik azzal a fogalommal, amit
a megszamlalhaté particié altal generalt o-algebrara esetén vezettiink be.
Természetesen mint Li-beli fliggvénynek az unicitasara kell gondolnunk, ami
azt jelenti, hogy a feltételes varhato érték is csak null-mértéki halmazoktol
eltekintve egyértelmiien meghatarozott valoszintiségi valtozo.

6.2.13.

Most nézziik azt az esetet, amikor egy tetszGleges szamossagu I' indexhal-
mazzal melletti {A, : v € I'} particiobdl kiindulva B a generalt o-algebra.
Gondoljuk meg, hogy B-nek nincs olyan nem iires halmaza, amely valddi
részhalmaza, lehetne az egyik A, partici6é elemnek. Ez azt jelenti, hogy egy
B mérheté fiiggvény csak egyetlen értéket vehet fel az egyik A, halmaz fe-
lett, tehat a particié egyes részhalmazai felett konstans. Legyen X egy véges
varhato értékd valoszindségi valtozoja az (0, A, u) mezének, és E (X|B) a
fenti particiora vonatkozo feltételes varhato érték. Ha v, jeloli az E (X|B)
fiiggvény A, halmaz felett felvett értékeét, akkor

an(d) = [

a feltételes varhato érték definicioja szerint. Azt gondoltuk meg tehat, hogy

B(XIB) di = [ X dp=u(,) E(X]4,)

~

E(X|B) (@) = E (X]A,)

minden w € A, mellett feltéve persze, hogy p(A,) > 0.

Sziviinkben 6rémmel eltelveﬂ latjuk tehat, hogy I' megszamlalhato esetben
a Radon—Nikodym-tétel garantalta feltételes varhato érték valoban azonos a
> | E(X|A,) xa, definicioval. Még specidlisabban, ha T' sszesen két ele-
mi {A, A°}, akkor a generalt o-algebra B = {@, A, A, Q} és az E(X|B) felté-
teles varhato érték fiiggvénynek két értéke van. Az A esemény felett E (X|A),
az A® esemény felett E (X]A°) feltéve, hogy 0 < p(A) < 1. Amennyiben A
és A° események egyike null-valészintiségii, mondjuk A€, akkor csak annyit
lehet mondani, hogy E (X|B) (w) = E(X|A) = E(X) az A esemény felett,
és az értéke tetszOleges valos szam is lehet, tehat nem relevans az A€ null-
mértékd halmaz felett, hiszen mint Radon—-Nikodym-derivalt ez egy Li-beli
fliggvényosztaly egyik reprezentansa.
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II. rész

Dinamikus programozas
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7. fejezet

Determinisztikus eset

7.1. Elnevezések, jelolések

Tegyiik fel, hogy adott egy
allapothalmaz: egy X halmaz, amelynek elemeit allapotoknak mondjuk;

atmenetfiiggvény: egy I' : X —o X halmazértékd leképezés, amely azt irja
le, hogy az x allapotbdl a I'(x) allapotok egyikébe juthatunk. E fliggvény
grafja: graph (I') = {(z,y) e X x X :y € I'(x) };

hozamfiiggvény: egy F : graph(I') — R fliggvény, amelyre F(x,y) € R sza-
mot az x allapotbo6l az y allapotba jutas hozadékanak, profitjanak, értékének,
vagy pillanatnyi hasznossaganak gondolunk;

diszkont tényezd: egy 8 > 0 valds szam.

7.1.1. (SP feladat)

A fenti négy objektum hatarozza meg a dinamikus programozas alapfelada-
tat, amelyet szuprémum feladatnak fogunk mondani és réviden (SP) feladat-
ként fogunk ra hivatkozni. Az (X, F,T', 8) négyest dinamikus programozdsi
alapfeladatnak, dinamikus programozdsnak vagy révidebben programozdsnak
nevezzik.

Adott I' : X — X mellett

megengedett at:  : N — X olyan sorozat, amelyre xp1 € I'(zx) teljestil
minden k € N mellett. Nevezziik ezt megengedett palyanak, megengedett terv-
nek, vagy egyszeriibben csak tervnek vagy utnak is. A megengedett utak hal-
mazat I-vel jeloljiik. Ha Z € II egy ut, akkor Zy € 1T jeloli az (vg, Tga1,- )
utat. Rogzitett w € X mellett II(u) = {Z € II : 2y = u} az u allapotbol indulo
megengedett palydk halmaza.

185
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Ut hasznossaga: Az u : I — R fiiggvényt az utak hasznossdgi fiigguényének,
vagy az 1t értékének, vagy az it haszndnak, vagy az 1t profitjdnak mondjuk,
ahol z € II utra

w(@) =Y BF (wg, wp41) -

k=0

Mint az (SP) feladat egy alapfeltevése, azt tessziik fel, hogy az (X, F,T, )
programozés ugy van megadva, hogy a fenti sor altalanos értelemben konver-
gens, azaz konvergal egy valos szamhoz vagy tart +oo-hez.

7.2. Alapfeladat és Bellman-egyenlet

A dinamikus programozas alapfeladatat szuprémum problémanak is mond-
juk. Szuprémum probléman egy feladatot értiink. Azt a feladatot, hogy va-
lamely rogzitett allapot esetén keressiik az ebbdl az allapotbol indulé utak
hasznossaganak fels6 hatérat.

7.2.1. definici6 (Szupremum probléma. (SP)). Az (X, F,T, 3) altal megha-
tarozott szuprémum feladat azt jelenti, hogy rogzitett xo € X allapot mellett
keressiik az u fliggvény szuprémumat a II(zg) utak halmaza felett:

o0

w(zg) = sup u(Z)= sup ZﬂkF(l‘kaka)-
z€Il(xo) z€ll(wo) .

A szuprémum w(zg) értékét az xo pontbol kiinduld (SP) feladat értékének
fogjuk mondani, és a w : X — R fiiggvényt pedig a (SP) feladat értékfiiggué-
nyének mondjuk.

Amennyiben a fenti sup helyett max irhato, azaz ha létezik z € II(xy),
hogy w(zo) = u(Z), akkor azt mondjuk, hogy Z az zq dllapotbdl induld opti-
madlis it.

7.2.2. definicié (Bellman-egyenlet). Tekintsiik az (X, F, T, 8)-hoz tartozo
dinamikus programozasi alapfeladatot. Azt mondjuk, hogy a v : X — R
fliggvény kielégiti a feladat Bellman-egyenletét, ha minden xy € X mellett

v(zg) = sup {F(zo,y) + Bv(y)}
y€l(z0)

7.2.3. lemma (iteraciés lemma). Legyen w: X — R olyan fiigguény, amely
egy € Il 4tra minden k € N mellett teljesiti az

w(zg) = F (zr, p41) + Bw(Tps1) + Ok
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egyenleteket, valamely dq, 61, -+ valds sorozat mellett. Ekkor minden n € N-
re:

w(zo) =Y BYF (w, xp40) + " w(@nir) + Y B
k=0

= k=0

Ha a feltételi egyenldségben az = reldciot a < vagy > reldcidkra cseréljiik,
akkor ugyanazt kell tennink az implikdcio egyenldségében.

Bizonyitds. Teljes indukcidé. n = 0O-ra az allitds a feltételre egyszertisddik
k = 0 esetben. Tegyiik fel, hogy igaz n-re. Ekkor a feltételt alkalmazva k =
= n + l-re azt kapjuk, hogy

w(zo) =Y BF (wh, w41) + B w(wnga) + Y B0 =
k=0 k=0

= B*F (wh, mh1) +

k=0
+ B (F (Zpg1, Tng2) + Bw(Tny2) + Opgr) + Zﬂkék =
k=0
n+1 n+1
=Y BYF (zh, 41) + B Pw(@ng2) + Y Bk
k=0 k=0
Ezt kellett belatni. O

7.2.4. lemma (indukcios lemma). Legyen T € I egy ut. Ekkor az it u
hasznossdgi fligguényére :

u(Z) = F(xo,z1) + Pu(Z).

S6t minden n € N mellett fenndll a kévetkezd egyenldség:

n

w(z) =Y B5F (wh, mpr) + B () -
k=0

Bizonyitds. Az egynél magasabb indexii tagokbol a diszkont tényezé kieme-
lésével, majd a szumma elcstuisztatasaval:

u () = F(wo, 1) + 525k_1F($k,$k+1) =
k=1

= F(zo,21) + ﬁZﬁkF(iﬂmhxku) = F(zo,21) + Bu(Z1).
k=0
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Persze minden k € N mellett Ty, is csak egy ut, igy a mar bizonyitott allitast
Zg-ra alkalmazva kapjuk, hogy u(Zy) = F(xg, xk+1) + Bu(ZTrr1). Alkalmaz-
hatjuk tehat az x), — u (Zx) fliggvényre az imént bizonyitott iteracios lemmat
0r = 0 konstansok mellett. Ezt kellett belatni. O

7.2.5. allitas (optimalis ut jellemzése). Legyen (X, F,T,B) egy dinamikus
programozds.

1. Tegyiik fel, hogy T € TI(xzg) a feladathoz tartozé optimdlis 4t. Ha 8 > 0,
akkor Ty € I(xk) az xk-bol induld optimdlis 4it, tovdbbd az ut minden
xy dllapotdra

w(wg) = F(2r, Try1) + Bw(@pi1)-

2. Megforditva, ha egy T € 11 1tra fenndll a fenti egyenldség minden k € N
mellett és
limsup BFw(zy) <0,
k—o0

akkor T az xo-bdl induld szuprémum feladatnak optimdlis itja.

A 46 a valtozatossag™modellben latni fogjuk, hogy B > 0 fel-
tétel az allitas els6 két pontjaban nem hagyhaté el. Hasonloan, a [7.3.3]
,megtakaritds”-modell azt mutatja, hogy az elegendgséghez nélkiilozhetetlen
a fenti tobblet feltevés.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy Z; optimalis x1-b6l indulé dt. Ha ugyanis —
indirekt — w(z1) > u(Z1), akkor létezik § € TI(xq), amelyre u(y) > u(Zy).
Legyen ekkor z = (x¢,%),z € (zg). A indukciés lemma és 3 > 0
szerint

u(z) = F(zo, 1) + fu(y) > F(zo, 21) + fu(T1) = u(Z) = w(zo),

ami ellentmond w(zg) felss korlat voltanak. Megmutattuk tehat, hogy z; az
x1-b6l indulé optimalis ut. Ezt alkalmazva Z;-re kapjuk, hogy Zo az x2-bdl
indul6 optimalis ut. Stb. Igy az indukcios lemmat és az eddig igazolt allitast
alkalmazva minden k € N mellett:

w(zk) = w(Ty) = F(2r, Tpy1) + Bu(Try1) = Fog, Tpr1) + Bw(wpgr).

Most nézziik a forditott allitast. A[7:2.3] iteracios lemma specidlis esete szerint
minden n € N-re

w(wo) = Y B F(wg, 2pi1) + B w (@)
k=0

Igy ha n — oo, akkor w(zo) = u(z) + limsup,, ... B w(z,) < u(z) < w(xo).
Ezt kellett belatni. O
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7.2.6. definicié (a programozas op-fiiggvénye). Adott (X, F,T,8) progra-
mozas mellett egy G(x) C I'(x) halmazértékd fiiggvényt policy fiigguénynek
mondunk. Azt mondjuk, hogy az T € Il megengedett ut a G policy fiiggvény
dltal generdlt, ha x11 € G(xy) teljesiil minden k mellett. Ha w az (X, F,T", 5)
program értékfiiggvénye, akkor a

G*(z) ={y e T(2) s w(x) = F(x,y) + fw(y)}

policy fiiggvényt, optimal policy fiiggvénynek, vagyﬂ op-fliggvénynek mond-
juk.

Ha tobbet nem tesziink fel, akkor lehetséges, hogy G*(x) = &. Az alab-
biakban csak az eddig bizonyitott allitasokat fogalmazom meg a bevezetett
policy fliggvény széhasznalatara tamaszkodva.

7.2.7.
Azt igazoltuk, hogy

1. ha Z € TI(zg) terv egy az xq allapotbdl induld optimalis palya és 8 > 0,
akkor a tervet a feladat op-fliggvénye generélja;

2. ha 7 egy az op-fiiggvény 4ltal generalt palya, és limsup BFw(x;) < 0,
akkor T az xq allapotboél indulé optimélis t.

3. Ha tehat feltessziik, hogy az F' pillanatnyi hasznossag korlatos, és 0 <
< B < 1, agy T akkor és csak akkor optimalis palya, ha azt a feladat
op-fliggvénye generalja!

7.2.8. allitas ((SP) értékfliggvénye kielégiti a Bellman-egyenletet). Tekint-
stk az (X, F,3,T') feladatot és annak w értékfigguényét. Ekkor minden xg €
€ X dllapot esetén

w(zo) = sup {F(z0,y) + Bw(y)}.
Y€l (wo)
Bizonyitds. Ha § = 0, akkor minden Z € II(xg) mellett w(Z) = F(zg,z1),
ezért

w(z)) = sup u(@) = swp Flzpz)= sup Flzo.y).
z€Il(xo) zell(zg) yel(zo)

A tovabbiakban tehat 5 # 0 feltehetd.
—1- Ha w(xg) = —o0, akkor minden Z € II(z) palya esetén —oo = u(Z) =
= F(x9,21)+ Bu(Z1), ami csak agy lehet, ha minden u(Z1) = —oo, tehat
w(y) = —oo minden y € I'(zg) mellett.

1 hogy ne ennyire sértse nyelvérzékiinket :)
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—2— Ha w(zg) € R, akkor adott € > 0-hoz létezik z € II(xy), amelyre

w(zg) — e < u(Z) = F(xg, z1) + u(Z1) < Fxg,x1) + pw(z1) <
< esgl(p ){F(wo,y) + Bw(y)}
ISNEN

az x1 € I'(xo) szerint. De € tetszblegesen kicsi lehet, emiatt a bal oldal
legfeljebb akkora, mint a jobb oldal.
Most rogzitsiink egy y € T' (xg) allapotot. Legyen € > 0 . Ekkor w(y) — e-
hoz létezik g € I(y) at, amelyre w(y) —e < u(y). Legyen & = (9, §) € H(xo).
Ekkor az indukciés lemma szerint

F(zo,y) + Buw(y) < F(zo,y) + Su(y) + e = u(Z) + fe < w(xo) + fe.

Ujra kihasznalva, hogy ¢ tetszdleges, kapjuk a forditott iranyta egyenlStlen-

séget.

—3— Ha w(zg) = +o0, akkor tegyiik fel indirekt, hogy van olyan K konstans,
amelyre minden y € I'(z) mellett F(xo,y) 4+ fw(y) < K. Ekkor minden
Z € I(xg)-ra

w(@) = F(xo,21) + fu(z1) < F(xo, 1) + fw(rr) < K,

ami ellentmond a w(xg) = oo feltételnek.
Ezt kellett belatni. O

7.2.9. allitas (Bellman-egyenlet megoldasa az (SP) értékfiiggvénye). Tegyiik
fel, hogy a v : X — R figgvény kielégiti az (X, F,B,T) alap feladatinak
Bellman-egyenletét és minden T € 11 terv esetén

lim g"v(z,) = 0.

n— oo

Ekkor a Bellman-egyenletnek ez az egyetlen megolddsa és ez a v megoldds
egyben a szuprémum feladat értékfiggvénye.

A befektetés-megtakaritas”modellben példat adunk olyan problé-
mara, ahol a Bellman-egyenletnek tobb megoldésa is van és ezek persze es-
hetnek egybe a (SP) feladat egyértelmiien meghatérozott érték fiiggvényével.

Bizonyitds. Legyen zy € X. Ekkor minden T € TI(zg) mellett 21 € T'(zg),
x9 € T'(z1), -+ miatt, és mivel v kielégiti a Bellman-egyenletet

v(zg) > F(Tk, Try1) + Bv(@psr)

minden k-ra. Igy az a|7.2.3] iteracios lemma szerint

v(zo) > Y BFF(ak, wkt1) + B 0(Tns1).
k=0
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Kihasznalva tehat az allitas feltételét v(zo) > w(Z) fennall minden T € II(xp)

terv mellett, ami azt jelenti, hogy v(xg) szdm a szuprémum feladat fels§

korlatja, ergo v(xo) > w(zp), ahol w(xy) a korabbiakhoz hasonléan az (SP)
feladat értékfiiggvénye.

—1- Ha v(zg) = —oo, akkor —co = wv(zg) > w(xp) miatt w(xg) = v(xo)
valoban fennall.

—2—- Ha v(xo) € R, akkor legyen € > 0. Most konstrualunk z € II(xg) utat,
amelyre v(xzg) — e < w(Z), ami azt jelenti, hogy v(zp) a szuprémum
feladat legkisebb felss korlatja. Legyenek a & < 0 szamok olyanok, hogy
Zzozo Bkék <eE.
do-hoz és xo-hoz létezik 1 € T'(z1), hogy

v(zg) < F(xg,21) + Pv(x1) + o
01-hez és x1-hez létezik x5 € I'(x1), hogy

v(x1) < Fx1,22) + Pv(x2) + 61
d2-h6z és x9-hoz létezik a3 € T'(21), hogy

v(xg) < F(x9,x3) + Pu(xz) + b2

stb. Igy olyan # € TI(xg) sorozatot kapunk, amelyre teljesiil a [7.2.3
iteracios lemma feltétele a < relacid mellett. Ezért minden n-re

n n o0
v(x) <Y BEF(wk, wpp) + B 0(@aga)+ B4k — w(@)+ Y B,
k=0 k=0 k=0
ami azt jelenti, hogy v(zo) < u(Z) + . Ezt kellett belatni.

-3- Ha v(xg) =+00, akkor elGszor is azt kell latnunk, hogy van olyan 1, ..., zn
véges hosszusagn megengedett ut (z;41 € I' (z;)), amelyre v(y) € R min-
den y € T'(zy) mellett. Ha ugyanis ilyen nem lenne, akkor kénnyen konst-
rualhatnank olyan z € II(zo) utat, amelyre v(zy,) ¢ R minden n mellett,
ami ellentmond a tétel "v(x,) konvergenciajara tett feltételének.
Rogzitslink tehat egy ilyen zg,x1,...,zN az xg-bol induld véges soroza-
tot. Legyen a € R egy valos szam. Most megmutatjuk azt, hogy a sorozat
folytathato olyan médon, hogy a kapott z € I(xg) atra u (z) > a telje-
siiljon, ami éppen azt jelenti, hogy w(zg) = 400 is teljesiil.

Ehhez az els6 észrevétel, hogy minden olyan megengedett tutra, amely
folytatasa az xg,x1, -+ ,xny-nak

N-1
u(@) =Y BNF(an,ze) + BN u(@y) =
k=0

N—

= BEF (wg, 2p41) + BY (F (xn, 2n41) + Bu(Zn11)) -
k=0

—
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Valasszuk ezért az x4, € T'(xy) allapotot olyannak, hogy

a+1< Y BF(zy,xi1) + BY (F(zn,2n11) + Bo(zni1))

teljesiiljon. Ez v(xn) = supyer(, ) {F (7N, y) + Bv(y)} = oo miatt meg-
tehetd. De v(xzy41) valos szam, és azt mar lattuk, hogy ekkor v(zny1) =
= w(xn+1), igy atrendezve kapjuk, hogy:

N
a< ZﬁkF(xk,ka) + gt (w(an) - 1/5N+1) .
k=0

Itt w(zn41) a valasztott 41 pontbeli (SP) feladat megoldésa, ami azt
jelenti, hogy az eredeti xg, -+ ,x N Veges sorozatnak létezik olyan folyta-
tasa, amelyre w(xy41) lf . w(Zn41). A fent kiemelt egyenldtlensé-

get tovabb irva azt kapjuk, hogy
N
a <Y BFF(xr, wxi) + BV u (Bn1) = u(®).
k=0
Ezt kellett belatni. O

7.2.10.
Ha v olyan megoldéasa az (X, F,T, 8) program Bellman-egyenletének, amely
z (SP) feladat megoldasa is, akkor

G*(z) = argmax,cp(,) {F(2,y) + Bo(y)}.

7.3. Illusztracid

A szakasz harom egyszerd példat tartalmaz mint az eddig elhangozottak il-
lusztraciojat.
7.3.1. (f6 a valtozatossag-modell)
Tegyiik fel, hogy két dllapot kiozt valaszthatunk. Az dllapotvdltds azonnali hasz-
na 1 eqység, a helyben maraddsnak nincs haszna. A diszkont faktor 0 < 3.
Formalizdljuk a (SP) feladatot, irjuk fel a megoldds figgvényt, azaz az
egyes dllapotok diszkontdlt haszndt, majd irjuk fel és oldjuk meg a Bellman-
egyenletet.
Az X allapot tér két elemt: X = {u,v}. Mindkét allapotbol mindkét
allapot valaszthato, ergo I'(x) = X minden 2z € X mellett. A pillanatnyi
hasznossag fliggvényre F'(z,y) = 1, ha x # y és persze F(z,z) = 0.
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A Y2 F(xk, xp41)B% sor értéke akkor a legnagyobb, ha a 8% értékek
egylitthatéo mind 1-ek. Ez azt jelenti, hogy barmely allapotbol indulva az op-
timalis terv az allapotvaltogatas. Tehat a geometriai sor Gsszegképlete szerint

= 1
w(z) = w(y) =3 B = ——
1-p
k=0
Azt kaptuk, hogy a (SP) feladat megoldasa az w = ﬁ konstans fiiggvény.
Most nézziik a Bellman-egyenletet: Az f : X — R fliggvény megoldéasa a
Bellman-egyenletnek, ha

f) =max{Bf(v),1+Bf(u)} & f(u)=max{Bf(u),1+Bf(v)}.

Ez azzal ekvivalens, hogy f(v) = 1+ 8f(u) és f(u) = 1 + Bf(v). Ennek
megoldasa f(v) =14 8(1+ Bf(v)) =1+ B+ *f(v), amibsl

1 1
f0) == & f(u):1+%:m.

Nézziik azt az esetet, amikor § = 0. Ekkor minden olyan ut optimaélis,
amelyik allapotvaltassal kezd. Ez azt jelenti, hogy § = 0 esetben nem igaz az
az allitas, hogy az optimaélis it annak minden allapotabol indulva is optimalis
marad. Vesslik ezt 0ssze a [7.3.1] allitas feltételével. Lathatjuk, hogy 8 > 0
feltétel nem elhagyhato!

A kovetkez6 modell minden periodusaban befektetés vagy megtakaritas
nagysagarol kell donteniink, és e dontés utan a periodusban rendelkezésre allo
vagyonunkat teljesen elfogyasztjuk. A allitas feltételrendszerét fogjuk
elemezni, amely szerint a Bellman-egyenletnek csak egyetlen fiiggvény lehet
a megoldasa.

7.3.2. (befektetés-megtakaritas-modell)
Az indulé dllapot xo € R kezddkészlet mint vagyon megaddsdt jelenti. Min-
den periodusban tetszdlegesen nagy kolcson felvehetd vagy akdr az egész va-
gyon befektethetd. A kolcson felvételével névelt vagyon, vagy a vagyon egy
részének vagy egészének befektetése utdni része minden periddusban teljesen
elfogyasztasra keril. A felvett kélcsont vagy a befektetett vagyont o kamat-
lab alkalmazdsa mellett a kivetkezd periodusban vissza kell adni vagy kapni.
Célunk a fogyasztdas maximalizdldsa = IJ%Q diszkont faktor mellett.
Formalizdljuk a fenti modellt mint dinamikus programozdsi alapfeladatot,
irjuk fel a (SP) feladatot és annak megolddsfiggvényét, irjuk fel a Bellman-
egyenletet, és probdljuk az dsszes megolddst megtaldlni.

X = R tehat az allapot tér a peridusonkénti lehetséges vagyonok nagysagat
modellezi. Legyen zy a kiindulé periodusban felvett kolesén, mikor zg > 0;
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vagy legyen zg a befektetett vagyon, amennyiben zp < 0. A kiindulé periédus
fogyasztasa co = xg + zg > 0.

Az elss periddusban a vagyon x1 = —(14«)zp és a fogyasztas ¢y = x1+ 21,
ahol olyan nagy z; kolcsont kell felvenni vagy legfeljebb akkora befektetést
lehet eszkozolni, hogy ¢1 > 0 teljesiiljon.

Ha zg,z1,...,2¢4-1 vagyon, zp,21,...,2:—1 kOlcson vagy befektetés és
C0,C1, - - -, Ct—1 fogyasztas mar definialt, akkor z; = —(14+)zi—1, ¢t = x4+ 24,
ahol z; olyan, hogy c¢; > 0 teljesiil.

Célunk a

o0
k
Z ckB
k=0

szam maximalizalasa.
A kovetkezs

Zt =

1+a
egyenlség szerint a vagyon értékek és a kolcson-befektetés értékek egyértel-
mien meghatarozzak egymast, elegend6 tehat mondjuk a vagyonok X hal-
mazan valasztani a kévetkezd periddusban szerepls vagyon valtozot. Ekkor

Tt41 = *5It+1

Ct = Tt +Zt = Tt —,Baft+1,

tehat az x vagyon y-ra valtoztatasdnak pillanatnyi hasznossaga

F(a,y) = = — By.

Mivel legalabb akkora kolcsont fel kell venni minden periddusban, hogy a
fogyasztas ne negativ legyen, ezért ¢, = xy — Saey1 > 0. Ez azt jelenti, hogy
Ter1 < E) ezért az atmenetfiiggvényt érdemes

T
I'z) = —o0, =
0= (-3
moédon felirni.

Minél kisebb z;y1 € (—o0,z:/8] vagyon vélasztésa, annal nagyobb pilla-
natnyi fogyasztast jelent, hiszen ¢; = x; — fayyq. Pozitiv xp41 valasztésa az
adott periodusban z; = —fx41 szerint az adott periddusban a megtakaritas
melletti dontést jelenti. A maximélis x;; = 2/ véalasztasa az adott perio-
dusban meglévs vagyon teljes megtakaritasat jelenti, ami ¢; = xy — Sy =
= x; — xy = 0 szerint a zérus fogyasztas valasztéasa.

A fent definialt (X, F,T', 3) altal meghatéarozott (SP) feladat jelenti a mo-
dellbeli fogyasztas maximalis értékének megkeresését !

Lathato, hogy tetszoleges xg € R mellett w(zg) = oo a (SP) megoldas
fliggvénye, hiszen minden ¢; > 0 és méar az els6 tag cg = xg+2q is tetsz6legesen
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nagyra megvalaszthato. Minden olyan Z € II(xg) optimalis palya, amelyre a
o0
Z T — Prps) B°
k=0

sor divergens. Irjuk fel az n-edik részletosszeget :

=Y (wx = Bagyr) B =

k=0
= (20 — Br1) + (x1 — Bx2) B+ (w2 — Br3) B2+ + (¥, — Brpt1) B =
=X ﬂ"+1xn+1 (71)

Ezek szerint az optimalis palyat nagyon egyszerti megtalalni. TetszGleges
olyan 7 € Il(wg) optimalis, melyre 3Tz, 1 — —oo, ami azzal ekvivalens,
hogy Btz — oo teljesiiljon.

Nézziik a Bellman-egyenletet. A v fiiggvény megoldasa a Bellman-egyen-
letnek, ha

v(@) = sup {z— By + Au(y)}
y<wz/p

teljesiil minden x € R mellett. Préobaljuk megoldani ezt a fiiggvényegyenletet.
Ekvivalens atalakitasokkal

v(r) —x = sup {v(y) -y},

y<z/pB

bevezetve tehat az uw = v — id fliggvényt, keressiik az

Fula) = sup “@)S“p“(z)

y<z/B y<z

fliggvényegyenlet megoldasat. Vilagos, hogy u = co konstans fiiggvény meg-
oldds. Mik a valés érték megolddsok? A jobb oldali z — sup,<,, 3 u(y)
fliggvény csak monoton névekedd lehet, hiszen bGvebb halmazon a szupré-
mum is bévebb. Mas oldalrél, ha u egy megoldas, akkor u(z/f3) < %u(x), és
minden e-hoz van olyan y < z, hogy %u(m) —e <u(y/B) < u(x/B) az imént
igazolt monoton névekedés szerint.

Osszevetve tehat, ha u olyan megoldasa a fenti fiiggvényegyenletnek, amely
a (3 diszkont faktortol fiiggetlen, akkor u pozitiv homogén és monoton noévek-
v6. Marpedig ilyen fiiggvény csak az u(x) = cx lehetséges, ahol ¢ > 0. Ugyanis
az ( ) arany t-t6l fliggetlen konstans, tehét a fliggvény minden pontban dif-
ferenmalhato, és derivaltja azonos a 0-beli derivilttal. E monoton fliggvény
derivaltja igy konstans, ezért cx alakd, valamely ¢ > 0 mellett.
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A Bellman-egyenlet S-tol fiiggetlen megoldasai tehat a v = ¢ - id alaka
fliggvények, ahol ¢ > 1 valamint a konstans oo fliggvény.

A fentiekben példat mutattunk olyan feladatra, amelyhez tartozo Bellman-
egyenletet végtelen sok fiiggvény elégit ki. Persze nem teljesiil a c¢ - id fiigg-
vényekre a allitdsban az Osszes utra vonatkozo limy_, o U(xk)ﬂk =0
feltevés, hiszen megvalaszthato olyan tt, amelyre ¥z, — —oo.

A kovetkez6 modellben fogyasztonk nem kap kolesont igy szémara csak a
megtakaritas marad lehetGségként. Tovabbra is fenntartjuk azt a feltételezé-
slinket, hogy a vagyon nem menthets at egyik periddusrdl a méasikra, mivel
minden periédusban elfogyasztjuk.

7.3.3. (Megtakaritds-modell)
Tekintsiik a[7.3.3 ,befektetés-megtakaritds™modellt, de azzal a megszoritds-
sal, hogy nincs kélcsén, azaz z < 0.

Formalizaljuk a modellt, adjuk meg az (SP) feladat értékfiggvényét, az
optimdlis terv(ek)et, irjuk fel a Bellman-egyenlet megolddsait.

Fel kell persze tenniink, hogy az xg kiinduldé vagyon nem negativ, hiszen
ellenkezd esetben mér a kezdd idészaki fogyasztias nem negativitasat sem
lehetne garantalni. Ekkor z;1 = (—1/8) z; szerint x; > 0 minden ¢ mellett,
tehat az allapotvaltozok X tere most X = R, és a I' atmenetfiiggvény

[(z) = [0,2/0]

moédon valtozik. Itt 2,41 = 0 jelenti az x; vagyon t-edik periédusbeli teljes
elfogyasztasat, hiszen ¢; = z; + 2, = x4 — fry41 = . Hasonléan x4 =
= % a teljes befektetést jelenti, hiszen ekkor ¢; = 0, ezért z; = —z;. A
részletosszegre kapott formula szerint egy xo > 0 pontbol indulé z € II(zg)
palyara

u(Z) = xp — nh_)rrgo By,

Az x, vagyonok nem negativitdsa miatt rogton latszik, hogy w(xg) < xo.
De az is latszik, hogy ha valamelyik lépésben z;, = 0-t valasztjuk, tehat ha
elfogyasztjuk a teljes vagyonunkat, akkor utdna mér minden vagyon érték
zérus lesz, igy u(z) = zo — lim,— 00 @, = 2. No de ez minden zg > 0
kiindul6 pontra igaz, tehat az identitasfiiggvény a feladat értékfiiggvénye.

Optimalis viselkedés tehat, ha az egyik periédusban — akar a kiindulasi
periddusban — a teljes vagyont elfogyasztjuk, és utdna persze nem fogyasztunk
semmit. Lathato, hogy az identitasfliggvény mint a feladat értékfiiggvénye
a Bellman-egyenlet egyik megoldasa is. Példaul az = +— 2x fiiggvény = >
> 0 mellett szintén megoldasa a Bellman-egyenletnek, tehat tovabbra sem
egyértelmi a fliggvény egyenlet megoldhatosaga.

A moliére-i eset, mikor r, = %, tehdt minden periddusban a teljes va-
gyonunkat megtakaritjuk, ezért egyetlen peridédusban sem fogyasztunk. Kéar-
potlasként a vagyonunk sorozatara xp — 0o, a § < 1 feltevés miatt. Ekkor
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persze BFx), = xg, igy a (7.1) részletosszegekre
u(Z) = x9g —xo =0,

tehat a moliére-i palya haszna zéro, ezért az xg > 0 feltétel mellett az nem
optimalis terve az (X, F,T', 8) dinamikus programozasi feladatnak. Ez azért
érdekes, mert erre a palyara az optimalitas sziikséges feltétele

w(zy) = o) = ) — Brrg1 + Brryr = F(Tp, Tpg1) + Pw(Trs1)

teljesiil. Ez azt mutatja, hogy a [7.3.1] allitisban a fenti sziikséges feltétel
mellett az optimalitast garantalo

lim sup S*w(zy) <0,
k—o0

extra feltétel az elegenddség igazoldsdhoz valoban nem hagyhato el.

7.4. Bellman-egyenlet megoldasa mint fixpont

A szakaszban a Bellman-egyenlet megold4sat mint egy bizonyos operator fix-
pontjat fogjuk elgallitani. Olyan tételeket fogunk kapni, amelyek a Bellman-
egyenlet unicitasat biztositjak, és amellett feltételeket kapunk a megoldas
szigoriian monotonitasara, szigorian konvexitasara, és az op-fliggvény egyér-
tékiiségére.

Az egész szakaszban feltessziik, hogy olyan (X, F,T, 8) programozasi fel-
adattal allunk szemben, amelynek pillanatnyi hasznosséag fliggvénye korlatos
és B < 1. Tegyiik fel még, hogy X C R konvex és I'(x) € X nem iires, kon-
vex, kompakt. Ami nincs feltéve, hogy X kompakt is lenne. Ezt majd csak a
leger&sebb tételben tessziik fel. A szakaszban nagyban tdmaszkodunk
Berge maximumtételére. A halmazértékii leképezések folytonossagéaval kap-
csolatos legfontosabb gondolatokat, és a Berge-tételt a teljesség kedvéért a
Fiiggelek [I1] fejezetében targyaljuk. A tovabbiakban feltessziik, hogy az ol-
vas6 a Berge-korrel tisztaban van.

Jelolje B (X) az X-en értelmezett korlatos fliggvények terét, és f € B (X)
mellett || f|| = supy |f]- Tudjuk, hogy (B (X),| - ||) Banach-tér, és f,, — f
ebben a normaban pontosan azt jelenti, hogy f,, — f egyenletesen. A Banach-
fixponttételt fogjuk alkalmazni, mely szerint egy teljes metrikus téren értel-
mezett kontrakcionak egyetlen fixpontja van, és tetszdleges x pontbdl kiindulva
a T"zx iterdltak o fixponthoz konvergdlnak.

Kiindul6 észrevétel az alabbi lemma:

7.4.1. lemma (Blackwell). Legyen T : B(X) — B(X) operdtor és f > 0
valds szam. Tegyiik fel, hogy
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T monoton novd, azaz minden f,g € B(X) f < g esetén Tf <Tg, és
- minden « >0 mellett T (f + o) <Tf + af.

Ekkor T kontrakcié a B konstanssal, azaz |Tf — Tg| < B||f — gl minden
frg € B(X) mellett.

Bizonyitds. Vilagos, hogy f—g < ||f — g|| pontonként, ezért f < g+ ||f — g||
is fennall pontonként, igy a monotonitas és a masodik feltétel miatt T'(f) <
< T(g9)+B|f—gll- Ebbdlelsszor a T f—Tg < S| f—gl|| egyenlStlenséget, majd
f és g szerepét felcserélve a |T'f — Tg| < B||f — g|| egyenlStlenséget kapjuk
pontonként. Ekkor persze ||Tf — Tyl < B||f — g|| is fennall, ami éppen azt
jelenti, hogy T valéban egy S konstansi kontrakcio. O

Most bevezetjiik azt az operatort, amelyre majd alkalmazni szeretnénk a
Blackwell-lemmaét. Ez az operator az X halmazon értelmezett 6sszes folytonos
és korlatos fiiggvények Cp(X) Banach-terén van értelmezve. Mivel folytonos
fiiggvények egyenletes hatarértéke folytonos fiiggvény, ezért Cp, (X) C B(X)
egy zart altér, tehat (Cy (X), || - ||) is Banach-tér.

7.4.2. allitas (Bellman-operator). A ragzitett (X, F, T, 8) programozds mel-
lett tegyiik fel, hogy a T' dtmenetfiigguvénye nem dres, kompakt, konver ér-
tékd, folytonos halmazértékd leképezés; az F : graph (I') — R pillanatnyi
megtérilés-figguény folytonos. Ekkor f : X — X folytonos, korldtos fiigg-
vény mellett jelolje

(Tf)(x) = sup {F(z,y)+Bf(y)} = max {F(z,y)+Bf(y)}-

y€er(z)

Ekkor Tf € Cp(X). Ezt a T : Cy(X) — Cy(X) operdtort nevezzik az
(X, F,T, 8) programozds Bellman-operatoranak.
Definidljuk tetszdleges f € Cy, (X) mellett az

Gy(x) = argmax, cp,) {F(z,y) + Bf(y)} =
={yeT(x): F(z,y) +Bf(y) = Tf(x)}

halmazértéki leképezést. Ekkor Gy nem tires, kompakt értékd felilrdl félig
folytonos fiiggvény.

Bizonyitds. Mivel T'(x) kompakt, és az y — F(z,y) + 8f(y) fuggvény foly-
tonos, ezért sup helyett valoban max irhaté. A Berge-tétel szerint
Tf folytonos, de F, illetve f korlatossaga miatt korlatos is. Igy a fenti T
operatorra T : Cy, (X) — Cp, (X)) valoban fennall.

A Gy fiiggvényre vonatkozo allitas is a Berge-tétel kovetkezménye. O

Amikor a Bellman-operatorrdl beszéliink, akkor a fenti definici6 feltételeit
mindig elfogadjuk. Gytjtsiik 6ssze a Bellman-operator legfontosabb tulajdon-
sagait.
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7.4.3. allitas (Bellman-operator tulajdonsagai). Legyen T az (X, F,T, ()
programozds Bellman-operdtora. Ekkor
— T monoton novd;
- minden « > 0 konstans mellett T (f + o) =Tf +afb;
— tegyiik fel, hogy az dtmenetfiiggvény monoton novd, azaz T'(x1) C T'(z2), ha
r1 < To.
Ha minden rogzitett y € X mellett az F(-,y) : X — R fiigguény szigorian
momnoton novd, akkor T f is az.
— Tegytik fel, hogy az dtmenetfiggvény konkdv, azaz al'(z1)+ (1 — «) I'(z2) C
CT(az1 + (1 — a)x2) fenndll o € (0,1) és x1,x2 € X mellett.
Ha az F hozamfiigguény szigorian konkdv és f konkdv, akkor T f is szigo-
rian konkdv.

Bizonyitds. Az els6 két allitas a Bellman-operator definicidja szerint nyilvan-
valo.
Most tegylik fel, hogy a harmadik allitas feltételei teljesiilnek és x1 < o,

de w1 # 2. Legyen y1 € argmax,cp(,,) {F (z1,y) + Bf(y)}. Ekkor y; €
€ I'(z1) C T'(x2) szerint

(Tf)(x1) = F(z1,y1) + Bf(y1) < F (w2,y1) + Bf(y1) <
< max){F(xz,y) +Bf(y)} =T f(x2).

yel(z2

Nézziik a negyedik allitast. Legyen most is

yi € argmax, cp,,) {F (zs,y) + Bf(y)} -

Ekkor az atmenetfiiggvényre tett konkavitasi feltevés szerint ayy+(1 — ) y2 €
cal (z1)+ (1 —a)T(z2) CT (ax1 + (1 — @) z2). Ezért

Tf(axry+ (1 —a)xs) >

> Fazy + (1 —a)r,ayr + (1 —a)y2) + Bf (ay1 + (1 — ) y2) >
> aF(z1,y1) + (1 — a) F(z2,y2) + B(af(y1) + (1 — @) f(y2)) =
=a(F(r1,y1) + Bf(y1) + (1 —a) (F(z2,y2) + Bf(y2)) =
=aTf(z1)+ (1 —a)Tf(x2).

Ezt kellett belatni. O

7.4.4. tétel (Bellman-egyenlet egyetlen megoldasanak folytonossaga). Te-
kintsiik az (X, F,T,3) programozdst, ahol X C R? konver halmaz; F foly-
tonos fliggvény; I' nem tres, konvex, kompakt értékid folytonos fiigguény; és
B < 1. Tudjuk, hogy ekkor a feladat Bellman-egyenletének egyetlen megolddsa
van, hiszen az értékfigguény is korldtos.
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Ekkor tetszéleges vo € Cy(X) fiigguénybdl kiindulva az v, = T™vq ite-
rdltak is korldtos folytonos fiigguvények; egyenletesen konvergdlnak a feladat
Bellman-egyenletének egyetlen megolddsdhoz, amely korldtos és folytonos.

A feladat optimal policy leképezése ekkor egy nem dires, kompakt értéki,
feliilrol félig folytonos leképezés.

Bizonyitds. A tett feltevések szerint alkalmazhato a [7.4.3] allitas elss két
pontja, ami éppen a [7.4.1] Blackwell-lemma feltételeinek teljesiilését adja,
tehat T : Cp (X) — Cp (X) egy kontrakcio. A Banach-fixponttétel szerint
létezik Tv = v € Cp(X) fixpont, ami nyilvan a Bellman-egyenlet egyetlen
megoldasa. A v, = T"f iteraltakra v, — v egyenletesen, tetszGleges valasz-
tott kiindulasi vy mellett.

Ezzel a v megoldésfiiggvény felirt G, leképezésrdl lattuk, hogy nem {ires,
kompakt értékii, feliilrsl félig folytonos fiiggvény. No de v a Bellman-egyenlet
korlatos megoldasa, ezért GG, megegyezik a programozas op-fiiggvényével, te-
hat az op-fiiggvény nem ftres, kompakt érték, feliilrsl félig folytonos fiigg-
vény. Ezt kellett belatni. O

7.4.5. tétel (a Bellman-egyenlet egyetlen megoldasanak szigorian mono-
ton novekedése). Most tegyiik fel a Bellman-egyenlet folytonossigdt garan-
talo [T44) tétel feltételei mellé, hogy az dtmenetfiigguény monoton névd, és
a hozadékfiigguény szigorian monoton névd az elsd vdltozéjdiban. Ekkor a
Bellman-egyenlet egyetlen megolddsa a fentiek mellett még szigorian mono-
ton novd 1s.

Bizonyitds. Jelolje C'(X) az X-en értelmezett folytonos, korlatos, monoton
nové fliggvények metrikus alterét. Lathato, hogy C'(X) egy zart részhalmaza
a Cp(X) teljes metrikus térnek, ezért maga is teljes metrikus tér. Az F-re és I'-
ra tett kiegészitG feltételek szerint T : C'(X) — C’(X) operator, hiszen lattuk
allitasban, hogy T monoton fiiggvényt monoton fliggvénybe képez. Itt
is alkalmazhatjuk tehat a Banach-fixponttételt. Az emiatt létez6 v fixpont,
nyilvin a Bellman-egyenlet egyetlen megoldasa, és Tv = v miatt szigorian
monoton novekedd is. O

Most nézziik a szigortian konkav megoldas létezését garantalo allitast:

7.4.6. tétel (A Bellman-egyenlet egyetlen megoldasanak szigoruan konkavi-
tasa). Most tegyiik fel a Bellman-egyenlet megolddsdnak folytonossdgdt garan-
talo [T]4) tétel feltételei, mellé hogy az dtmenetfigguény konkdv, és az hoza-
dékfiigguény egyiittesen szigorian konkdv. Ekkor a Bellman-egyenlet egyetlen
megolddsa a fentiek mellett még szigorian konkdv is. S6t ebben az esetben
az optimdlis policy leképezés minden értéke egyelemii halmaz, és a fiiggvény
folytonos.
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Bizonyitds. Jelolje most C'(X) az X-en értelmezett folytonos, korlatos, kon-
kav fuggvények metrikus alterét. Lathato, hogy C'(X) egy zart részhalmaza
a C(X) Banach-térnek, ezért maga is teljes metrikus tér. Az F-re és I'-ra
tett kiegészits feltételek szerint T : C'(X) — C’(X) operator, hiszen kon-
kv f mellett T'f is konkav . Itt is alkalmazhatjuk tehat a Banach-
fixponttételt. Az emiatt létezs v fixpont, nyilvan a Bellman-egyenlet egyetlen
megoldasa, és T'v = v miatt szigorian konkév is.

Mivel egy szigortan konkav és egy konkav fliggvény Osszege szigoruan kon-
kav, ezért az optimal policy fiiggvény egy szigortian konkév fiiggvény maxi-
mum helyeit tartalmazza. Persze szigoruan konkav fiiggvény két kiilénbo6z6
pontban nem tudja felvenni a maximaélis értékét, igy a képek egyelemd hal-
mazok. Ekkor persze a feliilrgl félig folytonossag folytonossagot jelent. O

7.5. A megoldas fiiggvény és az op-leképezés ko-
zelitése

Az el6z6 szakaszban nem csak egy jol hasznéalhato feltételt kaptunk a Bellman-
egyenlet megoldhatosagara, tehat a szuprémum feladat megoldhatosagara,
hanem a Banach-fixponttételt hasznalva a megoldasfiiggvény iterativ kozeli-
tésére egy akar numerikusan is jol hasznalhato eljarashoz jutottunk. A don-
téshoz6 szdmara viszont elsGsorban nem az optimaélis palya az érdekes, hanem
az, hogy hogyan lehet optimalis palyara jutni, vagy ott maradni. A dinami-
kus programozasi feladat nyelvére leforditva ez azt jelenti, hogy az optimal
policy leképezés az amire igazan kivancsiak vagyunk. Adott poziciobol, mi-
lyen poziciot kell valasztani ahhoz, hogy valasztasunkkal az optimalis péalyara
jussunk.

Természetes tehat az a kérdés, hogy ismerve az optimalis ithoz konvergélo
iteraciot vajon tudjuk-e az iteralo fiiggvények segitségével az optimal policy
leképezést is kozeliteni?

Az igenls valaszt a kévetkezd tétel jelenti.

7.5.1. tétel (Az op-leképezés kozelitése szigorian konkav esetben). Tegyiik
fel, hogy teljestilnek a Bellman-egyenlet egyetlen megolddsdnak szigorian kon-
kavitdsdra vonatkozd. tétel feltételei. Lattuk, hogy tetszdleges vy € Cy(X)
korldtos, konkdv, folytonos kiinduldsi fiiggvény esetén a vy,41 = Ty, iterdcio
korldtos, szigorian konkdv figguvények olyan sorozata, amelyre v, — v egyen-
letesen, ahol v a Bellman-egyenlet egyetlen és szigorian konkdv, korldtos és
folytonos megolddsa. Jeldlje g a megolddshoz tartozo op-fligguvényt, azaz

g(x) = argmax {F(z,y) + Su(y) : y € [(z)}
€s hasonldan az n-edik kiozelitd fliggvényre:

gn(x) = argmax {F(z,y) + Bon(y) : y € [(2)} .
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Ekkor g, — g pontonként. Abban az esetben, ha X kompakt a g, — g kon-
vergencia még egyenletes is.

A szakasz célja, hogy a fenti tétel indoklasat megértsiik. A tétel sokkal
inkabb tartozik a fiiggelék fejezetében targyalt Berge-tételhez, mint a
dinamikus programozéashoz. Két lemmara van elGszor is sziikségiink.

7.5.2. lemma. Legyen (Y,d) kompakt metrikus tér és f :' Y — R olyan foly-
tonos fiigguény, amely csak egyetlen pontban veszi fel a globdlis mazimumdt,
azaz minden y € K,y # y* mellett f(y) < f(y*). Ekkor minden € > 0-hoz
létezik 6 > 0, hogy

") = fly) <0 esetén d(y,y") <e.
Bizonyitds. Adott € > 0 mellett tekintsiik az alabbi halmazt.
A={yeY d(y,y") > ¢c}.

Ha A=, akkor akdrmilyen § >0 jo lesz, hiszen minden y € Y-ra d(y, y*) <e.
Ha A # @, akkor legyen

o=f(y")— Etelgf (y) = ;relg{f(y*) - f)}-

Az A kompaktsaga miatt létezik u € A, amelyre 6 = f(y*) — f(u), amibél
kovetkezik, hogy § > 0, hiszen f nem veszi fel globalis maximumét A-n. Ez
azt jelenti, hogy talaltunk olyan ¢ > 0 szamot, amelyre minden y € A esetén

f(y*) — f(y) = 4, vagy ami ugyanaz f(y*) — f(y) < & esetén y ¢ A azaz
d(y,y*) < e. Ezt kellett belatni. O

7.5.3. lemma. Legyenek X,Y metrikus terek, f : X xY — R a mdsodik
vdltozojaban folytonos fiigguény, legyen T' : X —o Y egy nem tires, kompakt
értékd leképezés. Tegyiik fel, hogy minden x € X mellett a

g(x) = argmax {f(z,y) : y € ['(x)}
halmaz egyelemt, azaz a fenti g : X — R leképezés eqyértéki fiigguény.
1. Ekkor minden € > 0-hoz és minden x € X -hez létezik d, > 0, hogy
f(a,9(@)) = f2,y) < s = d(y,g(x)) <e
fenndll minden y € T'(z) esetén.

2. Ha még azt is feltessziik, hogy X kompakt; T folytonos; f folytonos,
akkor a fenti § univerzdlisan is meguvdlaszthatd, azaz minden € > 0-hoz
létezik & > 0, hogy

f(‘T,g(x)) - f(:v,y) <0 = d(y,g(l’)) <e
fenndll minden (z,y) € graph(T") esetén.
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Bizonyitds. Rogzitett x mellett alkalmazzuk az el6z6 lemmat a f(z,-): T'(z) —
R fiiggvényre, igy akarmilyen ¢, vagy A(z) # @ esetben
6(x) = f (z,9(x)) —max {f (z,y) : y € A(z)} =
=min{f (z,9(z)) — f(z,y) 1y € A(z)}

jeloléssel az elsd allitas indoklasaval készen is vagyunk, ahol

Alz) = {y €T(x) : d(y, () = e} = T(2) N (B°(g(2),2))" -

A maésodik allitdshoz elészor is vegyiik észre, hogy f és I' folytonossaga és
A [T1:2:3] Berge-tétel szerint g is folytonos fiiggvény. Masodszor a I' feliilrsl
felig folytonossaga és g folytonossaga miatt a

{x €X:I'(z)C B (g(x),s)}

halmaz nyilt. Legyen ugyanis z( egy olyan pont, amelyre I'(z¢) C B°(g(xo),€).
Jelolje p a T' (zo) kompakt halmaz és a B° (g (zo),)” zart halmaz tévolsa-
gat. Vilagos, hogy egy kompakt és egy attol diszjunkt zart halmaz tavolsiga
pozitiv, tehat p > 0. Kihasznalva I' feliilrsl félig folytonossagét és g folyto-
nossagat, valaszthato N € 7 (x¢) kornyezet, hogy minden 2 € N mellett

I (z) € B°(g(x0),e—p/2) € B°(g(2),¢),
tehat a halmaz valéban nyilt, ami azt jelenti, hogy az
X ={zeX:A)+o)}

komplementer halmaz zart. Lévén X kompakt, az X " is az.

Ha X' = @, akkor minden z € X-re A(x) = @, azaz akérmilyen § > 0
szam univerzalisan jo lesz.

Ha X' # @, akkor A : X — Y nem iires, kompakt értékd, feliilrsl félig
folytonos halmazértékd fiiggvény. A [T1.1.3] allitas ismeretében ehhez csak az

x— B°(g(x),e)"

zart leképezés voltat kell latnunk. Legyen tehéat (z,,y,) — (x,y) olyan kon-
vergens sorozat, melynek tagjai e leképezés grafjaba esnek, azaz d(g(xy,), yn) >
> e. A g fiiggvény folytonossaga és a metrikus tér tavolsag fiiggvényének
folytonosséga szerint

d(g (SC) 7y) = hTILI’ld(g (xn) 7yn) > €

is fennall, ami éppen e halmazértéki fliggvény zart leképezés voltat igazolja.
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A Berge-tétel feliilrdl félig folytonos|11.2.2] alakja értelmében a 6 : X "SR
értékfiiggvény egy alulrél félig folytonos, és persze pozitiv fiiggvény. Egy alul-
rol félig folytonos fliggvény felveszi legkisebb értékét egy kompakt halmazon,
tehat létezik p € Ry szam, amelyre p = min {5(;10) tx € X,} > 0. Ekkor

f(@,9(x) = fz,y) <p<6(x) = d(y,g(x)) <e.
mér univerzalisan teljesiil minden x € X mellett. O

A kovetkez§ allitas specialis esetként tartalmazza a szakasz f6 tételét. Azt
mutatjuk meg, hogy ha egy jol viselkedd feltételes szélsGérték feladat cél-
fliggvényét egyenletesen kozelitjiik, akkor a feladat maximalizélo fiiggvényét
is egyenletesen kozelitik a kozelits célfiiggvényekhez tartozé maximalizald
fliggvények.

7.5.4. allitas. Legyenek X,Y metrikus terek; I' : X — Y nem dires, kompakt
értékd halmazértékd leképezés; f, fn : graph' — R a mdsodik vdltozdjukban
folytonos fiigguények, amelyekre f, — f egyenletesen, és a

gn(z) = argmax {fn(z,y): y € T'(2)} és g(x) = argmax {f(z,y): y € I'(x)}
figguények egyértékiiek minden x € X mellett. Ekkor
1. minden x € X mellett g, (x) — g(x) pontonként; tovdbbd

2. ha feltessziik, hogy X kompakt; T' halmazértéki leképezés folytonos;
fn, [ folytonosak, akkor a g, — g konvergencia még egyenletes is.

Bizonyitds. Az els észrevétel, hogy mivel g (z) az f (z, -) figgvényt, és g, (x)
az fn (x,-) figgvényt maximalizalja a I" (z) halmaz felett, ezért

f(@,9(x)) = (2, gn(x)) =

= f(x,g(a?)) - fn(xag<x)) + fn(l',g(l‘)) - f(xagn(x)) <

= f(@,9(2)) = fal@,9(x)) + fr(, gn(2)) = f(2, 9n (@) < 2||f = follo-
Legyen ¢ > 0 rogzitve. A gyengébb feltételrendszer esetén ehhez az e-hoz és

egy rogzitett © € X-hez létezik §, > 0 szam a fenti lemma szerint,
tehat minden z € X és y € I'(z) mellett

f(z,9(x)) = f(z,y) < b = d(y,9(x)) <e.

Valasszunk N, € N indexet ugy, hogy 2||f — fullee < J minden n > N,-
re teljesiiljon. Ekkor a fentiek szerint f(z,g(z)) — f(z, gn(x)) < 8., ezért a
lemma miatt d(g(x), gn(x)) < €. Ez éppen azt jelenti, hogy g, (z) — g(z).
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Az erésebb feltételrendszer esetén al[r.5.3l lemmat is annak erdsebb forméa-
jaban alkalmazhatjuk, ezért az € > 0 szdmhoz valaszthatunk olyan univerzalis
0 > 0 szamot, hogy

f(z,9(x)) = flz,y) <0 = d(y,g(z)) <e¢

fennall minden y € T'(x) esetén. Ehhez a d-hoz legyen N olyan, hogy minden
n > N mellett 2| f — fnlloo < 6, 18y sup,cx d(g(x), gn(x)) < €. Ez azt jelenti,
hogy g, — g egyenletesen. O

Talan nyilvanvalo, de a rend kedvéért Gsszefoglaljuk a szakasz {6 tételének
igazolasat. Természetesen a Berge-tétel fenti kiegészitését hasznaljuk.

A[757) tétel bizonyitdsa. Mivel v, v szigortian konkav fiiggvények, ezért leg-
feljebb egy pontban vehetik fel egy konvex halmaz felett a maximaélis értékii-
ket. A Banach-iteracio szerint v, — v egyenletesen, ami bevezetve az

f(z,y) = F(z,y) + Bv(y),
fn(z,y) = F(z,y) + Bon(y)

jeloléseket az jelenti, hogy f, — f egyenletesen. Vilagos, hogy

gn(x) = argmax {f,(z,y): y € T(z)} és g(x) = argmax {f(z,y): y € ['(x)}.

Teljesiilnek tehét a Berge-tétel argmax leképezésének kozelitésére igazolt[7.5.4]
allitas feltételei. Ezt kellett belatni. O

7.6. Differenciadlhatosagi feltételek

A szakaszban harom fontos tételt latunk be. El&szor a értékfiiggvény derival-
hatosagi tételét gondoljuk meg, majd ratériink az Euler-egyenlet sziikséges
és elégséges voltat garantalo tételek igazolaséra.
7.6.1. Ertékfiiggvény differencialhatosaga
Elskészitésként harom lemmara van sziikségiink.
7.6.1. lemma. Egy konkdv halmazértéki leképezés grafikonja konvex halmaz.
Bizonyitds. Legyen (z1,y1), (z2,y2) € graphT és a € (0,1). Ekkor

ay1 + (1 —a)ys € al'(z1) + (1 — a)T'(z2) C Iz + (1 — a)xa),

ami éppen azt jelenti, hogy (azy + (1 — a)xs, ay; + (1 — a)ye) € graphT.
Ezt kellett belatni. O
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Emlékezziink arra, hogy egy f : X — R konvex fiiggvény esetén a d € R"
vektor az f fiiggvény x¢ pontbeli 9f(zg) szubderivdlt halmazénak egy eleme,
ha minden z € X mellett

f(x) = f(z0) + (x — w05 d).

Tudjuk, hogy egy konvex fiiggvény pontosan akkor differencialhato, ha a szub-
derivalt halmaza egyetlen pontbdl all, és tudjuk, hogy egy konvex fiiggvény
szubderivalt halmaza soha nem iires.

7.6.2. lemma (konvex fliggvény differencialhatosaga). Legyenek f,g: X —

R konvex fiigguények, amelyekre

= f(o) = g(x0), tovdbbd

- f(z) > g(z) minden © € U mellett, ahol U € T(x0) az xo pont egy kérnye-
zete.

Ekkor az f fiigguény xo pontbeli differencidlhatdsdagdbol kévetkezik a g fiigg-

vény xg pontbeli differencidlhatosdga, és g'(xo) = f'(x0).

Bizonyitds. Ha d € dg(x¢), akkor
f(@) = f(@o) = g(x) — g(x0) = (ds z — 20),

ami azt jelenti, hogy dg(xo) C 9f(x¢). De dg(xg) # @, ami azt jelenti, hogy
0g(xo) halmaz egyelemt, és megegyezik az df(x¢) halmaz egyetlen elemével.
O

A kovetkezd lemma az differencialhatésagra vonatkozé allitasok fontos al-
kotoeleme. A Hahn—Banach szeparécios tételt a kovetkezd forméban hasznal-
juk:

Ha adott egqy K C R™ konvex halmaz, és z ¢ int K pont, akkor létezik
olyan p € R™,p # 0 vektor, amelyre minden x € K mellett (p;z) < (p;z).
Lathato tehat, hogy a linearis fiiggvények koziil a konstans zésus fiiggvény az
egyetlen, amely egy nyilt halmazon felveszi a legnagyobb értékét.

7.6.3. lemma. Legyen I' : X —o X eqgy konkdv halmazértéki leképezés. Te-
gytk fel, hogy x¢ € int X és yo € int I'(zg). Ekkor (x0,y0) € int (graph (I")).

Bizonyitds. Tegyiik fel — indirekt —, hogy (xo,yo) ¢ graphI'. Lattuk, hogy
konkav leképezés grafikonja konvex, igy graph I' konvex —[7.6.1} lemma. Alkal-
mazhatjuk tehat a Hahn-Banach-tételt. Kapunk (p1, p2) # 0 vektort, amelyre
teljesiil, hogy minden (z,y) € graphT esetén

(p1;2) + (p2;y) < (p1;0) + (P23 Y0)-

Elsszor is megmutatjuk, hogy ps = 0. Az yo € int'(xg) szerint van olyan
V € 7(yo) nyilt kornyezete az yo pontnak, amelyre {zo} x V' C graphT', ezért
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a fenti egyenlétlenség alkalmazhaté minden olyan (zg,y) parra, ahol y € V.
Igy
(P15 20) + (P25 y) < (P1;70) + (P23 Y0),

ami azt jelenti, hogy az (ps;-) linearis funkcional felveszi a legnagyobb értékét
a V nyilt halmazon. Ez persze csak ugy lehetséges, ha p, = 0 valéban teljestil.
Hasonloéan, p; = 0 is adodik, hiszen z( € int X szerint létezik U € 7(x) nyilt
halmaz, amelyre minden x € U hoz létezik y € X, hogy (z,y) € graphT.
Ezért minden x € U mellett

(p1;2) < (p1;0),

ami persze csak p; = 0 esetben lenne lehetséges, ami ellentmond a Hahn—
Banach-tétel konkluziojanak. O

7.6.4. tétel (az értékfiiggvény derivalhatosaga). Tegyiik fel: az (X, F,T, )
programozds kielégiti a a Bellman-egyenlet egyetlen megolddsdnak konkavitd-
sdra vonatkozd[7.4.0 tétel feltételeit. Tudjuk, hogy ekkor az op-leképezés fiigg-
vény. Jelolje ezt g. Ha xg € int X és g(xg) € intT'(xy), akkor az F fiigguény
xo-beli elsd valtozobeli differencidlhatdsdagdbol kévetkezik a Bellman-egyenlet
v megolddsdnak differencidlhatdsdga az xo pontban és

v'(x0) = D1 F (0, g(w0))

Bizonyitds. A tett feltevések és a fenti lemma szerint (zg, g(zo)) €
€ int graph (I"), ami azt jelenti, hogy létezik U € 7(xg) és V € 7 (g(x0)) nyilt
halmaz, amelyekre U x V' C graphT'. Ekkor persze U x {g(zg)} C graphT,
azaz minden x € U mellett g(xzg) € TI'(x), ezért minden rogzitett © € U
mellett fennall a kdvetkezs egyenlGtlenség:

v(x) = sup {F(x,y) + fo(y) : y € ['(x)} > F(x,g(x0)) + So(g(z0)).

Tekintstik most az f: U — R

f(z) = F(z,g(x0)) + Bv(g(zo))

fliggvényt. Az F konkavitasa és differencidlhatosaga miatt f konkéav és dif-
ferencialhato; a g op-leképezés definicioja szerint f(xg) = v(xg); az eddig
igazoltak szerint v > f az U nyilt halmazon. A Bellman-egyenlet megoldasa
(szigoruan) konkav, igy alkalmazhato a konvex fiiggvény differencialhatosag-
ra vonatkoz6[7.6.2] lemma a —v < — f szereposztassal. Azt kapjuk tehat hogy
v is differencialhato xg-ban és v'(zo) = f'(x9) = D1F(x0,9(x0)). Ezt kellett
belatni. O
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7.6.2. Az Euler-egyenlet és a transzverzalitasi feltétel

7.6.5. definici6 (Belsé terv). Az & € Il tervet a I' &tmenetfiiggvényhez tarto-
70 belsd tervnek vagy belsd pdlydnak mondjuk, ha az (z¢,2¢41) € int (graphT)
tartalmazas fennall minden ¢ € N mellett.

7.6.6.

A [763] lemma voltaképpen tgy fogalmazhato, hogy konkav atmenetfiigg-
vény; xo € int X ; 2441 € int I'(z;) feltételek mellett az T palya egyben belsg
palya is.

7.6.7.

Haa Z € II megengedett Gt az atmenetfiiggvény belss terve, akkor (x4, 2441) €
€ intgraph T, ezért létezik V' € 7(x¢41) nyilt halmaz, amelyre {z:} x V C
C graphT'. Hasonléan, az (2441, %+42) € int graph I" miatt létezik U € 7(x441)
nyilt kornyezet, amelyre meg az U X {412} C graphT tartalmazas is teljesiil.

Igy
Ti41 € VnNnUC {y € F((Et) I Xtqo € ].—‘(y)}7

ami azt jelenti, hogy z:11 az {y € T'(z4) : ©r42 € T'(y)} halmaz belsS pontja.

7.6.8. allitas (Euler-egyenlet sziikségessége). Tegyiik fel, hogy & € II(xzg)
terv optimdlis belsé megolddsa az (X, F,T, B) programozdsnak, ahol az F ho-
zamfiigguény differencidlhato és B > 0.
Ha w(xzg) véges, akkor minden t € N mellett fenndll az igynevezett Euler-
egyenlet :
Dy F (x4, x441) + BD1F (2441, T442) = 0.

Bizonyitds. Rogzitett t mellett

t—1

w(zo) =Y BYF(wr, wri1) + B (F(r, 1141) + BF(Xer1, 2ey2)) +
k=0

+ Z 5kF(£Ek,£Ek+1).

k=t42
Mivel Z optimalis palya; w(xg) véges; és 8 # 0, az
h(y) = F(xt,y) + BE(Y, Be42)

fliggvény éppen x;41-ben veszi fel véges maximuméat az

{yeT(xe) 2142 € T(y)}

halmaz felett. De feltettiik az T optimalis palyarél, hogy egyben belsé palya is,
ezért az iménti [7.6.7} megjegyzés szerint az x;,1 allapot bels6 pontja ennek
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a halmaznak, igy F differencialhatosaga szerint a fenti h hozzéarendelés is
differenciélhat(), és h/(l’t+1) = DQF(J?t, It+1) + ﬂDlF($t+17xt+2) = 0. Ezt
kellett belatni. O

7.6.9. definicio (transzverzalitési feltétel). Azt mondjuk, hogy az (X, F\ T, §)
programozés T € II utjara teljesiil a transzverzalitdsi feltétel, ha

lim (D1 F (24, 2¢41) ;2¢) =0

t—o0
Most nézziik az optimum létezésének elegendd feltételét.

7.6.10. tétel (Euler-egyenlet és transzverzalitéasi feltétel elégségessége). Te-
gytk fel, hogy az (X, F,T, B) programozds X dllapot tere nem tartalmaz ne-
gativ koordindtaju vektort; F hozadék figguénye konkdv; differencidlhato és
az elsd vdltozdjaban monoton névd; valamint a T' dtmenetfiggvénye konkdv.
Ekkor ha z* € TI(2) olyan 1t, amelyre fenndll a transzverzalitdsi feltétel és az
Euler-egyenlet, akkor az z* € TI(z) a z dllapotbdl induld optimdlis megoldds
is.

Bizonyitds. Legyen T € II(z) egy masik at. Megmutatjuk, hogy

Zﬂk (F(2f, why1) — F(og, o341)) > 0.
k=0

Egy f differencialhat6, konkav fliggvény grafja minden pontja az érintésik
alatt fekszik, tehat f(z) < f(a*) 4+ (f'(z*);x — 2*) ami azzal ekvivalens,
hogy f(z*) — f(x) > (f'(«*); * — z). Ezt az egyenl6tlenséget hasznaljuk a F
fliggvényre.

Az F konkavitéasa és differencidlhatosaga szerint tehéat

F(zg, 2iqq) — Fag, Tpg) = <F/(x27x2+1); (17;: — T, Tpy1 — $k+1)> =
= (DyF (2. 274); 2} — 25) + {DaF (2, 241 )i 2y — 7).
Most irjuk fel a keresett Osszeg T-edik részletosszegét :

T

Zﬁk (F(JEZ,JSZ+1) - F(l‘k,xk_,,_l)) >
k=0

T
> Y B ((D1F(af, @) o — @) + (Do F (e, 241 ); 25 — 2a41) -
k=0
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A szummét kibontva azt kapjuk, hogy az nem méas, mint

(D1 F (a5, 27); 2 — 2) + (D2 F (x5, 21); 27 — @1)+
+(BD1F (a7, 23); 27 — x1) + (Do F (a7, 3); 05 — w2)+
+B(BD1F (3327%:*),),902 —z2) + BXDyF (3, 23); x5 — x3)+
HDyF (25, 23); 0] — xa)+

+BX(BDLF (w5, 3); 05 — x3) +

+6T_1<ﬁD1F(m*T>33*T+1)§x§“ —ar) + ﬁT<D2F(33*T’x§“+1)§ Ty — Tr41).

Persze az els6 skalaris szorzat zérus. Most vegyiik észre, hogy itt akarmelyik
sor utolso tagjaban és a kovetkezd sor els tagjaban azonos a skaléris szorzat
masodik tényezGje. Ennek figyelembevételével csoportositva az Osszeget a

T

Zﬁk Y ((DoF (xf_y, ) + BDLF (2, w5y ); o — k) +

k=1
+ (BT DoF (x5, 21y )i Ty — Tra1)

felirast kapjuk. Mivel az Euler-egyenlet szerint minden & mellett a fenti 6sszeg
minden tényez&je zérus, ezért az eddig szamolast

Y B (Faf, thgr) = Flan, zan)) = (BT DoF (05, 241 ); 07y — T141)

az egyenlStlenség foglalja Ossze. A DoF(v%, 2%, ) = —BD1F (25, 1,77, ,)
Euler-egyenletet hasznalva folytatjuk a becslést:

T
Zﬁk (F(vaQUZ-H) - F(ﬂik,xk+1)) Z

> (=BT DI F (51, 0740 ¥y — Tr41) =
= (=BT DV F (0741, 07 42): 07 41) — (=BT T DI F (0, 070 ); 241) 2

> *ﬂT+1 <D1F(z§“+1v 1’3‘4—2); 13;“+1>-

Itt a kozépss sorbeli utols6 tagot azért hagyhattuk el, mert F' az els§ valto-
z6jaban monoton névs, és mert az x4 allapot vektor minden koordinédtaja
nem negativ. A transzverzalitasi feltétel szerint

Zﬂk (F (g, 2p1) = F(ag, 311)) >
2 Th_rgo —BTTUDIF (741,97 42); 97 41) = 0.

Ezt kellett belatni. O
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Most nézziik a transzverzalitési feltétel sziikséges voltat indoklo allitast.

7.6.11. tétel (transzverzalitasi feltétel sziikségessége). Tegyiik fel, hogy T €
€ M(xo) optimdlis belsd megolddsa az (X, F,T',3) programozdsnak, ahol X
nem tartalmaz negativ koordindtdju vektort, az F hozamfigguény differenci-
dlhatd, konkdv és az elsd vdltozdjiban monoton nové; B < 1; a I' dtmenet-
fliggvény grdfia konvex és (0,0) € graphT.

Ha w(zg) véges, akkor az optimdlis tervre fenndll a transzverzalitdsi feltétel
18, 0202

tli>rro10 BYUDLF (zf,x7,) ;07) = 0.

Bizonyitds. ElGszér mutassuk meg, hogy minden rogzitett T-hez, 1létezik Ay €
€ (0,1), hogy minden A € (Ap,1) mellett

(1”3,33»1‘, te ,CC}:, /\I;+17 )‘I*T-&-Z o ) € H(‘TO)

Ugyanis * belsé terv, ezért x7.,, € intI'(2%), ezért létezik Ar < 1, hogy
Ar;,, € T'(x}) fennall minden A € (Ar,1) mellett. Viszont graphI' konvex
és (0,0); (xf,xf,,) € graphT, tehat

(Azi, Azy ) = (L =XA)0+ Az}, (1 = X)0 + Azf, ) € graphT

is fennall minden ¢ > T + 1 mellett. Az T* optimalitasa szerint

T—1 %)
D BF(xi,wp) + BT F (o Ay )+ Y BF(O), Aatyy) <
t=0 t=T+1

<Y B'F(af, i) + BT F (e, ahy) Y B () i),
t t=T+1

!

Il
=]

ami azzal ekvivalens, hogy

ﬁT (F(x*Tv/\x*TH) - F(x*TJ?*TH)) < Z ﬁt (F('TLQTI-&-I) - F(/\QC;)\JJ":H)) .
t=T+1

No de a —F(A(zf,zf,1)) < —(1 = A)F(0,0) — AF(x},z},,) egyenlStlenség is

fennall a —F fliggvény konvexitasa miatt, igy
F(ay,ay) — FQaf, Aefyy) < (1= X) (Faf, 274,) — F(0,0)).
Azt kapjuk tehat, hogy

BTF(QC*T’)‘x*TJd) - F(ac*T,x%+1

DY ) < Y B (F(af,zi) — F(0,0)

t=T+1
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fennall minden rogzitett T' és Ay < A < 1 esetén.
Most nézziik a bal oldali kifejezés szamlélojat: Ha h = 1 — A, akkor

F(Qj;’ )“T;—i-l) = F(‘T;Wx;-i-l - hz;+1)7

ezért bevezetve az f(v) = F(x}, ) jelolést, a —x%, irdny menti derivalt
definicidja szerint

F(x*Ta /\x;}-i-l) - F(J:*Ta 33;}-1—1) _ f(xi}_,_l + h(—xi}_,_l)) - f(xi:l”—i-l) N

1—A h
= Doy f(@g1) = (f' (@7 11); —2741) = —(D2F (27, 2711); 27 41),
midén A — 1.
Az Euler-egyenletet szerint Do F(27, 7, 1) = =D F (251,27, ,) az op-

timaélis uton, ezért

5T+1<D1F($T+17$T+2 );Tr41) < Z ﬁt (f, 234q) — F(070)) ‘
t=T+1

Tételiink feltétele szerint u(z*)=3Y,2 ) B'F(«},x},,) sor konvergens, a <1
feltétel szerint ) ;2 B°F(0,0) sor egy konvergens geometriai sor konstans
szorosa, ezért a fenti kiemelt sor jobb oldalan 1évé 6sszeg egy konvergens sor
T-edik végszelete. Masrészt a hozamfiliggvény elsé valtozobeli monotonitasa,
és az allapot vektorok nem negativitasa szerint a fent kiemelt sor bal oldala
nem negativ, igy T — 0o esetén

0 < BT HDVF (0741, 07 40); 07 41) < Z B (i, 2311) = F(00)) = 0.
t=T+1

Ezt kellett belatni. O

7.7. Stabilitas

7.7.1. definicié (globalis stabilitas). Legyen (X, d) metrikus tér, g : X — X
fliggvény, T € X ennek fixpontja. Azt mondjuk, hogy az T fixpont globalisan
stabil, ha minden g € X mellett az x;11 = g(x;) iteraciéra x; — Z.

7.7.1. Ljapunov-fiiggvény

7.7.2. definici6 (Ljapunov-fiiggvény). Legyen (X, d) egy kompakt metrikus
tér, g : X — X folytonos fiiggvény, és T ennek fixpontja. Azt mondjuk, hogy
az L : X — R folytonos fiiggvény a g Ljapunov-fiiggvénye, ha

— L(z) < L(Z) minden z € X mellett.

— L(z) < L(g(z)) minden x # T esetén.
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7.7.3. allitas (Ljapunov-fiiggvény létezése a globalis stabilitas elegendd fel-
tétele). Legyen (X, d) kompakt metrikus tér, g : X — X folytonos figgvény,
Z € X ag fizpontja. Tegyiik fel, hogy T-nak létezik Ljapunov-figguénye. Ekkor
Z globdlisan stabil.

7.7.4.

Bizonyitas el6tt emlékeztetni szeretnénk arra, hogy ha egy kompakt térnek
van egy olyan sorozata, amelynek egyetlen torlodasi pontja van, akkor az
konvergal is a torlédasi pontjahoz.

Bizonyitds. Legyen zo € X tetsz6legesen rogzitve, és x;11 = g(x¢) minden
t € N mellett. Megmutatjuk, hogy a sorozatnak csak T a torldédési pontja.
Vilagos, hogy L(x:) < L(g(z:)) = L(zt+1) < L(Z), tehat az L(z:) olyan
val6s sorozat, amely monoton és korlatos, igy konvergens is. Legyen A € R a
hatarérték, tehat L(xy) — A. Ha € X egy torlodasi pontja a sorozatnak,
akkor létezik egy xy; — x konvergens részsorozat. Igy L folytonossaga miatt
L(zs;) = L(x) = A

L(x) — L(g(x)) =
L(x)—L(we;41)+L(xe;41)—L(g(x)) = A—L(z4;41)+L(g(xe;))—L(g(x)) — 0,

hiszen L o g folytonos, és az L(x:) sorozat L(xs,11) részsorozatanak is A a
hatarértéke. Megmutattuk tehéat, hogy x = Z, tehat a sorozatnak csak egy
torlodasi pontja lehet, mégpedig T. A tér kompaktsdga miatt az x; iteracio
konvergens és x; — Z. Ezt kellett belatni. O

Persze a kérdés az, hogy adott (g,Z) péarhoz, g folytonos fiiggvényhez és
annak & fixpontjahoz, milyen médon talalhatunk Ljapunov-fliiggvényt, amely
biztositja a globalis stabilitast. A Ljapunov-fiiggvénynek sokszor a konk-
rét feladathoz kot6dd jelentése lehet. Fizikai példakban szerencsés lehet a
Ljapunov-fiiggvényt megvalasztani, olyan médon amely a rendszer energia-
szintjét fejezi ki. Egyszerti bolyongasi példankban a Ljapunov-fiiggvény pél-
daul a bolyongd pont tengerszint feletti magassaga volt. Természetesen mertil
fel tehat, hogy akkor is adjunk a Ljapunov-fliiggvény természetére valamilyen
irdnymutatést, amikor az (X, F,T', 8) dinamikus programozéasi feladat g egy-
értékd és folytonos op-fliggvényének stabilitasi tulajdonsagait vizsgaljuk.

Az alabbi gondolat kisérletben tegyiik fel, hogy fennall a Bellman-egyenlet
megoldasanak szigortian konkavitasara vonatkozo, és az értékfiiggvény deri-
valhatosagara vonatkozo tétel, azaz F szigortan konkav az értékfiiggvény
konkév és differencialhato. Tudjuk, hogy ilyenkor a g op-leképezés egyérté-
kii és folytonos. Tegyiik fel még azt is, hogy X allapot tér egy kompakt,
konvex halmaz. Ekkor g-nek létezik 7 fixpontja (Brouwer-fixponttétel). Azt
vizsgaljuk, hogy az igy kapott (g, Z) rendszerhez van-e valamilyen értelemben
természetes Ljapunov-fiiggvény.
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214 7. DETERMINISZTIKUS ESET

Egy v : X — R fiiggvény szigoru konkavitasanak sziikséges és elegendd
feltétele, hogy a v’ : X — X derivalt fliggvény szigorian monoton fogyo
legyen, azaz definicié szerint, minden z,y € X,z # y mellett

(V' (x) =" (y);z—y) <0

teljestiljon.
Alkalmazzuk el6szor ezt a fenti (X, F, T, 8) programozas F hozamfiiggvé-
nyére. Tekintsiik az (z, g(z)) és (¥, %) szereposztast. Igy, ha x # %, akkor

(D1F(z,9(x))—D1F(%,2); v — &)+ (D2 F(x, g(x)) — Do F (2, %) g () — ) <O0.

Ha g az egyértékii op-fiiggvény, akkor a g iterélasaval egy a kezd&pontbol
indulé optimalis palyat kapunk. Ez azt jelenti, hogy az Euler-egyenlet szerint
DyF(z,9(x)) = —BD1F(g9(x),g9(g9(x))). A fent kiemelt egyenlétlenség tehat

(D1F(z,9(x)) — D1 F(%,2);2 — %) <
< B(D1F(g(x), 9(9(x))) — D1 F (%, T); g(x) — )
alakt. Igy v'(x) = Dy F(x, g(x)) szerint azt kapjuk, hogy
(v'(z) = v'(@); 2 — &) < B (g(x)) — v'(2); () — )

Ha tehat bevezetjik a L(z) = (v'(z) — v/(%);x — &) jelolést, akkor L(z) <
< BL(g(z)) fennall minden x # & mellett. De a v értékfiiggvény még konkav
is, ezért L(z) < 0 is fennall minden x € X mellett. Ez azt jelenti, hogy L kis
hijan Ljapunov-figgvény!

Ha a v értékfiiggvény olyannyira szigorian konkéiv, hogy még az

B (x) —v'(@);2 — &) < B (g(x)) — 0" (%):9(z) — )

egyenlStlenség is fennall, akkor L(z) = B{v'(x) — v'(Z); x — Z) valoban Ljapu-
nov-fliggvény. Konklazioként kapjuk tehét, hogy az

L(z) = BV (x) = v'(&); 2 — &)

fliggvény egy természetes jelolt egy Ljapunov-féle proba fiiggvénynek.
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8. fejezet

Sztochasztikus eset

8.1. El6zetes példa

A sztochasztikus dinamikus programozéasi feladat alapvetéen abban kiilonbo-
zik a determinisztikus dinamikus programozastol, hogy az ut egyik x; pontja-
r6l a kovetkezS x41 pontra lépve az &tlépés azonnali hozadékat meghatérozo
F (x4, 2441) érték elére nem ismert. Arrél van sz6, hogy ez az érték fiigghet
még egy véletlennek tekintett el6re biztosan nem tudhaté kimeneteli ese-
ménytol is. Magatol értetddik, hogy az F' (x4, x441) érték helyett szamoljunk,
annak varhato értékét. Ezt szemlélteti az alabbi példa.

8.1.1.

Két vdllalatunk van A és B, amelyek tokéletes helyettesitd terméket gydrta-
nak, azaz a termékik irdnti egyiittes kereslet teljes egészében az alacsonyabb
drat kindlo vdllalat felé fordul, vagy azonos drak esetében, a keresleten azonos
ardnyban osztoznak. A kereslet fligg egy elére nem megfigyelhetd tényezétol,
amit most esének mondunk. Ha adott napon esik az esd, akkor D = (0 keres-
let jelentkezik a termékek irdnt. Mindkét cég 1 vagy 2 drat vdlaszthat, és a
kereslet adott ps és pp drak mellett esémentes napon

D =10 —min{pa,ps}.

Az esd minden nap % valdszintdséggel esik. A cégek minden napra mds és mds
drat hatdrozhatnak meg, a naponkénti diszkontrdata 1 > B > 0. Az adott napi
drakat eldzd este kell meghatdrozniuk, tehdt az drképzéskor nem tudjik esni
fog-e vagy sem.

A B wdllalat nagyon egyszerd drstratégidat kévet, amelyet A vdllalat is is-
mer. A B dltal elédllitott termék dra pp = 2 kezdetben, amelyet addig a napig
tart B mignem érzékeli, hogy terméke irdnt nincs kereslet. Ekkor B wvdltoztat

215
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216 8. SZTOCHASZTIKUS ESET
nem esik [0] 1 N|N +1 esik |0]1 N|N +1
pA 1|1 1 pa [1]1 1
PB 2(1 1 pp 2|1 1
m(A) 19§ 2w m(A)[0[2 2w
8.1. tablazat. Arak és A varhato bevételei es6mentes és esGs kezdeti nappal,
pPA = 1.
nem esik |01 esik [0]1 NN +1
DA 2(7 pa 2|1 1 ?
PB 2|2 PB 211 1
m(A) |8|v m(A)[0]3 g

8.2. tablazat. Arak és A varhato bevétele esGmentes és es6s kezdeti nappal,
pa = 2.

éspp = 1 drat alkalmaz N egymds utdni napon dt, majd az N + 1-edik napon
djra pp = 2, és igy tovdbb.

Hogyan kell az A vdllalat drait megvdlasztani, a bevétele diszkontdlt dssze-
gének mazimalizdldsa céljabol ?

Az olyan napokra, amikor A tudja, hogy pg = 1 lesz masnap, py = 1
arat kell el6irnia, hiszen p4 = 2 a B iranti keresletet O-ra nem valtoztathatja,
és A nyilvan jobban jar, ha valamennyi terméket elad, mintha semmit nem
adna el. Az indul6 napon 4 lehetséges eset van: ps = 1, p4 = 2 és mindkét
esetben esik az esG vagy nem esik. Irjuk fel ennek megfelelGen az A varhato
bevételeit !

A tablazat bal oldalan a p(A) = 1 eset es6mentes 0. nap melletti
arstratégiat talaljuk. Az els6 sor jeloli a napok szadmat. A-nak a 0. nap ara
felsl kell dontenie. A maéasodik és a harmadik sor az A, illetve B vallalat
arat tartalmazza a megfelel6 napokra. Az utolsdé sorban az egyes napokon
keletkez$ varhato bevétel értéke szerepel diszkontalas nélkiil. A 0. napon ez 9
mivel 7 (A) = D-ps =9-1. Mivel B-re nem jut kereslet, ezért B stratégiaja
szerint N egymaés utani napon pg = 1. Emiatt ezeken a napokon pq = 1 is
fennall. Az ilyen napokon 7 (A) = %~D pA = % % 1= %, hiszen a kereslet %
valészintiséggel 0 vagy %. Az N+ 1-edik napon B tujra 2-re allitja az arat, ami
azt jelenti, hogy az A vallalat éppen abba a dontési helyzetben keriil az N+ 1-
edik napon, mint amiben az elsé napon volt. Ha v jeloli az optimalis palya
értékét, akkor az N + 1-edik naptol a diszkontalt értékek Gsszege éppen v.

A tablazat jobb oldaldn az es6s 0. nappal kezd$d6 arstratégiat rog-
zitjik. Vilagos, hogy a 0. nap bevételétsl eltekintve a tabldzat megegyezik
az es6mentes esettel, hiszen B most is N napra pg = 1 arat hataroz meg.
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8.1. EL6ZETES PELDA 217

Az A vallalat 0. napi profitja a 0, hiszen a keresletet a 0. napi es6 zérusra
valtoztatta.

Osszefoglalva a tablazatot, az A vallalat py = 1 kezdd ar melletti
diszkontalt varhato bevétele

N N
() = = 9+Zgﬂk+ﬂN“v 41 Zgﬁ’%ﬁ“lv =) g
! 2 4 2\ &4 2 ’

ahol az r konstans jeloli az r = %6[3;__11 értéket a jobb attekinthetéség ked-
véert.

Most nézziik a pg = 2 indul arat tartalmazo két esetet a tablazatok
segitségével. Ha nem esik az esé a kezdd napon, akkor osztozik a két cég
a keresleten, és A mar 0. nap estéjén ugyanabba a dontési helyzetbe keriil,
amiben el6z6 nap volt. Ha viszont esik a 0. napon, akkor ugyanazt a stratégiat
kell kovetnie A-nak, amit py = 1 mellett is kovetett. Igy a tablazat
Osszefoglalasa a pa = 2 kezdGar melletti diszkontélt varhato bevétel:

T (v) = (8+6 <Z4ﬂ’“ 5N+1>4+;r+;v(6+6“1).

A feladat Bellman-egyenlete tehat

v = max {m (v) 72 (v)} =

9
zmaX{2+r+ﬁN+1v4+2r+ (B+pY ) v }

Oldjuk meg a Bellman-egyenletet.
P o _ _ 9 ) .
El6szor is azt vegyiik észre, hogy 8 = 0 esetben v = 3 a megoldas, ami
azt jelenti, hogy p4 = l-et valaszt az A vallalat.
Ha 8 > 0, akkor a m (v)-t és ma (v) értékek v elséfoku polinomjai. Ha
71 (v) meredeksége my és mo (v) meredeksége mo, akkor

1
my = BN < 5 (B+ BN =my < 1.

Innen azonnal latszik, hogy a Bellman-egyenletnek pontosan egy megoldéasa
van.
Kis szamolgatassal kapjuk, hogy 71 (v) = my (v) pontosan akkor, ha v =
9
= #A}H, és w1 (v) = v pontosan akkor, ha v = 167’“1 Igy apsa =1
valasztas sziikséges és elegendd feltétele az

T+% 147
1— BN+1 = g — gN+1
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Ya y=v
= m(v)
=71 (v)
9
7 tr
4+ 3
$4r
1,BN+1 R
r+1 )
B—BNTT

8.1. dbra. py = 1 az optimalis &r N = 1, 8 = 0.3 esetben

Ya y=v
y = ma(v)
Y= 771(1))
9
2T
4+ 3
r+8
g
r+1 0]
B—BNTT

8.2. abra. py = 2 az optimalis ar N = 10, S = 0.85 mellett
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9
egyenl6tlenség teljesiilése. Ekkor a feladat megoldéasra v = 1:;71\?“ Egy ilyen
helyzetet latunk a[8.I] abran.

Hasonloan, a 75 (v) = v egyenlet megoldasa v = ﬁ%, emiatt a pg =
= 2 valasztasanak sziikséges és elegendd feltétele az

1+7r r+8
B— GV = 2—p— g
egyenlGtlenség teljesiilése. Ekkor a feladat értéke v = %. Egy ilyen
eset illusztraciojat a[8:2] abran kovethetjiik.

Osszegezve az eddigieket azt kaptuk, hogy egyszert eldonteni a 3 és az N
paraméterek fliggvényében az A vallalat optimalis arat. Ha az id fiiggvény
grafja a torott vonalat annak masodik, meredekebbik részében metszi, akkor
pa = 2 az optimélis valasztas, egyébként py = 1.

8.2. Sztochasztikus magok szorzata

A Markov-transzformacié elméletének felépitése soran sokszor hasznaljuk a
Dynkin-tételt (1.1.18]), annak kévetkezé kicsit egyszerisitett formajaban:

8.2.1. tétel. Legyen H egy monoton osztaly, P eqy félgydri, amelyekre X €
€ r(P) CH. Ekkor o(P) C H is teljesil.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy egy algebra monoton osztaly burka is algebra, ezért
m(r(P)) egy a P-t tartalmazo o-algebra. Igy o(P) C m(r(P)) C H valoban
fennall. O

8.2.2. definici6 (sztochasztikus mag). Legyenek (X, M) és (Y, N') mérhets
terek. Azt mondjuk, hogy a

P:X xN —[0,1]
fliggvény sztochasztikus mag e két mérhets téren, ha
1) P(-,B): X — [0,1] minden rogzitett B € N mellett M-mérhets fligg-
vény;
2) P(z,-) : N — [0,1] minden rogzitett x € X mellett egy valosziniségi
meérték az N o-algebran.

8.2.3. definicié (Markov-transzformacio). Legyen P egy sztochasztikus mag
az (X, M) és (Y,N)) mérhets tereken, valamint F: X x Y — R, egy nem
negativ figgvény, amely az M @ N' = a(M x N) szorzat o-algebrara nézve
mérhetd. Ekkor aTpF : X — R fiiggvényt, az F fiiggvény P szerinti Markov-
transzformdltjdnak mondjuk, ahol

TpF(:c):/YF(:E,y)P(x,dy).
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8.2.4.
Idénként elsfordul, hogy a Markov-transzformaciot a fentitél kicsit eltérs
koérnyezetben hasznaljuk. Ha f : Y — R egy nem negativ mérhets fiigg-
vény, akkor az természetes moédon tekinthets egy F' : X x Y — R mérhets
fliggvénynek is az

F(z,y) = xx(z)- f(y)
definicioval. Vilagos, hogy tetszéleges (z,y) € X x Y mellett F(z,y) = f(y)
és F' is nem negativ mérhetd fliggvény. Az ilyen tipusa f fliggvény Markov-
transzformaltjan egyszertien a fenti F fiiggvény

Bﬂ@=ﬂﬂ@=£ﬁ@P@@)

Markov-transzformaltjat értjiik, és ezt a konvenciot a tovabbiakban megjegy-
zés nélkiil hasznaljuk.

8.2.5.
Példaként nézziik meg azt a specialis esetet, amikor F' = xaxp alaka, ahol
A x B € A x B egy mérhet6 tégla. Ha x € A, akkor

_ XB(y)7hax€A,
xaxs(@,y) = { 0 egyébkeént.

Ezért
Iwmw:Amewmwmzmmmum

A monoton konvergenciatételbdl konnyen latszanak a Markov-transzfor-
maci6 kovetkezd tulajdonségai.

8.2.6. lemma. Legyen (X, M) és (Y,N) mérhetd tér, valamint P ezen mér-
hetd terek dtmenetfiigguénye. Legyenek F,, F,G : X xY — R a szorzat o-
algebrdra mérhetd nem negativ fliggvények, o, 8 > 0 valds szdmok. Ekkor

1. T, (aF + BG) = aT,F + BTpG;
2. F <G esetén TpF < TpG.
3. Ha F,, — F pontonként, és ha

a) F, < F,+1 minden n mellett, akkor akkor TpF,, — TpF ponton-
ként monoton novdleg;

b) F, > F,+1 minden n mellett, és minden x € X -re

/mmwmmm<m
X

akkor TpF, — TpF pontonként monoton fogydlag.
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4. Tp(3osy Fu) = 302, TpFy.

8.2.7.
Emlékezziink arra, hogy egy nem negativ f fiiggvény pontosan akkor mérhetd,

ha elsall
f = Z An XA,
n=1

alakban, ahol «,, > 0 valos szamok, és A, mérhets halmazok.

8.2.8. allitas (mérhetd fiiggvény Markov-transzformaltja is mérhets). Legye-
nek (X, M) és (Y,N') mérhetd terek, P eqy sztochasztikus mag a fenti mérhetd
tereken, Tp pedig e sztochasztikus mag dltal generdlt Markov-transzformdcio.
Ekkor TpF mérhetd minden F : X XY — R, nem negativ szorzat-mérhetd
fiigguény esetén.

Bizonyitds. Definialjuk azon szorzat-mérhetd halmazok halmazat, amelyek
karakterisztikus fiiggvényére az allitas igaz.

H={Q e MN : Tpxqo mérhets}

- Lattuk, hogy M x N C H, hiszen Tpxaxp = xaP(:, B), ami mérhets
fliggvények Osszegeként maga is mérhetd.

-Ha A, x B,, € H diszjunkt mérhets téglék, és Q = UN_; A,, x B,,, akkor az
egyesités karaktersiztikus fiiggvényére xo = >, | XA, xB,,, €zért

N
Tpxq = Z TpXA,xB,-

n=1

Persze véges sok mérhetd fliggvény Osszege is mérhetd, ami azt jelenti, hogy
Qe H, tehat X xY e r(M x N) C H.

- Lathato, hogy H egy monoton osztaly. Ugyanis, ha Q,, € H, @, C Qni1
bévillé halmazok sorozata, és @) = U2, Qn, akkor xg, — X¢ monoton
névé modon, ezért

Trxq, = Trxq-

Latjuk tehét, hogy Tpxq mérhetd fiiggvények pontonkénti hataértékeként
maga is mérhetd, tehat Tpxg € H.
Analég médon kapjuk, hogy Tpxq € H olyan @, € H sorozatra is, ahol
a @, halmazok sztkiilnek.
- Alkalmazhat6 tehat az M x N félgytiriire és a H monoton osztalyra a
Dynkin-tétel, amely szerint

MON =0(MxN)CH,
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222 8. SZTOCHASZTIKUS ESET

ami azt jelenti hogy a tétel tetszéleg Q@ € M ® N mérhets fiiggvény xo
karakterisztikus fiiggvényére igazolt.

-Ha most FF : X XY — R nem negativ mérhets fliggvény, akkor F' =
=Y | anXxq, alaka, ahol a;, > 0 és Q,, € M ® N mérhets halmazok.
Lattuk, hogy

o)
TpF = anTpxq,,
n=1
igy TpF mérhets fiiggvények hatarértékeként maga is mérhets. Ezt kellett
belatni. O

8.2.9. definicid (sztochasztikus magok szorzata). Tegyiik fel, hogy adott két
sztochasztikus mag. Py a (W, W) és (X, M) mérhets terek feletti sztochasz-
tikus mag, és P az (X, M) és (Y, N)) mérhets terek feletti sztochasztikus
mag. Definialjuk a

P3WXM®N—>[O,1]

fliggvényt az alabbi modon

m%wszMm»w=AAMMMEwwamm»

Ekkor P; sztochasztikus mag a (W, W) és (X x Y, M ® M) mérhet6 tereken.
Ezt nevezzik P3 = P; - P> sztochasztikus szorzatnak.

Bizonyitds. ElGszor is tisztdzzuk a definicié pontos jelentését. Legyen F :
: W x X — R fiiggvény

FW@Z@M@M:LWWM%@M

moédon definidlva, minden rogzitett w € W mellett. Lattuk, hogy F(w,-) :
: X — R egy M-mérheté fliggvény, amely nem fiigg az elsé valtozojatol, igy
F persze W ® M mérhet§ is. A Tp, F ezért definialt, és Tp F : W — [0,1]
egy W-mérhet6 fiiggvény, ami azt jelenti, hogy minden rogzitett Q € M QN
mellett P3(-, Q) : W — [0,1] fiiggvény mérhets a W o-algebrara nézve.

Most rogzitett w € W mellett, ha Q = USL Q) diszjunkt egyesités, ak-
kor kétszer felhasznalva a Markov-transzformaltnak a végtelen 6sszeggel valo
felcserélhetségét, azt kapjuk, hogy

P3(w,Q) = (Tp, (Tr,xux,q.)) (w) = (TP1 (TPZ ZX%)) (w) =

n=1

= <TP1 (Z TPzXQM)) (w) = (Tr, (Tr,xq,)) (W) = Y Ps(w, Qu),
n=1

n=1 n=1
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ami éppen azt jelenti, hogy Ps(w, ) egy mérték az M QN szorzat o-algebran.
O

8.2.10.
Most is érdemes kiszamolnunk egy mérhets tégla mértékét. Ha A x B € M x
x N, akkor

P3(w, A x B) = T1(Taxaxp)(w) = Ti(xaPa(-, B))(w) =

:/ XA(x)PQ(x,B)Pl(w,d:c):/Pg(x,B)Pl(w,dx).
X A

Emlékezziink ra, hogy egy félgytiriin értelmezett véges mérték egyféleképpen
terjeszthets ki a generalt o-algebrara. Igy ha rogzitett w € W mellett

(A % B) = /A Py(z, B) P (w, dz)

moédon definialjuk az M x N felgytiriin értelmezett mértéket, akkor fi,,-gal je-
l6lve a Caratheodory-kiterjesztéssel kapott mértéket fi,, (Q) = Ps(w, Q) min-
den @ € M ® N mellett.

8.2.11. tétel (Fubini). Legyenek (W, W), (X, M) és (Y,N) mérhetd terek,
tovabbd Py és Py sztochasztikus magok a (W, W), (X, M) mérhetd terek és
az (X, M) és (Y,N') mérhetd terek kozt. Legyen P3 = Py - Py ezek szorzata.

Ekkor Tp, = Tp, oTp,, azaz minden F': X XY — R nem negativ mérhetd
figgvény esetén Tp, F = Tp, (Tp, F), tehdt minden w € W mellett

TPy )= [ FlapPiw.d.) -
— [ ] PP, dy)Pr(w.do) = (T, (Tr, ) (w).
XJY

Bizonyitds. El6szor karakterisztikus fliggvényre, majd nem negativ mérhetd

fliggvényre igazoljuk az allitast.

-Ha F = xg egy Q@ € M @ N mérhetS halmaz karakterisztikus fiiggvé-
nye, akkor a szorzat sztochasztikus mag definicija szerint minden w € W
mellett

Tp,xo(w) = /X  Xalz. ) Patw,d(z,9)) = Pa(w, Q) = T, (Truxa) (w)

ami azt jelenti, hogy karakterisztikus fliggvény esetére belattuk az allitast.
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- Ha most F nem negativ mérhet6 fiiggvény, akkor F = > | anxq, alakd,
ahol Q,, € M @ N és a,, > 0. Ezért

(Tp, F) (w) = (TP3 Z anXQn> (w) = Z an (Tpyxq,) (w) =

n=1 n=1

an (T, (TrxQ,)) (w) = Y (Tp, (Tr,anxa,)) (w) =
1 n=1

(TPzO‘nXQn)> (w) =

M

3
Il

NE

Tp,
1

= (Tpl Tp, Z anXQn)) (w) = (TP1 (TPQF)) (w)

n=1

3
Il

Ezt kellett belatni. O

8.3. Atmenetfiiggvény sztochasztikus mag szor-
zata

Az atmenetfliggvény a sztochasztikus magok specialis esete, amikor a két
mérhet§ tér egybeesik.

8.3.1. definici6é (atmenetfiiggvény). Legyen (Z,Z) egy meérhets tér. Azt
mondjuk, hogy a

Q:7ZxZ—10]]
fiiggvény egy dtmenetfigguény a (Z, Z) mérhetd téren, ha Q egy sztochasz-
tikus mag a (Z, Z) és (Z, Z) mérhetd terek felett.

Q(z,") : Z — [0,1] mérték a Z o-algebran, és a Q(-,B) : Z — [0,1] flige-
vény mérhets a Z o-algebréara nézve.

A

ben.

8.3.2. definicié. Legyen Q egy atmenetfiiggvény a (Z, Z) mérhets téren.
Jeldlje n = Q. Ekkor az dtmenetfiiggvény sztochasztikus szorzata u? = - i,
ahol p?: Z x 22 — [0,1]

12 (20, B) = (Tu(Tuxs)) (20) = /Z/ZXB(ZhZ2)Q(21»d22)Q(207d21)

tetszbleges zg € Z és B € 22 = Z ® Z mellett.
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8.3.3.
Nézziik meg most is a mérhets tégla esetét. Ha B = Ay X Ag ahol Ay, Ay € Z,
akkor

1% (20, Ay x Ag) =/

u(Z1,A2)u(20,dZ1)=/ / w(z1, dzo) (20, dz1)
A A J Az

8.3.4.
Ha F : Z x Z — R egy nem negativ fiiggvény, akkor a Fubini-tétel szerint

(T2 F) (20) = /Z2 F(z1, 22) 1% (20, d(21, 22)) =

— [ [ Fersutar, o, dn) = (3, (2,F)) (o).
zZJZ

8.3.5. definicié. Legyen @) atmenetfiiggvény a (Z, Z) mérhets téren. Defi-
nidljuk a u = Q sztochasztikus magot a (Z, Z) és (Z, Z) tér, valamint a >
sztochasztikus magot a (Z, Z) és (Z, Z?) terek felett. Ekkor a p® = p - p?
sztochasztikus szorzat értelmes, és p3 a (Z,2) és (Z3,Z3) mérhets terek
sztochasztikus magja. Ez azt jelenti, hogy u% : Z x 23 — [0,1] fiiggvény, ahol
minden zg € Z és minden B € Z3 esetén

o B)= (T (Txo)) o) = | [ xi(en. (oo s oo, st ).

8.3.6.
Persze a p? szerint a Fubini-tételt felhasznélva a fenti definicié a

#3(2073):///XB(Zla22»Z3)u(22,d23)u(21,d22)u(207d21)
zZJZJZ

alakban is irhato.
8.3.7.
Nézziik meg most is a mérhets tégla esetét. Ha B = A; x Ay x As, ahol
Al,AQ,Ag € Z, akkor
,U,S(Z(),Al X A2 X Ag) = ﬂg(ZO,Al X (Ag X Ag)) =

Z/ 1% (21, Az x Az)p(zo,dz1) =
A

1
:/ / / (22, dz3)p(z1, dze) (2o, dz1).
AL JAS J A3
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8.3.8.
Ha F : Z2 — R egy nem negativ fiiggvény, akkor a Fubini-tétel szerint

(TuzF) (20) = . F(Zl,22723)/L3(Zo,d(21722,23)) =

73
=/ /2 F(21, 22, z3) 1% (21, d(22, 23) (20, dz1 ) =
zJz

= (Tu (T2 F)) (z0)-

Felhasznalva a p2-re vonatkozo Fubini-tételt azt kapjuk, hogy

/3 F(z1, 22, 23) 1 (20, d(21, 22, 23)) =
z

:///F(Zl,ZQ,Z3)M(22,dZ3),u(Zl,dZQ)/J(ZQ,d21).
zJzJz

8.3.9. definici6. Legyen Q) adtmenetfiiggvény a (Z, Z) mérhetd téren. Rog-
zitett k > 1 egész szam mellett definidljuk a p = @ sztochasztikus magot a
(Z,2) ¢s (Z, Z) tér, valamint a p* sztochasztikus magot a (Z, Z) és (Z, Z¥)
terek felett. Ekkor a p**t1 = pu - u¥ sztochasztikus szorzat értelmes, és p*+!
a (Z,2) és (ZF1, ZF1) mérhets terek sztochasztikus magja. Ez azt jelenti,
hogy p**! . Z x ZF1 — [0,1] fiiggvény, ahol minden zy € Z és minden
B € ZF1 esetén

MkH(Zo,B) = (TM(TMXB)) (zo)=/Z/kaB(Z1,z§“)u’“(zl,d25+1)u(207dzl).

k+1
23

—
Itt z € ZF mellett z = (21,%2, 23, .-y Zot1) = (zl,zfﬂ), azaz, z§+1 a k+1-
dimenziés z vektornak a hatsod, tehat a mésodiktol a k + 1.-ig szdmitott, k
koordinatajabol allo vektort jeldli.

8.3.10.
Persze a pi* szerint Fubini-tételt felhasznéalva a fenti definicio

JFH (20, B) = / / xp(1, 2yt )iz dzi) -+ (0, d2a)
7Z 7Z

alakban is irhaté.

8.3.11.
AB=A; x Ay x -+ X Apy1 — ahol Ay,..., A1 € Z —, mérhetd tégla
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esetében

k+1 k41 _
P (20, Ay X Apyr) = (20, A1 X (A2 X -+~ Apq1)) =

8.3.12.
Ha F : ZF1 — R egy nem negativ fiiggvény, akkor a Fubini-tétel szerint
(Tyrs1 F)(20) = - PN b+ (2, dei ) =

:/Z/ZkF(ZlaZ§+1)Mk(21>dzg“)u(zo,dzl) = (T, (T, F)) (20)-

Felhasznalva a p*-ra vonatkozo Fubini-tételt azt kapjuk, hogy
Zk+1

- / / / F(or, .o )ik dzign) - (2, dza) a0, d2n ).
zZJZ zZ

8.4. Atmenetfiiggvénynek atmenetfiiggvény szor-
zata

8.4.1. definicié (Atmenenetfiiggvény szorzat). Legyen Q egy atmenetfiigg-

vény a (Z, Z) mérhets téren. Jelolje u* ennek mint sztochasztikus magnak

a k-szoros szorzatat. Lattuk, hogy u* egy sztochasztikus mag a (Z, Z) és

(Z*, Z*) mérhets terek felett. Legyen Q% : Z x Z — [0,1] az albbi fiiggvény.
Tetszoleges z € Z és A € Z mellett

Q¥ (2, A) = pF(2,Z x Z--- x Z x A).
Lathato, hogy QF valéban egy atmenetfiiggvény a (Z, Z) mérhetd téren.

8.4.2.
A fentiek specialis esete szerint az atmenetfliggvény szorzatra az alédbbi re-
kurzio all fenn

QM (20, A) = " (20, Z x - X Z x A) = "M (20, Z x (Z x --- x A)) =

= / (21, Z x - x A)p(zo,dzy) = / Q% (21, 4)Q(20,dz1).
z z
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8.4.1. Markov-operator

A Markov-transzforméacionak azt a specialis esetét, amikor egy atmenetfiigg-
vény altal generalt Markov-transzforméaciot valamely egy valtozos fiiggvényre
alkalmazzuk, Markov-operatornak nevezziik. Formalisan is atismételve a ko-
vetkezG definicibhoz jutunk:

8.4.3. definici6 (Markov-operacio). Legyen (Z,Z) egy mérhets tér, és
Q: Z x Z — [0,1] atmenetfiiggvény. Legyen F : Z — R nem negativ mérhetd
fliggvény. Ekkor

(MoF)(z0) = [ F)QUe0sdo).

Z

8.4.4.
Mivel a Markov-operéicié egy specidlis Markov-transzformacio, azért ha
F : Z — R nem negativ mérhets fiiggvény, akkor MF : Z — R szintén
nem negativ mérhetd fiiggvény. Az is lathato, hogy Mg korlatos, mérhetd,
nem negativ fiiggvényekhez, korlatos, mérhet6, nem nem negativ fiiggvényt
rendel.

8.4.5.
Irjuk fel Mg operétor hatvanyait egy mérhet6 halmaz karakterisztikus fiigg-
vényén. Latni fogjuk, hogy

M"xa(20) = Q" (20, A)

teljestil minden n természetes szamra: Legyen tehat A € Z.
n = 1 mellett:

Mo (xa)(z0) = / XA(2)Q(z0,d2) = Q(20, A).

Ha igaz n-re az allitas, akkor n + 1-re:

(M x ) (20) = (MQT(, A))(20) = / Q" (5, A)Q(20,d2) = Q"+ (29, A),

a8.4.2l szerint.

8.4.6. definici6é (adjungalt Markov-operacio). Legyen (Z, Z) egy mérhetd
tér, és Q : Z x Z — [0,1] atmenetfiiggvény. Legyen p : Z — [0,1] valoszintiségi
mérték. Ekkor

(Mai)(B) = [ Qe By(a:).

8.4.7.
Az adjungélt Markov-operéacio egy valoszintiségi mértékhez egy valoszintisé-
gi mértéket rendel. Ugyanis, ha B = U2 B, diszjunkt egyesités, akkor a
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monoton konvergenciatétel szerint

(M) (B) = (M* 1) (U2, B,) = /Z Q(z, U, Bo)pu(dz) =

= [ QG Buntd) =3 [ Qe Buutds) = S04 (B

8.4.8.
Példaképpen nézziik meg hogyan hat az adjungalt Markov-operacié a Dirac-
mértékre. Ha d,, jeloli a zp pontra koncentralt Dirac-mértéket, akkor

(M*6.,)(B) = /Z Q(z, B)d., (d2) = Q(z0, B).

8.4.9.

Hangstilyozand6 az integralnak a mértéktsl vald pozitiv homogenitasat, ve-
zessiik be az alabbi alternativ jeloléseket. Ha p egy mérték és f egy nem
negativ mérhet§ fiiggvény, akkor

/fdu:/f(Z)M(dZ):u(f):uf:<u;f>-
zZ Z

Ha tehat p,v valdszintiségi mértékek és f nem negativ mérhets fliggvény,
akkor minden «, 8 > 0 mellett

(ap+ Bu; f) = alps f) + Bvs f)

tovabba, ha f = Y °° f, nem negativ mérhets fliggvények pontonkénti
Osszege, akkor a monoton konvergenciatétel szerint

(s £) =" (s fn)-

8.4.10.
A fenti jelolést hasznélva a ) Atmenetfiiggvény altal generalt Markov- és
adjungalt Markov-operacié definici6jara:

(M f)(20) = Q(20, ) = (Q(20,°); ),
valamint
(M*p)(B) = u(Q(-, B)) = (1; Q(+, B)).

A kovetkez6 szabaly az adjungalt Markov- és a Markov-operacié kapcso-
latat irja le.
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8.4.11. allitas (asszociativ szabaly). Legyen (Z, Z) mérhetd tér, és Q rajta
értelmezett atmenetfigguény. Jeldlje M, illetve M* a Q dltal generdlt Markov-
é€s adjungdlt Markov-operdtorokat. Ekkor minden f nem negativ mérhetd fiigg-
vényre, és minden a Z o-algebrdn értelmezett valosziniségi mértékre

(M f) = (M p: f), azaz /Z / F(2)Q(e, d=)uldzr) = /Z F(2)M* u(dz).

Bizonyitds. A szokasos mértékelméleti technika. ElGszor belatjuk az allitas
tetsz6leges mérheté halmaz karakterisztikus fiiggvényére, majd nem negativ
mérhetd fliggvényre.

- Legyen elGszor f = xp egy mérhetd halmaz karakterisztikus fiiggvénye.
Ekkor

(s Mx) = (1 Q(, B)) = (M*p)(B) = (M"p; XB)-
- Hamost f egy nem negativ mérheté fliggvény, akkor az elsall f = Zlean fn

alakban, ahol az f, fiiggvényekre mar igazoltuk az allitast. Igy a monoton
konvergenciatétel miatt

(s M f) = < (Z anfn>> = <u; Zaann> =Y (s Mf,) =
n=1 n=1
= Z ;U fn = <M*M;Zanfn> = <M*/-L7f>

n=1

Ezt kellett belatni. O

8.4.12. allitas. A fenti feltételek mellett minden n € N természetes szdmra

(s M f) = ((M™)" s f).
Bizonyitds. Az n =1 esetet az imént lattuk. Tegyiik fel, hogy igaz az allitas
n-re, és tetszdleges nem negativ mérhets fiiggvényre. Most lassuk be n+ 1-re.

(s M"TLF) = (s M(M™ f)) = (M p; M" f) =

= (M) (M*p); f) = (M) s f). O
8.4.13.
Irjuk fel az adjungalt Markov-operator hatvanyait, egy Dirac-mértéken. Azt
kapjuk, hogy

(M*)nazo = Qn(z()’ ')7

ugyanis alkalmazzuk az n-edik hatvanyokra vonatkozo asszociativ szabalyt a
0., Dirac-mértékre és a xp karakterisztikus fiiggvényre. Ekkor

(M*)"62 (B) = ((M7)"620; XB) = (620; M"xB) = (829; Q" (-, B)) =Q" (20, B).
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8.4.14. allitas (Chapman-Kolmogorov-azonossag). Legyen Q egy dtmenet-
fiigguény a (Z,Z) mérhetd téren. Ekkor minden zo € Z és minden B € Z
mérhetd halmazra

/Q" (2, B)Q™(20,dz) = Q"+m(zo,B).

Bizonyitds. Lattuk, hogy Q™(z,-) = (M*)™d,, és Q"(-,B) = M"xp. Igy

(Q"(20,-); Q"(-, B)) = (M")™b2; M"xB) = (025 (M™(M" X)) =
= (0:0; M™ " xB) = (0:0: Q"7 (-, B)) = Q""" (20, B).

Ezt kellett belatni. O

8.4.15. allitas. Ha M a Q) dtmenetfiigguény dltal generdlt Markov-operdtor,
akkor M™ a Q™ dtmenetfiigguény dltal generdlt Markov-operdtor, azaz

(M™f) (20) / f(2)Q"(20,dz), tovdbbd ((M™*)"w) (B):/ Q" (z,B)u(dz).
z
Bizonyitds. Az eddig kialakitott kalkulus szerint

(M"'f)(zo):<5zo;M"f>=<(M*)"5zo;f>=<Q"(Zo,-);f>=/Zf(Z)Q”(Zo,dZ)-
Hasonloan szamolva
((M*)"p) (B) = ((M")"p; xB) = (s M"xB) =
= (mQ"(, /Q" z, B)u(dz). O

8.5. A sztochasztikus dinamikus programozasi
feladat

8.5.1. (SP feladat)

A lenti hat objektum hatarozza meg a dinamikus programozas alapfeladatéat,
amelyet szuprémum feladatnak fogunk mondani és réviden (SP) feladatként
fogunk ra hivatkozni. Az

(X, M), (Z,2),u, FT, B)

hatost sztochasztikus dinamikus programozdsi alapfeladatnak, vagy rovideb-
ben sztochasztikus dinamikus programozdsnak, vagy még roévidebben szto-
chasztikus programozdsnak nevezzik.
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Allapottér: egy (X, M) mérhetd tér, amelynek elemeit allapotoknak mond-
juk.

Sokktér: egy (Z, Z) mérhets tér, amelynek elemeit véletlen sokkoknak ne-
vezziik.

Atmenetfiiggvény: 1 : Z x Z — [0,1] sztochasztikus mag a (Z, Z) és (Z, Z)
mérhetd terek felett. Adott B € Z mellett (u(z0, B)) annak valoszintsége,
hogy a zy sokkot egy B-be esd sokk kdvet.

Transzformacio fiiggvény: egy I' : X X Z — X halmazértéki leképezés,
amely azt irja le, hogy az x allapotbol a z sokk bekovetkeztekor a T'(x, z) C X
allapotok egyikébe juthatunk. E fiiggvény grafja:

graph (T') = {(z,y,2) e X x X x Z:y € '(z,2)}.

Hozamfiiggvény: egy F : graph(T') — R fiiggvény, amelyre az F(x,y,z) €
€ R szamot az x allapotbdl az y allapotba jutas hozadékanak, profitjanak,
értékének, vagy pillanatnyi hasznossdganak gondolunk a z sokk bekévetkez-
tekor.

Diszkont tényezG: egy 1 > 8 > 0 valds szam.

8.5.1. Megengedett at vagy palya

Fontos jeldlésbeli konvencid, hogy az alsé indexszel a koordinatakat jeloljiik
és a felsé index a koordinatak szamanak jeldlésére szolgal. Ha Zt a Z hal-
maz t-szeres Descartes-szorzata, akkor 2! = (21,22,...,2:_1,2) € Z¢ mellett
jelolje 271 = (z1,...,2,_1) € Z'7 1 tehat 2t-bsl 2t~ a t-edik koordinéta

elhagyasaval keletkezik.

8.5.2. definici6o (ut). Adott (X, M) allapottér, (Z, Z) sokkok és I' : X x
X Z —o X atmenetfiiggvény mellett a

7T:<7T0,7Tl,772,"' 77Tta"')

sorozatot ttnak, vagy pdlydnak mondjuk, ha m; : Zt — X mérhetd fiiggvény,
amelyekre
7 (2") € T(m_1(2'71), )

minden ¢t = 1,2, -+ mellett. A megengedett utak halmazat IT jeloli.

Ha (zg,20) € X X Z egy rogzitett pont, akkor azt mondjuk, hogy a m €
€ II terv az (xo, 20) pontbdl indul, vagy ebbdl a pontbol megvalosithato, ha
mo € I'(x0,20). Az (20,20) pontbol megvalosithato tervek halmazat jeldlje
H(l‘o, Zo).

A szokasos konvencidknak megfelelGen, a nulla-véltozos fliggvényt egy kons-
tansnak tekintjiik, mert nincs argumentuma. Igy a 7 terv megadésa azt je-
lenti, adott a
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— 7o € X konstans;

- m : Z — X mérhetd fiiggvény, amelyre m1(z1) € T'(m, 21);

— o 1 Z% — X mérhetd fiiggvény, amelyre mo(z1, 20) € I(m1(21), 22);

— 731 Z% — X mérhetd fiiggvény, amelyre 73 (21, 20, 23) € I'(ma(21, 22), 23);

— 7+ Zt — X meérhetd fiiggvény, amelyre

me(21, 22,00, 2e) € D(me—a(z1, o0 2e-1), 2¢).
Ez azt jelenti, hogy a terv megadésaval elhatarozzuk, hogy ha a 21, 29, -+ , z¢
sokkok érnek minket, akkor az x; allapotbdl, az x41 = m (21, -+ , 2¢) allapot-

ba lépiink. Persze az atmenetfiiggvény intuicidja szerint x;11 csak I'(xy, 2¢)-
b6l valaszthato, igy a t-edik fiiggvénytsl valoban azt kell elvarnunk, hogy
az

Ti41 = Wt(Zt) € F(m,l(zt_l), Zt) = F(xt, Zt)

tartalmazas teljesiiljon. A kérdés, hogy ilyen tervet el lehet-e késziteni egy-
altalan. Olyan feltételeket kell tenniink, amelyek biztositjak, hogy a tervek
halmaza ne legyen {ires!

8.5.3. allitas (at létezése). Tegyik fel, hogy a T' : X X Z — X dtmenet-
fiigguénynek létezik mérhetd szelekcidja, azaz létezik h : X x Z — X mérhetd
fiigguény, amelyre h(x,z) € T'(x, z) minden (x,z) € X x Z esetén. Jeloljon hy
ezen a mérhetd szelekciok kozil megszdmldlhatdan sokat, tehdt k € N. Ekkor
tetszoleges mg € X dllapot mellett

t—l)

m(2Y) = he(mi_1(2 ) 2t)

rekurzidval megadott figguényekre 1 = (mo, 71, , 7, -+ ) egy a ' dtmenet-
figguény dltal generdlt it.

Bizonyitds. A rekurzi6 elsé 1épése szerint
71'1(21) = hl(’lT(th) S F(Wo,zl)

Itt az els6 valtozd rogzitett és hq mérhets fliggvény. Tudjuk mérhetd fiiggvény
szelete is mérhets, emiatt m; : Z — X is mérhetSs. Hasonldéan, ha m;_1 :
: Z=1 - X mér mérhetd, akkor

7 (2Y) = he(me_1 (2871, 2¢) € D(me_1(271), 2¢)

szerint 7, mérhetd fiiggvény kompoziciéjaként maga is mérhets. Igy vala-
mennyi 7; fliggvény mérhetGségét igazoltuk. O
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8.5.4. definicié (ut folytatasa). Tekintsiink egy m € II tervet, és legyen
w? € ZT egy rogzitett T-sokk. E 7 utnak a w” T-sokk utani folytatasan a
kovetkezs utat értjiik:

c(mw’) = (cg’wT7cf’wT,cg’wT7 R
ahol
7r7wT . T - Tr,'UJT ty __ T t —
g’ =mr(w') és ¢ (2") =mgr(w,z') hat=12,...
8.5.5.

Vilagos, hogy cg’wT = mp(w?) € D(mp_1(wl 1), wr) a 7 Gt definicidja miatt

T T
7 () = mpr(w”, 2 € T(mopr (", 271, 2) =T(¢ (2'71), 20)

ami azt jelenti, hogy xp=mp_1(w? 1) allapot mellett c(m, w”) € I(xp, wr)

az (zr,wr) pontbol megvaldsithato tt.

8.5.6.
Erdemes atgondolni specialis esetként egy 1-sokk utani folytatast. Ekkor
— 63'721 = 71'1(21) S F(’/’To, Zl);

— 17 (22) = ma(21, 22) € T(m1(21), 22)5

— 3" (22, 23) = m3(21, 22, 23) € [(ma(21,22), 23) 5

TT,21

— ;M (z2y ey 2, 2e41) = Ter1 (21, 225 -y 28, 2eg1) € D(me(21, 00, 28)s 2e41)-
Kicsit témorebb jeloléssel tehat azt irhatjuk, hogy

o =m(n) & () = ma (M),
valamint
o, 21) = (€™ 71, e e ).

8.5.2. A szuprémum feladat

8.5.7. definicio (SP feladat). Tegyiik fel, hogy adott az
(X, M), (Z,2),p, F\T, B)
sztochasztikus programozas.
- Legyen m € (g, 20) egy az (xo,29) € X x Z pontbol megvalosithato terv.

E terv azonnali hasznossdga

uo (7, (20, 20)) = F'(x0, T0, 20)-
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A terv egylépéses hasznossdga:
uy(, (%o, 20) = F' (w0, 7o, 20) + 5/ F(mo, m1(21), 21) (20, dz1).
z
A terv kétiépéses hasznossdga :

ua (7, (o, 20) =u1(m, (o, 20) +ﬁ2/Z2F(771(z1), mo(21, 22), 22) ? (20, d(21, 22)).
A t-edik lépésben szamolt hasznossdg:
uy(, (x0, 20)) = wr—1(, (2o, 20)) +5t/ZtF(7ft—1(Zt71)aWt(Zt)aZt)ﬂt(ZOadZt)-
- A 7 atnak az (xg, z9) pontbol szamitott hasznossdga:
u(m, (zo, 20)) = tlg(r)lo ug(m, (2o, 20))-

- Az (xg,20) induld helyzet hasznossdga, a sztochasztikus programozasi fel-
adat SP feladatanak kiszamolasat jelenti, azaz

w(xo, 20) = sup {u(m, (zg, 20)) : ™ € U(x0, 20) } -

- Azt mondjuk, hogy a 7©* € II(xg, 29) terv az (zo, 29) kiindul6 helyzetbsl
indul6 optimalis megoldasa az (SP) feladatnak, ha a fent szuprémum éppen
a m* utnal vétetik fel, azaz

w(xo, 20) = u(m*, (x0, 20))-

8.5.8. definicié. Adott m € II(xg,z0) terv mellett a t-edik lépés varhato
hozadéka:

eo(m, (xo, 20)) = F(x0,m0,20), hat =0, és

et(m, (20,20)) = F(m_1 (270, me(2Y), 26t (20, d2"), hat > 1.
Zt
8.5.9.
Tudjuk, hogy p! : Z x Zt — [0,1] egy sztochasztikus mag a (Z, Z) és (Z, Z?)
mérhetd terek felett. Rogzitett F' nem negativ mérhetd fiiggvényre, m € II
tervre, és x( kiindulo allapotra az e:(m, (2o, -)) fliggvény nem mas, mint a

tfl)

Zt *—)F(ﬂ't_l(z 77Tt(Zt),Zt)

fiiggvénynek mint Z* — R fiiggvénynek a Markov-transzformaltja a u! szto-
chasztikus mag szerint. Mivel nem negativ mérhets fiiggvény Markov-transz-
formaltja is mérhetd, ezért e;(m, (xo,+)) : Z — R nem negativ mérhetd fiigg-
vény.
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Lathato, hogy ezekkel a jelolésekkel a m € TI(xg, o) terv értékére

u(ﬂ7 (SC(), ZO)) = Z/Btet(ﬂ-’ (‘T07 ZO))7
t=0

és igy u(m, (zo,+)) : Z — R is nem negativ mérhet§ fiiggvény.

Ilyen modon a w(xg, ) : Z — R fliggvény mérhetGségét nem tudjuk bizto-
sitani, hisz ez a fliggvény szuprémuma az u(mw, (xo,-)) alakt fiiggvényeknek,
de az utak szdmossaga nyilvanvaldéan t6bb, mint megszamlalhatoé.

8.5.3. Bellman-egyenlet

8.5.10. definicié (Bellman-egyenlet megoldasa). Tekintsiik az
((X’ M)> (Zv Z), u, BT, B)

sztochasztikus programozast, és legyen v : X X Z — R mérhet6 nem nega-
tiv fliggvény. Azt mondjuk, hogy v kielégiti a feladat Bellman-egyenletét, ha
minden (zg,20) € X X Z indul6 érték mellett

v(20,20) =  sup {F(a:o,y,zo)+ﬁ/v(y,z)u(zo,dz)}.
y€T(20,20) z

8.5.11. definicié (optimal policy leképezés). Tekintsiik az
((X’ M)7 (Z’ Z)’ /”L7 F7 F’ /8)

sztochasztikus programozast, és legyen v : X x Z — R a feladat Bellman-
egyenletének egy megoldasa. Definidljuk az ehhez a megoldashoz tartozé op-
timal policy (op) leképezést a kivetkezs képpen:

G(l’o, ZO) = {y S F(x(), ZO) : U(ﬁo, ZO) = F(iﬂo,y, ZO) + B/Zv(y’ Z)ILL(Z(), d’z)} .

Azt mondjuk, hogy a 7 € Il megvaldsithato tervet az optimal policy leképezés
generalja, ha
m(2Y) € G(m_1(2'7h), 2¢)

is teljestil.

8.5.12. allitas (optimal policy leképezés altal generalt ut létezése). Tegyiik
fel, hogy a sztochasztikus programozds Bellman-egyenletének egy megolddsd-
hoz tartozo G optimal policy leképezésnek létezik mérhetd szelekcidja, azaz
létezik h : X x Z — X mérhetd figgvény, amelyre h(x, z) € G(z,z) minden
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(z,2) € X X Z esetén. Jeloljon g, ezen mérhetd szelekciok kézil megszdamldl-
hatdan sokat, tehdt t € N. Ekkor tetszdleges mg € X dllapot mellett

m(2") = ge(me—1(2"71), 20)

rekurzidval megadott figguényekre m = (mo, w1, , 7, ) egy a G optimal
policy leképezés dltal generdlt wt.

Bizonyitas. Alkalmazzuk az Ut 1étezésére vonatkozo allitast a I" transzforma-
cios leképezés helyett a G optimal policy leképezésre. O

8.5.13. allitas. Tegyiik fel, hogy a v : X X Z — R fiiggvény az
((XaM)v (Za Z)aM7F7F76)

programozds Bellman-egyenletének olyan megolddsa, amely megolddshoz tar-
tozd optimal policy fiigguénynek van mérhetd szelekcidja. Legyen az (xq, 20) €
€ X x Z olyan pont, amelybdl kiindulé minden 7 € I(xg, z9) 4t esetén

5t/ v(mi_1(2"7Y), 20t (20, d2") — 0, midén t — oo.
Zt

Ekkor minden az (xo,20) pontbdl induld, az optimal policy leképezés dltal
generdlt it egyben az (xg, z0)-bdl induld optimdlis it is, tovdbbd a Bellman-
egyenlet megolddsdnak értéke az (xg,z9) pontban megegyezik az SP feladat
(20, 20)-beli értékével, azaz a Bellman-egyenlet megolddsa éppen az SP feladat
értékfiigguénye.

Bizonyitds. Legyen 7* az op-leképezés altal generalt ut, melyre n* € II(xg, 20).
Megmutatjuk, hogy a tett feltételek mellett

w(xo, 20) = u(m™, (zo, 20)) = v(x0, 20)

is fennall. Ehhez legyen 7 € II(zg, 20) egy tetsz6legesen valasztott megenge-
dett ut. Elgszor azt mutatjuk meg, hogy

u(m*, (o, 20)) = u(m, (xo0, 20))-
Ehhez induljunk ki a Bellman-egyenlet megoldaséanak definici6jabol. Mivel 7

az (z9, 20)-bol induld megengedett ut, ezért my € I'(xg, 20), tehét

o(wo, %) = sup {F<xo,y,20>+ﬂ / v(y,z1>u<zo,dz1>}>

y€l(x0,20)

Z F(IEO,7T0,Z()) + B/ U(Wo,zl)ﬂ(f/}’o,dzl).
Z
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De persze minden z; € Z mellett v a (g, 21) pontban is kielégiti a Bellman-
egyenletet és m1(z1) € ['(mo, 1), ami azt jelenti, hogy x1 = mg jeloléssel:

'U(xlazl) = sup {F<xl7yazl) +ﬁ/ v(y,zg),u(zl,dzg)} >
yel(z1,21) Z

> F(ay,m(2),21) + B /Z v(m(21), 22z, dz)

t71)7 Zt)

is fennall. Teljesen analog modon, kihasznéalva, hogy v az (m—1(z
1), 2) azt

pontban is kielégiti a Bellman-egyenletet, és m;(z%) € I'(m—1 (2"
kapjuk, hogy z; = m_1(2!71) roviditéssel:

v(xt,2¢) =  sup {F(ﬂft>y72t)+5/ v(y,zt+1)u(zt,dzt+1)} >

yEL (z4,2¢)
> F(xy, me(2"), 20) + 5/ o(m(2"), 2e1) (28, dzegr)-
Az eddigi szamolast visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy

(l‘o,Zo) > F $07W0a20)+

+Zﬁt// / (me—1(271), e (2%), 2o (21, dze) (22, dzi 1) - -
~-/1,(20,d21)+

T+1 T T, +, dzy tf,dt"' yd )

0 [ ] [ oG e st dz) - o, o)

ami a Fubini-tétel szerint azzal ekvivalens, hogy

T

v(wo, 20) = F(w0, 0, 20) + Zﬂt/ F(ma (271, m(2"), 2 (20, d2')+

t=1 zt

e R G e e R
7 T+1
= ur(m, (zo,20)) + 5T+1/T+lv(7rT(zT), zry1) (20, dzT'H) — u(m, (z9, 20))-
Z

Mivel v(xg, z0) > u (, (2o, 20)) minden 7 € II(zg, o) Utra igaz, ezért a szup-
rémum fels korlat volta miatt

U(SC(), Zo) Z w(xo, Zo).

De a fenti szamolést Gjra gondolva abban a specialis esetben, ha 7* egy a
v-hez tartoz6 optimal policy leképezés altal generalt at, azt kapjuk, hogy az
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Osszes egyenlGtlenség egyenlGséggel teljesiil. Ez azt jelenti, hogy ha vesziink
egy az el6z6 allitas altal garantalt konkrét 7* optimal policy leképezés altal
generalt utat, akkor

v(xo, 20) = u(m*, (o, 20))
is fennéll, amibdl méar
0(3307 Zo) = U(W*7 (5307 Zo)) = w(mo, Zo)

valoban adoédik. Ezt kellett belatni. O

8.5.14. kovetkezmény. Az (X, M),(Z, Z),u, F,T,8) programozds Bell-

man-egyenletének legfeljebb egy olyan megolddsa lehet, amelynek van mérhetd

szelekcidja.

Az alabbiakban a fenti allitas megforditasat fogjuk latni, nevezetesen, hogy
az SP feladat egy optimalis ttja az a Bellman-egyenlet megoldésahoz tatozo,
optimal policy leképezés altal generalt ut is. Ehhez némi el6készitésre van

sziikséglink.

8.5.15. lemma (indukcios lemma).

erm. (@, 20)) = [ exlelm, ). (0.2l don),
u(m, (zo, 20)) = F(xo,70,20) + B/ u(e(m, z1), (70, 21)) p(20, dz1).
z

Bizonyitds. A sztochasztikus magok szorzatara vonatkozo Fubini-tétel sze-
rint:

et+1(m, (%0, 20)) =

F(m(2"), w1 (2771), 200" (20, d2"HY) =
F(ﬂ-t(zla Z;)v 7Tt+1(21, Zé+1)’ Zt+1):ut+1(2:0a dZH_l) =

/ F(m(z1,28), g (21, 2510, 2o )t (21, d2b T p(20, d2n) =

N

/ P (a4), e (), 2o (o, A2 0, ) =
zZ

et(c(m, z1), (7o, 21)) (20, d21).
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A masodik allitashoz ezt felhasznalva:

u(m, (20, 20)) = »_ Bles(m, (20, 20)) =

t=0

= F(z0,m0,20) + B _ B es(, (w0, 20)) =

t=1

= F(wo,m0,20) + 8 Y_ Bleryr(m, (20, 20)) =

t=0

= Flao,mo,20) + 83 8" [ eulelm, ), (ro, )il ) =
t=0 z

= F(x0, 70, 20) + ﬁLZﬁtet(C(m 21), (o, 21)) (20, dz1) =
t=0

= F(z9, 70, 20) + B/ u(c(m, z1), (70, 21) ) (20, d21).
z
Ezt kellett belatni. O

8.5.16. allitas (optimalis terv folytatasa is optimalis terv). Tegyiik fel, hogy
az op-leképezésnek létezik mérhetd szelekcidja és a diszkonttényezdre B > 0.
Ekkor egy (xo, z0) pontbdl induld m* € M(xg, 2z0) optimdlis terv esetén p(zo,-)
majdnem minden z1 € Z sokk bekdvetkezte mellett a terv zq utdni c(m, z1)
folytatdsa is optimdlis marad.

Formdlisabban, ha w(xg, z0) = u(m*, (xg, 20)), akkor

w(mg, 21) = u(c(n”, 21), (7g, 21))
a u(zo, ) mérték szerint, majdnem minden z1 € Z mellett.
Bizonyitds. Legyen g : X x Z — X az op-fliggvény egy mérhet§ szelekcidja,

és definialjuk a

— * g 9 g
7Tg_(7.(.077T177T2>"' aﬂ-t;"')

az (xo, z9) pontbdl megvaldsithato tervet

definicio szerint. Lattuk, hogy igy egy az op-fiiggvény altal generalt 79 €
€ TI(xo, 20) tervet kapunk. Mivel 7* optimélis ut, ezért

u(m*, (xo,20)) = w(n9, (x0, 20)).
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Az indukciés lemma szerint tehat

F(zo, 75, 20) + 8 /Z (e, 21), (5 21) (20, dza) >
> P, 75, 7%0) + B / (e, 21), (w8 2120, d21),
7

amibgl 8 # 0 felhasznélasaval az kovetkezik, hogy

/Z’LL(C(W*,Zl), (W(}kvzl)) - u(c(ﬂ—gvzl)’ (WS’Zl))/J(Z(]vdZI) > 0.

Masrészrol a c(n9, z1) € II(ng, z1) folytatas is az op-fliggvény altal generalt
at, azt pedig mar tudjuk, hogy az op-fiiggvény altal generalt ut optimalis is,
ami azt jelenti, hogy

u(e(n™, z1), (75, 21)) — u(e(n9, z1), (75, 21)) < 0.

Egy nem pozitiv fiiggvény integralja persze csak tgy lehet nem negativ, ha a
fliggvény majdnem mindeniitt nulla (2.2.21)), ami azt jelenti, hogy

w(ny,z1) = ule(m9, z1), (75, z1)) = u(e(m™, z1), (75, 21))-
Ezt kellett belatni. O

8.5.17. allitas (SP értékfliggvényére is teljesiil az indukeids lemma). Tegyiik
fel, hogy az op-leképezésnek létezik mérhetd szelekcidja. Ekkor egy (xo, 20)
pontbdl indulo m* € Il(x, z9) optimdlis terv esetén

w(xo, 20) = F(xo, 7], 20) + B/Zw(wg,zl),u(zo,dzl).
Bizonyitds. Az indukcios lemma és az el6z6 allitas szerint:
w(xo, 20) = u(m™, (xo,20)) =
= Fa.m5,20) +8 | (el 1), (5. 2) (e, dn) =

=F(a:0,7r§,zo)+ﬁ/w(wé,zl)u(zo,dzl). O
z

8.5.18. kovetkezmény. Tegyiik fel, hogy pozitiv diszkonttényezd mellett az
op-fiiggvénynek van mérhetd szelekcidja, valamint minden 7 € T(xq, z9) mel-
lett

[ o n o) 0
Zt
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ahol v : X X Z — X a Bellman-egyenlet megolddsa. Ldttuk, hogy ekkor
a megoldds egyértelmi, tetszdleges az op-fiiggvény dltal generdlt it egyben
optimdlis 1t is, tovdbbd a Bellman-egyenlet megolddsa egybeesik a SP feladat
érték fiigguényével. Legyen most 7 a SP feladat egy optimdlis megolddsa.
Ekkor

w(xg, 20) = u(m™, (zo, 20)) = v(xo, 20)-

Ugyanezt megismételve az x1 = g dllapotra, kapjuk, hogy
w(zy, z1) = ule(m™, z1), (z1,21)) = v(z1,21) m.m pu(zo,-),

tehdt ez el6zd tétel konklizidja a w értékfiigguény helyett a Bellman-egyenlet
v megolddsdra is teljesil, ami azt jelenti, hogy

75 € G(zo, 20),

ahol G az op-policy leképezés. A fenti gondolatot iterdlva kapjuk, hogy minden
t > 1 mellett
m(2') € G(m_ (27, 20),

ami azt jelenti, hogy a 7 optimdlis palya egyben az op-fiigguény dltal generdlt
pdlya is. A fenti feltételek fenndlldsa esetén tehdt az optimdlis pdlya fogalma
€s az op-fligguény dltal generdlt palya fogalma egybeesik.

8.6. A sztochasztikus Bellman-egyenlet megold-
hatosaga

Az el6z6ekben azt lattuk, hogy ha egy fliggvény bizonyos feltételek mellett
kielégiti a Bellman-egyenletet, akkor az egyben a szuprémum feladat megol-
désa is. S6t, azt is lattuk, hogy ilyenkor vannak olyan tervek, amelyek mentén
a feladat fel is veszi maximalis értékeét.

A most olyan feltételeket kereslink, amelyek teljesiilése mar a Bellman-
egyenlet teljesiilését vonjak maguk utan.

Elgszor is, gondoljunk vissza a determinisztikus esetre. Ott a Bellman-
egyenlet

o(e) = sup {F(z,y)+foly)}
Y€l (z)

forméban volt felirva, ahol T'(z) jelentette az x helyzetbdl elérhetd allapotok
nem iires, kompakt halmazat, F(z,y) pedig az egylépéses hozadékfiiggvény,
ami azt irja le, hogy az x allapotbdl az y allapotba keriilés milyen hozadékot
jelent. Az F-rol feltettiik, hogy korlatos, folytonos fiiggvény. Bevezettiik a
folytonos, korlatos fiiggvényeken értelmezett

(T(f)(z) = sup : {F(z,y) + Bf(v)}

yel(z
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operatort, és ennek fixpontjat kerestiik. Olyan feltételeket tettiink, amelyek
segitségével a Banach-fixponttétel alkalmazhatova valt, igy a fenti T operator
fixpontja nyilvanvaléan megoldéasa a Bellman-egyenletnek. S6t azt is megmu-
tattuk, hogy tovabbi feltevések mellett, garantalhaté a fenti egyértelmtien
létezd fixpont szigorian monoton névekedése, és szigorian konkavitasa is.

A szakasz lizenete nagyon egyszert: Sztochasztikus esetre sz6 szerint atvi-
het6k a fenti eredmények. Uj feltétel, lényegében csak egyetlen egy van, ami
a sztochasztikus sokkokra vonatkozik. Az Gsszes tObbi feltétel a determinisz-
tikus eset értelemszerd atirdsaval adodik.

El6szor is nézziink ra a korabban bevezetett sztochasztikus fliggvény egyen-
letre. Adott F, I' mellett olyan v fiiggvényt keresiink, amelyre

v(w,2) = sup { (z,y,2 /Bv Y, 2 ZdZ)}
yel(z,z)

ahol T'(z,2) C X x Z az z allapotbol a z sokk bekovetkezte esetén elérhets
allapotok halmaza, és F(z,y,z) az ebbdl a helyzetbdl az y allapotba lépés
hozadéka. Persze azonnal szembeting, hogy a determinisztikus eset megolda-
sakor alkalmazott triikkkre most is lehetGség nyilik. Csak azt kell tenni, hogy
az adott f, X x Z-n értelmezett folytonos, korlatos fiiggvényhez rendeljiik
hozzé a

@@= sw {Fepa+ [ 670
yel(z,z)

fliggvényt, és az igy kapott operatornak keressiik most is fixpontjat. Persze a
fenti integralnak mint y fiiggvényének folytonossagat valahogy biztositanunk
kell, hiszen most is a Berge-tétel az egyetlen reményiink arra, hogy a T'(f)
fliggvény is folytonos legyen, ami pedig elengedhetetlen a Banach-fixponttétel
alkalmazhatosagahoz. A régtén bevezetend§ sztochasztikus sokk-feltétel ép-
pen ezt a célt szolgilja. Ha ezzel megbirkozunk, lényegében mar készen is
vagyunk, mert akkor a determinisztikus esethez hasonldan, teljesen analog
modon kapjuk az elegendd feltételeket a Bellman-egyenlet megoldhatosaga-
ra.

8.6.1. Sokk feltétel

Emlékezziink arra, hogy a sokkok strukttrajat egy (Z, Z) mérhets tér és egy
w: Z x Z —[0,1] dtmenetfiggvény hatérozza meg. Az alabbi feltétellel éliink
a sokkokat leiré struktirara:

8.6.1. definicid (Sokk feltétel). A lenti két eset koziil az egyik fennall:

a) Z megszamlalhato és Z a hatvanyhalmaz.

b) Z C R! kompakt halmaz, Z a Z feletti Borel-halmazok halmaza, és a
atmenetfliggvény Markov-transzformaéltja teljesiti a Feller-feltételt.
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Emlékezziink arra, hogy mit jelent a Feller-feltétel! Tekintsiik az f : Z — R
fliggvény mellett a

(MF)(z) = /Z ()=, d=')

Markov-transzformaltat. Amennyiben folytonos és korlatos f mellett az M f
is folytonos (az persze nyilvanvalo, hogy korlatos), akkor a u &tmenetfiiggvény
teljesiti a Feller-feltételt.

Az a) eset fennallasa esetén is szeretnénk folytonossagrol beszélni, ezért
hallgatolagosan feltessziik, hogy a Z megszamlalhaté halmazon a diszkrét
metrika van megadva, ami persze csak annyit jelent, hogy minden fiiggvény
folytonos.

A kovetkezd jelolés bevezetése voltaképpen csak egy rovidités a sztochasz-
tikus Bellman-egyenlet felirasahoz.

8.6.2. definici6. Az f: X x Z — R, fliggvény mellett legyen N(f) : X x
x Z — R, a kovetkezSképpen definidlva.

(N, 2) = / Fly, 2 (e, d2').

Persze az éppen bevezetett N operator kapcsolatban all a Markov-transz-
formalttal: Ha f, jeloli a fliggvény els6 viltozoban rogzitett szeletét, azaz
fy = fy,-), akkor

Nf(y,z) =Tfy(2),

igy a Bellman-egyenlet picit egyszeriibben frhato:

v(x,z) = ;U(tp : {F(z,y,2)+ BN f(y,2)} .
Yy T,z

Bevezetett N operatornak van harom egyszerd tulajdonsiaga, amit érdemes
szem el6tt tartanunk:

8.6.3.
Az N operator monotonitasa nyilvanvald, az absztrakt mérték szerinti integ-
ral monotonitési tulajdonsaga miatt. Ha ugyanis f < g, akkor

Vi@ = [ 10 nd) < [ 902) ned) = No(.2).
ami éppen azt jelenti, hogy N f < Ng, azaz N egy monoton operator.
Hasonl6an, az integral linearitasabol kovetkezik, hogy az elsé valtozéjaban
konkav f mellett N f is éppen ilyen marad.
Végiil azt vegyiik észre, hogy a u(z,:) egy valoszintiségi meérték, ezért
N(f +a)=N(f)+ « is fennall.
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8.6.4. tétel. Tegyik fel, hogy a (Z,Z) mérhetd térre és a p dtmenetfigg-
vényre teljesil a sokk-feltétel. Ekkor minden f : X x Z — R folytonos és
korldtos fiigguény mellett az N f fligguény is folytonos és korldtos.

Bizonyitds. Tegytik fel, hogy (yn,2zn) — (y,2). A sokk-feltétel mindkét ese-
tében a bizonyitas kulcsa a kdvetkezs egyenlGtlenség teljestilése:

INf(y,2) = Nf(Yn, 2n)| < INF(y,2) = NF(y, 20)| + INF(Y, 20) = N f(Yn, 20)]-

a) Megszamlalhaté Z esetében, z, — z csak gy lehet, hogy 2, = z egy
bizonyos N utéan, ezért a jobb oldali els6 tag zérus. A masodik tagot kell
tehat csak becsiilniink, amikor z = z,,. No de:

Ny, 2) = N Flyn, )| = \ [ 502 = a2 <
< /Z () 1(2, d2),

ahol hy,(2") = |f(y,2") — f(yn, 2")|- Viszont h,, — 0 pontonként az f foly-
tonossaga szerint, és persze h, < 2| f||, mivel f korlatos is, igy persze
figyelembe véve, hogy u(z,Z) = 1, adodik, hogy a h,, sorozatnak van vé-
ges integrali majoransa. Ergo a Lebesgue-konvergenciatétel szerint a jobb
oldali masodik tag is tart zérushoz.

b) Amikor a Feller-feltétel jelenti a sokk-feltétel teljesiilését, akkor az egyen-
16tlenség jobb oldalanak elsG tagja zérushoz tart, hiszen

és a Feller-feltétel éppen azt jelenti, hogy T'f, folytonos. A masodik becs-
léséhez legyen D = {y, : n € N} U{y}. Az y,, — y konvergencia miatt a
D kompakt halmaz. Szoritsuk meg f-et a D x Z kompakt halmazra. Az
f folytonossaga miatt f egyenletesen is folytonos a D x Z kompakt hal-
mazon. Ez azt jelenti, hogy minden € > 0-hoz valaszthaté olyan N, hogy
minden n > N mellett | f(y, 2') — f(yn, 2')| < € egyenlStlenség teljesiil a 2’
megvalasztasatol fliggetlentil. Ezért

INF(Y, 2n) = N f(Yn, 2n)| = ‘/Zf(y, 2") = f(yn, 2" ) pa(2n, d2")| <ep(zn, Z) =e.

Azt kaptuk tehat, hogy az N f fiiggvény valoban folytonos a sokk-feltétel
mindkét specialis esetében. Ezt kellett belatni. O

8.6.2. Banach fixpont tételének alkalmazasanak feltételei

Definialjuk azt az operatort, aminek fixpontja szolgaltathatja a sztochaszti-
kus Bellman-egyenlet megoldasat. Jelolje a tovabbiakban C(S) az S = X x Z
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halmazon értelmezett folytonos, korlatos fiiggvények halmazat. Tudjuk, hogy
ez Banach-tér, ha ellatjuk az || f|| = sup{|f(z, 2)| : (z, z) € S} norméaval.

8.6.5. definicio. Adott f € C(S) mellett legyen

(Tf)(z,2) = esrtzp ){F(%% z)+ BN f(y,2)}.

Elgszor is megvizsgaljuk a bevezetett T' operator tulajdonsagait. Ahhoz,
hogy a legegyszertibb moédon a Banach-fixponttétel segitségével biztositani
tudjuk a fixpont egyértelmii létezését, az kell, hogy T kontrakcio legyen és
a C(S) teret 6nmagaba képezze. Persze a determinisztikus esethez hason-
l6an most is tobbre vagyunk: A Bellman-egyenlet szigorian monoton névé
megoldasara, mi tobb, szigortan konkav megoldhatosagara.

El6szor nézziik a kontrakcié problémajat. Most is a Blackwell-lemmat al-
kalmazzuk, ezért kell T monotonitasa és a T(f + «) < T'f + af tulajdonsag
teljestilése. Ez implikalja, hogy T kontrakcié a 8 konstanssal, tehat ha olyan
feltételeket talalunk amelyek biztositjak, hogy T(f) € C(S) is legyen, akkor
maris tudjuk, hogy a Bellman-egyenletnek 1étezik egyetlen folytonos, korlatos
megoldasa.

Ezutén ratériink majd annak vizsgalatara, hogy hogyan garantaljuk a fent
megtalalt egyértelmi megoldas szép tulajdonsagait. A szigorti monotonités-
ra olyan feltételt kell taldlnunk, amely teljesiilése esetén T" minden monoton
névekedd fiiggvényhez szigorian monoton néveked6t rendel, a megoldés kon-
kavitasat pedig agy biztosithatjuk, hogy olyan feltételeket talalunk, amelyek
garantaljak, hogy T" minden konkav fliggvényhez szigoriian konkav fiiggvényt
rendel.

Ugyanis, ha 7' mondjuk ilyen, akkor T operatort leszoritjuk a C'(S) azon
alterére, amelyek a konkév fliggvényeket tartalmazzak. Lathato, hogy konkav
fliggvények pontonkénti hatarértéke, plane egyenletes hatarértéke is konkav
marad, ami azt jelenti, hogy a széban forgo altér C'(S)-nek zart részhalmaza,
ergo ez az altér is Banach-tér. A Banach-fixponttételt itt alkalmazva kapunk
egy fixpontot, ami persze megegyezik az egész C'(5)-en talalt fixponttal, hi-
szen a tétel ott is egyértelmiiséget garantalt. Vilagos, hogy ez a fixpont kon-
kav, és T-t még egyszer alkalmazva ra, latjuk azt is hogy szigorian konkav.
A szigort monotonitést ezzel analog moédon garantaljuk.

A most megértett programhoz sziikséges operatortulajdonsagok kovetkez-
nek.

8.6.6. allitas. Legyen X C RF egy Borel-halmaz; tegyiik fel a sztochasztikus
sokkokat definidlo (Z, Z) mérhetd térrdl, és a p: Z x Z — [0,1] dtmenetfigg-
vényrdl, hogy teljesitik a sokk-feltételt; az F : graph’ — R hozamfiiggvény
legyen egy korldtos folytonos fiigguény; a I' : S — X halmaz értékd folytonos
fligguény (tehdt egyszerre alulrol és felilrdl félig folytonos) rendeljen minden
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s € S pontpdrhoz T'(s) nem iires kompakt halmazt; és legyen a diszkontténye-
zore B € (0,1).
Ekkor T rendelkezik az aldbbi tulajdonsdgokkal :

1. monoton operdtor, azaz ha f,g € C(S), amelyekre f < g, akkor Tf <
<Tg;
2. minden rogzitett o > 0 konstans mellett T(f + «) =T f + af;
3. minden f € C(S) esetén Tf is folytonos, korldtos figguény, tovdbbd az
(@,2) = {y €(z,2) : Flx,y,2) + BM f(y,2) = Tf(z,2)}
egy nem tres kompakt halmazokat felvevd feliilrdl félig folytonos halmaz-
értékd hozzdrendelés.
4. Most tegyiik fel még, hogy
(a) a T leképezés monoton az elsd vdltozdjdban, azaz
1 <x9 = D(21,2) CT(29,2);

(b) és az F hozadékfiggvény is szigorian monoton az elsé vdltozdjd-
ban, azaz

1 # 29,21 < x9 mellett F(x1,y,2) < F(xa,y, z) minden z € Z-re
ésy e X-re.

Ekkor Tf az elsd vdltozdjdaban szigorian monoton novd fiigguény, azaz
z1 < a9, w1 #F 12 = Tf(21,2) <T(22,2)
a z vdltozotdl fiiggetlentil.
5. Most azt tegyiik fel, hogy

(a) aT leképezés konkdv az elsé vdltozdjiban, azaz

z1,82 € X,A € (0,1) = T(Ax1+ (1 —A)z2,2) 2
D Al(z1, 2) + (1 — NI (22, 2);

(b) és az F' hozadékfiggvény egyiittesen szigorian konkdv az elsd két
vdltozdjdban, azaz x1,y1,x2,y2 € X, (x1,y1) # (2,y2)A € (0,1)
mellett

FAzr + (1 — Nag, dyr + (1 — Ny, 2) >

> AF(21,y1,2) + (1 = A\ F (22, Y2, 2)

minden z € Z mellett.
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Ekkor T az elsd vdltozdjdban konkdv fiigguényhez az elsd vdltozdjdban
szigorian konkdvot rendel, azaz

z1,29 € X, A € (0,1) = f(Azr + (1 — Nag,2) >
Z )\f(l‘l,Z) + (1 - )\)f(l'272§)

implikdcio teljesiilése maga utdn vonja az
x1,x2 € X521 # 22, A € (0,1) =
— TfOay + (1= Nz, 2) > AT (1, 2) + (1 = \Tf (w2, 2)
implikdciot z-tdl fiiggetlendil.
Bizonyitds. Valamennyi allitas igazolasa a determinisztikus eset parhuzamos

allitdsanak indoklaséval analog:
1) A monotonitas egyszertien az N operator monotonitasabol latszik: Ha

f < g, akkor
Tf(z,z)= sup {F(z,y,2)+BNf(y,2)} <
y€el(z,2)
< sup {F(2,y,2) + BNg(y,2)} = Tg(, 2).
yel(z,z

2) A kontrakciot biztosito feltétel is konnyd, mert tudjuk, hogy N(f + a) =
= N(f) + «. Emiatt

(T(f +a))(z,2) =
= Jw {F(2,y,2) + BIN(f + @)y, 2)} =

= sup {F(z,y,2)+B(Nf(y,2) +a)} =

yel(z,z)

= dup {F(z,y,2) + BN f(y, 2)} + Ba = (T(f)) (2, 2) + Bov.

3) T(f) folytonossagahoz tekintsiik rogzitett (z,z) € S mellett az

y— F(x,y,2) + BN f(y, 2)

fliggvényt. A hozadékfiiggvény folytonossaga és a sokkokra vonatkozo fel-
tevésiink szerint ez a fiiggvény folytonos. Igy a T'(z, ) kompakt halmazon
felveszi a legnagyobb értékét, ergo a sup helyett max is irhato. A
Berge-tétel szerint a tett feltevések elegendSek ahhoz, hogy az értékfiigg-
vény folytonosan fiiggjon a paraméterektsl. Ez éppen azt jelenti, hogy T f
folytonos.
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Azt is tudjuk még a Berge-tételbdl, hogy az argmax halmazértéki leképe-
zés feliilrsl félig folytonos. Tehat

(#,2) = {y e T(x,2) : F(2,y,2) + BN f(y,2) = Tf(2,2)}

tetszdleges f € C(S) mellett egy nem {ires, kompakt értéki, felilrsl félig

folytonos halmazértéki leképezés.

4) Tf szigorian monotonitasdhoz csak a I' monotonitasat és F szigorian
monotonitasat kell hasznélnunk:

Tf(1'17z) = yergl(i)fz) {F(xlvyaz) +ﬂNf(yvz)} <
< max {F(xlayvz) + BNf(y,Z)} <

o y€El (w2,2)

< max {F(z2,y,2) +BNf(y,2)} = Tf(22,2).
yel(z2,2)

Itt persze felhasznaltuk, hogy a fenti maximumok valoban felvétetnek és
arra az y-ra alkalmaztuk az F(-,y, z) fiiggvény szigorian monotonitasat,
amelyre F(‘rlvya Z) + /BNf(yv Z) = MAaXp(z,,z) {F(xla * Z) + ﬂNf(7 Z)} .

5) A Tf szigortan konkavitasahoz:

Tf(x1,2) = F(z1,91,2) + BN f(y1,2) valamely y; € T'(z1,2),
Tf(x2,2) = F(xa,y2,2) + BN f(y2,2) valamely yo € I'(x2, 2)

mellett. Igy a I' konkavitasa miatt
Ay + (1= Ny € Al(z1,2) + (1 — M)D(22,2) CT(Azy + (1 — Nag, 2).
Tehat egy halmaz szuprémuma nem kisebb, mint barmelyik elem, ezért:

Tf(Axy+ (1= N)ze,2) =
=max {F(Az1+(1-X)z2,y,2)+BNf(y,2z) : y € T(Ax1 + (1=N)ae, 2)} >
> F(Az1 + (1=Na2, Ay1 + (1=Ny2, 2) + BN f(Ayr + (1 = Ny, 2) >
> F(Axy + (1= Nag, dyr + (1 — Ny, 2)+

+ABN f(y1,2) + (1 = N)BN f(y2,2) >
> AF(z1,y1,2) + BN f(y1,2)) + (1 = A)(F (22,92, 2) + BN f(y2,2)) =
=T f(z1,2) + (1 = NT f(x2, 2).

A harmadik egyenlStlenség N f konkavitésa, mig a szigoru egyenlStlenség
F' szigoru konkavitasa miatt teljesiil.
Ezt kellett belatni. O
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8.6.3. A Bellman-egyenlet egzisztencia és unicitas tétele

8.6.7.
Most emlékezziink vissza a Blackwell-lemméra: Ha T egy a korlatos fiiggvé-
nyek halmazan értelmezett monoton operator, amelyre teljesiil a

T(f +a) <T(f) + Ba

egyenl6tlenség, akkor T egy kontrakcié a 8 konstanssal.

Ugyanis: f — g < ||f — g|| pontonként, ezért f < g+ ||f — g is fennall
pontonkeént, igy a monotonitas és a feltétel miatt T'(f) < T(g) + BIIf — 9|l
Ebbél elészor a T'f —Tg < B||f — g|| egyenlStlenséget, majd f és g szerepét
felcserélve a |Tf —Tg| < Bl f —g|| egyenl6tlenséget kapjuk pontonként. Ekkor
persze | Tf—Tgl|l < B||f—gll is fennall, ami éppen azt jelenti, hogy T valoban
egy B konstansu kontrakcio.

Mindent atgondoltunk a Bellman-egyenlet egzisztencidjat és unicitésat ga-
rantalo feltételekrsl. Osszefoglalasként pontosan megfogalmazzuk a fenti T
operator fixpontjaval kapcsolatos tételeket:

8.6.8. tétel (A Bellman-egyenlet egzisztencia és unicitas tétele). Legyen X C
C R* egy Borel-halmaz; tegyiik fel a sztochasztikus sokkokat definidlé (Z, Z)
mérhetd térrél, és a p : Z x Z — [0,1] dtmenetfiigguényrdl, hogy teljesitik
a sokk-feltételt; az F : graph' — R hozamfiiggvény legyen egy korldtos,
folytonos fiigguény; a T : S —o X halmaz értékd folytonos leképezés rendeljen
minden s € S pontpdrhoz T'(s) C X nem tres kompakt halmazt; végil legyen
a diszkonttényezdre 5 € (0,1).

Ekkor a Bellman-egyenletnek létezik egyetlen folytonos, korldtos megoldd-
sa, azaz létezik egyetlen v € C(S) korldtos figgvény, amelyre minden (x, z) €
€ S esetén teljesil az

o) = s {Pwp 6 [ ot}
yel(z,z) Z
egyenldség.

A fenti sup helyett max is irhatd, majd bevezetve a

Gz, z) = {y el(x,2):v(x,2) = F(z,y,2) + B/ v(y,z’),u(z,dz’)}
z
optimal policy halmazértéki leképezést a kapott G : S —o X hozzdrendelés egy
nem tres, kompakt értékid, és feliilrdl félig folytonos fligguény.

Bizonyitds. Tekintsiik a fent definialt T' : C(S) — C(S) operatort. Lattuk,
hogy ez egy kontrakci6 a diszkonttényezével mint konstanssal. Alkalmazhato
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tehat a Banach-fixponttétel. Ez azt jelenti, hogy létezik egyetlen egy olyan v €
€ C(S), amire Twv = v, ami pont azzal ekvivalens, hogy v a Bellman-egyenlet
egyetlen megoldasa.

A feliilrél felig folytonossag a[11.2.3] Berge-tétellel adodik. Tetszéleges foly-
tonos fliggvény mellett az argmax hozzarendelés, nem {iires, kompakt értékii,
hiszen azon pontok halmaza, ahol egy folytonos fliggvény felveszi a szuprému-
mét, egy zart halmaz, és persze kompakt halmaz zart részhalmaza kompakt.
Teljesiilnek tehat a Berge-tétel feltételei, ezért v feliilrsl félig folytonos is. [

8.6.9. tétel (A Bellman-egyenlet egyetlen megoldasa szigorian monoton no-
v6). Most tegyiik fel a Bellman-egyenlet egzisztencidja és unicitdsinak garan-
tdalo tétel feltételei mellé, hogy a T fligguény monoton névd az elsd vdltozdjd-
ban, és az F hozadékfiigguény szigorian monoton névd az elsd vdltozdjaban.

Ekkor a Bellman-egyenlet egyetlen megolddsa a fentiek mellett még szigo-
raan monoton novd is az elsd vdltozdjdaban.

Bizonyitds. Jelolje C'(S) az S-en értelmezett folytonos, korlatos, monoton
novs fliggvények alterét. Lathato, hogy C'(S) egy zart részhalmaza a C(5)
Banach-térnek, ezért maga is Banach-tér. Az F-re és I'-ra tett kiegészits
feltételek szerint T : C'(S) — C’(S) operator. Itt is alkalmazhatjuk tehat a
Banach-fixponttételt. Az emiatt létez6 v fixpont, nyilvan a Bellman-egyenlet
egyetlen megoldésa, és Tv = v miatt szigorian monoton novekedd is. O

Most nézziik a szigortian konkav megoldas létezését garantalo allitast:

8.6.10. tétel (A Bellman-egyenlet egyetlen megoldasa szigortian konkév).
Tegyiik fel a Bellman-egyenlet egzisztencidja €s unicitdsdnak garantdlo tétel
feltételei mellé, hogy a T fiigguény konkdv az elsd vdltozdjaban, és az F' hoza-
dékfigguény egylittesen szigorian konkdv az elsd két vdltozdjaban.

Ekkor a Bellman-egyenlet egyetlen megolddsa a fentiek mellett még szigo-
raan konkdv is az elsd vdltozdjaban.

S6t ebben az esetben a G(x,z) optimdlis policy leképezés minden értéke
egyelemd halmaz, és a G : S — S fiigguény folytonos.

Bizonyitds. Jelolje C’(S) az S-en értelmezett folytonos, korlatos, konkav fiige-
vények alterét. Lathato, hogy C'(S) egy zart részhalmaza a C(S) Banach-
térnek, ezért maga is Banach-tér. Az F-re és I'-ra tett kiegészits feltételek
szerint T : C'(S) — C’(S) operator. Itt is alkalmazhatjuk tehat a Banach-
fixponttételt. Az emiatt 1étezs v fixpont, nyilvan a Bellman-egyenlet egyetlen
megoldasa, és Tv = v miatt szigortian konkav is.

Mivel egy szigortan konkav és egy konkav fliggvény Gsszege szigoruan kon-
kav, ezért G(x, z) egy szigortian konkav fliggvény maximumbhelyeit tartalmaz-
za. Persze szigorian konkav fiiggvény két kiilonbozé pontban nem tudja fel-
venni a maximaélis értékét, igy G(z,z) egyelemid. No de egy halmazértéki
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fliggvény feliilrdl félig folytonossidga éppen folytonossagot jelent, ha a képhal-
mazok egyelemtiek. O

8.6.4. Osszegzés

Azt gondoltuk meg tehat, hogy a determinisztikus esetre vonatkozo egzisz-
tencia és unicitas tétel szinte sz szerint atirhaté a sztochasztikus esetre is.
Az egyetlen 1j feltétel a sztochasztikus sokkok strukturajara vonatkozott,
ami persze a determinisztikus esetben nincs is.

Kiilon érdemes felfigyelni a Z, tehat a sokkok halmaza megszamlalhato
feltételre, hiszen ekkor a sztochasztikus esetben sincs 14j feltétel. Szép latni,
hogy abban az esetben mikor Z egyelemii, éppen a determinisztikus Bellman-
egyenlet egzisztencia- és unicitasi tételeit kapjuk specidlis esetként. Elmond-
hatjuk tehat, hogy nem igazan van értelme sztochasztikus és determinisztikus
esetrdl beszélni, hiszen a determinisztikus dinamikus programozas nem maés,
mint a sztochasztikus dinamikus programozas az egyelemt sokk-tér specialis
esetében.
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9. fejezet

Sztochasztikus matrixok

A fejezetben a sztochasztikus sokkok strukturajat megadd atmenetfiiggvényt
vizsgaljuk abban a specialis esetben, mikor a sokkok Z = {z1,- -, z/} halma-
za véges.

Mivel egy véges halmazon megadott valoszintiségi mérték nem maés, mint
egy p = (p1,- - ,p1) valdsziniségeloszlds — p; > 0 és 22:1 pr = 1 —, ezért
egy Q : Z x P(Z) — R atmenetfiiggvény megadasa azonos | darab valo-
szintiségeloszlas megadasaval. Az i-edik eloszlas, a Q(z;, ) mérték, ezért az
atmenetfiiggvény intuicioja szerint a Q(z;, {z;}) annak valoszintsége, hogy a
rendszert a z; sokk bekévetkezte utan periddusban a z; sokk éri.

9.0.11.
Ha f: Z — R véges halmazon értelmezett fiiggvény és p egy a véges halmaz
hatvanyhalmazéan értelmezett mérték, akkor

l l
/Zfdu: kz_l/{%}fdu= EIENE

Specialisan a Q™ atmenetfliggvény-szorzatra felirva az[8.4.2] pont alatti egyen-
18séget

l
Q" (2 {z}) = /ZQ” (2 {2i}) Q(z1,d2) = Y~ Q" (21, {1 Q (21, {z1}) -

k=1
(9.1)
Vezessik be most a

I = Q(2i,{2})

jelolést. Vilagos, hogy II egy I X l-es sztochasztikus mdtriz, azaz olyan nem
negativ matrix, melynek minden sorosszege éppen 1. A fenti (9.1) n = 1

253
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speciélis esetében, a Q? szorzathoz rendelt matrix éppen a ITI? = II - II szor-
zatmétrix, hiszen a jobb oldal

1
E IL; ¢ 11 5,
k=1

ami a méatrix szorzas definicidja szerint éppen a II? matrix i-edik soranak
j-edik eleme. Ugyanigy kapjuk n = 2 alkalmazasaval, hogy a Q3 sztochasz-
tikus szorzathoz rendelt matrix éppen II3, és teljesen hasonléan, hogy a Q™
szorzathoz rendelt métrix éppen a II"™ matrixhatvany.

A Chapman—Kolmogorov-azonossag (8.4.14) tehat a
Hn+m — Hn A Hm

egyenlGséget jelenti, ami itt egyszertien a métrixszorzas asszociativitasanak
kovetkezménye.

Meggondoltuk a kévetkezd allitést.
9.0.12. allitas. A sztochasztikus mdtrizok és a véges halmaz feletti sztochasz-
tikus magok kélcsondsen egyértelmien meghatdrozzdk egymdst. E kélcsondsen
egyértelmi megfeleltetésben a sztochasztikus mag n-edik hatvinydhoz rendelt
mdtrix azonos az ezen maghoz rendelt mdtrix n-edik hatvanydval.

9.0.13.

A TI" sztochasztikus matrix i-edik soranak j-edik eleme tehat annak a valo-
szintsége, hogy a rendszer a z; sokk-allapotbol n periédus leteltének hatasara
a z; sokk-helyzetbe keriil.

A tovabbiak el6tt nézziink egy konkrét, am egyszert példat. Tegyiik fel,
hogy Z = {z1, 22}, tehat csak két fajta sokkot ismeriink. Mindkét sokkra igaz,
hogy az ismétlgdés valoszintisége 3/4, tovabba az egyik sokk utan a masik
sokk bekévetkeztének valoszintsége mindkét sokk mellett 1/4. Megkérdezhe-
t6, hogy ha kezdetben megfigyeltiik mondjuk a {z1 } sokk bekovetkeztét, akkor
sok-sok sokk utdn mi a valdszintisége a z; vagy a zo sokk bekdvetkeztének.
Hosszu tavon nézve melyiknek nagyobb a gyakorisaga?

E sztochasztikus magot leir6 matrix a

o ().

A P" els6 sora tartalmazza azt a valoszintiségeloszlast, amit z; sokkbél indul-
va n lépés utan valoszintsitiink, és a masodik sor az a valoszintségeloszlas,
amit zo sokkbol indulva kapunk. A P™ matrixot kell tehat nagy n értékekre
kozelitentink.
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Jeldlje a; = % és by = i, tovabba a,, és b, a P™ maétrix els¢ soranak els6
és masodik eleme. Ekkor a matrix szorzas definicidja szerint,

Ap+1 bn+1 _ [ an bn . 3/4 1/4
bn+1 Anp+1 o bn Qp, 1/4 3/4 ’

P

1
Ap+1 = i (3an + bn) 5

1
bpt1 = 1 (3bn + an) .

Oldjuk meg a rekurziot: Vilagos, hogy a, monoton fogy6 és b, monoton
novs sorozat, melyre a,, > % > b, teljestil minden n € N mellett. Monoton,
korlatos sorozatokként mindkét sorozat konvergens. Jeldlje @ = lim,, oo an,
és B = lim,_, b,. A rekurzidt alkalmazva azt kapjuk, hogy

a:i(?)a—h@),

1
521(3ﬁ+a)-

Figyelembe véve, hogy P™ egy sztochasztikus méatrix, azaz a,+b, = 1 teljestil
minden n € N mellett, igy kapjuk, hogy a+ 5 =1 is fennall. Ez viszont csak
agy lehetséges, ha o = 3 = %

Azt kaptuk tehat, hogy a P matrix hatvanyai pontonként konvergélnak,

“ 1/21/2
n
Pt (1 /21 /2) '
Ez azt jelenti, hogy barmelyik kezdeti sokkboél indulunk is ki, nagyszami sokk
bekovetkezte utan kiirdlbeliil azonos valészintiséggel szamithatunk mindkét
sokk el6fordulaséra.

Még vegyiik észre azt is, hogy a hatdrmatrix minden p sorara a pP = p
egyenlGség teljesiil, azaz minden sor egyben invarians eloszlas is. Latni fogjuk,
hogy pontosan mi a jelenség altalanos oka.

9.0.14.

A dinamikus programozasi feladat értelmezése szerint a Z alaphalmaz a sok-
kok tere, tehat Z elemeire mint a feladatban rejlé bizonytalansig okara te-
kintiink, ahogyan ezt eddig is tettiik. E bizonytalansig leirasara szolgal a
Z-én értelmezett sztochasztikus mag. A szohasznalat egyszertisitése érdeké-
ben a tovabbiakban nem fogjuk hangsilyozni, hogy Z elemei voltaképpen
sokkok, hanem Z elemeit a rendszer sokk-allapotainak, vagy még révidebben
allapotainak mondjuk. Ha adott egy p = (p1,p2,...,p1), kezdeti valoszind-
ségeloszlas, az azt jelenti, hogy rendre p1, po, . .., p; annak valoszintisége, hogy
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rendszeriink a z1, z2, . . ., z; helyzetben van, azaz a rendszert z1, 2o, . . ., 2; sok-
kok érik. Tegytiik fel, hogy a Z l-elemii halmazon adott egy a sokkokra jel-
lemez6 sztochasztikus magot leiro IT € R *l-es sztochasztikus matrix. Ekkor
pll valbszintiségeloszléas interpretacidja szerint a pll vektor k-adik koordiné-
taja annak valoszintisége, hogy a rendszer egy periodus elteltével utan a z
sokknak megfelel§ allapotba érkezik. Hasonléan pll (II) = pII? a két egy-
més utani periddus elteltével kapott valoszintiségeloszlas, és pII™ az n darab
id@szak utani eloszlas.

9.1. Normalalak

Tegyiik fel, hogy adott egy sztochasztikus magot definial6é II méatrix, a Z =
= {z1,..., 2} halmaz felett. Vilagos, hogy a fenti felsorolasban az elemek
sorrendje is fontos, hiszen a maéatrix reprezentacid6 megadéasaban a sorrend
is szerepel. Ha viszont ebben a matrixban felcseréljiik a i-edik oszlopot a
j-edik oszloppal, majd az i-edik sort a j-edik sorral, akkor ugyanennek a
len kiilonbséggel, hogy a Z halmaz elemeinek sorrendjét megvaltoztattuk: a
ZlsvsZiye-ey 2, .. 2 sorrendrol attértiink a zq,...,2;,...,2,... 2 sorrend-
re. Ugyanis attol, hogy a ,zivatar” nevi jelenséget z;-vel vagy z;-vel jelolom,
vagy a ,kod” nevi jelenséget a z; vagy z; szimbolumok melyikével illetem,
még magarol a jelenségrél és annak elfordulasairél nem mondtam semmit.
Mivel minden permutéaci6 transzpozicidk szorzata, ezért a sztochasztikus ma-
got csak formaélisan valtoztatja meg egy rogzitett m permutécionak a sorokra
és az oszlopokra gyakorolt hatésa. Ez pusztan annyit jelent, hogy az elemek
eredeti sorrendjérsl attériink a 2., ..., 2, sorrendre. A sor-oszlop cseréken
atesett matrix ugyanannak a jelenségnek a reprezentacidja, de mar az alap-
halmaz m-vel permutélt sorrendjére felirva.

A szakaszban azt fogjuk vizsgalni, hogy egy sztochasztikus méatrix hogyan
irhato fel a legattekinthetébb formaban, megengedve az oszlopok és sorok
atrendezését. ElGszor is egy roviditést vezetlink be a valdszintiségeloszlasok
halmazara.

9.1.1. definicié. Jeldlje

!
Azz{pZ(p1,-~-7pl)€Rl!ka(),Zpk:l}

k=1

A kovetkez§ allitas voltaképpen magétol értet6ds, és csak a terminologiat
szeretném vele rogziteni.

9.1.2. allitas. A p € Rﬂ_ nem negativ vektorra p € A; akkor és csak akkor,
ha (p;u) = 1, ahol u = (1,...,1) € R! az tigynevezett Ssszegzd vektor. A
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valdszindségeloszldsok Ay C R halmaza egy konvex, kompakt halmaz. Ha p €
€ A; egy valdsziniiségeloszlds és P eqy sztochasztikus mdtriz, akkor pP € A,
is fenndll. A P € lel nem negativ elemd mdtriz pontosan akkor sztochaszti-
kus mdatriz, ha Pu = u. Ha P és QQ sztochasztikus mdtrizok, akkor azok P -Q
szorzata 1s az.

Bizonyitds. Tan csak az utolséd allitast érdemes indokolni: Ha w az 0sszegzé
vektor, akkor (PQ)u = P(Qu) = Pu = u szerint a szorzatmétrix is egy
sztochasztikus matrix. O

9.1.3. definicié (invarians eloszlas). Legyen p € A egy valoszintiségeloszlas
és P egy sztochasztikus matrix. Azt mondjuk, hogy p invaridns eloszldsa
P-nek, ha a

pP=p

egyenl@ség teljestil.

Az invarians eloszlas interpretacidja konnyen érthets: Ha egy periodus el-
teltével nem valtozik az egyes sokk-allapotok bekovetkeztének valoszintsége,
akkor az ilyen eloszlast a sokkokat leird sztochasztikus maéatrixra nézve inva-
riansnak mondjuk.

9.1.4.
A Brouwer-fixrpont-tétel szerint egy X véges dimenziés norméalt tér K C X
kompakt, konvex halmazan, ha adott egy f : K — K folytonos leképezés,
akkor annak van f (x) = z fixpontja. Mivel A; C R! egy kompakt, konvex
halmaz, és a

p— pP

fliggvény lineéarisan, ergo folytonosan, képezi a A; halmazt sajat magéra, ezért
a fenti fixponttétel alkalmazhato. Ez azt jelenti, hogy minden sztochasztikus
matrixnak van legalabb egy invarians eloszlasa. Kés6bb latni fogjuk, hogy
ez az eredmény, a viszonylag mély eszkoznek szamito, Brouwer-fixpont-tétel
nélkiil is adodik.

9.1.5. definicié. Adott P sztochasztikus matrix mellett azt mondjuk, hogy
z; kovetkezménye z;-nek, ha létezik N € N egész szam, melyre P;; > 0
teljesiil;

z; tranziens, ha van olyan kiilonb6z6 kévetkezménye, melynek 6 maga nem
kovetkezménye. Formalisan ha létezik j # 4, és N € N, hogy F;’; > 0, 4m
P}, = 0 minden n € N mellett;

z; visszatérd, ha nem tranziens, azaz ha minden nala kiillonb6z8 kovetkez-
ményének maga is kovetkezménye.

Vilagos példaul, hogy az iménti egyszert példaban mindkét sokk-allapot tran-
ziens.
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9.1.6.
A kovetkezményének lenni, egy tranzitiv relacio. Hiszen ha z, kovetkezménye
zi-nek és z, kovetkezménye z;-nek, akkor létezik N, M € N, amelyekre

pPY.>0 PM>o.

No de a Chapman—Kolmogorov-azonossag szerint

t,s* s,

l
N+M E N pM N pM
Pt,T+ == Pt,k}Pk},T Z P P > 07
k=1

ami éppen azt jelenti, hogy z, kévetkezménye z;-nek.

E relacié tranzitivitdsa jatssza a kulcsszerepet a normélalakra vonatkozo
tételben. Az els§ kovetkezmény :

P

9.1.7. allitas. Minden tranziens elemnek van visszatérd kovetkezménye, ezért
minden sztochasztikus mdtriznak van legaldbb egy visszatérd eleme.

Bizonyitds. Ha nincs tranziens elem, akkor nyilvanvalé az &llités.
Legyen s1 € Z tranziens elem. Ez azt jelenti, hogy létezik so # s1, s0 € Z
kovetkezménye, melyre s; nem kovetkezménye so-nek. Az

(81,82)

tehat kiilénboz6 elemek gy sorba téve, hogy pontosan a nagyobb indext
kévetkezménye a kisebb indextinek.

Ha s visszatérs, akkor készen vagyunk. Ha so is tranziens, akkor létezik
83 # So, 83 € Z kovetkezménye so-nek, de so nem kovetkezménye sz-nak.
Vilagos, hogy s3 # s1, hiszen s; nem kiévetkezménye so-nek, de ss igen.
Vegyiik még azt is észre, hogy s; sem kovetkezménye ss-nak, hiszen ellenkezé
esetben a kovetkezményének lenni relacié tranzitivitasa biztositana, hogy ss
kovetkezménye ss-nek. Az

(81, S92, 83)

tehat kiilonb6z6 elemek tgy sorba téve, hogy éppen a nagyobb indexd a
koévetkezménye a kisebb indextinek.

Ha s3 visszatérs, akkor készen is vagyunk. Ha sg is tranziens, akkor van
olyan s4 # s3, s4 € Z kovetkezménye s3-nak, amelyre s3 nem koévetkezménye
sg-nek. Elgszor is 1lathato, hogy s4 ¢ {s1,s2} is fenndll, hiszen s; és s nem
kévetkezménye sg-nak, am s, igen. Masodszor pedig az {s1, s} halmaz egyike
sem kovetkezménye s4-nek, hiszen ellenkezd esetben a tranzitivitas szerint ss-
nak lenne néla kisebb indexti kovetkezménye. Az

(Sla 52,53, 84)
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tehéat kiilonb6z elemek gy sorba téve, hogy éppen a nagyobb indexi a
kovetkezménye a kisebb indextinek.

Az eljaras folytatasaval tehat vagy talalunk egy visszatérs elemet, vagy ha
$1,.-.,8—1 mindegyike tranziens, akkor utoljara alkalmazva a fenti eljarast,
végiil sorba tessziik a Z halmaz valamennyi elemét

(81,~~~,8171,Sl)

mobdon 1gy, hogy pontosan a nagyobb indext a kévetkezménye a kisebb inde-
xtinek. Persze igy a sorban az utolsé elem olyan, hogy nincs nalanal kiilonb6zé
kévetkezménye sem, ergo visszatérs. O

9.1.8. definicié (kovetkezmény-zart halmaz). Legyen adott a ) sztochaszti-
kus mag a Z halmazon. Azt mondjuk, hogy az E C Z halmaz kdvetkezmény-
zdrt, ha az alabbi két ekvivalens feltevés egyike fennall.

1. Minden z € F mellett Q (z, E) = 1.
2. Minden E-beli pont minden kévetkezménye is E-beli.

Legyen ugyanis P = [r; ;| a maghoz tartozo sztochasztikus matrix. Ha z; ¢ E
és z; € E, akkor

l
2 _ ) .
T = Tk Tk, -
k=1

Ebben az Osszegben ha k olyan, hogy z, € E, akkor @ (zx, F) = 1 miatt
7, = 0. Ha viszont egy k-ra z; ¢ E, akkor Q (z;, E) = 1 szerint 7, =
= 0. Igy latjuk, hogy 7%‘2,]‘ = 0. A fenti gondolat ismétlésével kapjuk, hogy
minden N € N esetén 7TZN] = 0, ami éppen azt jelenti, hogy z;-nek nincs az F
halmazon kiviili kévetkezménye.

Megforditva, ha z; € FE és z; minden kévetkezménye FE-beli, akkor specia-
lisan minden egy lépéses kovetkezmény is az E halmazba esik, azaz m; ; = 0

minden z; ¢ E mellett. Igy

k=1 k=1

2, €E
Ezt kellett belatni.
9.1.9.
Ha Z egy véges halmaz és P = [m; ;] a sztochasztikus mag reprezentalta
sztochasztikus matrix, agy a {zi,, 2y, .., 2, } részhalmaz pontosan akkor
kovetkezmény-zart, ha minden i € {iy,...,4.} esetén az i-edik sornak az
J ¢ {i1,..., i} sorszamu oszlopaira m; ; = 0.
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Ez gy is fogalmazhato, hogy a P matrixbol megtartva csak az i1,...,14,
indexekkel rendelkez$ sorokat és oszlopokat, a kapott matrix is egy r x r
méretd sztochasztikus matrix.

Most példat mutatunk kévetkezmény-zart halmazra és olyanra is, amely
nem ilyen.

9.1.10. allitas. A wvisszatérd elemek halmaza eqy kiovetkezmény-zdrt hal-
maz. A tranziens elemek halmazdnak minden nem tres részhalmaza egy nem
kovetkezmény-zdrt halmaz.

Bizonyitds. Legyen ugyanis u egy visszatérd elem, és v annak kévetkezménye.
Persze feltehets, hogy v # u. Ha w a v-nak v-t6l kiilonb6zé kovetkezménye,
akkor latni fogjuk, hogy v is w kdvetkezménye. Ez nyilvanvalé w = u eset-
ben. Egyébként pedig a tranzitivitas szerint w kévetkezménye u-nak is, és u
visszatérs volta igazolja, hogy u is kovetkezménye w-nek. Ujra hasznalva a
tranzitivitast, kapjuk, hogy v kévetkezménye w-nek.

Ha a tranziens elemek halmazanak F' egy nem iires, kdvetkezmény-zart
részhalmaza, akkor pusztan az ezen indexek feletti részméatrix is egy szto-
chasztikus matrix. E részméatrixnak van tehét visszatéré eleme, ami nem
lehetséges, hiszen ez az elem visszatér$ lenne az eredeti matrix szerint is,
marpedig F' éppen a tranziens elemeket tartalmazza. O

9.1.11. definicié (ergodikus halmaz). Legyen @ egy sztochasztikus mag a
véges Z halmaz felett. A Z halmaz részhalmazai koziil a nem {ires, minimalis,
kévetkezmény-zart halmazokat ergodikus halmaznak mondjuk.

A minimalitason azt értjiik, hogy az F C Z ergodikus halmaznak nincs
nem {ires valodi kbvetkezmény-zart részhalmaza, ergo ha G C E, G # O egy
kovetkezmény-zart halmaz, az csak ugy lehetséges, ha G = F.

9.1.12. allitas. Legyen P sztochasztikus mdtrix a Z halmaz felett. Jelolje E

s oz

a visszatérd és F a tranziens elemek halmazdt. Ekkor
1. Z eléall Z = F U E diszjunkt egyesités alakjiban, ahol E # .

2. Ha a tranziens elemek F' halmaza nem tres, akkor F' nem kévetkezmény-
zdrt halmaz.

3. Az visszatérd elemek E halmaza elddll mint véges sok, diszjunkt, nem
tires, ergodikus halmaz egyesitése.

Bizonyitds. Az elsé allitast mar igazoltuk az el6bbiekben, hiszen minden elem
vagy tranziens vagy visszatérd, és minden sztochasztikus matrixnak van leg-
alabb egy visszatérd eleme.

A maésodik allitast még erésebb formaban is lattuk: A tranziens elemek
tetsz6leges nem iires részhalmaza nem alkot kévetkezmény-zart halmaszt.
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Vezessiik be a visszatérs elemek F halmazéan a kovetkezo relaciot: Az u, v €
€ FE mellett

U v <= u=wv, vagy u kovetkezménye v-nek

Persze e relacio reflexiv. Ha u = v és v # u, akkor u kdvetkezménye v-nek.
De v is visszatér6, igy minden néla kiillonb6z6 kévetkezményének, ergo u-nak
is, maga v is kbvetkezménye, azaz v = u fennall, megmutatva, hogy = relacio
szimmetrikus is. Mivel a kévetkezményének lenni egy tranzitiv relécio, ezért
v is tranzitiv. Osszefoglalva: a « relacio egy ekvivalenciarelacio az E halmaz

felett. Az alaphalmaz végessége miatt F elGall
E=UM, FE,

legfeljebb | darab ekvivalenciaosztaly egyesitéseként.

Mar csak azt kell igazolni, hogy minden egyes Fj ekvivalenciaosztaly ergo-
dikus halmaz. Az Ej, kovetkezmény-zart halmaz, hiszen ha z; kovetkezménye
z; € By C FE-nek, akkor a visszatérd elemek kovetkezmény-zartsaga szerint
zj € E is fennall. Definici6 szerint tehat z; = z;. No de e relaci6 szimmetrikus
is, ergo z; és z; azonos ekvivalenciaosztdlyba esnek, azaz z; € E}.

Legyen most G C FEj egy nem iires, kovetkezmény-zart részhalmaz. Ha
z € Gésw € Fy,z # w, akkor z és w egyazon ekvivalenciaosztaly elemei,
igy w = z. Ez definicié szerint azt jelenti, hogy w kévetkezménye z-nek. No
de G egy kovetkezmény-zart halmaz, tehat w € G is fennall. Megmutattuk
tehat, hogy Ey C G is teljesiil, ami éppen azt jelenti, hogy Fj egy nem iires,
minimélis, kovetkezmény-zart halmaz. O

9.1.13. k6vetkezmény. Minden sztochasztikus mdtrizhoz van olyan permu-
tacio, amelyet a sorokra és az oszlopokra alkalmazva az aldbbi mddon parti-
ciondlt mdtrizhoz jutunk.

F FEi Ey ... Ey
F |Rog Ro1 Ropo ... Rowm
Eq R171 ..
Es R272 -
Ey .. R]\/[,M

9.1.14. allitas. Egy sztochasztikus mdtriznak pontosan akkor van egyetlen
eqy ergodikus halmaza, ha létezik s1 € Z, amely tetszbleges s # s1,s € Z
elem kévetkezménye.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy egyetlen ergodikus részhalmaz van. A vissza-
téré elemeken a fent bevezetett = ekvivalenciarelacionak ekkor egyetlen egy
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ekvivalenciaosztalya van, azaz barmelyik visszatérs elem kévetkezménye bar-
melyik mésik visszatérének. Tudjuk , hogy ha van tranziens elem, ak-
kor annak van visszatérs kovetkezménye, igy a tranzitivitas szerint barmelyik
visszatérd elem rendelkezik a kivant tulajdonsaggal.

Ha s; kévetkezménye minden més elemnek, akkor az tranziens nem lehet,
hiszen tranziens elem nem kovetkezménye az egyik elemnek. Az s; tehat
olyan visszatér$ elem, amely minden visszatérs elemnek kdvetkezménye is.
Ez azt jelenti, hogy a = relacionak egyetlen ekvivalenciaosztilya van, ezért
csak egyetlen ergodikus részhalmaz van. O

9.2. Invarians eloszlasok

9.2.1. allitas. Legyen II egy sztochasztikus mdtriz, és képezzik az

lnfl
A, ==-S"11

kézepeket. Ekkor ez a sorozat a sztochasztikus mdtrizok kérében konvergens,
azaz létezik @QQ sztochasztikus mdtriz, amelyre

Ay, = Q

Itt a konvergenciat a mdtrixz elemeire kell érteni. A Q hatdrmdtrizra teljesiil
a

nQ =Q = QI

azonossdg.

Bizonyitds. Vilagos, hogy A,, minden n € N természetes szam mellett szto-
chasztikus matrixok konvex linearis kombinaciojaként maga is sztochasztikus
méatrix. A matrix elemei tehat nem negativak és legfeljebb 1 az értékiik. Egy
korlatos valos sorozat pontosan akkor konvergens, ha tetsz6leges részsoroza-
tanak azonos a hatarértéke. Ezt a tuljadnosagat fogjuk A,, méatrixsorozatnak
is igazolni.

Legyen tehat A, egy olyan részsorozat, amelyre A,, — Q. Vilagos, hogy
@ is sztochasztikus matrix. Ekkor:

1 et 1 & 1
A, = — = —N"1F =4, + — (1™ —I).
. nk; nkg o )

Itt az utolsé tag a zérus métrixhoz tart, hiszen egy korlatos sorozatnak és egy
végtelenhez tarté sorozatnak a hanyadosa a métrixsorozat minden rogzitett
eleme. Igy I1A,, — Q. A szorzas folytonossaga szerint persze I14,,, — IIQ,

© Typotex Kiadd

© Magyarkuti Gyula



www.interkonyv.hu

9.2. INVARIANS ELOSZLASOK 263

igy @ = 1IQ. Innen nyilvanvalé indukcié mutatja, hogy @Q = II*Q minden
t € N. Mindkét oldalon képezve az n elemd % szamokkal sulyozott konvex
kombinaciot mar azt kapjuk, hogy Q = A,Q is fennall. Teljesen hasonloan,

jobbrél szorzésra attérve, azt kapjuk, hogy

teljestil minden n € N mellett.
Legyen most A, egy mésik konvergens részsorozat, amelyre 4, — R. Az
egész eddigi gondolatot ismételhetjiik @ helyett R-re, igy azt kapjuk, hogy

RA, =R=A,R.

No de QA,, — QR é A,,Q — RQ igy felhasznalva, hogy a bal oldali
matrixszorzatok értéke a konstans @@

QR = Q = RQ.

No persze R és () szerepe szimmetrikus, emiatt felcserélhetjiik egyiket a ma-
sikkal. Igy az
RQ=R=QR

egyenlGség is fennall, amibdl mar Q) = R is kovetkezik. Ezt kellett belatni. O

9.2.2. allitas. Legyen I egy sztochasztikus mdtrix és Q az A, = % Z;:Ol It
kozepek hatdrértéke. Ekkor a QQ sztochasztikus mdtrix sorai invaridns eloszld-
sai II-nek, sét 11 invaridns eloszldsainak halmaza azonos a QQ mdtriz sorainak
konvez burkdval.

Tetszdleges pog € A valdszindségeloszlds esetén a pir1 = pdl iterdcio szdm-
tani kézepeibdl dllo sorozat konvergdl a Il egy invaridns eloszldsdhoz. Ponto-

sabban :
n—1

1
- E Pt = po@-
n

=0

Bizonyitds. Legyen pg € A; tetszdlegesen rogzitve. Vilagos, hogy

p1 = poll, po = pill = polI%, ..., py = poll".

Az A, — Q miatt pgA, — poQ, és poA, = % Z?;Ol poll?, ami épp az iteralt

sorozat szamtani kézepeinek konvergenciajat jelenti.
A QII = II azonossag szerint

(PoQ) IT = po (QII) = po@Q.

Ez éppen azt jelenti, hogy po@ egy invarians eloszlasa II-nek. Mivel ez minden
po € A; mellett igaz, ezért @) sorainak tetszdleges konvex kombinécioja a 11
egy invarians eloszlasat adja.
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Legyen most pll = p,p € A;, azaz egy invarians eloszlas. Ekkor pg =
= p valasztéassal az Osszes iteraltra p; = p, és persze pA, = p is fennall.
Alkalmazva az eddig méar igazoltakat kapjuk, hogy

p = pA, = pQ

Ez éppen azt jelenti, hogy a p invarians eloszlas a @) sorainak konvex kombi-
nécidja, tehat a Il-re invaridns eloszlasok halmaza éppen @ sorainak konvex
burka. O

9.2.3.
Az imént azt mutattuk meg, hogy

{PoQ :po € Ay} ={p € Ay :pll =p}.

Ezek kovetkezménye, hogy a (Q matrix egyszertien mutatja azt az esetet,
mikor II-nek csak egyetlen egy invarians eloszlasa van.

9.2.4.
A TI-nek pontosan akkor van egyetlen egy invarians eloszlasa, ha Q minden
sora azonos.

9.3. Invarians eloszlasok unicitasa

Természetesen meriil fel, hogy amennyiben a Banach-fixponttételt alkalmaz-
zuk az
ppllpe A

folytonos fiiggvényre, akkor az invarians eloszlasok unicitésara is elegendd fel-
tételt kapunk. Latnunk kell, hogy ezzel az 6tlettel csak elegendd feltételt kap-
hatunk az invarians eloszlas egyértelmtségére. Legyen ugyanis a sztochaszti-

kus magot megadd méatrix a
01
= (1 0) _

Ekkor tetszoleges a € [0,1] mellett (o,1 — a)II = (1 — a, @), tehat egyetlen
fixpont van az (3, 1) eloszlés. Az is vilagos, hogy | f (p) — f (¢) | = |p — 4|l
minden p, ¢ € A mellett, ami azt jelenti, hogy az invarians eloszlas unicitésa
anélkiil is fennallhat, hogy a p — pll leképezés kontraktiv médon képezné
Aj-et Aj-be.

Most olyan erds feltételt keresiink, ami mar kontrakciot is biztositja.

9.3.1. lemma. Legyen II egy sztochasztikus mdtriz. Definidlja

!
gj=min{m ;:i=1,...,l} és 5:5 £j.
J=1
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Ekkor az f : Ay — Ay, f (p) = pIl leképezésre az

If(p)—f@<A—¢)lp—q|

egyenldtlenség minden p,q € A; mellett teljesdil.

Bizonyitds. A kovetkezd szamolasban azt hasznaljuk, hogy p,q € A; és hogy
a Il egy sztochasztikus matrix.

If()—f@l=1E-9ll=

l l l
=D D i a)mig| =D > =) (g — )+ (pi—ai)es| =

j=1"i=1 j=1"i=1 =1
l l
=S i - a) (i — mZ
j=1'i=1

l l

=> 1D (i — @) (mi; —£5) + 50| <

j=1"i=1
l l
<Y D lpi—ail(mig—e)l =
=1 j=1
l 1 1
=Y lpi—ald (mij—e)=> Ipi—al(1—e)=(1—¢e)p—ql
i=1 i=1 i—1
Ezt kellett belatni. O

Vilagos, hogy az el6z6 tételben € > 0 pontosan akkor teljesiil, ha van olyan
zj € Z sokk-allapot, amelybe egy 1épés hatasara minden z; llapotbol pozitiv
valoszintiséggel keriil a rendszer.

9.3.2.

Ha a II sztochasztikus matrixra teljesiil, hogy van olyan oszlopa, amelyben
minden elem zérustol kiilonbozs, akkor a folyamatnak csak egy invarians
eloszlasa van és tetszéleges mg € A; mellett a pri1 = pill rekurzié konvergal
az egyetlen invarians eloszlashoz.

Ebben az esetben ugyanis € = Ei:l g; >0, ezért az f: Ap = Ay, f(p) =
= plI leképezés kontrakcio a (A, | - ||) Banach-téren. A Banach-fixponttétel
szerint a leképezésnek van egyetlen egy fixpontja, ami persze definicié szerint
a IT egyetlen egy invarians eloszlasa, és a pr11 = f (px) iteracié a fixponthoz
konvergal tetsz6leges pg € A; kiindulasi eloszlas mellett.

Most ezt a gondolatot altaldnositjuk.
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9.3.3. allitas. Legyen 11 egy sztochasztikus mdtriz. Jeldlje rogzitett N € N
természetes szdm mellett

l
Eg-N)zmin{wg’I;[):izl,...,l} és E(N)ZZEEN),
j=1

ahol 7155) jeloli a TIN mdtriz i-edik sordnak j-edik elemét.

Ha létezik N € N, melyre eN > 0, akkor a I-nek csak egyetlen invaridns
eloszldsa van és a pr41 = prll rekurzioval megadott sorozat tetszdleges po €
€ Ay vektorbol indulva az invaridns eloszldshoz konvergdl.

Bizonyitds. Ha q € A invarians eloszlasa II-nek, akkor az invarians eloszlasa
IIV-nek is, hiszen

gV = ()TN = qIIV ! = (I TV 2 = gITV 2 = ... = gll = ¢.

Alkalmazzuk az eddig belatottakat a IT"V szorzatra. Tudjuk hat, hogy IV -nek
pontosan egy invarians eloszlasa van, ezért II-nek sem lehet t6bb. Persze min-
den sztochasztikus matrixnak van invarians eloszlasa, ezért I1-nek is pontosan
egy inveridns eloszlasa van.

Most azt mutatjuk meg, hogy a tételben definialt rekurziv sorozat tetszé-
legesen valasztott py € A; mellett konvergal ehhez a p* € A; egyértelmten
létezd invarians eloszlashoz. Tekintsiik a

k— ponN

sorozatot. Az el6z6ek szerint limy_, oo polT*Y = p*.
Hasonl6an, nézziik most a

ko pOHkN+1

sorozatot. Mivel poIT¥N*1 = (poIT) I*Y | ezért e sorozat tekinthetd tgy, mint a
p1 = poll pontbol induld rekurzidja a IV szorzatnak, ezért limy_, o0 polI¥N 1 =
= p*.

Teljesen azonos médon a

ko pOHk:N-‘r2

sorozatrol is latjuk, hogy limy_, oo poIlI*N+2 = p*.

Ezt ismételhetjiik, egészen a

k pOHkN-‘,-N—l
sorozatig és persze limy_, oo polIFV TN =1 = p*.

Azt kaptuk tehat, hogy a tételben megadott rekurziv sorozat N darab a
p* ponthoz konvergal6 sorozat Osszefésiilésével keletkezik. Vilagos, hogy az
ugyanahhoz a ponthoz konvergalé sorozatok Osszefésiiltje is a szébanforgd
ponthoz konvergal. O
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9.3.4. allitas. Ha egy sztochasztikus mdtriznak csak egyetlen ergodikus hal-
maza van, akkor annak pontosan egy invaridns eloszldsa van.

Bizonyitds. Jelolje R = %(IJrH). Mivel I és II sztochasztikus maétrixok,
ezért R mint ezek konvex kombinécidja is egy sztochasztikus méatrix. Persze
ebbdl az is kdvetkezik, hogy R valamennyi hatvanya is sztochasztikus méatrix.
Most vegyiik észre, hogy egy p € A; eloszlas pontosan akkor invaridnsa II és
R egyikének ha az invarians eloszlasa a masiknak. Ugyanis

pR=p — %p+%pH:p = %pH: %p > pll=p.
Ha Il-nek egyetlen ergodikus halmaza van, akkor létezik j, hogy z; kovet-
kezménye minden néala kiilonb6z6 z;-nek. Ez azt jelenti, hogy létezik j, hogy
minden i # j-hez létezik n; € N, hogy 7's > 0. A valasztott z; visszatérd,
hiszen az ergodikus halmaz egyik eleme. Mivel minden visszatérs elem sajat
maganak is kovetkezménye, ezért ¢ = j-hez is van a ﬂf; > 0 elvarasnak meg-
felels n; egész. Jelolje N = max {ni,na,...,n;}. Persze a Binomidlis tétel a
maétrixgytriben is érvényes, ezért

N
1 N\ _.
N )
by (M
=0

Latjuk tehat, hogy R métrix j-edik oszlopaban minden elem pozitiv. Alkal-
mazva az el6z8 tételt, azt kapjuk, hogy R-nek csak egyetlen invarians eloszlasa
van, emiatt persze II-nek is csak egy invarians eloszlasa van. O
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10. fejezet

A Hausdorfl- és a
Banach—Tarski-paradoxonrol

Delians: ,,How can we be rid of the plague?”
Delphic Oracle: ,Construct a cubic altar of the double
the size of the existing one.”
Banach and Tarski: ,Can we use the Axiom of Choice?”
Stan Wagon (1985) [Wagon (1985)]

Egy narancs véges sok részre bonthat6 olyan moédon, hogy a részekbsl két
narancs is Osszerakhato; vagy egy biliard goly6 és Stephan Banach életnagy-
ségi szobra feldarabolhato paronként egybevago részekre [Stromberg (1979)].
Ezek a szokasos népszertsité formai Hausdorff, Banach és Tarski idevago té-
teleinek:

Adott két korldtos halmaz R3-ban, amelyeknek a belseje nem dres. Ekkor
e két halmaz felbonthato véges sok diszjunkt részhalmazra ugy, hogy az egyes
részhalmazok egymdsba vihetdk a tér egybevdgdsdgi transzformdcidinak segit-
ségével.

A fenti allitas egyrészt a 20. szazadi matematika egyik legnagyobb megle-
petése és jol mutatja a haromdimenzios térbeli végtelen halmazok képzeletbeli
jellegét. A tétel kizarja a nem trivialis, végesen additiv forgatas- és eltolés-
invarians mértékek létezését az R™ (n > 3) tér egész hatvanyhalmazéan; és
ramutat az olyan mértékkiterjesztési eljarasok sziikségszertiségére, mint pél-
déaul a Lebesgue-mérték szokasos Caratheodory-féle konstrukcioja.

271
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Maésrészt emlékezziink arra, hogy mennyire természetes és konnyi gondolat
az, hogy a végtelen halmaz fogalmat karakterizalhatjuk azzal a tulajdonsag-
gal, hogy az valamilyen értelemben azonos, ekvipotens, egy valédi részhal-
mazaval. Itt észre kell venniink, hogy a végtelen fogalmanak megértésére valo
torekvés az emberi tudasvagy egyik legrégebbi megjelenési formaja, és valo-
szintleg pszichénk egészen mélyen kodolt része. A valodi részhalmazzal vald
azonossag a Szentharomsag fogalméban is elSkeriil. Ott is Isten végtelensé-
gének megnyilvanulasat lathatjuk benne. Ez utobbi végtelenségfogalomnak
bizonnyal semmi kéze a halmazelméleti végtelenség fogalmahoz, de tjabb
érv amellett, hogy a Banach—Tarski-paradoxonra ne mint egy matematikai
szornysziilottre gondoljunk, hanem a végtelenség egy kdvetkezményére.

10.1. Hausdorff-paradoxon

Elészor Vitali programjat gondoljuk at, persze sokkal absztraktabb kornye-
zetben, majd bevezetjiik a kongruens, az ekvidekompozabilis és a paradox
halmazok és csoportok fogalmat. Példat is adunk paradox halmazra, amibgl
mar kénnyen fog kovetkezni, hogy a haromdimenzios egységgtmb S? feliile-
te, egy megszamlalhato halmaztol eltekintve megduplazhato. A tovabbiakban
S™ jeloli az n + 1-dimenzids egységgdmb feliiletét.

10.1.1. Particionalas egy csoport hatasaként

10.1.1. definicié (a G csoport hat az X halmazon). Legyen G egy csoport
és X egy rogzitett halmaz. Azt mondjuk, hogy G az X-en hat, ha minden
g € G -hez létezik egyértelmtien egy g : X — X bijekci6, melyre

gh=Goh ¢ 1=id (10.1)

Azt mondjuk, hogy G fixpontmentesen hat az X-en, ha minden g € G,
g # 1 esetén g egy fixpontmentes bijekcidja X-nek.

10.1.2.

Amennyiben G az X-en hat, ugy a
Py ~—1
9 =(9)

L' = 1 miatt gog~l=

azonossag is teljesiil, hiszen g - g~ id is fennall.

10.1.3.
Legyen G egy az X halmazon hato csoport, és M C X egy rogzitett részhal-
maz. Vezessiik be a kovetkezs P (G) — P (X) operaciot:
BCGesetén B*={ze€X:Ime M, g€ B,x=gG(m)} =
=U{g(M):g€ B}.
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Jelolje tetszoleges B C G és tetszlleges g € B mellett gB = {gh: h € B} C
C X halmazt. Ekkor

(9B)" =3(B"),

ugyanis

U{g/\h(M):heB} - {f(M):fegB}:(gB)*.

10.1.4.
Erdemes a kovetkez6 példakat a késobbi tételek folyaman is szem el6tt tartani.

1. Legyen G egy csoport és X = G. Adott g € G mellett a g : G —» G
bijekcit legyen a g-vel képzett balszorzas, azaz

g (h) = gh.

Koénnyen lathato, hogy ez valoban bijekeio és (10.1)) is fennall, tehat G
valoban egy a G-n hato csoport. S6t: G fixpontmentesen hat G-n.

2. Legyen n > 2 természetes szam mellett G = SO (n + 1), azaz az S™
forgatasainak csoportja és X = S™. Adott g € G esetén g = g. Lathato,
hogy SO (n + 1) hat az S™-en, de nem fixpontmentesen. Ugyanis n > 2
miatt, a forgatas tengelye és az n + 1-dimenzios egységgomb két kdzos
pontja egyben a forgatas fixpontja is.

3. Legyen G = SO (2), azaz az R? sik S* egységkorének forgatascsoportja
és X = St. Adott g € G esetén g = g. Az SO (2) csoport fixpontmen-
tesen hat az S'-en.

4. Legyen G az R? sik S' egységkorének racionélis szogekkel valé forga-
tascsoportja, és X = S'. Adott g € G esetén § = g. A G csoport persze
fixpontmentesen hat az S'-en.

5. Legyen X = [0,27), és G a [0,27)-beli racionalis szamok additiv cso-
portja a modull6 2m-vel szamitott Osszeadéds mivelettel ellatva. Adott
g € G esetén g : [0,27) — [0,27) a
g(r)y=g+r  mod (2m)

mo6don megadott fliggvény. Vilagos, hogy ez csak atfogalmazasa az el6z6
példanak, és G fixpontmentesen hat [0,27)-en.

6. Legyen X = R és G a racionalis szamok additiv csoportja. Adott g € G
esettn g: R - R a
gr)y=g+r
modon definialt fliggvény. Vilagos, hogy G fixpontmentesen hat X-en.
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10.1.5. allitas. Legyen G egy az X halmaz folétt hatd csoport. Jeldlje G (x) =
{g(z) : g € G} az x pont pdlydjdt.
alkotja, azaz

{G(z) : x € X} particidja X -nek. (10.2)

(2) Tegyiik most fel, hogy G fixzpontmentesen hat az X halmazon. Vegyiink
ki a fenti particio minden halmazdbol pontosan egy-egy elemet és jelolje M
az igy kapott reprezentdns halmazt. Ekkor a {g (M) : g € G} halmazrendszer
particidja X -nek, amely ekvipotens G-vel, azaz

(3) Régzitsiik az iménti M reprezentdns halmazt, és tekintsink a G egy
G = U]_B; particigjat. Ekkor X = U], B az X particidgjdt adja ahol x a

110.1.5. szakaszban bevezetett transzformdcio.

Bizonyitds. (1) Elgszor is ¢ € G (x) minden x € X mellett fennall, hiszen az
1 € G multiplikativ egységelemre 1 = id. Masodszor, ha u € G (z) N G (y)
azaz valamely r, s € G mellett 7 (x) =u =75 (y) és z € G (), akkor z € G (y)
is fennéall. Ugyanis ha z = tA(:B) , valamely ¢t € G esetén, akkor

2=1@) =T W) =T (rT ) =T (T GEW)) = G5 (1) € GW).

Megmutattuk tehat, hogy G () C G (y). Hasonléan kapjuk, hogy G (y) C
C G (x), tehat

G@)NGy) #2=G(x)=G(y),
ami azt jelenti, hogy val6ban egy particidjat alkotja X-nek.

(2) Most tegyiik fel, hogy {g: g € G, g # 1} fixpontmentes bijekciok. Per-
sze minden z € X mellett z € G (x) és arra az egyetlen m € M-re, amelyre
m € G (z), az x € G () = G (m) is teljesiil, ami épp azt jelenti, hogy létezik
g € G, melyre x = g (m).

Tegytik fel most, hogy valamely g, h € G mellett g (M) Nh (M) # @, azaz
létezik m, m’ € M, melyekre g (m) = h (m'). Ekkor persze

G(m)NG(m') # 2,
ezért G (m) = G (m'). De mivel a (10.2)) particié minden részhalmazabdl csak
egyetlen elemet vettiink ki az M halmaz képzéséhez, ezért m = m/ is teljesiil.
. ~ -\ —1 —
fgy G(m) = % (m), amibsl m = (h) G(m)) = (h-1g) (m) kovetkezik.
Tehat a h=tg € G egy olyan elem, melyhez rendelt bijekcionak van fixpontja.

A feltételiink szerint ez csak gy lehetséges, ha h~'g = 1, azaz h = g.
(3) Az allitas szinte csak atfogalmazasa (2)-nek. O
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A bizonyitandé allitds szempontjabol kitérs, de érdemes felfigyelni arra,
hogy a fenti [I0.1.5] allitas szoros kapcsolatban van a nem mérhet$ halmaz
szokasos konstrukcidjaval.

10.1.6.

Tekintsiik elGszor a 4. vagy 5. példat. Az ott konstrualt M halmaz biztosan
nem Lebesgue-mérhetd, hiszen az el6z8 allitas szerint a [0,27) intervallum
elsall

0.27) = J (9+ M)
g€Q

diszjunkt egyesités alakban. Mivel a Lebesgue-mérték eltolas-invarians, ezért
M meérhetGségébdl a g+ M eltolt halmazok mérhetGsége is kovetkezne, majd
a 2r = lim, oo nA (M), ami nyilvan ellentmondas, hiszen ez utobbi szdm
csak 0 vagy +oo lehet.

A 6. példa alkalmazasa is R egy nem Lebesgue-mérhet halmazahoz vezet.
A 1017 allitasbeli M halmaz konstrukciojat csak egy kicsit kell megvaltoz-
tatnunk. Egyrészt minden = € R mellett van olyan y € R, 0 < y < 1, hogy
x —y € Q. Ez azt jelenti, hogy G (x) N [0,1] # & minden x € R esetén, te-
hat a reprezentansokat valaszthatjuk a [0,1] intervallumbol, igy az M C [0,1]
tartalmazas feltehets. Masrészt

pic |J (+M)=H,
9€Qlg|<2

hiszen x € [0,1]-hez létezik g € Q melyre x € g+ M, azaz x — g = m € [0,1].
Ezért |g| = |x — m| < 2. Azt kaptuk tehat, hogy a H halmazra [0,1] C H C
C [-2,2] +[0,1] = [-2,3]. Amennyiben tehat M Lebesgue-mérhetd lenne,
akkor H is Lebesgue-mérhetd lenne, és H Lebesgue-mértékére 1 < A (H) <
< 5 éllna fenn. De H definicioja szerint csak A (H) = 0, vagy A(H) = oo
lehetséges, ami ugyanazt az ellentmondast adja, mint az el6z6 példa.
10.1.7.
A fenti példabol az is vilagos, hogy nincs P (Sl)—en 1 megszamlalhatoan
additiv forgatas-invarians mérték, amelyre 0 < p (S 1) < oo. Ebbél azonnal
kovetkezik, hogy nincs olyan valds, eltolas-invarians p mérték az egész P (R)-
en, amelyre 0 < 2 ([0,1]) < 1, ezért az A — Ax[0,1]" " leképezés segitségével
rogton lathatjuk, hogy nincs eltolas-invarians p mérték a P (R™) halmazon
értelmezve, amelyre  ([0,1]") = 1.

A[I0.1F allitasra ugy is nézhetiink, mint egy altaldnos eszkoz nem mérhetd
halmazok konstrukciéjahoz.
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10.1.2. Ekvidekompozabilis halmazok

10.1.8. definicié (kongruens halmazok, A g B). Legyen G egy az X
halmazon hato6 csoport, valamint A, B C X. Azt mondjuk, hogy az A halmaz
G-kongruens a B halmazzal (A =g B), ha létezik g € G, amelyre g (A) = B.

10.1.9. definicié (ekvidekompozabilis halmazok, A ~ ¢B). Legyen G egy
olyan csoport, amely az X halmazon hat, tovibba A, B C X. Azt mond-
juk, hogy az A és a B halmazok G-ekvidekompozaibilisek (A ~ ¢B), ha
létezik A-nak és B-nek olyan véges particioja, amelynek elemei paronként
G-kongruensek egymassal.

Magyarul: létezik A = U], A; és B = U}, B; diszjunkt felbontas, ame-
lyekre A; 2 B; minden ¢ = 1,...,n mellett.

Elképzelhets, hogy egy halmaz ekvidekompozabilis egy valodi részhalma-
zéval:

10.1.10. allitas. Legyen G egy az X halmazon hato csoport, valamint P C
C A C X, és tegyiik fel, hogy létezik g € G és létezik Q C X, amelyekre

PCQCA walamint §(Q)=Q\ P.

FEkkor
ANg(A\P).

Bizonyitds. Vilagos, hogy az A = QU(A \ @) valamint az AN P = (Q \ P)U
U (AN Q) diszjunkt egyesitések, valamint §(Q) = @ ~ P és 1 (AN Q) =
=ANQ. O

A fenti allitas feltételeit kielégité konkrét transzforméciokat talalunk pél-
daként a[[0.2.7] lemmaban és a[I0.1.13l allitasban.

10.1.11. definici6é (paradox halmaz). Legyen G egy csoport, amely az X
halmazon hat és A C X. Azt mondjuk, hogy az A halmaz G-paradozx, ha
léteznek B, C C A; BN C = @ diszjunkt részhalmazok, amelyek kiilén-kiilon
G-ekvidekompozabilisek A-val, azaz B ~ gA és C ~ g A is fennall.

A allitasban latjuk majd, hogy a fenti definicioban BUC = X
is feltehets. Ehhez a Banach-Schroder—Bernstein-tétel kell, de amig nincs
sziikségiink ra, addig nem érdemes kihasznalni.

10.1.12. definici6é (paradox csoport). Egy csoportot paradoznak mondunk,
ha agy tekintve mint egy sajat maga felett hato csoport (lasd a[10.1.4] szakasz
1. példat), a G halmaz G-paradox.

Az alabbiakban példat adunk paradox csoportra. Ha arra gondolunk, hogy
az egész szamok azért ekvipotensek a paros szamokkal mert mindegyiket
meg kell szoroznunk 2-vel, taldn nem is olyan meglepd, hogy milyen kénnyen
taldlkozhatunk egy artatlan paradox csoporttal.
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10.1.13. allitas. Minden két elem generdlta szabad csoport paradoz.

Bizonyitds. Szabad csoport elemeinek redukélt szoként valo elGéllitasa egy-
értelmd, értelmes tehat a kovetkez halmaz megadasa. Jelolje W (a) a G
csoport a-val kezd6d6 redukalt szavaibol allo részhalmazat, amennyiben o =
= o*! vagy a = 7F1, ahol o és 7 a két generalé eleme a G szabad csoportnak.
Vilagos, hogy G eldall az alabbi diszjunkt egyesitésként:

G=W @) UW (e Y UW (r)uW (r~') U {id}.

Jelolie P = W () UW (r7') U {id} és Q = P U W (o). Lathato, hogy
c(Q)=W(o) =Q ~ P, ami a allitas szerint azt jelenti, hogy G ~
~W (o) uW (0‘1) . A fenti gondolatban o helyett 7-t irva, azt kapjuk, hogy
G~W(r)uw (7'_1), ami e két utobbi halmaz diszjunktsaga miatt igazolja
az allitast. O

10.1.14. allitas. Tekintsiink eqy A C X halmazt, amely G-paradox és legyen
A CX; A~ gA'. Ekkor A’ is G-paradox halmaz.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy B,C C A diszjunkt halmazok, amelyekre B ~
~ gA és C ~ gAis fennéll. Létezik A = UZ_,; Ay, particio és léteznek g, € G

B' = U'_ 95 (Ax N B) és hasonléan C" = UP_, gk (Ax N C). Vilagos, hogy
B'NC' = @ és B ~ gB’ valamint C ~ gC’. A ~ ¢ relacio tranzitivitdsa
miatt tehat B’ ~ gA’ és C' ~ gA’. Ezt kellett belatni. O
10.1.3. Hausdorff-paradoxon

El6szor is azt kell latnunk, hogy amennyiben van egy paradox csoportunk
akkor ennek segitségével konnyen kaphatunk mas paradox halmazokat is. S6t,
az alabbi allitas megforditasa is igaz (lasd [Su (1990)] és [Wagon (1985)]), de
itt most érdektelen.

10.1.15. allitas. Ha G az X halmazon fixrpontmentesen hatd paradox cso-
port, akkor X s G-paradoz.

Bizonyitds. Legyenek B, C' C G diszjunkt részhalmazai G-nek, amelyek kiilon-
kiilon ekvidekompozabilisek G-vel. Léteznek tehéat

B = U;LZIBZ' s C= UT:ICj
particiok, valamint g;, h; € G elemeki =1,...,n,ésj = 1,..., m, amelyekkel

U?:lgiBi =G és U;-"ZlhjC’j =G
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is egy-egy particiojat alkotja G-nek. A [10.1.5 allitasbol mar tudjuk, hogy
ha az M halmaz a {G (z) : * € X} particio tetszbleges reprezentansaibol all,
akkor {g (M) : g € G} halmazrendszer is particidja X-nek, ezért a G egy par-
ticionalasa az X egy particionalasat indukalja a[I0.1.3] szakaszban bevezetett
*: P (G) — P (X) transzformécio6 segitségével. Tehat B* = UB; particioné-
lasat adja B*-nak és G* = U (g;B;)" particionalasat adja G*-nak. De
B*=UL,Bf ~¢ Ui16:i(Bf)=UL,(9:B;)" = (Ug:B:))" =G = X.

Hasonloan C* ~ X is fennall. O

A probléma tehat abban all, hogy milyen médon kapunk SO (3) forgatas
csoport két elem generélta szabad részcsoportjat?

10.1.16. allitds (Wierczkowski, 1958). Az S? gémbfeliilet SO (3) forgatds
csoportjanak van két elem generdlta szabad részcsoportja.

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy van SO (3)-nak két eleme — ¢ és p
—, amelyek altal generalt részcsoportban a redukalt szavak eléallitasa egyér-
telmii. Ez azzal ekvivalens, hogy a ¢! és a pT! jelekbdl az identités transz-
formacio legalabb egy hosszt szoként nem rakhato ki.

Legyen ¢ a z-tengely koriili arccos % fokkal valo forgatas és p az x-tengely

koriili ugyanekkora szogti forgatas. Ekkor ¢-nek és ¢~ '-nek valamint p-nak
1

és p~'-nek a matrix reprezentacioja:
L oF2f0 1o o
g = a2 L oo =0 § ¥
0o 0 1 022 1

Tekintsilink tehat a ¢ és p generélta részcsoportban egy w redukalt szot, amely
egyenld az identitas transzformécioval és legalabb egy hosszi. Feltehets, hogy
w utolsé betiije ¢, hiszen ezt elérhetjiik a ¢~ w¢ konjugalassal. Megmutat-
juk, hogy amennyiben w egy a ¢ és a pt' elemekbdl alkotott redukdlt szo,
melynek utolsd betidje ¢, akkor

w[1,0,0] = [a7 02, c] /3%

alaki, ahol a,b,c € Z egészek, tovdbbd 3 nem osztdja b-nek. Ebbsl béven
kovetkezik, hogy w nem lehet az identitas transzformacio. (Latjuk majd, hogy
a gyengébb allitast nehezebb lenne indukecidval bizonyitani.)

A w hossza szerinti indukci6é kovetkezik. Amennyiben w egy hossza, azaz
csak ¢-bdl all, akkor

w[1,0,0] = ¢[1,0,0] = [1,2\/5,0} /3,
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ami valoban megfelel az allitdsnak
ag=1; by=2; =0

jeloléssel.
Tegylik fel most, hogy k£ > 1 és minden k-nal révidebb redukalt szo teljesiti
allitdsunkat, valamint w éppen k hosszi. Ekkor

w = (bzl:l,w/ vagy w = p:i:lw/’
ahol
w' [1,0,0) = [ak—labk—lﬂa Ck—l] /3k1

alakban irhato fel, persze ag_1,bg—1,cx—1 € Z és bx—1 nem oszthaté 3-mal.
Amennyiben w = ¢+’ alaku, akkor az alabbi egyszert szamolgatés szerint:

3514 [1,0,0] = 35~ LoF ' [1,0,0] = $* [ak_l,bk_lﬁ, ck_l} _

1 2\/ 2\/ 0

g 3 ‘|‘bk 1\[ 3

= ag—1 +cx-1[0,0,1] =

= [a,H F dbj—1, £2V2a5_1 + \/ibk—lagckfl} /3=
= lar b2, e /3,
ahol tehat
ap = ap_1 F4bp_1; br =br_1 £2ap_1; cr=3cp_1. ()
Hasonléan, ha w = pTw’, akkor

35w [1,0,0] = 35 p*u’ [1,0,0) = p*! [ak 1,0k 1V2, e 1] =

7o

{3% 1, V20,1 F 2V2ck 1, +4bg 1 + ck_1 /

- [ak,bk\@, ck} /3,

1

= ap—1[1,0,0] + be-1v2 |0, g,i

ahol most
ar = 3ak—1; by =bp_1 F2-1; k= cp_1 T dbp_1. (1)

Az (T) és () miatt ax,bg,cr € Z valdban egész szamok. Azt kell még
megmutatnunk, hogy 3 nem osztja a by egész szamot. Ha k = 2, akkor by =
=2+ 2 vagy by = 2F 0, tehat by csak 0,2 vagy 4 lehet. Nézziik most a k > 2
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esetet! Négy esetet fogunk szétvalasztani.

1. Ha wy, = ¢ ptlwy_o alaka, akkor (1) miatt by = bp_y & 2a,_1 és (1)
szerint by, = by_1 =2 - 3ag_s. Igy az indukcios feltevés szerint 3 nem osztoja
br,_1-nek ezért nem osztoja bp-nak sem.

2. Ha wy, = pTl¢tlwy_o alakban van felirva, akkor (i) miatt by, = by_1 F
F 2¢k—1 és (T) figyelembevételével by = bx_1 F 2 - 3ck_a, ezért 3 ebben az
esetben sem osztoja bi-nak.

3. Ha wy, = ¢t ¢ wy,_o alaki, akkor (1)-et kell kétszer alkalmaznunk, igy

b = br—1 £2ap_1 = bp_1 £ 2(ar_2 F4br_2) = bp_1 £ 2ap_5 — 8bp_2 =
=b—1 + (br—2 £ 2ap_2) — p_o = 2bg_1 — Ibj_2.

Itt az utolso lépésben (f)-et alkalmaztuk harmadszorra is k helyett a k — 1
szamra. Mivel az indukcios feltevés szerint 3 nem osztdja by_1-nek, ezért 3
nem osztoja br-nak sem.

4. Ha wy, = p*'pTlwy_o alakban van felirva, akkor most (1)-et kell kétszer
alkalmaznunk, és ugy atalakitani, hogy a (1) ajboli alkalmazasaval az el6z6hoz

hasonlé eset alljon elé.

b = brp—1 F2¢,p—1 = bp—1 T2 (ch—2 £ 4bg—2) = bp—1 F 2c—2 — 8bp—2 =
=bp—1 + (bp—2 F 2ck—2) — Ybp—2 = 2by—1 — Ibj_o.

Belattuk tehat, hogy 3 nem osztdja by-nak egyik esetben sem. O

Erdekes latni, hogy bizonyitasunk egyediil itt lenne hibas, ha azt R2-re pro-
balnank alkalmazni, hiszen a sik egységkorének forgatasai nyilvanvalé6 médon
kommutativ csoportot alkotnak, marpedig az trivialis, hogy egy kommuta-
tiv csoportnak csak az egy-egy elem generalta részcsoportjai lehetnek szabad
csoportok.

10.1.17. allitas (Hausdorff, 1914). A R3 gombfelszinének létezik olyan meg-
szamldlhatd részhalmaza, amelynek komplementere SO (3)-paradox.

Bizonyitds. Legyen G az SO (3) két elem altal generalt szabad részcsoportja,
amely allitds miatt paradox. Vilagos, hogy a négy jelbdl kirakhato
szavak halmaza legfeljebb megszamlalhato szamossaga és minden forgatés,
amely az identitastol kiilonbozik éppen két pontot hagy érintetleniil. Jeldlje
tehat D az aldbbi megszamlalhato szamossagi halmazt:

Di{xeSzzElgeGg(:r):xésg;éid}

Ha g € G esetén létezik € S% \ D, melyre g(x) = x, akkor az csak tgy
lehetséges, ha g = id is teljesiil. Ha x € S? esetén g (x) € D, akkor létezik
h € G,h # id, amelyre h (g (z)) = g (x), ezért © = g~ hg (z), ahol g~thg #
=1id. Eszerint © € D = g(x) € D is fennall minden g € G esetén, emiatt
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g (52N D) = 52\ D is teljesiil. A G paradox csoport tehat S? \ D-n hat,
s6t fixpontmentesen hat. Alkalmazhato ezért a[I0.1.15] allitas, amely szerint
az S? \ D halmaz G-paradox, tehit SO (3)-paradox is. O

10.2. Banach—Tarski-paradoxon

Hausdorff a fenti allitas segitségével megmutatta, hogy nincs az S? gémbfe-
lillet egész hatvanyhalmazan értelmezett p forgatas-invarians végesen additiv
halmazfiiggvény, melyre p (S 2) = 1. A bizonyitésa szerint egy ilyen p minden
megszamlalhato halmazt 0-ba visz, igy az &llitas nyilvanvald kévetkezménye
a fenti Hausdorff-paradoxonnak.

Banach egyrészt megmutatta, hogy a Hausdorff-paradoxonbol a megszam-
lalhat6 halmaz kihagyhato, ezért rogton latszik, hogy ilyen mérték valoban
nincsen. Masrészt észrevette, hogy kénnyen attérhetiink B? részhalmazainak
vizsgalatara, s6t R® két olyan részhalmaza, amely egyrészt nem tial nagy
(belefér egy gombbe), masrészt nem tul kicsi (beleirhaté egy gémb) szintén
egymasba darabolhaté.

10.2.1. Gyenge alak

A Hausdorff-paradoxon megszamlalhaté halmazat az alabbi konkrét transz-
forméaciokkal fogjuk ignoralni:

10.2.1. lemma. - Legyen P C S egy megszdmldlhaté halmaz és 7, : R? —
R2: 7, € SO (2) az « s26g1i forgatds. Ekkor megszdmldlhatéan sok o kivételével
minden o € [0,2m) esetén

(U 72 (P)NP=g.

[

- Legyen P C 82 egy megszdmldlhatd halmaz. Ekkor létezik Q megszdmldlhato
halmaz és w : R3 — R3;w € SO (3) forgatds, hogy

PCQRCS? é w(@Q=Q~P.

- Létezik 0 € N C B? megszdmldlhato halmaz, és létezik r: R? — R3:r € G
egybevdgdsdgi transzformdcid, amelyre

r(N) =N~ {0}.

Alkalmazva tehdt az a|10.1.10 dllitast azt kapjuk, hogy amennyiben P meg-
szdmldlhatd, akkor

S% ~ 50(3) (52 ~ P) valamint B* ~ g, (83 ~ {O}) .

© Typotex Kiadd

© Magyarkuti Gyula



www.interkonyv.hu

282 10. A HAUSDORFF- ES A BANACH—TARSKI-PARADOXONROL

Bizonyitds. (1) Valamely « € [0,27) mellett legyen z, = €!®. Ha erre az a-ra
és valamely n € N-re 77 (P) N P # @, az azt jelenti, hogy létezik x,y €
€ P, amelyre 2z = y, azaz 2z, = Vg . Mivel egy komplex szamnak csak n
darab n-edik gyGke van, ez azt jelenti, hogy adott (z,y,n) € P x P x N-hez,
csak véges sok « létezik, amelyre 777 (P) N P # &. Megismételve ezt P x
X P x N minden elemére, azt kapjuk, hogy csak megszamlalhatéan sok olyan
a € [0,27) sz0g van, amelyre (US2 72 (P)) NP # &.

(2) Legyen most P C S? C R? egy megszamlalhato halmaz. Valasszunk
egy olyan L egyenest, amely S2-et P-t6l kiilonbdz6 pontokban metszi. Mivel
P csak megszamlalhatd szamossagi, ilyen egyenes biztosan van. Legyen wy, :
:R3 — R3 ezen L egyenes mint tengely koriili o szogti forgatéas. Vilagos, hogy
csak megszamlalhato olyan sik van, amely L-re meréleges és tartalmaz P-beli
pontot. Erre a legfeljebb megszamlalhatéan sok sikmetszetre alkalmazva a
lemma els6 felében méar igazolt allitast, azt kapjuk, hogy megszamlalhatéan
sok a szog kivételével tetszGleges a-ra

(U2 (P)) NP = o.

Egy ilyen a mellett tekintsiik a @ = P U (US2 wl (P)) diszjunkt egyesitést.
Vilagos, hogy P C @ C S?; Q megszamlalhaté szamossagi; és w (Q) =
=Upliwg (P)=Q N\ P.

(3) Jeldlje u = (1,0,0) € S?. A lemma masodik allitasat alkalmazva legyen
u € Q C S? megszamlalhat6 halmaz, valamint p az a forgatas, amelyre

p(Q)=Q ~ {u}.

Legyen N = %Q — %u Vilagos, hogy N C B, amelyre 0 € N. Definidljuk az
alabbi r egybevagosagi transzformaciot :

o (o ) Lo

Ha z € N, akkor x = %q — %u valamely ¢ € Q-val, igy

@) =p(tg-tusl L=ty
PP =P\l Tt ) TR = Pl T o

amibdl
1 1

r(N) = 2p(@) — gu=3 (@~ {u}) ~ gu= N~ {0}. 0

10.2.2. allitas (Banach—Tarski-paradoxon gyenge alakja). Az S? gombfeliilet
SO (3)-paradoz, valamint a B®> gémb G3z-paradoz.
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Bizonyitds. A Hausdorff-paradoxon szerint S? \ P egy SO (3)-paradox hal-
maza a gombfelszinnek. Az €l6z6 lemma miatt viszont (52 \ P) ~ go(3)5?,
ezért a allitast alkalmazva azt kapjuk, hogy S? valéban SO (3)-
paradox halmaz.

A gombfeliilet egy részhalmazahoz hozzarendelve ugyanezen gémbfeliilet-
részhez tartozo gémbecikket, konnyen lathato, hogy B \ {0} pedig SO (3)-
paradox részhalmaza, ezért Gsz-paradox részhalmaza is a B3 gombnek. Az
el6z6 lemma miatt viszont B3 \ {0} ~ g,B3, ezért a fentihez hasonléan
a allitast alkalmazva kapjuk, hogy B? valéban egy Gs-paradox hal-

maz. O

10.2.2. Erds alak

Az er6s alak igazolasanak egyetlen triikkje, hogy a szdmossidgok elméleté-
bél jol ismert Schroder—Bernstein-ekvivalenciatételt kell élesiteniink bijekci-
Ok helyett tavolsagtartod bijekciokra. Ehhez el6szor bevezetiink egy relaciot,
amelynek szimmetrikus része az ekvidekompozabilitas relacidja lesz.

10.2.3. definici6 (ekvidekompozabilis beagyazas). Tegyiik fel, hogy G egy
az X halmazon hato csoport, A, B C X. Azt mondjuk, hogy A ekvidekom-
pozébilis része B-nek, ha létezik B’ C B, amelyre A ~ ¢,B’. Ezt A < ¢B
modon jeloljiik.

10.2.4. allitas (Banach—Schroder—Bernstein). Legyen G egy az X halmazon

hatd csoport és A, B C X. Ekkor B X gA és A =< B esetén A ~ gB is
fennadll.

Bizonyitds. Legyen A = U, A, diszjunkt felbontas és g; € G, amelyekre
Uit 19:i (Ai) = B' C B egy particidja B'-nek. Hasonl6an, B = U* | B; partici6
és fj € G, amelyekre UTL, f; (B;) = A’ C A is partici6ja A'-nek. Legyenek a
g: A= B gx)=gi(z),r€Ajésaz f:B— A, f(z) = fi(z),z € By
modon definialt bijekciok. Tekintsiik a

D:P(A)—P(A); ®(D)=ANf(B~g(D))

halmaz-halmaz leképezést. Vilagos, hogy Dy C Dy esetén @ (Dy) C @ (Dy)
teljestil. Megmutatjuk, hogy létezik ®-nek fixpontja. Ehhez tekintsiik a

H={CCA:CCPO)}

halmazrendszert. Mivel @ € H, ezért H nem fres, igy legyen D = UH
az Osszes H-beli halmaz egyesitése. Persze C' € H mellett C C D, ezért
C C ®(C) C ®(D), amibsl D C @ (D) kovetkezik. Igy tehat & (D) C
C (P (D)), ezért & (D) € H, ergo (D) C D is teljestil. Talaltunk tehat
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D C X halmazt, amelyre

AND=f(B~g(D)) (1)
teljestl. Legyen i =1,...,nés j=1,...,m esetén

E;=AiND; hi=g; Enj=Ff(Bij~gD); hoy=f"
Vilagos, hogy D = U}, E; particioja D-nek; B N\ g (D) = UJL (B; \ g (D))
particioja B \ g (D)-nek, ezért (1) miatt
AND =UJL, f; (Bj~g(D)) = UL Eny;
particioja A . D-nek. Egyiitt tehat
A= UZiInEk
particioja A-nak.
Mivel U™, §; (A;) = B’ C B particidja B'-nek, ezért
Uil (Bx) = U1 9: (A;N D) = g (D) C B'

partici6ja g (D)-nek. Vilagos a ﬁnH (Ent;) = Bj ~ g (D) azonossag, emiatt
pedig UZ;“Z”Hhk (E)) particioja B \ g (D)-nek. Azt kaptuk tehat, hogy

Upt i (Ex)
particiéja B-nek. Ezt kellett belatni. O

Els6 kovetkezményként egyszertisithetjiik a paradox halmaz definiciojat.

10.2.5. allitas (paradox halmaz felbontasarol). Legyen G egy az X halmazon
hatd csoport. Legyen C' C A olyan halmaz, amelyre C' ~ ¢ A. Ekkor tetszdleges
C CQC A esetén Q ~ gA is fenndll.

Az A C X halmaz pontosan akkor G-paradox, ha A elédll A = BUC
diszjunkt egyesités alakban, ahol B és C' is G-ekvidekompozaibilisek A-val.

Bizonyitds. Vilagos, hogy a tartalmazasok miatt C < ¢Q < ¢A. No de 4 <
< ¢C is fennall, ezért a Banach—Schréoder—Bernstein-ekvivalenciatétel miatt
Q ~ gA is teljesiil. A masodik allitds mar az els§ kévetkezménye. O

10.2.6. allitas (Diszjunkt duplazas). Legyen A C R3 egy zdrt gomb és A,
ennek olyan eltoltja, hogy AN Ay = @. Ekkor A~ g, AU A;.

Bizonyitds. A gyenge alak és az el6z§ allitds szerint az A gébmbnek van
olyan A = B U C diszjunkt elgéllitasa, ahol B és a C részhalmaz is Gs-
ekvidekompozébilis A-val. Ekkor persze C' is G3-ekvidekompozabilis A;-gyel.
Mivel A; és A diszjunktak, ezért A=BUC ~ g, AU A;. O
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10.2.7. allitas (n-szerezés). Legyen A C R3 egy zdrt gomb, és Aq,..., A,
ennek véges szama eltoltja. Ekkor

A~ Gs U?:lAj

Bizonyitds. Persze n szerinti teljes indukcid, és az n = 1 eset csak azt allitja,
hogy A ~ ¢, A. Tegyiik fel, hogy, hogy A ~ ¢, U ;‘;fAj és lassuk be n-re.
Vilagos, hogy A, ~ U}’;ll Aj az A, részhalmazaként ekvidekompozabilis A egy
részhalmazaval, tehat A,, U?;llAj = @, B, ahol B az A-nak olyan eltolja,
melyre AN B = &. Ezért

?:lAj = (U?;llA]) U (An ~N U;lz_llA]) = GaAU B ~ g, A.

No de A 2 U7_; A; trivialis, ezért az ekvivalenciatétel miatt A ~ ¢, UT_; A;
is valoban teljesiil.

10.2.8. allitas (Banach-Tarski-paradoxon erds alakja). Legyen Q és T azR3
egy-egy korldtos részhalmaza, amelyeknek belseje sem dres. Ekkor Q ~ ¢,T,
azaz a Q és a T halmazok Gs-ekvidekompozdbilisek egymdssal.

Bizonyitds. Legyen A egy olyan zart gémb, melyre A C @ és melynek bizo-
nyos B eltoltjara B C T. Mivel Q) teljesen korlatos, ezért vannak A-nak olyan
A1, ..., Ay eltoltjai, amelyekre Q C U7_; A;. Vilagos, hogy a tartalmazasok
és az el6z6 tétel szerint

A j G3Q j Gs U_?:lAJ ~ G3A7

igy ujra az ekvivalenciatételt hasznélva azt kapjuk, hogy A ~ ¢,Q. Ugyanezt
kapjuk A-nak a bizonyités elején definialt B eltoltjara és T-re, azaz B ~ ¢, T.
Osszevetve: Q ~ g, A ~ g, B ~ @, T valoban teljesiil. Ezt kellett belatni. [

,Csak 6t kenyeriink van és két halunk”
Mt. 14.17
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11. fejezet

Berge maximumtétele

A Berge-tétel azt allitja, hogy egy jol viselkedd feltételes szélsGérték feladat-
nak a megoldasa a feltételt leir6 paraméterek folytonos fiiggvénye, és az op-
timumot létrehozo pontok halmaza folytonosan fiigg a paraméterektdl.

E gondolat kicsit pontosabb megfogalmazasa a kivetkezs. Adott x para-
méter allapot esetén a feltételi halmazt T' (z)-szel jeloljiik. Az optimalizalas
e feltételi halmaz felett folyik. A célfiiggvény is fiigghet a feladat paraméte-
reitsl, ami azt jelenti, hogy adott x mellett keressiik a

sup f (z,y)
y€el(z)
optimumot. Persze méas x-re ez varhatéan mas lesz. Az optimum értékét
m (x)-szel jelolve a feladat megoldéasanak értékét kapjuk a paraméterek fiigg-
vényében. Az optimalis pontok halmazat p (x)-szel jeloljiik. Olyan feltételeket
keresiink, amelyek biztositjak a paraméterekhez e maximalizalo elemek p ()
halmazat rendel6 hozzarendelés és az m értékfiiggvény valamilyen értelemben
vett folytonossagat.

Az eredeti forras [Berge (1959)|, ennek ma elérhetd verzioja [Berge (1997)].
Egy modern és nagyon szép osszefoglalod talalhato [Aliprantis—Border (2006)),
chap. 17.5]-ben. E fejezet is elsGsorban ez utobbin alapul.

Elgszor is tisztazzuk a halmazértéki fiiggvények legfontosabb folytonossagi
koncepcioit és azok kapcsolatat. A masodik szakaszban fokozatosan igazoljuk
a maximumtételt a kiilonbozé folytonossagi feltevések mellett. A fejezetben
a konyvtdl eltéréen kicsit erésebb topologiai ismereteket tételeziink fel. Fel-
tessziik, hogy az olvasé ismeri az altaldnositott sorozat fogalmfitﬂ és azok ele-

1 Az altalanositott sorozat hasznélata elsGsorban ott probléméas és kétséges, mikor a
részsorozatok fogalma is felmeriil. A probléma, hogy néhany egymastol lényegesen

kiilénb6zé részsorozat-fogalom is természetesen meriil fel. Itt mi részsorozatot nem
fogunk hasznalni.

287
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mi topologiai vonatkozésait, példaul, hogy az altalanositott sorozatok konver-
genciajaval a folytonossag és a zartsag is jellemezhets. Ha az olvasot zavarja
a fejezet altalanos fogalmazésa, akkor nem sokat veszit azzal, ha az Osszes
allitast metrikus térre, vagy akar véges dimenziés euklideszi terek esetében
gondolja meg, ekkor persze altaldnositott sorozaton a szokasos sorozatot kell
értenie. Mivel ezen egyszertsitd feltételek a gondolatok indoklasat érdemben
nem valtoztatjak, inkdbb az altalanos alakban fogalmazzuk meg a tételeket.
Legelss 1épésként definialjuk a négy szoba jovs folytonossagi koncepciot:

11.0.9. definici6é. Az X és Y topologikus terek kozti I' : X —o Y halmazér-
tékid hozzarendelést

feliilrdl félig folytonosnak neveziink egy xg pontban, ha minden olyan V
nyilt halmazhoz, melyre T'(zg) C V létezik olyan U nyilt kérnyezete az xg
pontnak, hogy minden z € U esetén I' (x) C U is fennall;

alulrél félig folytonosnak neveziink egy xy pontban, ha minden olyan V
nyilt halmazhoz, melyre T' (z9) NV # & létezik olyan U nyilt kérnyezete az
xo pontnak, hogy minden x € U esetén I' (z) N U # & is fennall;

folytonosnak mondunk az xg pontban, ha az alulrol félig folytonos és egyben
feliilrdl félig folytonos leképezés is xp-ban;

zart leképezésnek neveziink, ha a
graphl' = {(z,y) e X xY :y € T'(x)}

grafja az X x Y szorzattér zart részhalmaza.

A szokasoknak megfelelgen a leképezés feliilrsl, alulrdl félig folytonosnak
vagy folytonosnak neveziink, ha az az értelmezési tartomanya valamennyi
pontjaban felilrsl, alulrél félig folytonos vagy folytonos.

Zart leképezésnek lenni egy globalis koncepcid, nincs ennek megfelels lo-
kalis fogalom.

11.0.10.

Egy halmaz pontosan akkor zéart, ha minden benne 1év6 konvergens altalano-
sitott sorozat hatarértéke is a halmazhoz tartozik. Specialisan ez azt jelenti,
hogy a I' pontosan akkor zart leképezés, ha

Va (T, Ya) € graphT' lim (x4, y4) = (z,y) = (x,y) € graphT

implikacio fennall. Mivel az (x4, yo) par konvergenciaja kiilon az x,, és kiilén
az 1y, altalanositott sorozatok konvergenciajat jelenti, ezért a zart leképe-
zés egy ekvivalens atfogalmazasa a kovetkezs: Minden olyan (x4, y.) parra,
amelyre y, € I'(z,), lim, z, = z, lim, y, = y fennallnak, az y € T (z)
tartalmazéas is teljestil.
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11.1. A zartgraf-tétel erdGsitése

A feliilrdl félig folytonos és a zart leképezések kapcsolatarol a legegyszertibb
allitas az ugynevezett zartgraf-tétel.

11.1.1. allitas (zartgraf-tétel). Legyen az X topologikus tér és az Y egy
kompakt, Ty topologikus tér. A ¢ : X —o Y halmazértéki leképezés, amelyre
a ¢ (z) képhalmazok zdrtak. Ekkor o zdrt leképezés mivolta és felilrdl félig
folytonossdga egymdssal ekvivalens feltevések.

A tételt ebben a forméajaban csak a szakasz végén igazoljuk. Ennek oka,
hogy a zartgraf-tétel ebben az alakjaban gyengébb annal, minthogy célja-
inknak megfelelne. Mind a sziikségességet mind az elégségességet tekintve a
fentinél kicsit erGsebb alakra van sziikségiink. A zartgraf-tételt nem fogjuk
hasznalni, de a szakasz végén megmutatjuk, hogy a kiovetkezs két allitas va-
loban erdsitései a zartgraf-tétel sziikségességi és elegenddségi allitasainak.

11.1.2. allitas. Legyen a ¢ : X — Y halmazértéki leképezés, és tegyiik fel,
hogy azY topologikus tér Ty tulajdonsdgi, azaz barmely két kiillonbézd pontnak
vannak diszjunkt kérnyezetei.

Ha ¢ egy felilrdl félig folytonos leképezés, melynek értékei kompakt halma-
zok, akkor ¢ zdrt leképezés is.

Bizonyitds. Legyen (z4,y) — (x,y) konvergens altalanositott sorozat, mely-
re minden a mellett (x4,y,) € graph ¢. Meg kell mutatnunk, hogy (z,y) €
€ graphp, azaz y € @ (x) is teljesiil. Tegyiik fel indirekt, hogy y ¢ ¢ (z).
Mivel ¢ (z) kompakt és az Y tér Tu, ezért létezik V és W nyilt halmaz,
amelyekre

yeV,p(x) CW, VW =of]

Kihasznalva ¢ feliilrsl félig folytonossagat, talalunk olyan U € 7 (x) kérnye-
zetet, melyre ¢ (2) C W,Vz € U fennall. Mivel x, — z ezért elég nagy «
mellett z,, € U, tehét y, € ¢ (z4) € W. Mas oldalrél y, — y € V is fennall,
ezért elég nagy a mellett y, € VN W = &, ami ellentmondas. O

11.1.3. allitas. Legyenek @, : X — Y halmazértékd leképezések, vo € X
egy rogzitett pont. Tegyik fel, hogy a ¥ (x¢) halmaz kompakt, ¢ zdrt leképezés,
és 1 felilrdl félig folytonos xg-ban. Ekkor a @ N1 leképezés is felilrdl félig
folytonos az xoy pontban.

Bizonyitds. Legyen a W nyilt halmazra ¢ (xq) N9 (zg) C W. Keresiink N €
€ 7 (z9) nyilt kornyezetet, amelyre minden x € N mellett ¢ (z) N (z) C W.

2 ¥z € ¢ (z)-re a Ty tulajdonsag szerint IV,, W, diszjunkt nyilt halmaz, amelyekre
z € W,y € V2. A ¢ (z) kompaktsaga szerint legyen {W,,..., W. } véges lefedés.
Ekkor W = U} (W, ésV =], V.
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Ha v (x9) € W, akkor alkalmazva 1 feliilrsl folytonossagat, létezik N €
€ 7 (xp), hogy minden z € N mellett

p(z)NY(z) Sy (z) CW.

Egyébként, tekintsik a K = ¢ (x9) ~ W nem iires, kompakt halmazt.
Vilagos, hogy K N (20) = ¢ (z0) N4 (z0) N W = @. Igy tehat minden y €
€ K mellett (x0,y) ¢ graph . Felhasznélva, hogy ¢ grafikonja zart halmaz,
minden y € K, hoz létezik U, € 7 (zg) kérnyezet és V,, € 7 (y) kirnyezet,
hogy

(U, x V) Ngraphp = @.

Persze az {V,, : y € K} rendszer fedése a K kompakt halmaznak, ezért létezik
véges K C Ufcv:lVyk lefedés. Jelolje V = Ufcvleyk nyilt halmazt. Persze

Y (xg) CKUW CVUW.

A ) fliggveény feliilrol félig folytonossaga szerint létezik U € 7 (z¢) nyilt kor-
nyezet, hogy minden z € U mellett

Y(z) CVUW.
Ha z € N)_,U,,, akkor (N)_,U,, x V)N graphy = & szerint
)NV =0

igy a két utobb kiemelt sort Osszevetve azt kapjuk, hogy minden z € U N
N (N, Uy, ) esetén ¢ (2) N1 (2) C W. O

Csak a fenti két allitasra lesz sziikségiink, de a teljesség kedvéért nézziik
hogyan kovetkezik ezekbdl a zartgraf-tétel:

a zdrtgrdaf-tétel igazoldsa. A sziikségességet és az elegenddséget kiilon-kiilon

indokoljuk:

1. Tegyiik fel el6szor, hogy ¢ feliilrdl félig folytonos. Mivel ¢ () képhalmaz
zart, és Y To tulajdonsagn, ezért ¢ (x) a kompakt Y halmaz zart részhal-
mazaként maga is kompakt. Alkalmazhato tehat a [[1.1.2] allitas, ergo ¢
valoban egy zart leképezés.

2. Most azt tegyiik fel, hogy ¢ zart. Legyen ¢ : X — Y az a konstans
fiiggvény, amelyre minden z € X mellett ¢ (z) = Y. Vilagos, hogy ¢-re
és 1-re fennallnak a allitas feltételei, hiszen a konstans fiiggvény
trivialisan feliilrél félig folytonos. Igy a ¢ = p N4 fiiggvény is feliilrl félig
folytonos. O
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A metszet leképezés folytonossiga az optimalizacié elméletben kulcsfontos-
sagn kérdés. Ennek oka, hogy a feltételi halmaznak valamilyen paramétertsl
valo fiiggését irjuk le halmazértékd leképezések megadasaval. Nincs termé-
szetesebb annal, mint a feltételi halmazt valamely korlatozo feltételrendszer
egyiittesének teljesiilésével megadni, ergo halmazértékd leképezések metsze-
teként. A bizonyitott allitas egy jol hasznalhato elegendd feltételt ad
a metszet leképezés feliilrsl félig folytonossagara. Az alulrél félig folytonos-
sag ennél sokkal nehezebb kérdés. A [I1.1.3] allitashoz hasonlo kornyezetben
a metszet leképezés alulrol félig folytonossaga nem is teljesiil, ennél finomabb
feltételekre van sziikség. Az érdekl6dd olvasd egy bevezetést kap a metszet
leképezés alulrdl félig folytonossaganak problémakorébe [Dancs et al. (2011)]-
ben.

11.2. A maximumtétel

Az értékfiiggvény folytonossaga pusztan a kovetkezs két allitas kovetkezmé-
nye. Ez a Berge-tétel egyszertibb része. A maximaliz4l6 elemek alkotta halmaz
paraméterektdl fiiggésének feliilrsl félig folytonossdgahoz kell minden, amit
eddig atgondoltunk.

11.2.1. allitas (alulrol félig folytonos eset). Legyenek (X,7) és (Y, T) topo-
logikus terek, I' : X —o Y halmazértéki fligguény, amelyre minden x € X
mellett ' (x) # & részhalmaza Y -nak, tovdbbd f : graphT' — R fiigguény.
Ha | alulrél félig folytonos fligguvény és T alulrol félig folytonos halmazértékd
leképezés, akkor az

m (z) = sup{f (z,y) :y € T'(x)}
értékfiigguény is alulrdl félig folytonos.

Bizonyitds. Legyen xg € X rogzitett, melyre f (zg) > «. Ekkor létezik y €
€ T (zp), melyre f (z9,y) > a. Az f alulrdl félig folytonossagat hasznalva
kapunk U € 7 (x¢) és V € 7 (y) kornyezet, hogy

(U x V)negraph (T') C {(u,v) € graphT : f (u,v) > a}. (11.1)

Vilagos, hogy T'(xg) NV # @. A T alulrdl félig folytonossagat hasznalva
kapunk olyan R € 7 (z¢) nyilt kornyezetet, hogy minden « € R mellett I" (z)N
NV # @. Igy ha z € RN U tetszéleges eleme f értelmezési tartomanyanak,
akkor létezik y € V, amelyre (z,y) € graphT. Igy a fent kiemelt szerint
m(z) > f(x,y) > « teljesiil az x¢ pont RN U nyilt kornyezetén. Ezt kellett
belatni. O

11.2.2. allitas (feliilrsl félig folytonos eset). Legyenek (X, 1) és (Y,7) to-
pologikus terek, I' : X —o Y halmazértéki fiigguény, amelyre minden x € X
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mellett T (x) # & és kompakt részhalmaza Y -nak, tovdbbd f : graphT — R
fligguény. Ha f feliilrdl félig folytonos fiigguvény és T feliilrdl félig folytonos
halmazértékd leképezés, akkor az

m (z) =sup{f (z,y) 1y €T (2)}
értékfiigguény is felilrdl félig folytonos.

Bizonyitds. Legyen xy € X pont, melyre m (zg) < «. Ez ezt jelenti, hogy
minden y € I'(z9) mellett f(xo,y) < a. Mivel f felilrsl félig folytonos a
graphT' halmazon, ezért minden y € I'(x)-hoz létezik U, € 7 (z¢) és V, €
€ 7 (y) az X, illetve az Y térben nyilt halmaz, amelyre

(U, x V) NgraphT C {(u,v) € graphT : f (u,v) < a}. (11.2)

Vilagos, hogy I' (z9) € Uyer(zq)Vy- AT (20) C Y kompaktsaga szerint, létezik
L N L L.
véges sok y1,...,yn € I' (zg), melyekre a I' (z) C U,_,V,, véges lefedés is
fennall. Valasszunk most a I' feliilrl félig folytonosséga szerint olyan U €
€ 7 (wo) nyilt kdrnyezetet, amelyre minden = € U esetén I' (z) C UN_, V.
Amennyiben z € U N (ﬁ,ly:lUyk) és (z,y) € graph T, akkor létezik & index,

melyre y € V,,, igy persze erre a k-ra

(z,y) € Uy, xVy,,

ezért f(x,y) < « is fennall (11.2]) szerint. Mivel a feliilrsl félig folytonos
f (x,) figgvény felveszi maximumaét a I' (z) kompakt halmazon, ezért minden
z € UN (M_,Uy,) mellett m (z) < a teljesiil. Ezt kellett belatni. O

Minden a rendelkezésiinkre all a kozgazdasagi irodalomban sokszor hasz-
nalatos maximumtétel dsszefoglalasihoz.

11.2.3. tétel (folytonos eset, Berge). Legyenek (X, 1) és (Y, 7) topologikus
terek, I' : X —o Y halmazértékd fiigguény, amelyre minden x € X mellett
T (x) # & és kompakt részhalmaza Y -nak, tovdbbd f : graphT' — R fiigguény.
Ha f folytonos fiigguény és T' folytonos halmazértéki leképezés, akkor az

m(z) =sup{f(z,y):y €T ()}

m: X — R értékfiggvény is folytonos.
Ha feltessziik még,
1. hogy az 'Y topologikus tér Ty tulajdonsdgi, vagy azt,

2. hogy az f célfiigguény graph ' értelmezési tartomdnydrol a teljes X XY -
ra folytonosan kiterjeszthetd,
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akkor a
p(x)={y el (z): f(z,y) = m(x)}F

w: X —o Y halmazértékd leképezés felilrdl félig folytonos.

Bizonyitds. A mér igazolt alulrol félig folytonos (11.2.1)) és feliilrél félig foly-
tonos (11.2.2) eset egyiitt az m értékfliggvény folytonossagat igazolja.

Az Y topologikus tér T tulajdonsaga esetében megmutatjuk, hogy u egy
zart leképezés. Legyen tehat (z4,ya) — (2,y) egy konvergens altalanositott
sorozat, melyre minden « mellett y, € p(z4). Elgszor is vegyiik észre, lasd
a[IT.1.2] allitast, hogy T a feliilrél félig folytonossag miatt egy zart leképezés,
ezért y € T (x) fennall. Masodszor, az f fliggvény (z,y) € graphT' pontbeli,
és az m értékfiiggvény z-beli folytonossaga szerint

f(@y) =lim f (za,y0) = limm (o) = m (z). (11.3)

Azt kaptuk tehat, hogy y kielégiti u definiciojat, ergo (z,y) € graph p, tehéat p
valoban egy zart leképezés. Nyilvan p () C T (z), I' kompakt érték, feliilrsl
félig folytonos leképezés és még azt is megmutattuk, hogy u zart. Lattuk
a[II.1.3] allitasban, hogy ekkor a

i(@) = p (@) NI (2)

metszet leképezés is egy feliilrdl félig folytonos fliggvény.
Most tegyiik fel, hogy f folytonosan kiterjeszthets a teljes szorzatra. Jelolje
a kiterjesztett fliggvényt F': X x Y — R. Legyen

px)={yeY: :F(r,y)=m(x)}

Viladgos, hogy ¢ : X —o Y egy zart leképezés, hiszen ha (z.,y.) — (z,9),
amelyre yo € ¢ (z,) akkor minden tovabbi feltevés nélkiil F' (z,y) értelmes,
igy a kiemelt (11.3)) egyenl&séget megismételhetjiik f helyett F-fel. Kapjuk
tehat, hogy y € ¢ (x), azaz ¢ valoban zart leképezés. Persze minden z € X
mellett

4(@) = ¢ (2) T (2),

ezért most is alkalmazva a metszet feliilrsl félig folytonossagat biztosito[I1.1.3]
allitast, mar a p felilrsl félig folytonosséga is adodik. O

3 A maximalizal6 p leképezést néha a révidebb p(z) = argmax {f (z,y) : y € ' (z)}
moédon jeldlik.
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