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Eloszo

Ez a jegyzet az Eotvos Lordnd Tudomanyegyetem matematika alapszakan a
matematikus szakirdnyd hallgatok szamaéra oktatott hdromféléves Geomet-
ria cimi tantargy tananyagat tartalmazza némileg kibévitett és dtdolgozott
forméban. Ez a tantargy az ELTE-n folyé matematikusképzésben a tobb
tantargyat is magaban foglalé geometriaoktatas elsé 1épcséje. Célja, hogy
attekint6é bevezetést adjon a geometria klasszikus és modern fejezeteibe, ki-
alakitsa a geometria alkot6 miiveléséhez sziikséges eszkoztéarat, és felkészitsen
a korszerti, kutatdi szintli geometriai ismeretek befogadasara.

A tantdrgy tananyaga a sok éve kialakult tanterv szerint az elsé félévben az
affin geometria és a konvex geometria, a masodik félévben az euklideszi geo-
metria, a harmadik félévben a projektiv geometria és a hiperbolikus geometria
bevezeto fejezeteit tartalmazza. Ebben a jegyzetben is ezt a sorrendet, és az
anyag felépitésének ehhez a sorrendhez illeszked6 belsé logikdjat kovetjiik.

A magyar matematikai hagyomédnyok egyik legértékesebb darabja Bolyai J&-
nos miive a hiperbolikus geometria megteremtésében. Ezért a magyarorszagi
matematikusképzés tananyaganak fontos célja, hogy a hiperbolikus geometria
mibenlétérol, matematikan beliil elfoglalt helyérél, a modern matematikai el-
méletekkel valé kapcsolatardl alapos ismereteket nytjtson. Ezt a célt kivanjuk
ezzel a tananyaggal is elérni oly mdédon, hogy a hiperbolikus geometria nem
a Bolyai altal kovetett, torténeti felépitésében, hanem modern matematikai
elméletként, 1ényeges geometriai és algebrai elbismeretekre épitve az anyag
végén szerepel. A megel6z6 fejezetek nagy része — igy példaul az inverziv geo-
metriardl vagy a projektiv geometriardl szélé tobb fejezet — elokészitésként
szolgél a hiperbolikus geometridhoz. Ezen kiviil a tananyagban olyan témak is
helyet kaptak, amelyek részben alkalmazhatdésdguk miatt, részben 6nmaguk-
ban érdekesek, és az altalanos matematikai miiveltséghez tartoznak. Ilyenek
példaul a konvex geometriardl vagy a szabalyos politépokroél szdlo fejezetek.

A jegyzet nem torekszik arra, hogy targya énmagdban, mashonnan szerzett
matematikai ismeretek nélkiil is feldolgozhaté legyen. Eppen ellenkezdleg,
hangstlyozottan kihasznalja a modern matematika eszkozeit, épit a parhuza-
mosan futé mas matematikai tantargyakban bevezetett fogalmakra és elméle-
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2 EL6sz6

tekre. A jegyzet feldolgozdsdhoz a kozépiskolés szintil geometria készségszintii
ismeretén kiviil elengedhetetlen bizonyos jartassidg az absztrakt matematika
gondolkodasmdédjaban és nyelvezetében.

Roviden vazoljuk, milyen targyi elGismeretek sziikségesek a tananyag egyes
részeinek a feldolgozasahoz.

Az affin geometriardl szol6 fejezetek tematikaja lényegében csak linedaris al-
gebrara épit. Mind az affin terekkel, mind a konvex halmazokkal foglalkozo
anyagrészhez nélkiilozhetetlenek a topologia legegyszeriibb fogalmai, ezeket
a tananyag roviden Osszefoglalja. Csoportelméletre mint eléismeretre ehhez
az anyagrészhez nincs sziikség, bar néhany megfogalmazas a geometriai infor-
mécié tomor atadasa érdekében a csoportok és homomorfizmusok fogalmat
hasznalja.

Az euklideszi geometridt feldolgozé fejezetekben mar lényegesen épitiink a
csoportelmélet eszkozeire és nyelvére. Egyes kérdésekben konkrét specialis
algebrai vagy analizisbeli el6ismeretek (pl. kvaterniok, metrikus terek topo-
l6gidja, Jordan-mérték) is hasznosak.

A projektiv geometriardl és hiperbolikus geometridrdl sz6l6 tananyaghoz nincs
sziikség az eddigieken tulmend targyi elGismeretre. Mindkét témaban fontos
szerepet jatszik a kvadratikus alakok geometridja, az ehhez sziikséges algebrai
hétteret a jegyzet tobb ponton is Gsszefoglalja.

A tananyag a geometria egészérdl véllaltan egyoldald képet mutat: a hang-
sulyok eltolédnak az absztrakt matematikai strukturak, az algebrai szemlé-
letmdéd irdanyéaba. Terjedelmi korldtok miatt a geometria tobb fontos fejezete
nem szerepel, vagy méltatlanul kevés teret kap a jegyzetben. Gyakorlatilag
egyaltaldn nincsen benne sz6 igynevezett ,elemi” geometriarol, az axiomati-
kus geometria is csak érintélegesen szerepel a tananyag egy-két pontjan, és
a geometria kombinatorikus vonatkozasai is csak attételesen jelennek meg.
A jegyzet elkeriili és jorészt emlités nélkiil hagyja a tananyag kapcsolatait
a differencialgeometriaval még azokon a pontokon is, ahol ennek természe-
tes helye lenne. Ennek az az oka, hogy a differencidlgeometria oktatasa és
apparatusanak kifejlesztése kiilon tantargy keretében torténik.

A jegyzetben a geometria fogalmait az altaldnossagnak a szokasosndl vala-
mivel magasabb szintjén, absztrakt keretek kozott tdlaljuk. A kiilonféle geo-
metriai tereket tetszéleges dimenzidban mutatjuk be. Ahol lehetséges, nem
csupdn a valés szamokra épitve, hanem tetszOleges test folott dolgozva fo-
galmazzuk meg a relevdans definicidkat és tételeket. Elonyben részesitjiik a
fogalmi megkozelitést, a koordindtamentes gondolatmeneteket a szamolasok-
kal szemben. Ez példaul abban mutatkozik meg, hogy ahol lehet, matrix
helyett linearis leképezést szerepeltetiink, az affin tér geometridjdban az elsé-
foku egyenleteket az ,,affin forma” fogalma helyettesiti, illetve a projektiv geo-
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metridban masodfoku egyenletek helyett kvadratikus alakok jatszanak fontos
szerepet.

A tananyag Osszedllitdsdaban hidnytalan deduktiv felépitésre és logikai kovet-
kezetességre torekedtiink. A tételek dltalaban bizonyitdsukkal egyiitt szere-
pelnek. Ha valamely allitas utdan nem &all bizonyitas, akkor az az elézmények
nyilvdnval6, vagy rutinszeriien egyszerli gondolatmenettel tisztdzhaté folyo-
manya. A definicidk utdn gyakran példék kovetkeznek, amelyek segitik el-
helyezni az 4j fogalmakat matematikai kornyezetitkben. A példékban foglalt
allitasok nem minden esetben vannak részletesen megindokolva, ezért ezek az
olvaso6tdl 6nallé utdanagondolast is igényelhetnek.

Az olvasé figyelmébe ajanlunk egy-két olyan magyar nyelvii tankényvet és
jegyzetet, amelyek kiegészithetik és teljesebbé tehetik a geometriardl alkotott
képet:

e Hajos Gy.: Bevezetés a geometridba (Nemzeti Tankonyvkiadd, 2006)
e Hajos Gy., Strohmajer J.: A geometria alapjai (ELTE jegyzet)
e H. S. M. Coxeter: A geometridk alapjai (Miiszaki Koényvkiadd, 1973)

e D. Hilbert, S. Cohn-Vossen: Szemléletes geometria (Gondolat Kényv-
kiadé, 1982)

Mindenképpen meg kell emliteniink azt a tankonyvet, amely az elmult évti-
zedekben klasszikussd valt és sok tekintetben — felfogasaban, tartalmaban —
ehhez a jegyzethez is mintat adott. A tananyag tobb témakorének a felépi-
téséhez és néhany nevezetes tétel (példaul bizonyitassdhoz ez a
konyv adta a forrast:

e M. Berger: Geometry (Springer, 1987)

A jegyzetben foglalt tananyag kialakitdsa, rendszerbe foglaldsa, a matema-
tikai apparatus folépitése és kidolgozasa az ELTE Geometriai Tanszékének
kollektiv munkdja. Kiilon szeretném megkoszonni tanszéki kollégaim koziil
Csikés Balazs és Lakos Gyula segitségét, akiktol az anyag kialakitasaban
rengeteg segitséget kaptam. Koszonettel tartozom Fodor Ferencnek, a Sze-
gedi Tudomanyegyetem docensének is, aki a jegyzet lektoraként az anyag
gondos atfésiilésével és hasznos tanacsokkal segitette munkamat.

A jegyzet a TAMOP-4.1.2-08/2/A /KMR-2009-0045 jelii palydzat segitségével
késziilt.

Budapest, 2013.

Moussong Gabor
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Bevezetés: a klasszikus
euklideszi tér

Miel6tt elkezdenénk a magasabb dimenzids geometria absztrakt algebrai ala-
pokra épiil6 szisztematikus targyaldsat, megismerkediink a hagyoményos ha-
romdimenzids euklideszi geometria tanulmanyozasanak azzal a moddszerével
is, amely lehetOvé teszi a geometriai fogalmak bevezetését pusztan logikai
alapokon, a tobbi matematikai diszciplinatdl fiiggetleniil. Az &ltalunk késébb
kovetendd felépitésben centrélis szerepet jatszik az algebrai vektorfogalom.
A vektor absztrakt algebrai definiciéja szaméara a geometria eszkozeivel ér-
telmezett vektor ad mintat, ezért ebben a bevezetd fejezetben attekintjiik a
vektorok geometriai szarmaztatdsat az axiomatikus geometria altal adott ke-
retekbdl kiindulva. A klasszikus euklideszi vektorgeometria alkalmazdsira a
gémbharomszogek trigonometridjaban mutatunk példat.

0.1. A geometria axiomatikus alapjai

A modern matematika kiilonféle matematikai struktirakat, azaz olyan logi-
kai rendszereket vizsgal, amelyek &ltalaban valamilyen alaphalmazon meg-
adott alapfogalmakbdl: kitiintetett részhalmazokbdl, fiiggvényekbdl, relaci-
O0kbdl, miiveletekbdl, vagy ezek valamilyen kombindciéjabdl allnak. Ezeknek
a strukturaelemeknek eleget tell tenniiik bizonyos alapkévetelményeknek, az
lgynevezett axiémaknak. A vizsgdlt elmélet azoknak a definiciéknak, illet-
ve tételeknek az Osszességét jelenti, amelyeket a logika szabdlyait kovetve az
alapfogalmakbdl és az axiomakbdl lehet bevezetni, illetve bebizonyitani.

A geometria a matematika — s6t, altalaban a tudoményos gondolkodés — leg-
régebbi olyan teriilete, amelyben a fogalmak logikai tisztdzasa iranti igény
ebben a forméban felmeriilt. Az dkori gorog matematika egyik csucsteljesit-
ményét jelento alkotasaban Euklidész allitotta Gssze a geometria elsé ismert
axiémarendszerét, mintat allitva ezzel a kés6bbi korok tudoménya szama-
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6 BEVEZETES: A KLASSZIKUS EUKLIDESZI TER

ra. Ezt az axiémarendszert a modern kori matematika precizitasi igényeinek
megfeleléen Hilbert dolgozta at, és tette az axiomatikus euklideszi geomet-
ria mai szokésos kiindulépontjava. Az aldbbiakban vazlatosan dttekintjiik a
Hilbert-féle axiémarendszernek azt a valamelyest egyszertisitett valtozatat,
amely a geometria megalapozdsi lehetéségei koziil Hajos Gyorgy elbadédsai
nyoman Magyarorszdgon leginkabb ismert.

Azt mondjuk, hogy az X halmaz euklideszi tér (pontosabb széhasznalattal
wHklasszikus” euklideszi tér, ha hangsilyozottan meg akarjuk kiilonboztetni
a késobbi fejezetekben targyalandd, algebrara alapozott altalanos euklideszi
térfogalomtdl), ha a kovetkezd két feltételnek eleget tesz:

(1) X el van latva az euklideszi tér struktirajat alkotd, aldbb értelmezendd
E, S, R, = struktiraelemekkel (ezek alkotjdk az euklideszi geometria
alapfogalmait), és

(2) az (1)-beli stuktiraelemekre vonatkozéan érvényesek az aldbb felsoro-
land6 (I1)-(I7), (R1)-(R4), (E1)-(E4), (F) és (P) allitdsok (az eukli-

deszi geometria axiémai).

(A formélis pontossdg kedvéért nem az X halmazt, hanem a teljes strukti-
rat magéban foglal (X, €, S, R, =) rendezett 6tost kellene euklideszi térnek
nevezni, de a gordiilékenység érdekében most is és a késébbiekben is inkabb
csak az alaphalmaz jelével nevezziik meg a geometriai strukturaval elldtott
teret.)

A strukturaelemek koziil az els6 kettd a tér illeszkedési strukturajat adja meg:

& részhalmazoknak egy rendszere X-ben, elemeit egyeneseknek nevez-
ziik, és

S is X-beli halmazrendszer, elemeit sikoknak nevezziik.

(Ezekkel az elnevezésekkel tsszhangban X elemeit pontoknak mondjuk.)

Az € és az S halmazrendszerre az aldbbi illeszkedési axiémdk vonatkoznak:
(I1) Mindegyik F € & egyenes legaldbb kételemfi.

(I2) Bérmely két kiilonbsz6 A, B € X ponthoz létezik egyetlen olyan F € £
egyenes, amelyre A, B € F.

(I3) Mindegyik S € S siknak van harom olyan pontja, amelyek nem tartoz-
nak egy egyeneshez.

(I4) Ha valamely A, B,C € X pontok nem tartoznak egy egyeneshez, akkor
létezik egyetlen olyan S € S sik, amelyre A, B,C € S.
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(I5) Ha egy E € & egyenesnek és egy S € S stknak van legaldbb két kiilon-
bo6z6 kozos pontja, akkor E C S.

(I6) Ha az S,T € S sikoknak van kozds pontja, akkor S N T legaldbb két-
elemti.

(I7) Létezik X-ben négy olyan pont, amelyek nem tartoznak sem egy egye-
neshez, sem egy sikhoz.

Az axiémék kovetkez6 csoportja az eddigieken til a pontok elvdlasztdsara is
hivatkozik, ezzel kapcsolatos a soron kovetkezd, R-rel jelolt strukturaelem:

R C X x X x X hdromvdltozos reldcié. Ha (A, B,C) € R, akkor azt
mondjuk, hogy B elvilasztja az A pontot C-t6l (vagy hogy B az A és
C kozott van).

Az R relaciéra az aldbbi rendezési axiomak vonatkoznak:

(R1) Ha (A, B,C) € R, akkor A, B és C egy egyeneshez tartozd, kiilonbozé
pontok, és (C, B, A) € R is érvényes.

(R2) Barmely két kiilonboz6 A, B € X ponthoz létezik olyan C' pont, hogy
(A,B,C) e R.

(R3) Tetszbleges A, B,C € X-re (A,B,C) € R, (B,C,A) ¢ Rés (C,A,B) €
€ R koziil legfeljebb az egyik igaz.

(R4) Ha A, B,C € X nincs egy egyenesen, és E € £ olyan egyenes, amely
A, B, C egyikét sem tartalmazza, és benne fekszik az A, B, C-t tartal-
mazd sikban, akkor vagy pontosan két olyan P € E pont 1étezik, vagy
egyetlen olyan P € F pont sincs, amelyre (4, P,B) € R, (B,P,C) € R
vagy (C, P, A) € R teljesiil.

(Az (R4) axiémat Pasch-féle axiéméanak szokds nevezni. Szavakkal megfogal-
mazva azt jelenti, hogy egy haromszdgvonalat egy a sikjaban fekvo, a csicsain
at nem haladé egyenes vagy pontosan két oldaldn metsz, vagy egyéltalan nem
metsz.)

Az illeszkedési és a rendezési axiémaék birtokdban mar szabatosan bevezethe-
t6k a geometria olyan fogalmai, mint a szakasz, a félegyenes, a félsik, a féltér,
a szogvonal, a szogtartomany, a haromszog, a toréttvonal, a sokszégvonal,
a sokszogtartomany, a konvex halmaz, a konvex burok, és bebizonyithatok
ezek ismert tulajdonsagai. A tovabbi axiémdak részben ezekre a fogalmakra
is hivatkoznak. Az A és B végpontokkal adott szakaszt (ami az A és B ko-
z6tt 16v6 pontok halmazat jelenti A-val és B-vel egyiitt) [A, B]-vel jeloljiik.
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Beszélhetiink haromszogek szogeir6l mint az egyes csicsokbdl indulé, az ol-
dalakat tartalmazo félegyenesek &ltal kifeszitett konvex szogtartomanyokrol.
Az axiémak kovetkezd csoportja el6tt az utolsé hatralevo alapfogalmat, az =
struktiuraelemet vezetjiik be:

= ekvivalenciarelacié a szakaszok és a szogtartomanyok halmazan. Két
szakaszt, illetve szogtartomanyt egybevigénak mondunk, ha ebben a
reldciéban allnak.

Az = reldciéra vonatkozdan az aldbbi egybevagdsagi axiomakat tessziik fel:

(E1) Ha adott egy P kezdéponti F félegyenes, tovabbd egy Z szakasz, akkor
létezik egyetlen olyan @) € F pont, amelyre [P, Q] = Z.

(EQ) Ha (Al,Bl,Cl) € R és (AQ,BQ,CQ) S R, tovabba [Al,Bl] = [AQ,BQ]
és [Bl,C'l] = [32702], akkor [Al,C’l] = [A27CQ].

(E3) Ha adott egy H félsik, a hatdrdn egy P kezdSponti F félegyenes, to-
vabbé adott egy K konvex szogtartomény, akkor 1étezik egyetlen olyan
P kezd6ponta G C H félegyenes, hogy az F'UG szbgvonal altal hatarolt
konvex szogtartomany egybevagd K-val.

(E4) Ha az ABC és A’B’C’ hiromszogekre [A,B] = [A',B’] és [A,C] =
= [4', C"] teljesill, valamint az ABC héromszog A-ndl levé szoge egy-
bevagd az A’B'C’ hiromszog A’-nél levé szogével, akkor az ABC ha-
romszdg B-nél levd szoge is egybevagd az A’B’'C’ hdromszég B’-nél
levo szogével.

Az eddigi axiémakbdl mér igen sok tovabbi geometriai fogalom széarmaztat-
hato, illetve tétel bizonyithatd. Példaul be lehet vezetni szakaszok és szogtar-
tomanyok korében a nagysag szerinti 6sszehasonlitast, felezést, tobbszorozést,
az egyenesek és sikok korében a merdlegesség fogalmat, kort, gombot, egy-
bevagdsagi transzformaciokat. Ertelmezni lehet a tavolsagmérést, azaz olyan
p: X x X — R fiiggvényt, amelyre az aldbbi tulajdonsagok érvényesek:

(1) p(A,B) >0, és itt egyenl8ség csak A = B esetén 4ll,
(2) p(B,A) = p(A, B),
(3) p(A,B) +p(B.C) = p(A,C),

(4) a (3) egyenlStlenség helyén akkor és csak akkor 4ll egyenldség, ha A =
=B, B=C, vagy (A,B,C) €R,

(5) p(A, B) = p(C, D) akkor és csak akkor &ll, ha [A, B] = [C, D].
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Az (1)-(3) tulajdonsdgokat szokds Osszefoglalé néven tigy mondani, hogy a
p fiiggvény metrika az X halmazon. Az (5) tulajdonsig azt fejezi ki, hogy
a tavolsdgmérés Osszhangban van az el6zlleg bevezetett egybevagosagfoga-
lommal. Hasonlé médon szogmérés is értelmezheto, azaz bevezetheto egy
szogmértéknek nevezett pozitiv valds fliggvény a szogtartomanyok halmazan,
amely szintén Osszhangban van a szogtartomanyokra vonatkozé egybevagd-
sagi reldcidval, és amely additiv abban az értelemben, hogy ha egy K szogtar-
tomanyt egy a csiicsabol indulé félegyenes két szogtartomanyra, L-re és M-re
bont, akkor K szogmértéke egyenlo L és M szogmértékeinek az Osszegével. A
tavolsagmérés is és a szogmérés is egyértelmii abban az értelemben, hogy ha
egy elore tetszolegesen kiszemelt szakaszt, illetve szoget egységnyi hossztnak,
illetve mértékiinek irunk eld, akkor csak egyetlen olyan metrika, illetve szog-
mérték létezik, amely ennek a kovetelménynek is eleget tesz. Megéllapodas
szerint a szogmérés mértékegységét ugy valasztjuk, hogy a derékszog mértéke
/2 legyen.

A kovetkezd axidoma szemléletesen fogalmazva azt garantalja, hogy az egyene-
sek ,folytonos vonalak”. Egy E € £ egyenes Dedekind-féle felbontasan olyan
E =U UV elgallitast értiink, amelyben U és V' az E egyenes nemiires, disz-
junkt részhalmazai, és amelynél az (A, B,C) € R elvélasztds nem éllhat fenn
sem A,C € U, B € V esetén, sem pedig A,C € V, B € U esetén. Az aldbbi
folytonosségi axiéma ilyenkor elvalaszté pont létezését garantalja.

(F) Ha E=UUYV az E € £ egyenes Dedekind-felbontdsa, akkor 1étezik
olyan P € E pont, hogy barmely A € U, B € V, A # P # B esetén
(A,P,B) € R.

A folytonossdgi axioma felhaszndlasdval igazolhatd, hogy barmely egyenes és
a valos szdmegyenes kozott az egyenes mentén torténé eléjeles tavolsagmérés
utjan bijektiv kapcsolat létesithetd (més széval: a tér egyenesei tdvolsdgtartd
médon koordindtazhatok a valds szdmokkal). A sikoknak vagy a térnek az
iskolabdl ismert koordindtazasahoz ez még kevés, mert a koordinatavonalak
megadasdhoz a parhuzamossag fogalmara is sziikség van. Ehhez mar csak egy
tovabbi axiéma kell, a parhuzamosségi axiéma:

(P) Ha Ssik, E C S egyenes, és ) az S sik E-hez nem tartoz6 pontja, akkor
S-ben legfeljebb egy olyan egyenes létezik, amely Q-t tartalmazza és
diszjunkt F-tdl.

Bar a parhuzamossédgi axiomanak az illeszkedési axiémak kozott volna a ter-
mészetes helye, kiillonvalasztasat és utolsoként szerepeltetését a matematika
torténetében jatszott kiilonleges szerepe indokolja. Euklidész kortarsai is és
késébbi korok matematikusai is a parhuzamossigi axiéma tartalmat joval
kevésbé magatdl értet6dd igazsdgnak gondoltak, mint Euklidész tobbi axid-
majat. Ezért abban a reményben, hogy erre az axiémara nincs is sziikség,
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megprébaltak a tobbi axiéma kovetkezményeként bebizonyitani. Két évezre-
den at huzodé sikertelen probalkozasok nyoméan a parhuzamossigi axiéma
bizonyithatésaganak kérdése a matematika leghiresebb problémainak egyike
lett. A tizenkilencedik szdzadban Bolyai és Lobacsevszkij egymastdl fiigget-
leniil, nagyjabdl egyidében jutottak arra a felismerésre, hogy a parhuzamos-
ségi axiéma fiiggetlen a t6bbi axiématdl. A tobbi axiémat megtartva és (P)
tagadasat foltételezve olyan geometriai rendszert épitettek ki, amely sok te-
kintetben kiilonbozik az euklideszitél. Ezt a geometriat mai elnevezéssel hi-
perbolikus geometridnak hivjuk. A hiperbolikus geometria axiémarendszere
tehdt az utolsétdl eltekintve megegyezik a fenti axiémarendszerrel: az (I1)—
(F) axiémékbdl &ll, hozzdvéve a (P) axiéma tagaddsat. A hiperbolikus tér
ugyanolyan strukturaelemekkel ellatott halmaz, mint az euklideszi tér, csak
ennek a megvaltoztatott axidmarendszernek tesz eleget.

Az euklideszi geometridnak az axiomatikus kiindulépontbdl torténd, minden
részletre kiterjed6 szabatos felépitése igen hosszadalmas és faradsagos mun-
ka még akkor is, ha csak a kozépiskolas geometridhoz tartozo fogalmakig és
tételekig akarunk eljutni. Ezért ezt a felépitést ebben a tananyagban nem ko-
vetjiik. Felhasznaljuk viszont mindazokat az ismereteket, amelyeket az euk-
lideszi sik- és térgeometriardl a kozépiskolds geometria targyal. Ezt abban
a tudatban tessziik, hogy ezekhez a fogalmakhoz és tételekhez az itt vazolt
kiindulasbdl teljesen szabatos épitkezéssel is el lehet jutni. Az axiomatiku-
san értelmezett euklideszi tér geometridjabol csak a vektorok szarmaztatasat,
tulajdonsagait és felhasznélasat tekintjiik at a kovetkezo alfejezetben. Nem
jarjuk végig a vektorok bevezetésének minden 1épését (példdul nem foglal-
kozunk a szogfiiggvények definicidjaval, ismertnek foltételezve Sket), hanem
csak azoknak a fogalmaknak az ismertetésére szoritkozunk, amelyeket kés6bb
explicit médon felhasznalunk, vagy amelyek mintat adnak késébbi altalanos
konstrukciéinkhoz.

0.2. A geometriai vektorfogalom

Tegyiik fel, hogy X euklideszi tér az el6z6 szakaszban tisztdazott értelemben.
Az X-bél vélaszthaté rendezett pontparok (azaz lényegében az X-beli ird-
nyitott szakaszok) halmazdn, X x X-en a kovetkezd ~ reldciét vezetjiik be:
alljon fonn (A, B) ~ (C, D) akkor és csak akkor, ha az [A, D] szakasz és a
[B, C|] szakasz felez6pontja egybeesik.

A tér axidmadibdl levezethetd, hogy ~ ekvivalenciareldcié. A tranzitivitdsi

tulajdonsag szabatos bizonyitasa hosszadalmas és egyaltaldn nem magatol
értet6ds. A parhuzamossagi axioma a bizonyitasban lényeges szerepet jatszik,
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amit az a tény is mutat, hogy a hiperbolikus geometriaban az ilyen médon
definidlt reldcié nem lenne tranzitiv. Itt mi megelégsziink azzal a szemléletes
képpel, hogy a ~ relacid az iranyitott szakaszokat akkor sorolja egy osztalyba,
ha azok egyenl6 hossziiak és azonos irdnytak.

0.2.1. Definicié (Vektor). Az X euklideszi tér vektorainak nevezziik a ~
relacié szerinti ekvivalenciaosztalyokat. A vektorok halmazéra a V jelolést
vezetjiik be. Ha (A, B) € X x X, akkor az (A, B) part tartalmazé ekviva-

—
lenciaosztalyt /@—vel jeloljiik. Zérusvektornak hivjuk és 0-val jeloljik az AA
vektort, ez nyilvan fliggetlen A € X vélasztasatol.

Konnyen lathato, hogy tetszoleges v € V Vektorh% és O € X ponthoz egy-
értelmiien taldlhaté olyan A € X pont, hogy v = OA.

Megijegyzés. A Definicié az in. ,,szabad vektor” fogalméat vezeti be. Az-
zal, hogy nem konkrét iranyitott szakaszokat, hanem ekvivalenciaosztédlyokat
tekintiink vektornak, azt a megdallapodést ontjiik preciz matematikai forma-
ba, hogy két irdanyitott szakasz kozott nem kivanunk kiillonbséget tekinteni,
ha hosszuk és irdnyuk megegyezik. A vektort reprezentdlé irdnyitott szakasz
tehat szabadon eltolhaté a térben tetszblegesen kiszemelt kezdOpontba. Ha
a tér egy O pontjat mint kezd6pontot rogzitjiik, akkor ezzel bijektiv kapcso-
latot teremtiink a szabad vektorok és az O-bdl induld iranyitott szakaszok
(,helyvektorok”) kozott. A helyvektorok pedig a végpont kijeldlése itjdn a
tér pontjaival allnak bijektiv megfeleltetésben.

0.2.2. Definicié (Vektorok hossza, szége). A v € V vektor hosszdn a

|[v| = p(A, B) szamot értjiik, ahol v. = AB. A v vektort egységvektornak
mondjuk, ha |v| = 1.

Két nemzérus vektor szogét O-nak, illetve m-nek tekintjiik, ha az Gket rep-
rezentald kozos kezdOponti irdnyitott szakaszok ugyanabba a félegyenesbe,
illetve ellentétes félegyenesekbe esnek. Ha az a és b nemzérus vektorok nem
ilyenek, akkor a és b szogén annak a konvex szogtartomanynak a szogmér-
tékét értjiik, amelyet kozos O kezd&ponti, A-n, illetve B-n dthaladé félegye-
nesek feszitenek ki, ahol a = O—1>4 és b=0B8B.

Erdemes abban megallapodni, hogy a zérusvektornak barmely vektorral kép-
zett szogét hatarozatlannak tekintjiik.

Két vektort parhuzamosnak mondunk, ha a szogiik 0 vagy =, illetve me-
rélegesnek, ha a szogiik m/2. A zérusvektor tehdt parhuzamos is barmely
vektorral, és ugyanakkor meréleges is barmely vektorra.

0.2.3. Definicié (Vektorok dsszeadasa). Adott a,b € V esetén vélasszunk
tetsz6legesen egy O € X pontot, majd ehhez az A, B € X pontokat tgy, hogy
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a= @)1 ésb = ﬁ teljesiiljon. Ekkor az O? vektort a és b 6sszegének nevez-
ziitk és a+ b-vel jeloljitk. Konnyen lathato, hogy az 6sszegvektor nem fiigg az
O pont specialis megvélasztasatél. Szokas tgy fogalmazni, hogy az sszegvek-
tort reprezentdlé (O, B) irdnyitott szakaszt az (O, A) és az (A, B) irdnyitott
szakasz ,,0sszeflizésével” kapjuk.

A vektorok Osszeaddsédra vonatkozé aldbbi miiveleti tulajdonsidgok kénnyen
meggondolhatdk és jol ismertek a kozépiskolas geometriaanyaghdl:

e (a+b)+c=a+ (b+c),
e 0+a=a+0=a,
e minden a € V-hez létezik olyan a’ € V| amellyela+a’ =a’'+a=0.

Ez a harom tulajdonsig Osszefoglalé néven azt jelenti, hogy V csoport a
vektorosszeadas miiveletére nézve. A harom koziil az els6 tulajdonsigot a
miivelet asszociativitdsanak nevezziik. A harmadik tulajdonsagban szereplo
a’ vektort az a ellentett vektordnak hivjuk és (—a)-val jelsljiik. Hasznalataval
vektorok kivondsdrdl is beszélhetiink az a — b = a + (—b) szabély szerint.
Ervényes még az

eat+tb=b+a

kommutativitasi tulajdonsag is, ezért V' kommutativ csoport.

0.2.4. Definicié (Vektor szorzisa skaldrral). Adott v € V vektor és
A € R valds szam esetén az aldbbi modon értelmezziik a Av vektort:

— ha v =0 vagy A =0, akkor Av =0,

— ha v # 0 és X # 0, akkor legyen v = Wl egy tetszolegesen valasztott
O ponttal, majd A > 0 esetén az OA félegyenesen, A < 0 esetén pe-
dig az OA-val ellentétes félegyenesen valasszuk a B pontot ugy, hogy
p(O, B) = \p(0, A) teljesiiljon, ezek utdn legyen Av = OB.

A skalarral val6 szorzasra nézve érvényesek a kozépiskolabdl szintén jol ismert
aldbbi miveleti tulajdonsagok:

e Ma+b)=Xa+ b,
e (A+p)a=Na+pa,
o Mua) = p(Aa) = (Au)a,

e la=a.
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Ezek az azonossagok dsszefoglald néven azt jelentik, hogy V nem csupan kom-
mutativ csoport az Osszeadasra nézve, hanem vektortér a valds szamok teste
folott az Osszeadasra és a skalarral valé szorzasra mint vektormiiveletekre
nézve.

Ha O, A, B és C négy nem egy sikban fekv6 pont, akkor az a = O—le7 b =
= O?, c= O? vektorok bézist alkotnak V' szdmara, azaz barmely x € V
vektor egyértelmiien allithaté el a, b és c linearis kombinacidjaként, azaz
x = aa + b + ~yc alakban. A V' vektortér tehat haromdimenziés. Az «, £,
v € R szdmok az x vektor koordindtai az a, b, ¢ bazisra vonatkozdan.

Ha a, b és ¢ paronként merdleges egységvektorok, akkor az altaluk alko-
tott bazist ortonormdlt bazisnak nevezziik. Ilyenkor az O, A, B,C' pontok
Descartes-féle koordinatarendszert feszitenek ki X-ben, amelynek O az ori-
gbja, A, B és C az egységpontjai. Ebben a koordinatarendszerben valamely
P € X pont koordinatéi azok az x, y, z egytitthatok, amelyekkel OP = xa +
+ yb + zc.

0.2.5. Definici6é (Skaldris szorzat). Az a,b € V vektorok skaldris szorza-
tat, az ab € R szdmot a kovetkez6képpen értelmezziik:

Legyen ab = 0, ha akar a, akar b a zérusvektor. Ha pedig a # 0 # b, akkor
legyen ab = |a||b| cos ¢, ahol ¢ az a és b szige.

A skalaris szorzat miiveleti tulajdonsigai:
e (a+b)c=ac+bec,
e a(b+c)=ab+ac,
e (Aa)b = a(Ab) = A(ab),
e ba = ab,
e aa > (, és itt egyenloség csak a = 0 esetén All.

Az els6 harom tulajdonsagra osszefoglalé néven ugy szokas hivatkozni, hogy
a skaldris szorzds mint V X V' — R fiiggvény bilinedris (azaz mindkét valto-
zdjdban linedris). A negyedik tulajdonsdg ennek a bilineéris fiiggvénynek a
szimmetrikus voltat, az 6t6dik az Gn. pozitiv definit voltat fejezi ki. Ezeknek
a tulajdonsagoknak az indokldsa az els6 kettd kivételével magatdl értetédo a
skalaris szorzat definiciéja alapjan. Alabb bebizonyitjuk az els6 két pontban
szerepld, joval kevésbé nyilvanvalé disztributiv tulajdonsagokat is. A skalé-
ris szorzat szimmetriatulajdonsaga miatt nyilvan elég koziiliik a masodikkal
foglalkozni.
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A bizonyitds elékészitése céljabdl gondoljuk meg, hogy ha rogzitiink V-ben
egy zérusvektortdl kiillonbozo e vektort, akkor barmely v € V vektor egy-
értelmiien allithaté el6 egy e-vel parhuzamos és egy e-re merdleges vektor
osszegeként. Ezeket a komponenseket merdleges vetitésekkel dllithatjuk el6
v-bél, mégpedig a parhuzamos komponenst egy e-vel parhuzamos egyenes-
re, a meréleges komponenst pedig egy erre merdleges sikra torténé vetités-
sel. Ezek a vetitések az irdnyitott szakaszok Osszeflizését megtartjak, ezért a
vektorosszeaddsnak az dsszeflizésen alapulé [0.2.3}beli definicidjdt tekintetbe
véve lathatjuk, hogy két vektor 6sszegének az e-vel parhuzamos, illetve az e-
re mer6leges komponense egyenld a kiilon-kiilon vett megfelelé komponensek
osszegével. (Ugyanez természetesen a skaldrral vald szorzdsra is érvényes.)

Ha |e| = 1, akkor egy tetsz6leges v € V vektorral vett ev skaldris szorzat a
koszinuszfiiggvény szokasos tulajdonsigai alapjan a v vektor e iranyu vetii-
letének az elGjeles hosszaval egyenld. Ezért v € V-nek az e-vel parhuzamos
komponense az (ev)e vektor. A parhuzamos komponens képzésének az imént
megallapitott Gsszegtartasi tulajdonsaga tehat azt jelenti, hogy (e(b—l—c))e =
= (eb)e + (ec)e. Ebben az egyenldségben mindkét vektor ugyanannak az e
egységvektornak skaldrszorosa, ezért a széban forgé skaldrok egyenldk: e(b +
+ ¢) = eb + ec. Ez pedig éppen a bizony{tandé mdsodik disztributivitédsi
azonossagnak az a specidlis esete, amikor a = e egységvektor. Az altaldnos
eset ebbdl nyilvdnvalé médon kovetkezik mindkét oldalnak az |a| skaldrral
valé szorzasaval.

0.2.6. Allitas. Ha az a és b vektorok koordinatai valamely V' -beli ortonor-
malt bazisra vonatkozoéan a1, as, as, illetve by, by, bs, akkor

ab = a1b1 + a2bs + asbs.

Bizonyitas. Legyen eq, es, e3 a széban forgé ortonormalt bazis, ekkor barmely
1,7 indexpérra az e;e; skaldris szorzat 1-gyel egyenld, ha ¢ = j, és O-val, ha
i # j. Ezt felhasznalva

ab = <Z a; ei) Zb] €; = Zazbj ee; = Zalbz O
: J i, i

A skaldris szorzat a V' vektorteret az un. euklideszi vektortér struktirija-
val ruhdzza fol. Tetsz6leges dimenzidju valds vektorterek esetében definicid
szerint egy a fenti miveleti tulajdonsdgoknak eleget tevo bilinedris fiiggvény
mint skalaris szorzat teszi a vektorteret euklideszi vektortérré. Ez a konstruk-
ci6 az alapja az euklideszi térfogalom magasabb dimenzids dltaldanositasanak,
amely késObbi fejezetek targya lesz.
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Az elemi geometridban gyakran szerepet jatszik az egyenes irdnyitdsa a nyil-
lal kijelolt befutési irany kijelclésével, a sik irdnyitdsa a haromszogek koriil-
jarasa vagy az el6jeles forgdsszog megaddsaval, illetve a tér iranyitasa a bal-
és jobbsodras megkiilonboztetése (a ,, jobbkézszabdly”) forméjaban. Ennek
a fogalomnak a preciz definicigjat fogjuk most targyalni. Miutdn az eljards
a dimenziotdl fliggetlen, az irdnyitassal kapcsolatos fogalmakat tetszéleges
(véges) dimenzi6ju valds vektorterek esetére vezetjiik be. Erre fogunk majd
hivatkozni az affin geometriardl sz6lé anyagrész szakaszaban.

0.2.7. Definicié (Azonos irdnyitdsi bazisok). Legyen V véges dimen-
zi6s valés vektortér, d = dimV > 1. Tegyiik fol, hogy (aj,as,...,a4) és
(b1,bg,...,by) a V vektortér két rendezett bézisa. Allitsuk el a masodik
béazis mindegyik vektorat az elsé bazishoz tartozé vektorok linearis kombina-
cigjaként:

d
J=1

Tekintsiik az egyiitthatok alkotta A = (a;;) valés négyzetes matrixot. Azt
mondjuk, hogy (aj,as,...,ay) és (b1, bs,...,by) azonos irdnyitdsi bazisok,
ha det A > 0. Ezt a tényt az (aj, as,...,aq) ~ (b1,ba,...,by) jellel jeloljiik.
Ezzel bevezettiik a ~ relaciét a V-beli rendezett bazisok halmazan.

A d =1 esetben egyetlen nemzérus vektor alkot bazist. A ~ relacié ebben az
esetben azt jelenti, hogy a két bézis koziil a masodikban szerepl6 vektor az
elsének pozitiv szdmszorosa.

0.2.8. Tétel. A ~ reldcioé ekvivalenciarelacio, amelyhez pontosan két ekvi-
valenciaosztaly tartozik.

Bizonyitds. A[0.2.7 beli két bdzis kapcsolatat réviden gy fogalmazzuk, hogy
a masodikat az elsébdl az A matrix szarmaztatja.

Barmelyik rendezett bazist sajat magabdl az I egységmadtrix szarmaztatja.
Igy tehat det I = 1 > 0 miatt a ~ reldcié reflexiv.

Ha a mésodik bazist az els6bél A szarmaztatja, akkor az els6t a mésodikbdl az
A~1inverz matrix szarmaztatja. Ha det A > 0, akkor det A™! = 1/det A > 0,
ezért a ~ relacié szimmetrikus.

Ha a méasodik bézist az els6bél az A matrix, egy harmadikat a masodikbdl a B
matrix szarmaztatja, akkor kézenfekv6 szamolds mutatja, hogy a harmadikat
az els6bdl a BA matrixszorzat szdrmaztatja. Ha mind det A, mind det B
pozitiv, akkor ugyancsak pozitiv a det(BA) = det B - det A determindns,
ezért a ~ relaci6 tranzitiv.

A (—aj,as,...,ay) bdzist az (a;,as,...,ay) bazisbdl nyilvin negativ deter-
mindnsi matrix szarmaztatja, tehat az ekvivalenciaosztalyok szama legaldbb
ketto.
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Ha harom rendezett bazis koziil a masodikat az els6bdl negativ determinansu
matrix szarmaztatja, valamint a harmadikat a méasodikbdl is negativ deter-
mindnsi matrix szarmaztatja, akkor az elébb megallapitott szorzasi szabdly
miatt az elsé és a harmadik bazis ekvivalens. Emiatt nem lehet ketténél tobb
ekvivalenciaosztaly. O

0.2.9. Definici6 (Vektortér iranyitdsa, pozitiv bazis). Legyen V vé-
ges dimenzids valds vektortér, d = dimV > 1. A V vektortér irdnyitdsan
a[0:2:8 Tételbeli két ekvivalenciaosztély egyikének a kijelolését értjiik. Ird-
nyitott vektortérben a kijel6lt osztalyba tartozé bazisokat pozitiv irdnyitasu
bazisoknak, vagy roviden pozitiv béazisoknak nevezziik, a masik osztalyba
tartozdkat negativaknak.

Mindennapi tapasztalatunk a minket koriilvevo térrdl, hogy egyes targyakat
nem lehet folytonos mozgatassal egymasba vinni annak ellenére, hogy egy-
bevagok. Ez kiilonbozteti meg példdul a bal keziinket a (j6 kozelitésel vele
egybevagd) jobb keziinktél, és ez az alapja a hdromdimenziés mechanikédban
gyakran alkalmazott jobbkézszabalynak. Ennek a jelenségnek a tér irdanyita-
saval valé kapcsolatara vilagitunk ra.

0.2.10. Definicié (Egymadsba deformdlhaté bazisok). Tegyiik 61, hogy

(a1,...,aq) és (by,...,by) két rendezett bazis a d-dimenziés V' valds vektor-
térben. Azt mondjuk, hogy ez a két bazis egymdsba deforméalhatd, ha létez-
nek olyan ry, ..., rg: [0,1] = V folytonos leképezések, amelyekre r;(0) = a;,

r;(1)=b; (i=1,...,d), ésminden t € [0,1]-re (rl(t), ... ,rd(t)) bézis V-ben.
Konnyen meggondolhatd, hogy a rendezett bazisok egymésba deformélhato
volta ekvivalenciarelacié. Ez magyarazza az elnevezés szimmetrikus megfo-
galmazdsdt is. Nyilvdn a [0,1] paraméterintervallum helyett barmilyen mds
zart intervallum is szerepelhetne, ez a definicié tartalmat nem befolyasolja.

0.2.11. Tétel. Két V-beli rendezett bazis akkor és csak akkor egymdsba
deformalhatd, ha azonos iranyitasa.

Bizonyitas. Gondoljuk meg elészor, mit jelent abeli ri,...,rq:[0,1] —
V' deformécié az (aj,...,aq) bazisra vonatkoz6 koordindték nyelvén. Rogzi-
tett ¢ paraméter mellett r;(t) = 25:1 a;j(t)a; alkalmas «;;(t) valds egyiitt-
hatékkal, amelyeket az A(t) = (o;(t)) négyzetes matrixba rendeziink. A
definicié megkoveteli, hogy az A(t) méatrix folytonosan fiiggjon t-t6l (azaz
mindegyik a;; : [0,1] — R fliggvény folytonos legyen), és minden t-re A(t)
invertalhaté matrix legyen.

Ha létezik ilyen deformdci6 az (ay,...,aq) és (by,...,by) rendezett bazisok
kozott, akkor a det A(t) fiiggvény folytonos és nem veheti fel a 0 értéket.
Az A(0) métrix az egységmatrix, det A(0) = 1, ezért a det A(t) fiiggvénynek
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pozitivnak kell maradnia az egész [0,1] intervallumon. A (bq,...,by) bazist
az (ai,...,aq) bazisbdl a pozitiv determindnsi A(1) métrix szdrmaztatja,

tehat a két béazis azonos iranyitasu.

A forditott irdnyu bizonyitdashoz elemi deformécids lépéseket konstrualunk,
és a kivant deformécié ilyen lépések egymasutanjaként lesz eldllithats. Az
elemi 1épések harom tipusat hasznéljuk:

— Az egyik kiszemelt bazisvektort pozitiv skaldrral szorozzuk, amely az
1 értékbdl kiindulva folytonosan valtozik. A maétrixok nyelvén ez az
egyik sor (tetszilegesen eldirhatd) pozitiv szdmmal torténd szorzdsét
eredményezi.

— Az egyik bézisvektorhoz hozzdadjuk egy méasik bédzisvektornak egy 0-
bdl kiindulva folytonosan valtozé valds szammal vett skalarszorosat. Ez
a 1épés a matrix egyik sordhoz hozzdadja egy mésik sor (tetszélegesen
el6irhatd) szdmszorosit.

— Kiszemeliink két kiilonboz6 bazisvektort, a;-t és a;-t (i # j), ezekre az
r;(t) =costa; +sinta; és r;(t) =—sinta; +costa;

deforméciot alkalmazzuk, mikézben a tobbi bazisvektort véltozatlanul
hagyjuk: az i-t8l és j-t6] kiilonbozé k indexekre ry(t) = ai. Ha a ¢
paraméter a [0,7/2] intervallumot futja be, akkor a defomdcié végére
a két kiszemelt bazisvektor helyet cserél és az egyikiik el6jelet valt. Ha
pedig t végigfut a [0, 7] intevallumon, akkor végiil mindkét bazisvektor
az eredeti helyére keriil vissza ellentétes el6jellel. Az egyiitthatémat-
rixokon ezek a deformécidk tehat az egyik esetben azt eredményezik,
hogy két sor helyet cserél, mikdzben az egyikiik el6jelet vélt, illetve a
masik esetben azt, hogy két sor egyidejiileg eléjelet valt.

Ha adottak az (ay,...,aq) és (by,...,by) rendezett bézisok és A jelsli azt a
matrixot, amely a (by,...,bg) bdzist szdrmaztatja az (aj,...,a,) bazisbdl,
akkor az A matrixon lényegében végigkovethetjiik a Gauss-eliminacié szoka-
sos 1épéseit az elemi deforméacids lépések alkalmazdsaval. Miutdn a harmadik
fajta deformécids lépésben sorcserét csak elGjelvaltas aran tudunk megvald-
sitani, illetve sorok el6jelét csak parosaval valtoztathatjuk meg, az elimina-
cié végeredményeként nem feltétleniil az egységmatrixhoz jutunk el, hanem
esetleg ahhoz a maéatrixhoz, amely az egységmatrixtél csak az utolsé elem
elojelében tér el.

Ez azt jelenti, hogy (ay, ..., a4)-bol deformdciéval el lehet jutni vagy (b, ...,
bg)-be, vagy (by,...,—bg)-be. A deformécié sorén a rendezett bézis irdnyi-
tasa nem valtozik, és a két utébbi rendezett bazis ellentétes iranyitasu, ezért
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ha (a,...,aq) és (by,...,by) azonos irdnyitasiak, akkor a deformdcié ered-
ménye (by,...,bg). O

Visszatériink a klasszikus euklideszi geometridhoz, tehat az axiomatikusan
értelmezett térhez és annak vektoraihoz. A tovabbiakban V' ismét haromdi-
menzids euklideszi vektorteret jelol. A kovetkezd vektormiiveletek definicié-
jédhoz sziikség van a tér irdnyitasara is, ezért mostantol foltessziik, hogy V
irdnyitott vektortér.

0.2.12. Definicié (Vektoridlis szorzat). Ha a, b € V, akkor a és b vek-
torialis szorzatat, az a x b vektort az aldbbi kovetelményekkel értelmezziik:

— Ha a és b parhuzamos, akkor a x b = 0.

— Ha a és b nem parhuzamos, akkor

(1) |ax b| = |a||b|sin ¢, ahol ¢ az a és b szige,
(2) a x b mer6leges a-ra is és b-re is,

(3) a, b és a x b ebben a sorrendben pozitiv bazist alkot.

Ezek a tulajdonsidgok az a x b vektoridlis szorzatot nyilvan egyértelmiien
meghatarozzak.

0.2.13. Tétel. Alkossanak az e1, es, ez vektorok pozitiv irdnyitdsd ortonor-
malt bazist V-ben, és legyen a = aj1e; + azes + azes, b = bie; + boes + bses.
Ekkor

a x b = (azbz — azbz) ey + (azby — a1bz) ez + (a1by — agby) es.

Megjegyzés. A formulat az
€ €2 €3
axb=det|a ay a3
by by b3

alakban érdemes megjegyezni, ahol a determindns formdlis kifejtése utdn a
képlet a tételbeli alakot Olti.

Bizonyitas. Definidljuk a ¢ = c1e1 + coes + czes3 vektort a tételbeli formu-
laval, be kell latnunk, hogy c rendelkezik a [0.2.12}ben a x b-re megkdvetelt
tulajdonsagokkal.

Ha a és b parhuzamos, akkor a c-t definialé determinans két sora aranyos,
és ezért ¢ = 0.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

BEVEZETES: A KLASSZIKUS EUKLIDESZI TER 19

Tegyiik f6l, hogy a és b nem parhuzamos. Ekkor a

|C|2 (a2b3 — a3b2)2 + (a3b1 — a1b3)2 + (albg — a2b1)2 =
= (ai + a3 +a3)(b + b3 + b3) — (arby + azbz + ashs)” =

la?[b|* — (ab)* = [a[?|b[*(1 — cos* ) = (|al|b|sin¢)

szadmolds mutatja, hogy c teljesiti az (1) kovetelményt. A (2) kovetelmény
ellendrzéséhez azt kell megmutatni, hogy c skalaris szorzata zérus a-val is és
b-vel is. A skalaris szorzat konnyen szamolhaté a determindnsos képletbol:
csupan a, illetve b koordinatait kell rendre e, es és e3 helyére beirni. Vi-
szont ilyenkor a matrix két sora egyenlo lesz, és igy a determindns mindkét
esetben 0. Végiil a (3) kovetelmény ellendrzéséhez szamoljuk ki az (eq, e, e3)
rendezett bazisbdl az (a, b, a x b) rendezett bazist szdrmaztaté matrix deter-
mindnsat:

ap az as i C2 C3
det | by by b3 | =det|ar as a3 | =cc>0
c1 ¢ c3 by by b3

Az (a,b,a x b) rendezett bazis tehat pozitiv irdnyitdsd, azaz (3) is teljesiil.
O

A [0.2.13] Tételbdl a determindns tulajdonsidgainak folhasznalasaval azonnal
kovetkeznek a vektorialis szorzat alabbi miiveleti tulajdonsagai:

e (a+b)xc=axc+bxec,
eax(b+c)=axb+axc,

e (Aa) xb=ax (Ab) =A(axb),
e bxa=-axb.

0.2.14. Allitas. Hae € V egységvektor, akkor egy tetszbleges v € V vek-
tornak az e-re meréleges komponense az (e X v) X e vektor.

Bizonyitas: Ha v parhuzamos e-vel, akkor az allitds nyilvanvaléan igaz, hi-
szen a merdleges komponens is és az e X v vektor is 0. Tegyiik fel tehat, hogy
a két vektor nem parhuzamos, legyen a szogiik . A széban forgé v’ meréleges
komponenst v-nek egy e-re merdleges sikra torténd mercleges vetitésével kap-
juk, ezért |v'| = |v|sin ¢, ami az e X v vektor hosszdval egyenld. A v’ vektor
az e és v altal kifeszitett sikban fekszik, mig e X v erre a sikra meréleges. Az
e-vel balrdl torténo vektorialis szorzas tehat a tér barmely vektoran gy hat,
hogy azt merolegesen levetiti az e-re meréleges sikra, majd ebben a sikban
elforgatja 7/2 szoggel. (A forgatds irdnyét az e-vel nem parhuzamos vektorok
esetében abeli (3) kovetelmény szabja meg.) Ugyanezt a médszert kell

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

20 BEVEZETES: A KLASSZIKUS EUKLIDESZI TER

kovetni az e-vel jobbrdl torténd vektoridlis szorzas esetében is, csak akkor a
forgatés iranya ellentétes. Tehat ha valamely v vektorra az e-vel valé balrdl,
majd jobbrol szorzdst egymads utdn végrehajtjuk, vagyis az (e x v) x e vektort
szarmaztatjuk, akkor a v/ merdleges komponenst kapjuk. O

0.2.15. Definicié (Vegyes szorzat). Az a, b, ¢ € V vektorok vegyes szor-
zatén az abe = (a x b)c szdmot értjiik.

A kovetkezd 4llitds magatol értetédik a Tétel bizonyitdsa sordn tisz-
tazottakbdl.

0.2.16. Allitas. Ha a, b és ¢ koordinatdi valamely V -beli ortonorméalt bazisra
vonatkozdéan ay, as, as, by, ba, b3, illetve c1, co, c3, akkor

ayp az as
abc = det bl b2 b3 . O
C1 Co C3

Ebb6l a determinans tulajdonsdgaira hivatkozva a vegyes szorzat miiveleti
tulajdonsagait kapjuk:

e (a; +az)bc = a;bc + asbec,

e a(b; + bs)c = ab;c + absc,

e ab(c; + c3) = abey + abces,

e (Aa)bc = a(Ab)c = ab(\c) = A(abc),

e abc = bca = cab = —bac = —acb = —cba.

Az utolsé azonossagsorozat szerint a vegyes szorzat a harom vektor paros per-
mutacidja esetén valtozatlan marad, paratlan permutacié esetén eléjelet valt.
Az abc = bca specidlis esetet vektoridlis és skalaris szorzatokra visszairva az
an. felcserélési tételt kapjuk:

e (axb)c=a(bxc)

Megjegyzés. A vektorialis szorzatnak és a vegyes szorzatnak a teriilet-, illet-
ve térfogatszamitdsban fontos szerepet jatszé geometriai jelentése van. Két
nem pérhuzamos vektor esetén a vektoridlis szorzat hosszdt definidls |a x
x b| = |a||b|sin¢ formuldban rdismerhetiink az a és b éltal kifeszitett pa-
rallelogramma teriiletképletére. Ha pedig a, b, ¢ hdrom nem egysiki (azaz
linedrisan fiiggetlen) vektor, és v jeloli a ¢ és az a x b szogét, akkor |abc| =
= |a x b||c||cosy|. Itt |a x b| az a, b, ¢ altal kifeszitett parallelepipedon
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(parallelogramma alapt hasdb) alapteriilete, |c|| cos~y| pedig az ehhez tarto-
z6 magassag. Az abc vegyes szorzat abszolit értéke tehat ennek a paralle-
lepipedonnak a térfogata. Mindkét formula érvényes az ,elfajulé” esetekben
is, amikor két parhuzamos vektor zérus teriiletii elfajulé parallelogrammat,
hirom egysiku vektor pedig zérus térfogatu elfajulé parallelepipedont feszit
ki.

0.2.17. Tétel (Kifejtési tétel). Bdarmely a, b, ¢ € V-re érvényes az
(ax b) x c=(ac)b — (bc)a

vektorazonossag.

Bizonyitas: Ha a és b parhuzamos, azaz egyikiik a masiknak skalarszorosa,
akkor behelyettesitéssel rogton lathatd, hogy mindkét oldal 0. Tegyiik fel
tehat, hogy a és b nem parhuzamos vektorok, ekkor a, b és a x b bazist
alkotnak V-ben.

Rogzitett a és b mellett mindkét oldal linearisan fligg a véltozé ¢ vektortdl,
ezért a két oldal egyenléségét elegendd azokban az esetekben bebizonyitani,
amikor ¢ egy bazis elemein fut végig. Erre a célra az a, b és a x b alkotta
bazist hasznaljuk.

Ha c = a x b, akkor mindegyik tag nyilvan 0. A ¢ = a és ¢ = b esetek koziil
elég az elsével foglalkozni, a masik hasonléan kezelheto.

Legyen tehdt ¢ = a. Azt is feltehetjiik (mindkét oldalnak ugyanazzal a skaldr-
ral valé szorzdsaval), hogy a = e egységvektor. Ekkor a bal oldal, (e x b) x e,
éppen a b vektor e-re merdleges komponense, a jobb oldal pedig b — (be)e,
ami b-nek és az e-vel parhuzamos komponensének a kiilonbsége. Miutdan a
két komponens Gsszege b, a két oldal valéban egyenld. O

0.2.18. K6vetkezmény (Jacobi-azonossag). Barmely hdrom V-beli vek-
torra
(axb)xc+(bxc)xa+(cxa)xb=0.

Bizonyitas: Mindharom tagban a kifejtési tételt alkalmazva az Osszes tag
kiesik. O

0.3. Gombharomszoégek

A Kklasszikus euklideszi geometriardl szdlé bevezet6 fejezet lezardsaképpen
példat mutatunk vektorok alkalmazasara a gémbharomszogek trigonometri-
4jaban. A gombi geometria a gombfeliilet in. belsé geometridja. Ezen azt
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értjiik, hogy a gombi tavolsagokat nem a befoglalé térben, hanem a gdmbfe-
lilleten elhelyezkedd vonalak mentén mérjiik. Az egyenesek szerepét a gomb-
feliileten a gomb fokorei veszik at. Ezédltal a pontok és egyenesek illeszkedési
strukturaja alapvetéen kiilonbozik az euklideszi geometridban megszokottol:
két kiilonb6z6 gombi egyenesnek nem csak egy kozos pontja van, hiszen a
gbmbon két fékor két atellenes pontban metszi egymast. Ha viszont a gomb-
feliileten két kiilonb6z6 pont nem &tellenes, akkor egyetlen f6kor koti Ossze
Oket, mégpedig az, amelynek a sikjat a két pont és a gomb kozéppontja fesziti
ki. Ennyiben a gombfeliilet emlékeztet a sikgeometriara. Ezen kiviil sok min-
den masban is, példaul haromszogeket és azok trigonometriai dsszefiiggéseit
lehet a gombfeliileten tanulményozni.

0.3.1. Definicié (Triéder). Induljon ki a tér valamely O pontjdbél hdrom
olyan félegyenes, amelyek nem fekszenek egy sikban. Ezek paronként egy-
egy konvex szogtartomanyt feszitenek ki. A hdrom szogtartomédny egyesitése
kettévigja a teret. A két térrész koziil a kisebbiket (a hatdrolé szogtarto-
manyokkal és a félegyenesekkel egyiitt) a harom félegyenes altal kifeszitett
triédernek (vagy héromoldald térszogletnek) nevezziik. A triéder szérmaztat-
haté annak a hdarom féltérnek a kozos részeként is, amelyek hatérold sikjait
a félegyenesek koziil valaszthatd parok feszitik ki, és amelyek tartalmazzdk
mindhdrom félegyenest. A félegyenesek kozos kezdOpontjat a triéder cstcséa-
nak, a harom félegyenest a triéder éleinek, a harom szogtartoményt a triéder
lapjainak hivjuk. A lapok szogmértékét a triéder élszogeinek, az élek men-
tén a lapok altal bezart harom szoget pedig a triéder lapszogeinek nevezziik.
(Az elnevezéseket az magyardzza, hogy az élszogeket két-két él, a lapszogeket
két-két lap fogja kozre.)

0.3.2. Definicié (Gémbharomszog). Legyen G gombfeliilet a térben, A,
B, C € G hérom olyan pont, amelyek nem illeszkednek egy fékorre. (Vegyiik
észre, hogy ilyenkor A, B, C koziil semelyik kett& sem lehet dtellenes.) Ha O
jeloli G kozéppontjat, akkor az OA, OB, OC' félegyenesek nem fekszenek egy
sikban, ezért tekinthetjiik az altaluk kifeszitett T' triédert. Az ABC gdmb-
haromszogén a T'N G halmazt értjikk. A gdmbharomszog csiucsai az A, B,
C pontok, oldalai a cstcsokat paronként 6sszekotd fékorivek, amelyeket T'
lapjai metszenek ki G-b6l.

7”2

Az ABC gémbharomszog oldalait a T triéder megfelels élszogeinek a szog-
mértékével mérjitk. Ezaltal ezek az adatok fiiggetlenek a G gomb sugardnak
valasztdsatol. Ha G egységnyi sugart, akkor ezek a szogmértékek ténylegesen
az oldalak mint f6korivek ivhosszéval egyenlék. A gémbharomszog szogeinek
a triéder megfeleld lapszogeit tekintjiik. Ugyanezeket a szogeket kapnank, ha
érint6 félegyeneseket illesztenénk a csicsokban az oldalakhoz, és az ezek altal
bezart szogeket tekintenénk. A jeloléseket gy szokds megvélasztani, hogy a,
b, ¢ jeldlje rendre az A-val, B-vel, C-vel szemkozti oldalt, valamint «, 3, v
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jelolje rendre az A-nél, B-nél, C-nél lev6 szoget. Mind a hat mennyiség 0-nél
nagyobb és m-nél kisebb szogérték.

A kovetkez6 tételek bizonyitasaban fontos szerepet jatszanak a gomb kozép-
pontjabdl a gbmbharomszog csucsai irdnyaba mutaté egységvektorok. Ezeket
a-val, b-vel és c-vel jeloljiik. Tehat

OA OB oc

A=q04) PTaoBn T 0.0

Léssuk el a teret irdnyitdssal oly mdédon, hogy az (a,b,c) rendezett bazist
pozitivnak tekintjiik. Ezekkel a vektorokkal kifejezhetjiik a gémbharomszog
oldalait és szogeit. Az oldalakra a skaldris szorzat definicidja szerint cosa =
= bc, cosb = ca, cosc = ab §ll. A szogek meghatdrozasa céljabdl vegyiik
el6szor észre, hogy az a X b, b x ¢, ¢ X a vektorok rendre a T' triéder lapjaira
merlleges nemzérus vektorok, amelyek a triéderbe ,befelé” mutatnak, azaz
példaul a x b az OAB lap sikjanak abba a félterébe mutat, amely a triédert
tartalmazza. Ezért e szorzatvektorok altal paronként bezart harom szog a
gdémbharomszog szogeinek a kiegészité szoge, példaul a ¢ x a vektor és az
a x b vektor szoge (m — «)-val egyenld.

0.3.3. Tétel (Gombi szinusztétel). Barmely gémbhdromszdgben az olda-
lak és szdgek szokasos jelolése mellett fennall a

sina  sinf  sinvy

sina  sinb  sinc
egyenlGség.
Bizonyitds: Szamoljuk ki kétféleképpen az (a x b) x (¢ x a) vektor hosszét:

Egyrészt a definicié alapjan
|(axb) x (cxa)l=|axb|:|cxal sin(r—a)=sincsinb sina,
masrészt a kifejtési tétel felhasznalasdval
|(ax b) x (c xa)| =|(a(c x a))b — (b(c x a))a| = | — (bca)a| = bca,

tehat
bca =sinb sinc sin.

A betiizés ciklikus cseréjével hasonlé médon
cab = sinc sina sin 8 és abc =sina sinb siny
adddik. A bal oldalak egyenlék, ezért a jobb oldalon 4ll6 szorzatok is egyenl6k :
sinbd sinc¢ sina = sinc sina sin § = sina sinb sin+y,

ahonnan atrendezés és egyszeriisités utan a tétel kovetkezik. O
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0.3.4. Tétel (Az oldalakra vonatkozé gémbi koszinusztétel). Barmely
gombharomszogben az oldalak és szogek szokasos jelolése mellett fennall a

cosa = cosb cosc+ sinb sin ¢ cos a

egyenllség.
Bizonyitds: Most az (a x b)(c x a) skalaris szorzatot szamoljuk ki kétfélekép-
pen. El6szor a definicié alapjan

(axb)(cxa)=]axDb|-|cxalcos(m—a)=—sincsinb cosa,
majd a felcserélési és a kifejtési tétel alkalmazasédval

(axb)(c xa)=((axb)xcla= ((ac)b— (bc)a)a=
= (ac)(ab) — (bc) = cosb cosc — cosa.

Ezekbol kozvetlen dtrendezéssel adodik a tétel. O

0.3.5. K6évetkezmények

(1) Bédrmely gémbhdromszogben az a, b, ¢ oldalakra érvényesek az a+b > c,
b+ c > a, c+ a > b haromszog-egyenlStlenségek.

(2) Bdrmely gémbhédromszog keriilete 2m-nél kisebb.

Bizonyitds: (1): Nyilvan elegend6 az a+b > ¢ egyenldtlenséget bebizonyitani,
a tobbi ebbdl atbetiizéssel kovetkezik. Miutdn 0 < o < 7, a gdémbi koszinusz-
tételben szerepld cosa tényezd (—1)-nél nagyobb. A sinb és sinc tényezdk
pozitivak, ezért a jobb oldalt csokkentve a

cosa > cosb cosc —sinb sinc = cos(b + ¢)

egyenlétlenséget kapjuk. A koszinuszfiiggvény szigorian csokken a [0, 7| in-
tervallumon, ezért ha b+ ¢ < 7, akkor ebbdl a < b + ¢ kévetkezik. Ha pedig
b+ ¢ > m, akkor a < 7 miatt vagyunk készen.

(2): Az ABC gombhiromszog AB és AC oldalait hosszabbitsuk meg az 6ket
tartalmazé f6korck mentén a B, illetve C' ponton tul az A-val dtellenes A’
metszéspontig. Az igy elalls A’ BC gbmbharomszog oldalai rendre a, m—b és
w—c¢, ahol a, b, ¢ az ABC gémbharomszog oldalai a szokésos jelolések szerint.
A héromszog-egyenlétlenséget az A’ BC' gombhéromszogre alkalmazva a (7 —
—b)+(m—c) > a egyenl6tlenséget kapjuk, ahonnan dtrendezéssel a+b+c < 27
adédik. O

A gémbhdromszdgtan érdekes jelensége, hogy a[0.3.4] Tételnek egy ,dudlis”
parja is érvényes. Ennek el6készitése céljabdl értelmezziik a polaris gémbha-
romszog fogalmét, amely tobb olyan geometriai jelenséggel kapcsolatban van,

amellyel kés6bb még taldlkozunk (1. .
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0.3.6. Definicié (Polaris triéder, polaris gdémbhiromszog). Legyen
adott a T" triéderrel szarmaztatott ABC gémbhéromszog az O kézépponti G
gbmbon. Legyen A* € G az a pont, amellyel az OA* félegyenes merdleges az
OBC sikra és annak az A-t nem tartalmazé félterébe mutat. (Ezt az utébbi
feltételt az @Z . @)1 < 0 egyenlStlenséggel is megfogalmazhatjuk.) Hasonlé-
an definidljuk a B* és a C* pontot is: OB* és OC™ meréleges OC A-ra, illetve
OAB-re, O? . O? < 0és O—C”2 . O? < 0. Az OA*, OB*, OC™ félegyenesek
nem fekszenek egy sikban, ellenkezé esetben ugyanis O-n at 1étezne mind-
harmukra merdleges egyenes, amelynek igy benne kellene fekiidnie az OBC),
OC A, OAB sikok mindegyikében, ilyen egyenes pedig nem létezik. A hérom
félegyenes tehat egy T triédert feszit ki, amelyet T" poléris triéderének ne-
veziink. A T™ triéder az A* B*C* géombharomszoget metszi ki G-bél, amelyet
az ABC poléris gombhédromszogének neveziink.

Rogton latszik, hogy az OA félegyenes merdleges az OB*C* sikra, és az
O—1>4 - OA* < 0 feltétel miatt annak az A* pontot nem tartalmazé félterébe
mutat. Hasonlékat OB-rél és OC-r0l is megéllapithatunk, tehdt az A*B*C*
gbombharomszoghoz tartozoé polaris gombharomszog maga az eredeti ABC
gémbhéromszog.

0.3.7. Allitas. Ha a szokdsos jelolési megallapoddsokkal a, b, ¢, o, B, v az
ABC gémbhdromszdg oldalai és szogei, a*, b*, c*, o*, 5*, v* pedig az A* B*C*
oldalai és szogei, akkor

af=7m—qa, b*=m—j, cF=m—1,

o =1—a, B*=m—b, v=m—c.

Bizonyitas: Az adatok kozott fenndlld logikai szimmetria miatt elegendé az
a* =7 — o egyenlOségrél meggydzodni. Itt a* az a szog, amelyet a T' triéder
OCA és OAB lapjaira merdleges, kifelé mutaté vektorok zarnak be, amely
valéban egyenl6 az e két lap kozti lapszognek, a-nak a kiegészito szogével. [

Megjegyzés. Az O-bél A*, B*, C* irdnydba mutaté a*, b*, c* egységvekto-
rokat konnyen ellendrizheté6 moédon a

axc b x a

cxb N .

*:7 = — C = ——
e x b|’ la x c|’ b x a

képletek allitjak el6. A poldris gombharomszoget ezek segitségével is defini-
alhattuk volna.

0.3.8. Tétel (A szogekre vonatkoz6 gdmbi koszinusztétel). Bdrmely
gombharomszogre az oldalak és szogek szokasos jelolése mellett fennall a
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cosa = —cos B cosy +sin S sinvy cosa
egyenlGség.

Bizonyitas: Az oldalakra vonatkozo koszinusztételt a szokdsos jelolések mel-
lett alkalmazzuk a poldris gdmbhdromszigre, és hasznaljuk a[0.3.7}beli dssze-
fliggéseket :

cosa = —cosa* = —cosb* cosc® —sinb* sinc* cosa® =

= —cosfcosy +sinfsinycosa. U
0.3.9. K6évetkezmények
(1) A gémbhdromszog szdgei egyértelmiien meghatdrozzak az oldalait.

(2) Bédrmely gémbhdromszogben a szigek dsszege m-nél nagyobb.

Bizonyitds: (1): A szogekre vonatkozé koszinusztételbdl egy oldal explicit
modon kifejezhetd a szogek segitségével. A jelolések cseréjével a tobbi oldal
is hasonléan eldallithaté.
(2): frjuk fol a (2)—beli egyenl6tlenséget a polaris gobmbharomszog olda-
laira:

a* +b* +c* < 2m,

majd alkalmazzuk a beli osszefiiggéseket. Ezzel (1 — ) + (7 — ) + (7 —
— ) < 27, ahonnan az 4llitds dtrendezéssel kovetkezik. O

Megjegyzés. A [0.3.9] Kovetkezmény jellegzetes példdkat mutat arra, hogy
egyes vonasaiban a gdémbi geometria mennyire eltér az euklideszi sik geo-
metridjatél. A hiperbolikus geometriardl szolé fejezetben latni fogjuk, hogy
hasonld jellegli allitasokkal lehet a hiperbolikus sikgeometridnak az euklide-
szit6l kiilonb6zé voltat is szemléltetni.

A [0:3:9/(2)-beli egyenldtlenséget pontositani tudjuk. Egy gémbhiromszig
szogtobbletének azt a szamot tekintjiik, amennyivel a szogei Osszege m-nél
nagyobb. Ha a gémbharomszog teriiletét az egységnyi sugart gémbon elfog-
lalt felszinnel mérjiik, akkor az aldbbi tétel szerint a szogtobblet éppen a
teriilettel egyenlé.

0.3.10. Tétel (Girard-formula). Az «, 3, v szdgii ggmbhdromszig teriilete

a+f+vy—m.
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Bizonyitas: A gombfeliiletet két kozos végpontu félf6kor egyesitése két gomb-
kétszogre osztja. A gbmbkétszoget egybevagdsag erejéig egyértelmiien jellem-
zi a csicsaiban mért szoge, és a gdmbkétszog felszine aranyos ezzel a szoggel.
A 7 sz6gl gombkétszogek félgombok, amelyek felszine az egységgdmbon 27-
vel egyenld, ezért az ardnyossagi tényezo 2. Tehat az egységgdmbon egy ¢
sz0gl gombkétszog felszine 2¢-vel egyenld.

Legyen adott az O kézéppontu G egységgombfeliileten az ABC gombharom-
sz0g, amelynek a t teriiletét keressiik. Tekintsiik az oldalakat tartalmazé ha-
rom fokort. Ezek koziil barmelyik kettot kiszemelve azok négy gombkétszogre
vagjak G-t. A négy gombkétszog kozill az egyik tartalmazza a gdmbharom-
szoget ; valasszuk ki ezt és a vele egybevagd atellenesét. Ilyen mddon 6sszesen
hat darab gombkétszoget valasztottunk, koziiliik kettének-kettonek a szoge
a, B, illetve ~.

A hat kivalasztott gombkétszog egyiitt lefedi a teljes gombfeliiletet, mégpedig
az ABC gombharomszoget és annak az O-ra vonatkozé kézéppontos tiikor-
képét haromszorosan, a gombfelillet t6bbi részét egyszeresen. A hat gdmb-
kétszog felszinének az Osszege tehat a gomb teljes felszinénél, 4m-nél 4t-vel
tobb, azaz

2204226422y =4m + 4t

amibdl atrendezve a Girard-formulat kapjuk. O

Megjegyzés. A géobmbharomszog oldalainak mérésében szerint ugy al-
lapodtunk meg, hogy trigonometriai formuldink egységnyi sugarid gdmbfe-
lilleten mért ivhosszra vonatkozéan legyenek helyesek. Ugyanez mondhatd
[0:310}r6l, amely az egységnyi sugard gdmbon mért felszinrdl szol. Tételeink-
b6l nem nehéz olyan formuldkat szarmaztatni, amelyek 1 helyett tetszoleges
7 sugard gémbon érvényesek.

Legyen adott egy ABC gbmbharomszog az O kdzéppont, r sugari G gombfe-
lilleten. Oldalhosszain most a f6korivek G-n mért ivhosszat értsiik, és jeloljiik
Oket rendre a-val, b-vel és c-vel; szogei legyenek rendre a, 5 és .

Az O kézépponti, 1/r ardnyt kézéppontos hasonldsig G-t a vele koncentrikus
egységnyi sugari G/ gémbbe viszi, az ABC haromszoget pedig olyan A’ B'C’
gémbhdromszoghe a G’ gombon, amelynek a szogei valtozatlanul a, 3 és 7,
az oldalhosszai rendre a/r, b/r és c/r, felszine pedig az eredeti felszin (1/r?)-
szerese.

Alkalmazhatjuk tételeinket az A’B’C’ gémbharomszogre, és az igy kapott
formuldk most mér altaldnosan (tetszéleges sugard gémbon) érvényesek:
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gémbi szinusztétel:

gbmbi koszinusztételek:

a gombharomszog felszine:

sinaw  sinf sinvy

e <anb  gin &
Slnr 51n; Slnr

a c b ¢
COS — = COS — COS — —+ sin — sin — cos «
r r T r T

. . a
cosa = —cos 3 cosy + sin 3 sin-y cos —
,

r*(a+B+v—m)

A formuldk r-t6l valé fiiggéséért a kiilonbozé sugari gombfeliiletek kiilonbo-
z6 mértékii gorbiilete a felelds. Az 1/r? szam az r sugart gombfeliilet tin.
Gauss-féle gorbiilete. A trigonometriai formuldkban ennek a négyzetgyoke
jelenik meg a tavolsagadatok egyiitthatdjaként. Erdekes analégiara fogunk
ezzel kapcsolatban raismerni majd a hiperbolikus geometria hasonl6 formu-

laiban, 1.
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Affin geometria

Az affin geometria lényegében a vektorterek geometridja. Azt vizsgédlja, mi-
lyen geometriai fogalmak értelmezhetdk és milyen geometriai dsszefiiggések
tarhaték fel kizardlag a vektortér-tulajdonsdgok felhasznalasaval. Tehat pél-
ddul mértékviszonyokrdl (tavolsdgrdl, szogrél, térfogatrdl) nincsen szé az af-
fin geometridban. Vannak viszont olyan geometriai fogalmak, mint példdul a
parhuzamossag vagy az osztoviszony, amelyek szarmaztathatok pusztan a tér
linedris struktiurajabol, ezért ezek az affin geometridhoz tartoznak. Ilyen fo-
galmakrol lesz sz6 ebben a fejezetben. Tételeink egy részénél nincs is sziikség
bizonyitdsra, mert csupan atfogalmazéasai vagy kozvetlen kovetkezményei a
linearis algebrabdl ismert Osszefiiggéseknek. Fogalmainkat tetszoleges test fe-
letti, tetszOleges dimenzidju vektorterek felhasznélasdval vezetjiik be. Ehhez
természetesen motivacié gyanant a valds, legfeljebb 3-dimenzids eset, azaz a
klasszikus geometria eszkozei szolgdlnak.

1. Affin terek

1.1. Affin terek és affin leképezések

1.1.1. Definicié (Affin tér). Legyen F (kommutativ) test, V vektortér
F folott, és X egy tetszOleges halmaz. Affin struktirdnak (pontosabban, F
folotti affin struktirdnak) nevezziik a ® : X x X — V leképezést, és (F
folotti) affin térnek az (X, V, ®) hdrmast, ha teljesiil:

(1) minden A € X-rea ®4: X =V, ®4(B) = ®(A, B) leképezés bijektiv,
és
(2) minden A, B,C € X-re ®(A,B) + ®(B,C) =®(A4,0).
Gyakran magat X-et nevezziik affin térnek, ha egyértelmii, hogy mely affin

strukturdval van ellatva. X elemeit pontoknak nevezziik. Az alkalmazasokban
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legtobbszor F = R vagy C, ilyenkor valds, illetve komplex affin térrol beszé-
liink. A véges testek f6lotti affin terek érdekes kombinatorikai struktirdkhoz
vezetnek. A tovdbbiakban, hacsak mésként nem hangsulyozzuk, minden vek-
tortér és affin tér ugyanazon F test folott értendd.

Jelolések, megéllapodésok:

e A B € X esetén a ®(A, B) € V vektorra inkédbb az AD jelolést hasz-
ndljuk. Ezzel (2) az AB 4+ BC = AC alakban frhaté. Rogton adédik
AA=0és BA= —E minden A, B € X-re.

o A € X-re X4 jeloli azt a vektorteret, amelynek az alaphalmaza X,
és amelyre &4 : X4 — V izomorfizmus. Azt mondjuk, hogy az X4
vektorteret az X affin tér ,vektorizacidjaval” nyerjiik az A pontban.

e X dimenzidjanak definici6 szerint V' dimenzidjat tekintjiik (és dim X-
szel jeloljiik). Affin egyenesnek mondjuk az egydimenzids affin tereket,
affin siknak a kétdimenzidsakat.

1.1.2. Példak

e Ha X az axiomatikusan értelmezett klasszikus euklideszi tér, V az X-
beli szabad vektorok alkotta vektortér R f6lott, ® pedig a rendezett
pontparokhoz mint irdnyitott szakaszokhoz az ekvivalenciaosztalyukat
mint vektort rendeli, akkor (X,V,®) hdromdimenzids valés affin tér.
Barmely rogzitett A € X-re az X4 vektortér az A kezdéponti helyvek-
torok tere.

e Vektortér természetes affin strukturaja: Ha V tetszéleges vektortér, ak-
kor az X = V halmazon a ®(x,y) =y — x (x,y € V) leképezés affin
struktiurat ad meg.

e Az F test, mint egydimenzids vektortér, az affin egyenes standard pél-
déja (,szdmegyenes”). Barmely affin egyenes vektorizacid, majd a kelet-
kez6 egydimenziés vektortérben bazis rogzitése altal azonosithaté F-fel.
Ez gyakorlatilag a 0 és az 1 testelemek kijelolésével egyenértékii.

e Alterek eltoltjai: Ha V tetszOleges altér egy W vektortérben, tovabba
v € W tetszoleges rogzitett vektor, akkor az X = V + v halmazon
ugyancsak affin struktirdt definidl a @ : X x X -V, ¢(x,y) =y — x
(x,y € V 4+ v) leképezés.

e Direkt szorzat: Ha (X1, Vi, @) és (Xa, Vo, o) affin terek, akkor (X7 x
X X27V‘1 X ‘/2,(1)1 X (I)Q) is az.
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e Faktortér: Ha adott az (X, V, ®@) affin tér és a V vektortér egy W altere,
akkor vezessiik be az X halmazon azt a ~ ekvivalenciarelaciét, amelynél
az X-beli A és B pontokra A ~ B pontosan akkor teljesiil, ha /@ eWw.
Legyen X' = X/ ~ az ekvivalenciaosztélyok halmaza és V' a V/W
faktortér, ekkor a @ : X' x X' — V' ®'([A],[B]) = [E] leképezés
affin struktira az X’ halmazon. Az (X', V', ®') affin teret az X tér W
szerinti faktorterének nevezziik.

1.1.3. Definicié (Affin leképezés). Legyenek (X,V,®) és (X', V', @) af-
fin terek. Egy f : X — X' leképezést affin leképezésnek neveziink, ha alkal-
mas ¢ : V — V’ linedris leképezéssel bérmely A, B € X-re o(®(A4,B)) =
= &/ (f(A), f(B)) (azaz (AB) = f(A) [(B) ) teljesill

Nyilvan -t az f affin leképezés egyértelmiien meghatarozza. Ezt a ¢ linea-
ris leképezést az f ,linearizdltjdnak” (vagy f derivaltjdnak) nevezhetjiik. A
tovédbbiakban gyakran alkalmazzuk f linearizaltjara az L(f) jelolést.

Eszrevehetjﬁk, hogy ilyenkor barmely A € X pont kivdlasztasaval a

Xa —L— X4

!’
l% Jfbf(A)

e L(f) Vv

diagram kommutativ, azaz <I>’f(A) of = L(f) o ®4. Ebbdl rogton addédik az
affin leképezések alabbi jellemzése.

1.1.4. Allitas. Egy f: X — X' leképezés pontosan akkor affin, ha bdrmely
(vagy akdr csak egyetlen) A€ X-re f: X4 — X }( 4) linedris. O

1.1.5. Allitas. Barmely affin tér identikus leképezése és barmely konstans
leképezése affin, affin leképezések kompozicidja affin, bijektiv affin leképezés
inverze affin. O

1.1.6. Definicié (Affin izomorfizmus, affinitds). A bijektiv affin leké-
pezéseket affin izomorfizmusoknak nevezziik. Két affin tér izomorf, ha van
kozottiik affin izomorfizmus. Egy affin tér sajat magara képezo affin izomor-
fizmusait affin automorfizmusoknak, vagy roviden affinitdsoknak nevezziik.
Az X affin tér affinitdsai a kompozicié miiveletére nézve csoportot alkotnak,
ezt a csoportot X affin csoportjanak nevezziik és Aff (X)-szel jeloljiik.

Az affinitds fogalmanak segitségével ismét koriilirhatjuk, mi az affin geomet-
ria targya: azokkal a geometriai fogalmakkal és mennyiségekkel foglalkozik,
amelyek affinitdsokkal szemben invaridnsak.
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1.1.7. Allitas. Tetszbleges (X,V,®) affin tér izomorf a természetes affin
struktiraval ellatott V' vektortérrel.

Bizonyitas: Tetsz6legesen rogzitett P € X ponttal ®p : X — V affin izo-
morfizmus, melyre L(®p) = idy, ugyanis minden A, B € X-re ®(A,B) =

Latjuk tehdt, hogy az affin tér és a vektortér fogalma nem sokban kiilonbo-
zik; az eltérés lényegében csak annyi, hogy az affin tér esetében ,elfelejtjiik”,
hol van az origd. Az affin teret barmely pontjanak origoként vald kitiinte-
tése vektortérré teszi. Ezt a tényt késobbi szamolasainkban olyan formaban
tobbszor is ki fogjuk haszndlni, hogy barmely affin térrél feltehetjiik, hogy
valamely vektortérbdl keletkezik a természetes affin struktira bevezetésével.
Ebbél rogton kovetkezik példdul, hogy két (ugyanazon test feletti) affin tér
pontosan akkor izomorf, ha a dimenziéjuk egyenl6.

Az az eljaras, amelynek sordn valamely X affin teret egy P € X origé kiva-
lasztasaval az Xp vektortérrel, majd azon keresztiil V-vel azonositunk, nem
Ltermészetes”. Bar ez az eljards végrehajthaté minden X affin térre, a P
pont 6nkényes megvélasztasiaval jar, amire nincs ,egységes”, X-tél fiiggetlen
modszer. Ezzel szemben ldtni fogjuk majd a 7. szakaszban, hogy barmely
X affin tér felfoghaté gy, mint egy az X-hez természetes médon rendelt X
vektortérben egy linedris altér eltoltja. Az itt hangstlyozott ,természetesség”
pontos matematikai jelentését az absztrakt algebra tisztdzza a kategoridk és
a funktorok fogalménak segitségével.

1.1.8. Allitas. Ldssuk el a V és W vektortereket természetes affin strukti-
rdjukkal. Egy f : V — W leképezés pontosan akkor affin, ha f(x) = p(x)+b
alaku, ahol ¢ : V. — W linedris ésb € W.

Bizonyitds: Ha f affin, akkor alkalmas ¢(= L(f)) : V. — W linedris leképe-
zéssel p(v —u) = f(v) — f(u) minden u,v € V-re; ekkor u = 0, x = v és
b = f(0) vélasztassal adédik, hogy f(x) = ¢(x) + b minden x € V-re.

Megforditva, ha f a fenti alaki, akkor a p(v —u) = (¢(v) + b) — (¢(u) +
+b) = f(v) — f(u) egyenldség mutatja, hogy f affin. O

1.1.9. Definicié6 (Affin koordinatarendszer). Ha X d-dimenziés affin
tér az F test f6lott, akkor X-beli affin koordinatarendszernek neveziink egy
tetszbleges x : X — F? affin izomorfizmust. Egy affin koordintarendszer
megadasa egyenértékii az origd kijelolésével X-ben és egy bazis rogzitésével
V-ben. Ha rogzitjiikk az x affin koordinatarendszert, akkor egy P € X pont
affin koordinatain az x(P) € F¢ vektor koordinatait értjiik.

Ha x és y két affin koordinatarendszer X-ben, akkor az y o x~ ' F¢ — F?
leképezés affin izomorfizmus, azaz az Allités szerint y = Ax + b, ahol
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A€ GL(d,F) ésb € F". (Itt GL(d, F) az F {6l6tti d x d méreti invertidlhatd
matrixok csoportjéat jeloli.)

1.1.10. Példék, definiciék (Eltolds, homotécia, dilatacid)

e Ha X' az X affin térnek egy W < V altér szerinti faktortere, akkor
az X — X’ faktorizdld leképezés affin leképezés. Megforditva, ha f :
: X — X' tetszbleges sziirjektiv affin leképezés, akkor X’ izomorf X
faktordval a Ker L(f) < V altér szerint.

o f € Aff(X) eltolds, ha L(f) identikus. Az eltoldsok részcsoportot al-
kotnak Aff(X)-ben. Az L : Aff(X) — GL(V) hozzdrendelés csoport-
homomorfizmus (ahol GL(V) a V' — V invertélhaté linedris leképezések
csoportja); az X affin tér eltoldsainak a csoportja ennek az L homo-
morfizmusnak a magja.

A természetes affin strukturdval elldtott vektorterek esetében az elto-
lasok valamely rogzitett vektor hozzdadaséat jelentik. Ebbol rogton lat-
haté, hogy tetszoleges X affin tér eltoldsainak a csoportja izomorf a V'
vektortérrel mint additiv csoporttal.

e Adott P € X és A € F* (= F — {0}) esetén P kozépponti, A ard-
nyd X-beli homotécidnak nevezziik azt a Hpy : X — X leképezést,
amelynél minden A € X pontra PHP)\(A; — \PA (azaz Hpx(A) =
— &3 (ADp(A))). Ekkor Hp € Aff(X) és L(Hp,) = A - idy. Nyilvin
HpyoHp, = Hp),, azaz a rogzitett kozépponti homotécidk egy F*-
gal (az F test multiplikativ csoportjdval) izomorf részcsoportot alkotnak
Aff (X)-ben.

e Dilatdciénak nevezziik azokat az f affinitdsokat, amelyekre az L(f) li-
nearis leképezés egy nemzérus skaldrral valé szorzds. Az X affin tér
dilatécidi részesoportot alkotnak Aff(X)-ben, hiszen definici6 szerint a
dilatacick az L~!(F*idy) halmazt alkotjik. Ez részcsoport, mert egy
GL(V)-beli részcsoport inverz képe az L homomorfizmusnl.

Mind az eltolasok, mind a homotécidk egyben dilatécidk is.

Az identikus leképezés egyszerre eltolds is és homotécia is (tetszleges
kozépponttal), és csak az identitds ilyen.

1.1.11. Allit4s. Ha egy dilatdcié kiilénbozik az identitdstol, akkor vagy el-
tolds, vagy homotécia.

Bizonyitds: Legyen f € Aff (X), melyre L(f) = A-idy, A # 0,1. Azt kell
beldtni, hogy 1étezik olyan P € X, hogy f = Hp.

Fixpontot keresiink f szdmara. Felteheto, hogy X = V a természetes affin
struktiraval, ekkor az Allitas szerint f(x) = ¢(x) + b alakd, ahol
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most ¢(x) = L(f)x = Ax. Az x = Ax + b egyenletnek A\ # 1 miatt létezik
megolddsa, mégpedig a p = b/(1—\) vektor, amely az f (egyetlen) fixpontja.
Ezzel f(x) = Ax+b=p+ A(x —p), azaz f = Hp ». O

1.1.12. Kévetkezmény. A kompozicié miivelete nem vezet ki a homotéciak
és eltolasok alkotta halmazbdl. O

Megjegyzés. Az elemi geometriabol ismert euklideszi sikot kétféleképpen is
lehet az affin geometria keretei kozé illeszteni: tekinthetjiik valés affin sfknak
is és komplex affin egyenesnek is. A kiilonbség jol latszik példaul abban,
hogy a homotécidk mast jelentenek a kétféle felfogasban: a valds esetben
kozéppontos nagyitast, a komplex esetben pedig forgatva nyujtast.

1.2. Affin alterek

1.2.1. Definicié (Affin altér). Legyen (X, V, ®) affin tér és Y C X tetsz6-
leges részhalmaz. Azt mondjuk, hogy Y affin altér X-ben, ha létezik olyan
W <V linedris altér, hogy az (Y, W, ®|y «xy) hdrmas affin tér. Ilyenkor ¥V a

W alteret nyilvan egyértelmiien meghatarozza. W-re idénként az ? jelolést
hasznaljuk. (Igy példéul V = X.)

1.2.2. Allitas. Az X affin tér tetszéleges Y C X részhalmazara az alabbi
allitasok ekvivalensek :
(i) Y affin altér;

(ii) Y # 0 és minden A € Y-ra ®4(Y) <V linedris altér;

(iii) létezik olyan A € Y, hogy ®4(Y) <V linedris altér;

(iv) Iétezik olyan W <V linedris altér és olyan A € X, hogy Y = &' (W).
Bizonyitds: Az (i) = (ii) = (iii) = (iv) implikdcidk a definiciékbdl rogton
adédnak. A (iv) = (i) kovetkeztetéshez azt kell meggondolni, hogy barmely

B,C € Y-ra BC € W. Viszont Y = &7 (W) miatt AB, AC € W, és gy
BC=BA+AC eWw. 0

1.2.3. Példak

e Vektortér természetes affin struktirajara nézve az affin alterek pontosan
a linedris alterek eltoltjai. (Ez (iv)-b6l régton latszik.)
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o Tetszdleges f : X — X' affin leképezés képhalmaza affin altér az X'
affin térben. (Ez azonnal adédik az Allftés alkalmazdséval.) Ha
f injektiv, akkor affin izomorfizmus X és az f(X) affin altér kozott.
Ilyenkor azt mondjuk, hogy f affin beigyazds X-r6l X'-be.

e Tetszbleges affin térben a 0-dimenzids affin alterek pontosan az egy-
ponti részhalmazok (amelyeket azonosnak tekintiink a tér pontjaival).
Az 1-dimenzids affin alterek az affin tér egyenesei, a 2-dimenzidsak az
affin tér sikjai. Egy d-dimenzids affin térben, ahol d véges, a (d — 1)-
dimenziés affin altereket hipersikoknak nevezziik. Tehat pl. egy egyenes
pontjai hipersikok az egyenesen, illetve egy sik hipersikjai a benne fekvo
egyenesek.

e Az X affin tér pontjai egy rendszerét kollinearisnak nevezziik, ha va-
lamely X-beli egyenes tartalmazza 6ket. Barmely két pont kollinearis,
sOt, ha A, B € X két kiilonb6z6 pont, akkor egyértelmiien létezik olyan
X-beli egyenes, amely A-t és B-t tartalmazza, mégpedig a @Zl(F . /@)
ponthalmaz. Erre az egyenesre bevezetjiik az (A, B) jelolést.

Vektorterekben a koordindtakban felirt homogén linearis egyenletrendszerek
megoldashalmazai éppen a linedris alterek. Ennek mintajara affin terekben
az affin alterek inhomogén linedris egyenletrenszerek megolddshalmazaiként
nyerhetck. Ezt a tényt fogalmazza meg ,koordindtamentes” formaban az
Alh’tés, amelyet az affin formak definicidjdval készitiink el6.

Idézziik {6l eloljaréban a lineéris forma fogalmét. A V' vektortéren értelmezett
linedris forman egy tetszéleges V' — F linedris leképezést értiink. A linedris
formak a természetes médon ad6dé miiveletekkel vektorteret alkotnak F £6-
l6tt, amit V' dudlis terének neveziink és altalaban V*-gal jeloliink.

1.2.4. Definici6é (Affin forma, Z(s)). Az F test feletti X affin téren értel-
mezett affin formanak neveziink egy tetszéleges s : X — F affin leképezést.
A természetes (azaz pontonként értelmezett) osszeaddsra és skaldrral vald
szorzasra nézve az affin formak F f6lott vektorteret alkotnak, amelyre az X*®
jelolést vezetjiik be.

Barmely affin forma linearizaltja egy V — F linedris leképezés, azaz a V*
dudlis vektortér eleme. Ezaltal kapjuk az L : X® — V* linedris leképezést,
amely nyilvan sziirjektiv, és amelynek a magja a konstans affin formakbdl all.
fgy tehat véges dimenziés X esetében dim X*® = dim X + 1. Valamely P € X
pont rogzitésével az s — (L(s), s(P)) hozzarendelés izomorfizmus az X* és
a V* @ F vektorterek kozott. Az affin formak terének ez a direkt felbontasa
ugyanolyan értelemben nem természetes, mint ahogyan X azonositdsa a V'
vektortérrel nem az. Ha viszont eleve X = V a természetes affin strukturaja-
val, akkor persze X® = V* @ F az s(x) = ¢(x) + b +— (¢,b) = (L(s), s(0))
megfeleltetéssel.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

36 AFFIN GEOMETRIA

Tetszoleges X esetén létezik két kitiintetett affin forma X-en: a konstans 0
és a konstans 1 értéki fiiggvény; ezeket 0-val, illetve 1-gyel jeloljiik.

Ha s € X* tetsz6leges affin forma az X affin téren, akkor Z(s) jeloli s zé-
réhalmazat, azaz az {A € X : s(A) = 0} halmazt. Példdul Z(0) = X és
Z(1) =0. Ha S C X* tetszleges nemiires részhalmaz, akkor Z(S) jeloli az
S-beli affin formak zéréhalmazainak kozos részét: Z(S) = {Z(s) : s € S}.
Nyilvdn Z(S) = Z(U), ahol U az S éltal az X*® vektortérben generdlt linedris
altér.

Ha dim X = d véges és x : X — F? affin koordindtarendszer X-ben, akkor
az Allitas alkalmazéséval az s € X*® affin formak 4ltaldnos koordinétas
alakjat az sox~ ! : F¢ = F, s(z1,...,2q9) = a1m1 + ... + agrqg + b inho-
mogén linedris fuggvény adja. Az ay, ..., aq, b € F konstansok tetszéleges
megviélasztasa affin format definidl.

A kovetkezo allitas csupdn a linedris egyenletrendszerekrdl szélé szokésos
lineéris algebrai megallapitasok atfogalmazisa az affin geometria nyelvére.
,Hétkoznapi” tartalma az, hogy egy d-dimenziés affin térben a k-dimenzids
affin altereket d — k darab fiiggetlen inhomogén linearis egyenlet irja le.

1.2.5. Allitas. Legyen X véges dimenzios affin tér, d =dim X. Egy Y C X
nemiires részhalmaz pontosan akkor k-dimenziés affin altér, ha létezik olyan
(d — k)-dimenziés U < X*® linedris altér, hogy 1 ¢ U ésY = Z(U).

Specidlisan ha H C X hipersik, akkor van olyan s € X* affin forma, hogy
H = Z(s), és megforditva, barmely nemkonstans affin forma zéréhalmaza
hipersik. Ha s,t € X®-ra Z(s) = Z(t), akkor t = \s alkalmas X\ € F, X\ # 0-
val. O

1.2.6. Definicié (Fiiggetlen hipersikok). Azt mondjuk, hogy az X-beli
H, = Z(s1), Hy = Z(s2), ..., Hy = Z(si) hipersikok fiiggetlenek, ha az
L(s1), L(s2), ..., L(sg) dudlis vektorok linedrisan fiiggetlenek a V* vektor-
térben.

A fiiggetlen hipersikok aldbbi tulajdonsagai a definiciébdl, illetve bol
rogton adédnak.
1.2.7. Allitas. Legyen dim X = d véges. Ekkor:

(1) X-ben a fiiggetlen hipersikok maximalis szdma d.

(2) X-ben k darab fiiggetlen hipersik kozos része (d — k)-dimenzids affin
altér.

(3) Ha H hipersikok rendszere X-ben és Y = (\H # 0, akkor barmely
‘H-beli fiiggetlen részrendszer d — dimY darab hipersikbdl all, amelyek
k6z0s része szintén Y. O
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1.2.8. Definicié (Parhuzamossaig). Legyenek Y és Z affin alterek az X
affin térben.

Azt mondjuk, hogy Y és Z parhuzamos (jelben: Y || Z), ha 7 = 7 A pérhu-
zamossag nyilvan ekvivalenciarelaciéo X affin alterei halmazan. Parhuzamos
affin alterek dimenzidja egyenlé.

Azt mondjuk, hogy Y gyengén parhuzamos Z-vel (jelben: Y(|Z), ha % < Z.
A gyenge parhuzamossag részben rendezési reldacié X affin alterei halmazén.
Y(|Z esetén nyilvin dimY < dim Z.

1.2.9. Allitds. Bdrmely X affin tér Y és Z affin altereire érvényesek a ki-
vetkezOk.

(1) HaY | Z, akkor Y = Z vagy Y N Z = ).
(2) HaY(|Z, akkorY C Z vagy Y N Z = ).

(3) Y/(|Z akkor és csak akkor 4ll fenn, ha létezik olyan Y' C Z affin altér,
hogyY' || Y.

(4) Bdrmely A € X-hez egyértelmiien létezik olyan Y' affin altér, hogy
AeY éY'|Y.

(5) HaY || Z és Y, Z véges dimenzidsak, akkor belefoglalhaték egy legfel-
jebb eggyel magasabb dimenziés affin altérbe.

(6) HaY, Z hipersikok ésY N Z =), akkor Y || Z.

Bizonyitds: (1), (2), (3) és (4) kozvetleniil kovetkezik a definiciébdl.

Az (5) allitds bizonyitdsdhoz vélasszunk egy A € Y és egy B € Z pontot,
legyen W =®,4(Y)<V.HaUaW ésaz 1@ vektor generalta altér V-ben,
akkor S = ®,*(U) affin altér X-ben, Y UZ C S, és dim S < dimY + 1.

A (6) allitds bizonyitasahoz feltessziik, hogy X = V a természetes affin struk-
tardval, Y =W +a, Z =U + b, ahol W és U linearis hipersikok V-ben. Ha
indirekt feltevéssel Y} Z, akkor W # U, és {gy sziikségképpen W + U =
= V. Emiatt taldlhat6 w € W és u € U tgy, hogy w — u = b — a. Ekkor
Xx =w+a=u+b, ahonnan x € Y N Z, ami ellentmond az Y N Z = ()
feltételnek. O

Megjegyzés. Ha X affin sik, E C X egyenes, P € X — E, akkor (4)-bél és
(5)-b6l kovetkezden egyértelmiien 1étezik olyan E' C X egyenes, hogy P €
€ E' és E'NE = (). A pdrhuzamossigi axiéma allitdsa tehdt automatikusan
érvényes az affin geometridban.

1.2.10. Allitas. Barmely dilatacio minden affin alteret vele parhuzamos affin
altérbe visz.
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Bizonyitds: Ha f dilatdci6, akkor L(f), skaldrral valé szorzds 1évén, minden
V-beli linearis alteret 6nmagaba visz. fgy tetszoleges Y affin altérre f (Y) =
— L(f)(Y) =Y, és emiatt f(Y) | Y. O

Az [1.2.100 Allitds médot ad dilatécicknél a képpont ,,szerkesztéssel” torténé
meghatarozasara.

B/

P E
Al Ta A M4 b

1.2.11. K6vetkezmény. Legyen f tetszileges dilatacio egy X affin térben,
Ae X, A = f(A) # A, és E jelolje az (A, A’) egyenest. Legyen B € X
tetszbleges, E-re nem illeszkedS tovabbi pont. Az ehhez tartozé B’ = f(B)
képpont az aldabbi F' és G egyenesek metszéspontjaként all elG:

F az a B-n atfektetett egyenes, amelyet f onmagaba képez, azaz ha f
homotécia P kézépponttal, akkor F = (P, B), ha pedig f eltolds, akkor
F az E-vel parhuzamos egyenes B-n at;

G pedig az az A'-n dtmend egyenes, amely parhuzamos az (A, B) egye-
nessel. O

1.2.12. Definici6 (Komplementaritds). Az Y és Z affin alterek komp-
lementer alterek az X affin térben, ha V = ? D 7 direkt Osszeg. Ilyenkor
Y NZ egyetlen pont. A komplementaritds szimmetrikus reldcié X affin alterei
halmazan.

Affin alterek parhuzamossagét, illetve komplementaritdsdat hasznalva affin le-
képezések néhany fontos tipusat tudjuk bevezetni.

1.2.13. Definicié (Vetités altérre). Legyen Y affin altér az X affin térben,
és rogzitsiik az 7 < V altér egy U direkt kiegészitojét a V' vektortérben.
Definidljuk a p : X — Y leképezést a kovetkezé médon. TetszOleges A € X-
hez egyértelmiien taldlhaté olyan Z(A) C X affin altér, hogy A € Z(A) és
Z(A) =U. Ekkor Z(A)NY egypontu; legyen p(A) ez a pont. Vektorizdlva és
linearis algebrara hivatkozva rogton latszik, hogy p affin leképezés. Nyilvan
pop = p. A p leképezést az X affin tér Y affin altérre torténé U irdnyu
vetitésének nevezziik.
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1.2.14. Definicié6 (Parhuzamos vetités). Legyen Y és Z két egyenld di-

menziéju affin altér az X affin térben és rogzitsiikk az Y, Z <V alterek egy
U kozds direkt kiegészitdjét a V' vektortérben. Ekkor az [[.2.13}beli p leké-
pezés Z-re torténd lesziikitése affin izomorfizmus Z és Y kozott. Ezt a p|z
leképezést a Z altér Y-ra torténo U irdnyu parhuzamos vetitésének nevezziik.

1.2.15. Definicié (Affin szimmetria). Legyen Y affin altér az X affin
térben és legyen p : X — Y a tér U irdnyt vetitése Y-ra. Barmely A € X-hez
egyértelmiien létezik olyan 7(A) € X pont, melyre p(A)7(A) = Ap(A). Ekkor
T € Aff (X) és ToT = idx. Ezt a 7 leképezést az YV affin altérre vonatkozd
U irdanyu affin szimmetrianak nevezziik. Meggondolhatd, hogy ha charF #
= 2, akkor Y pontosan a 7 fixpontjaibdl dll. A pontokra (azaz 0-dimenziés
affin alterekre) vonatkozé affin szimmetridkat kozéppontos szimmetridknak
is nevezziik, ezek éppen a —1 aranyi homotéciak.

1.3. Affin kombinacidk, fiiggetlenség, affin bazis

Vektortérben affin kombindciénak szokds nevezni az olyan linedris kombi-
néacidkat, amelyekben az egyiitthatok Osszege 1. Ilyen fajta kombindcidkat
vektorok helyett egy affin tér pontjaibdl is képezhetiink.

1.3.1. Definicié (Affin kombindcid). Legyenek A;, Ao, ..., A pontok az

X affin térben, legyenek tovabba adva a A1, Ag, ..., A\ € F elemek, melyekre

Zle A; = 1. Azt mondjuk, hogy a B pont az A; pontok \; egyiitthatds affin

—
kombin&ciéja, ha valamely O € X-re @ = Zle MNOA;.
L : ; / B kN oA

Vegyiik észre, hogy ilyenkor barmely O’ € X-re O'B = ). ; \;O’A; ugyan-
Sy g

csak fenndll, hiszen O'B = 0’0 + OB = (Zle X)0'0 + Zle MNOA; =

<k T2 AT L —k Py c s ;L . ,

=3 N (O O+ OAZ-) = > . 1 MO'A;. Specidlisan, O’ = B vilasztéssal

0= Zle AiBA; teljesiil. Nyilvan ez az utébbi egyenléség is alkalmas a B

pont definidlasara.

Ha X =V a természetes affin struktiraval és az A;, B pontok V-beli a;,b

vektorokkal vannak azonositva, akkor O = 0 valasztassal lathato, hogy az

affin kombindacié fogalma valoban az 1 Osszegii egytitthatokkal vett linedris
kombinécidt jelenti: ilyenkor b = Zle Aia;.

1.3.2. Allitas. Az affin leképezések felcserélhetSk az affin kombinécick képzé-
sével. Azaz: ha f : X — Y affin leképezés, és X -ben a B pont az Ay, As, ..., Ay
pontok affin kombindcidja, akkor Y-ban az f(B) pont az f(A1), f(As),...,
f(Ay) pontok ugyanilyen egyiitthatés affin kombindcidja.
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Bizonyitds: Az Allitést és a fenti észrevételt felhasznélva rogton adédik.
O

1.3.3. Allitas. Az X affin tér egy nemiires Y részhalmaza pontosan ak-
kor affin altér, ha zart az affin kombinacick képzésére, azaz ha tetszbleges
A, As, . AL EY, ML Ao, ..\, €F, Zle A; = 1 esetén az A; pontok \;
egyltitthatos affin kombinacidja is eleme Y -nak.

Bizonyitas: Feltessziik, hogy X =V a természetes affin strukturaval.

Ha Y affin altér, azaz ¥ = W 4 a valamilyen W < V-vel és a € Y-nal,
tovdbba a; = x; + a, ahol x; € W, akkor Zle Nia; = Zle Ai(x; +a) =
= (X ix) + (EF MaeW ra=Y.

Megforditva, tegyiik fel, hogy Y zart az affin kombinacidk képzésére és va-
lasszunk egy tetszoleges a € Y elemet. Megmutatjuk, hogy az Y — a halmaz
linearis altér V-ben. Legyenek x; = a; —a € Y — a tetszOleges elemek és
A; € F tetszéleges egyiitthatok (i = 1,..., k). Beldtjuk, hogy az x; vektorok
A; egytitthatés linedris kombinaciéja is Y — a-ban van. Legyen Ag11 = 1 —
— Zf:l i, ezzel a + Z?:l NiX; = )\k+1a + Z?Zl()\ia + )\zxz) = )\k+1a +
+ Zle Aa;, ami az Y-beli a és a; elemek egy affin kombinacidja, tehat
Y-beli. O

1.3.4. K6évetkezmény. Ha affin alterek egy tetszlleges rendszerének a met-
szete nem az tlires halmaz, akkor affin altér. O]

1.3.5. Kovetkezmény. Barmely nemiires S C X részhalmazhoz létezik leg-
sziikebb, S-et tartalmazé affin altér. O

1.3.6. Definicié (Affin burok). A nemiires S C X részhalmazt tartalma-
76 legsziikebb affin alteret az S halmaz affin burkdnak nevezziik és (S)-sel
jeloljiik. Ilyenkor ugy is fogalmazhatunk, hogy az S halmaz affin generator-

rendszer az (S) affin altérben. Ha Sy,...,S; az X részhalmazainak vagy
pontjainak (nemiires egyesitésii) listdja, akkor (Si,...,Sk) jeloli az egyesité-

siik affin burkat.

1.3.7. Allitas. Tetsz6leges nemiires S C X részhalmazra az S affin burka
pontosan az S-beli elemek affin kombin&ciéibdl all.

Bizonyités: Jeloljiikk C(S)-sel az S-beli elemek affin kombinéciéibél allé6 pont-
halmazt. Beldtjuk, hogy (S) = C(5).

Az (S) D C(S) tartalmazés fenndll, hiszen (S) affin altér, és igy zédrt az affin
kombingcidk képzésére Allftds).

Az (S) C C(S) tartalmazdshoz (ismét az Allités felhasznaldsaval) elég
azt belatni, hogy affin kombinaciok affin kombinacidja a kiinduldsi pontok-
nak is affin kombinacidja. Valdban, tekintsik az x = Zle Aix; affin kom-
bindciét a V' vektortérben, és tegyiik fol, hogy mindegyik x; vektor maga is
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ki s ez k ki
egy ): = Z]g:j:1 pijyij affin kombindci6. Ekkor x = 3771 i 3 50L, pigyi; =
=> i1 Zj"zl Aittijyi; az yi; vektorok affin kombindciéja, hiszen az egytitt-
(1w k ks k ks k
hatdk osszege >, Zj:l Aifhij = 3 imq Ni Zj:l Mij =D g A = 1. O

1.3.8. Példdk. Barmely A € X pontra (A) = {A}. Ha A,B € X, A # B,
akkor az [[.2.3}ban bevezetett jeloléssel dsszhangban (A, B) az A-n és B-n
atfektetett egyenes. Ha X =V és A=a, B=b €V, akkor (A, B) = {ta+
+(1—-t)b:teF}

1.3.9. Allitss. Tegyiik fel, hogy charF # 2. Az X affin tér egy nemiires Y
részhalmaza pontosan akkor affin altér, ha barmely A, B € Y-ra (A,B) CY.

Bizonyitas: Affin alterekre a feltétel az Allitas specidlis eseteként tel-
jesiil. A forditott irdnyhoz feltehet6, hogy X = V és 0 € Y'; azt kell be-
bizonyitani, hogy Y linedris altér V-ben. Valoban, skalarral val6 szorzasra
zért, mert x € Y-ra Fx = (0,x) C Y, és Osszegre zart, mert x,y € Y-ra
x;fyE(x,y)gYésignyryG(O,%)QY. O

Megjegyzés. Az affin alterek fenti jellemzése nyilvdnvaléan nem érvényes a
kételemti test feletti (legaldbb kétdimenzids) affin terekben, hiszen az egye-
nesek kételemtiek, és igy az Allitasban szereplé feltétel semmit sem
kovetel Y-rél. Meggondolhaté viszont, hogy az Allités olyan formaban
is igaz, hogy a char F' #£ 2 kikotés helyett csak azt tessziik fel, hogy F legalabb
héromelem1i.

1.3.10. Allit4s. Legyen Y véges dimenzics affin altér az X affin térben és
A € X. Ekkor dim(Y, A) < dimY + 1, és itt egyenl6ség pontosan akkor &l
fenn, ha A¢Y.

Bizonyitas: Feltehetd, hogy X = V és 0 € Y, ezzel linedris algebrdbdl jol
ismert tényre vezettiik vissza az allitast. O

1.3.11. Kovetkezmény. Affin térben barmely k + 1 elemii S részhalmazra
dim(S) < k teljestil.

Bizonyitas: Kozvetleniil adodik az[1.3.10] allitasbdl k szerinti teljes indukci-
oval. O

1.3.12. Allités. Az X affin tér tetszéleges Ag, A1, ..., A € X pontjaira az
alabbi feltételek ekvivalensek :

(1) dim<A0,A1, “ee ,Ak> = k’,
(ii) A; ¢ (Ao,...,Ai—1,Aiv1,..., Ag) mindeni=0,1,... k-ra;

(iil) ApA1, AgAs, ..., AgAy linedrisan fiiggetlen vektorok V-ben;
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(iv) ha O € X, Aoy A1, Ak € F, K 0\ =0, és S5 \OA, = 0, akkor
)\0:)\1:...:)%:0.

Bizonyitds: (i), (i) és (iii) ekvivalencidja az [1.3.10, Allitas bizonyitasahoz

hasonléan jol ismert linearis algebrai tulajdonsagokbdl adodik.

()= (iv): 325, Mo A; = 3 Ai(Ag0 + OA;) = —AgAgO + (—AoOAg) =

= 0, ahonnan az AgA; vektorok linearis fliggetlensége miatt Ay = ... = A\p =

=0, ésigy Ao = 0.

. T k .

(iv)=-(iii): Tegyiik fel, hogy Z 1 AiApA; = 0. Legyen \g = — ) o ;A és
— —

O = Ay, ekkor ZZ_:O MNOA; = Zi:l AiApA; = 0, igy (iv) felhaszndldséval

M=)\ =...= X =0. O

1.3.13. Definicié (Fiiggetlenség). Azt mondjuk, hogy Ag, A1,..., A € X
fiiggetlen pontok az X affin térben, ha teljesitik az allitasban szerepld
feltételek valamelyikét (és igy mindegyiket).

Példaul egyetlen pont mindig fiiggetlen, két pont akkor és csak akkor fiig-
getlen, ha kiilonb6z6, harom pont akkor és csak akkor fiiggetlen, ha nem
kollinedris.

1.3.14. Definicié (Affin bdzis). Az X véges dimenzids afﬁn terben affin
béazisnak neveziink egy Ag, A1, ..., Ay pontrendszert, ha az AoAl, AOA2, e
Ap Ay vektorok béazist alkotnak a V = X vektortérben.

Ilyenkor k = dim V' = d, azaz egy affin bazis sziikségképpen d+ 1 pontbdl all.
Az affin bazisok alabbi jellemzése kozvetleniil adodik a definiciékbdl.

1.3.15. Allit4s. Legyen X véges dimenzids affin tér, d = dim X. Egy X-beli
pontrendszer pontosan akkor affin bazis X -ben, ha fiiggetlen és (d+1) elemt,
illetve akkor, ha affin generdtorrendszer és (d + 1) elemi. O

1.3.16. Allit4s. Legyen X véges dimenzios affin tér, ekkor barmely X-beli
fiiggetlen pontrendszer kiegészithets affin bazissa X -ben.

Bizonyitds: [1.3.12](iii)-ra hivatkozva az &llitds rogton kovetkezik a linedri-
san fiiggetlen vektorrendszerek béazissd valo kibovithet&ségérél szolé linearis
algebrai alaptételbdl. O

Megjegyzés. Végtelen dimenzids affin terekben léteznek olyan végtelen pont-
rendszerek, amelyek barmely (nemiires) véges részrendszere fiiggetlen. Az
ilyen pontrendszereket is kézenfekvd fiiggetlennek nevezni. Affin bazisnak
ezek utan a maximalis fiiggetlen pontrendszereket, illetve ezzel egyenérté-
ki médon a minimalis affin generdtorrendszereket tekinthetjiik. A geometria
szempontjabdl elsésorban a véges dimenzids affin terek fontosak, ezért szorit-
koztunk a fliggetlenség és az affin bazis fentebbi definicidéjadban a véges esetre.
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Transzfinit eszkdzoket felhasznélva az [1.3.16] Allités végtelen dimenziés ana-
logonja is bebizonyithaté volna.

1.3.17. Definicié (Affin bazishoz csatolt affin koordinatarendszer).
Ha az Ag, Ay, Ayg pontok afﬁn bazist alkotnak X-ben, akkor tetszoleges
P € X-re az ﬁ ZZ 1N AOA elbéallitasban szereplé egyiitthatdkat te-
kintsiik egy x(P) € F? vektor koordinatdinak. Ezzel egy x : X — F affin
izomorfizmust definidltunk, amelyet az Ag, Ay, ..., A4 affin bazishoz csatolt
affin koordinatarendszernek neveziink.

Nyilvan barmely x affin koordinatarendszer ilyen médon keletkezik, mégpe-
dig az Ag = x 1(0) és A; = x"(e;) (i = 1,...,d) pontok alkotta affin
bazisbdl. (Itt e; jeloli az Fbeli i-edik standard bézisvektort, azaz e; =
=(0,...,1,...,0).)

1.3.18. Tétel. Rogzitsiink egy Ao, A1, ..., Aq affin bazist az X affin tér-
ben. Ekkor barmely P € X pont elallithaté az Ag, Ay, ..., Ay pontok affin
kombinacicjaként, tovabba az ehhez sziikséges egyiitthatokat a P pont egy-
értelmiien meghatarozza.

Bizonyitas: Legyenek A1, ..., A\q € F az adott affin bazishoz csatolt affin ko-
ordindtarendszerben a P pont koordinatai, azaz m = Z 1A AOA Ekkor
aMl=1- Zle A; jelblést hasznalva az m = Z?:o )\iAOAZ- egyenl6ség
mutatja, hogy P az Ag, A1, ..., Ag pontok Ag, A1,...,Aq egylitthatds affin
kombinécidja.

Ha P valamely pg, p1, - - -, g € F egytitthatékkal is el6all, mint az Ag, Ay, .. .,
Ay pontok affin kombmamqa akkor egy tetszoleges O € X kezdépontot rog-
zitve OP = 27 Y OA = Zz 0leO—A> és Zi:l A = Zi:l pi = 1 fennall.
Ekkor > —0( ul)O—A> =0¢és ), _1( — ;) =0, {gy az affin fiiggetlenség
[1.3.12](iv)-beli tulajdonsagét felhaszndlva A; = p; (i =0,...,d). O

1.3.19. Allit4s. Legyen Ay, Ay, ..., Aq affin bdzis az X affin térben. Rog-
zitett © = 0,1,...,d mellett rendeljitk hozza mindegyik P € X ponthoz az
Tételbeli elballitasban szerepls, A;-hez tartozé \; egyiitthatét. Ek-
kor ez az s; : X — F, P — \; fiiggvény affin forma X-en. Az igy nyert

S0, 81, .- .,8q affin formak bazist alkotnak az X*® vektortérben.

Bizonyitds: Vektorizaljuk X-et az Ay pontban, azonositsuk V-vel az X4,
vektorteret, és legyen a V-beli AgA; (i = 1,...,d) bézishoz tartozé dudlis
bazis ¢; € V* (i = 1,...,d). Ekkor az |1.3.18] Tétel bizonyitdsa szerint
it =1,...,dre s; = ¢; és sp = 1 — (s1 + ...+ sq). Emiatt sg,s1,...,5q4
generatorrendszer az X® = V* @ F vektortérben, és mivel a dimenzi6 d + 1,
bézis is. O
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1.3.20. Definicié (Dualis affin formak). Az Allitasban szerepld
S0, S1, - -+, Sq € X* affin formékat az Ag, A1, ..., Ay affin bazishoz tartozé
dudlis affin formaknak nevezziik.

Koénnyen lathaté, hogy a dudlis affin formakat az s;(A4;) = d;; (0 <4,j < d)
egyenlOségek is egyértelmiien meghatarozzak; ez a kovetkezo allitasnak egy
specidlis esete.

1.3.21. Allitas. Ha Ao, A1, ..., Aq affin bézis az X affin térben, tovabbd Ap,
AL, ..., Al tetszblegesen adott pontok az X' affin térben, akkor egyértelmiien
létezik olyan f : X — X' affin leképezés, melyre f(A;) = A, (i =0,1,...,d).
Bizonyitds: Az Ay, illetve Aj pontokban torténd vektorizacidval az m
Allftésra hivatkozva a megfeleld linearis algebrai tételbdl rogton adodik. [

1.3.22. Kovetkezmény. Ha Ag, A1, ..., Ay és By, B, ..., By affin bazisok
az X affin térben, akkor egyértelmiien létezik olyan f € Aff(X) affinitds,
melyre f(A;) =B; (i=0,1,...,d). O

Megjegyzés. Az Kovetkezményben foglalt tényt a csoportelmélet nyel-
vén lgy szokds megfogalmazni, hogy az Aff (X) csoport ,egyszeresen tran-
zitivan hat” az X affin tér rendezett affin bazisainak halmazan. Csoportok
hatésarol a késébbiekben még tobb alkalommal lesz sz6.

1.4. Osztdéviszony, sulypont, baricentrikus koordinatak

1.4.1. Definicié (Osztéviszony). Legyen A és B két kiilonbozd rogzitett
pont az F affin egyenesen. Tetsz6leges P € E, P # B ponthoz egyértelmiien
létezik olyan A € F, hogy AP = X - ﬁ Ezt a A elemet (ABP)-vel jeloljik
és a P pont A-ra és B-re vonatkozo6 osztéviszonyanak nevezziik.

Példdul (ABA) = 0. Ha F = R, és P az [A, B] szakasz bels6 pontja, akkor
(ABP) azt mondja meg, hogy a P pont milyen ardnyban osztja az [A, B|
szakaszt. Példaul a szakasz felezOpontjara az osztoviszony értéke 1 : 1 = 1,
az A-hoz kozelebbi harmadolépontra 1 : 2 = 1/2, a mésik harmadolépontra
2 : 1 = 2. Ha a P pont nem tartozik az [A, B| szakaszhoz, akkor (ABP)
negativ.

1.4.2. Allitas. (ABP) = /o, ahol a P pont az A és a B affin kombindciéja
«, illetve B egytitthatokkal.

Bizonyftais:O:a-P_Zl—Fﬂ-ﬁ, ahonnanﬁ:ﬁ/cwﬁ. O
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1.4.3. K6évetkezmény. Barmely affin leképezés osztoviszonytarté. Azaz, ha
f: X =Y affin leképezés, A #+ B # P kollinedris pontok X-ben és f(A) #
# f(B) # f(P), akkor (f(A)f(B)f(P)) = (ABP).

Bizonyitas: Rogton adédik az m és az Allitas dsszevetésével. O

1.4.4. Allitas
(1) (ABP) # —1;

(2) Rogzitett A és B mellett barmely A € F, A\ # —1 skaldrhoz taldlhaté
olyan P, hogy (ABP) = X;

(3) (ABP) = (ABQ) esetén sziikségképpen P = Q;
(4) (ABP)(BAP) =1;

(5) Ha A, B és C egy affin egyenes hdarom kiilénbéz6 pontja, akkor
(ABC)(BCA)(CAB) =1;

(6) Ha P, Q, R és S egy affin egyenes négy kiilbnbézd pontja, akkor
(PQS)(QRS)(RPS) = —1.

Bizonyitds: Az [1.4.3] Kovetkezményre hivatkozva feltehetd, hogy az affin
egyenes az F testtel azonos, ekkor az a, b, p € F elemek osztéviszonya (abp) =
= (p — a)/(b — p) alakban irhaté. Ezzel mind a hat 4llitds dtfogalmazhaté
egy-egy F-beli elemekre vonatkozé formulava, és igy kozvetlen szamoldssal
ellendrizhetd. O

1.4.5. Definicié (Siulypont). Silyozott pontrendszert kapunk az X affin
térben, ha véges sok Ay, Aj, ..., Ay € X ponthoz egy-egy m; € F (i =
= 0,1,...,k) stlyt rendeliink. (Formélis definiciéval élve X-beli siilyozott
pontrendszeren X egy véges részhalmazan értelmezett F-be képezo fliggvényt
érthetiink.) Azt mondjuk, hogy az S € X pont ennek a silyozott pontrend-
szernek sulypontja, ha Zf:o m; SA; = 0.

Erdemes megallapodni abban, hogy két silyozott pontrendszer kézott nem
tesziink kiilonbséget, ha az egyik a masikbol zérus sulytd pontok hozziaadasa-
val vagy elvételével szarmazik. Vilagos, hogy ez a megallapodas a silypont
definiciéjat nem befolyasolja.

1.4.6. Allitas. Ha a stilyok dsszege nem 0, akkor a stilyozott pontrendszernek
egyértelmiien létezik silypontja, mégpedig az az S pont, amelybe a tér egy
tetszéleges O pontjabdl az OS = (Zf:o m; OA;)/ Zf:o m,; vektor mutat.
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Bizonyitas: Valoban, az Definiciot kovetd észrevétel szerint a silypont
azonos az Ag, A1, . .., A, pontoknak az m;/ Z?:o m; (1=0,1,...,k) egyiitt-
hatokkal vett affin kombindcidjaval. O

1.4.7. Példak. Ha F = R és a pontokat egyenl6 silyokkal latjuk el, akkor
az igy kapott sulyozott pontrendszer silypontja a kézénséges értelemben vett
stulypont. Példaul két pont esetében a silypont a szakasz felez6pontja, ha-
rom nem kollinedris pont esetében a stlypont a hdromszog (elemi geometriai
értelemben vett) silypontja.

1.4.8. Allitas (A silyok csoportosithatésagi tétele). Ha egy nem 0
Osszegti stilyokkal silyozott pontrendszer pontjait diszjunkt csoportokba oszt-
juk ugy, hogy az egyes csoportokban a silyok Osszege nem 0, majd mind-
egyik csoport sulypontjat ellatjuk a csoportban szerepls silyok dsszegével
mint sullyal, akkor az igy nyert sulyozott pontrendszer silypontja azonos az
eredeti silyozott pontrendszer silypontjaval.

Bizonyitds: Alljon a pontrendszer az m;; siilyokkal elldtott A;; pontokbdl az
{Ai1, ..., Air,} (i=1,...,1) csoportokba osztva olyan mddon, hogy m; =
= Zle mi; #0 (i =1,...,1). Legyenek Si,...,S; az egyes csoportokhoz
tartozé sulypontok, azaz tegyiik fel, hogy 25;1 myj m =0 (i=1,...,0).

Ekkor 22:1 m; egyenld az Osszes suly Osszegével, tehat nem 0. Legyen S az

maq, ..., my sulyokkal ellatott Sq, ..., S; pontrendszer sulypontja. Ekkor
1 l Zki . ST U ks
j=1""%ij ij oA
Ozzmzﬁzzmzjkl—zz mz’jSAuy
i=1 i=1 Zj:l Mij i=1 j=1
ami azt mutatja, hogy S az eredeti teljes pontrendszer sulypontja. O

1.4.9. Példak, elemi geometriai kévetkezmények. Itt feltessziik, hogy
F = R. Az aldbbi példdk az elemi geometridabdl jol ismert allitdsok, amelyeket
felfoghatunk a csoportosithatdsagi tétel kozvetlen alkalmazdsaiként.

e A hiromszog sulypontja illeszkedik a silyvonalakra és 1 : 2 ardnyban
osztja Oket.

e A tetraéder silypontja illeszkedik a stlyvonalakra (azaz a csicsokat a
szemkozti lap silypontjdval dsszekotd szakaszokra) és 1 : 3 ardnyban
osztja 6ket, tovabba felezi a szemkozti élek felezépontjait 0sszekotd ha-
rom szakaszt.

e Barmely sikbeli négyszog esetében a szemkozti oldalak felezGpontjait
Osszekoto két szakasznak és az atlok felezOpontjat 6sszekoto szakasznak
kozos a felezOpontja.
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1.4.10. Definicié (Baricentrikus koordinatik). Rogzitsiink egy A, Aj,
..., Aq affin bazist az X affin térben. Ha egy P € X pontot az zg, x1, ...,
x4 sulyok segitségével lehet sulypontként eléallitani az Ag, Ay, ..., Ag pont-
rendszerbdl, akkor azt mondjuk, hogy ezek a silyok a P pont baricentrikus
koordinatai az adott affin bazisra nézve.

Az és Allitdsok kovetkeztében barmely P € X-nek vannak ba-
ricentrikus koordinatdi, és azokat a P pont ardnyossag erejéig egyértelmiien
hatdrozza meg, tovabba barmely nem 0 6sszegli xg, 21, .. ., 4 testelem-(d +
+ 1)-es eléall mint valamilyen X-beli pont baricentrikus koordindtai.

Rogzitett Ag, Ay, ..., Ag affin bazis mellett azt a tényt, hogy az xq, x1, ...,
x4 elemek a P € X pont baricentrikus koordindtédi, a P = [xg : 21 : ... : 24]
jeloléssel fejezziik ki. Nyilvén [zg : a1 ... xq] = [2 : 2] ¢ ... 2))] pontosan

akkor teljesiil, ha létezik olyan A\ € F, hogy =}, = Az; (i = 0,1,...,d). A
baricentrikus koordinatak hasznélata tehat azonositast teremt az X tér és az

{x: (xo,21,...,24q) € Fitl zd:xi ;&0}/N
i=0

faktorhalmaz kozott, ahol a ~ ekvivalenciareldcié az ardnyossagot jelenti,
azaz x ~ y akkor és csak akkor all fenn, ha y = Ax alkalmas \ € F-fel.

1.4.11. Példak. Legyen Ag, Ay, ..., Ay affin bézis az X affin térben.

e Ag=1:0:...:0, A4, =00:1:...:0],...,4;=[0:0:...:1].
Ha F = R, akkor ezeknek a pontoknak a kozonséges értelemben vett
sulypontja [1:1:...:1].

o P={xg:x:...:x4] akkor és csak akkor tartozik az (A;,, A;,, ..., A:,)

affin altérhez, ha minden ¢ #4; (j =0,1,...,k) esetén z; = 0.

e i =0,1,...,d-re jelolje H; azt az X-beli hipersikot, amelyre A; € H;
és amely parhuzamos az (A; : j # i) hipersikkal. Az s; dudlis affin
formékat alkalmazva H; = Z(1 — s;). Emiatt a P = [zg : @1 : ... : 24]
pont akkor és csak akkor tartozik H;-hez, ha Z#i xz; = 0.

Megjegyzés. A két utolsé példdban bizonyos affin altereket a baricentrikus
koordinatakban felirt homogén linearis egyenletrendszerekkel tudtunk meg-
adni. A 7. szakasz végén latni fogjuk, hogy ez minden affin altérre igy van.
A kés6bbiekben kideriil majd, hogy a baricentrikus koordinaték a projektiv
geometridban haszndlatos in. ,homogén koordinatdk” egy specidlis valtoza-
ta. A homogén koordinatédk elnevezése onnan szarmazik, hogy segitségiikkel

az alakzatokat homogén egyenletekkel lehet leirni.
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1.5. Az affin geometria néhany jellegzetes tétele

1.5.1. Tétel (A parhuzamos szelSk tétele). Legyen Hy, Hy és Hs hd-
rom parhuzamos hipersik az X affin térben, melyekre Hy # Hy # Hj. Te-
gyiik fel, hogy E és F' olyan egyenesek X-ben, amelyek egyike sem gyengén
parhuzamos az adott hipersikokkal, és legyenek A, As, As, illetve By, B,
B3 az E, illetve F metszéspontjai rendre Hi-gyel, Ho-vel és Hz-mal. Ekkor
(A1A2A3) = (BlB2B3).

’%
Bizonyitds: Az E-nek F-re torténé Hy irdnyt parhuzamos vetitése (1.[1.2.14))
Aj-et, Ag-t és Az-at rendre Bj-be, Ba-be, illetve Bs-ba viszi, igy az[1.4.3] Ko-
vetkezménybol adddik az allitas. O

1.5.2. Definicié (Sugarsor). Egy affin sikon sugdrsornak nevezziik a sik
egyeneseinek egy halmazat, ha vagy a sik valamely pontjara illeszked6 Gsszes
egyenesr6l van szé (metsz6 sugdrsor), vagy pedig a sik valamely egyenesével
parhuzamos Osszes egyenesrél van szé (parhuzamos sugdrsor).

Barmely sugdrsor egyesitése az egész sik. A sik barmely két kiilonboz6 egye-
nese egyértelmiien foglalhaté sugarsorba. A sik valahany egyenese pontosan
akkor tartozik egy sugarsorhoz, ha van kézos pontjuk, vagy ha parhuzamosak.

1.5.3. Tétel (Ceva tétele). Legyen A, B és C egy affin sik hdrom nem
kollinedris pontja, legyenek tovabbd A;, By és Cy rendre a (B,C), (C, A),
illetve (A, B) egyenesekre illeszkeds, A-t6l, B-t6l és C-t6l kiilonboz6 pontok.
Ekkor annak, hogy az (A, A1), a (B, By) és a (C,C}) egyenes egy sugdrsorhoz
tartozzon, sziikséges és elégséges feltétele az

(ABC,)(BCA,)(CAB;) =1

egyenlGség.

Bizonyitas: A sziikségesség bizonyitasahoz tegyiik elGszor fel, hogy a hdrom
egyenesnek van kozos P pontja. Legyenek «, 8 és v a P pont baricentrikus
koordindtdi az A, B, C affin bézisra nézve, azaz P = [o : § : ]. Ekkor
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C =1[0:0: 1] miatt az Allitas kévetkeztében szitkségképpen Cy =
=Ja:0:0],igy az Allit4s miatt (ABC4) = f/a. Hasonléan A; = [0 :
. B : 4] és (BCAy) = /8, valamint By = [a : 0 : 7] és (CAB;) = a/v. gy
(ABC1)(BCA,)(CABy) = (B/a)(v/B)(a/v) = 1.

Ha pedig az (4, A1), (B, B;), (C,C}) egyenesek parhuzamosak, akkor az
Tételt rdjuk mint hipersikokra alkalmazva (ABC}) = (A; BC) és (CABy)
= (CA;B) adddik, majd az (5) Allitast az A, B és C pontokra felirva
kapjuk, hogy (ABC,)(BCA;)(CAB;) = (A, BC)(BCA,)(CA,B) = 1.

Az elégségesség igazolasihoz tegyiik fel, hogy (ABC:)(BCA;)(CAB;) = 1.
Ha a harom egyenes nem péarhuzamos, akkor van koztiik két metszo; felte-
hetjiik, hogy pl. (A, A1) és (B, By) metszik egymdst egy P pontban.

Allitjuk, hogy a (C, P) egyenes nem lehet parhuzamos az (A, B) egyenessel.
Ha ugyanis igy volna, akkor irjuk fél P-t baricentrikus koordinatdkkal P =
= [a : B : 7] alakban, ekkor az [[.4.1T}beli utolsé példa alapjén a + 3 = 0. A
korabbiakhoz hasonléan (BC'A,) =~/ és (CAB;) = o/, ahonnan a+ 8 =
= 0 miatt (BCA;)(CAB;) = —1. A feltételbdl ekkor viszont (ABCY) = —1
kovetkezne, ami lehetetlen.

Vehetjiik tehdt a (C, P) egyenes és az (A, B) egyenes Cy metszéspontjat.
Ekkor a tétel mar bizonyitott irdnyat felhasznalva (ABCy)(BCA1)(CAB;) =
= 1 kovetkezik, amibdl a feltételt és az (3) Allitést haszndlva C; = Cy
adédik. Igy az (A, Ay), a (B,B;) és a (C,Cy) egyenes is tartalmazza a P
pontot. O]

1.5.4. Tétel (Menelaosz tétele). Legyen A, B és C egy affin sik hd-
rom nem-kollinedris pontja, legyenek tovdbbd Ay, By és Cy rendre a (B, C),
(C, A), illetve (A, B) egyenesekre illeszkeds, A-t6l, B-t8l és C-tdl kiilonbozd
pontok. Ekkor az A1, By és Cy pontok kollinearitdsanak sziikséges és elégséges
feltétele az

(ABC,)(BCA;)(CABy) = -1

egyenlGség.

Bizonyitas: Tegyiik fel elészor, hogy van olyan E egyenes, hogy Ay, By, C €
€ E. Legyen F, G és H rendre az A, B, illetve C ponton athalad6, E-vel
parhuzamos egyenes. Ekkor E, F', G és H négy kiilonb6z6, parhuzamos egye-
nes; messiik el 6ket egy veliik nem parhuzamos egyenessel rendre az S, P, @
és R pontban. Az[[.5.1] Tételt a négy egyenesre mint hipersikokra alkalmazva
ABC4) = (PQS), (BCA;) = (QRS) és (CABy) = (RPS) addédik. Igy az
(6) Allitast hasznélva a bizonyitandé egyenlSséget kapjuk.
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Ch A — \B

Megforditva, ha (ABC4)(BCA;)(CAB;) = —1 teljesiil, tekintsiik az (A, By)
egyenest. Allitjuk, hogy ez nem lehet parhuzamos az (A, B) egyenessel. Ha
ugyanis parhuzamos volna, akkor az tétel alkalmazdsdval (ACB;) =
= (BCA,;) adédna, amibél [[.4.4](4) miatt (BCA;)(CAB;) = 1 kivetkezne.
Ekkor viszont a feltételbél az (ABC7) = —1 értéket kapnank, ami lehetetlen.
Vehetjiik tehdt a (Aq, B1) egyenes és az (A, B) egyenes Co metszéspontjat.
Ekkor a tétel mér bizonyitott irdnyat felhasznalva (ABCs)(BCA1)(CAB;) =
— —1 kdvetkezik, amibdl a feltételt és az[1.4.4](3) Allftast haszndlva Cy = Cs
adédik. fgy A1, By és Cy kollinedris. O

1.5.5. Tétel (Papposz tétele, affin valtozat). Legyen E és E’ két kii-
16nboz8 egyenes egy affin sikban, A, B, C € E és A', B', C' € E' egy-egy
kiilénb6z6 pontokbdl &ll6 ponthdrmas az egyeneseken. Ha E és E' metszdk,
akkor tegytiik fel azt is, hogy a hat pont kiilonbozik a metszésponttol. Ha most
(A,B") || (A", B) és (B,C") | (B’,C), akkor sziikségképpen (A,C") || (A", C)
is teljestil.

Bizonyitds: Tegyiik 6l elészor, hogy E és E’ metszik egymést egy P pontban.
Legyen f az a P kézépponti homotécia, amelynél f(A) = B. Ekkor az
Kovetkezményt felhaszndlva f(B’) = A’ is teljesiil. Hasonl6an, legyen g az a
P kozéppontit homotécia, amelynél g(B) = C, ekkor g(C’) = B’ is teljesiil.
Mivel a kozéppont kozos, h = f o g = go f is homotécia, tovabba h(A) = C
és h(C') = A', igy az Allitas miatt (A, C") || (A", C).

C/
B/
A/

A4 "B C

Ha E és E’ parhuzamos, akkor f és g homotécidk helyett legyenek eltola-
sok, melyekre f(A) = B, illetve g(B) = C, ezekkel az €l6z6 gondolatmenet
lényegében valtoztatas nélkiil elismételhetd. O
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Megjegyzés. A fenti bizonyitds lényegesen kihasznalta azt, hogy kozos kozép-
pontt homotécidk sorrendje felcserélhetd, azaz (az|l.1.10fbeli megallapitdsok
alapjén) azt, hogy az F test multiplikativ csoportja kommutativ.

1.5.6. Tétel (Desargues tétele, affin valtozat). Legyen A, B, C, A’,
B’ és C' hat kiilénbéz8 pont egy (tetszbleges dimenzidji) affin térben gy,
hogy az A, B, C, illetve A’, B’ és C' pontharmasok nem kollinedrisak. Ha
most (A, B) || (A", B"), (B,C) || (B’,C") és (C, A) || (C', A"} teljesiil, akkor
az (A, A"), a (B,B’') és a (C,C") egyeneseknek vagy van kdzds pontja, vagy
parhuzamosak.

Bizonyitds: Az (A, B) és az (A’, B') pdrhuzamos egyenesek [1.2.9](5) miatt
belefoglalhaték egy affin sfkba. Ebben a sikban [1.2.9](6) miatt az (A, A’) és
(B, B') egyenesek vagy metsz6k, vagy parhuzamosak.

A B

Ha metsz6k, legyen f az a homotécia, amelynek a kbzéppontja a metszéspont,
és amelyre f(A) = A’. Ekkor az Kovetkezményt felhaszndlva f(B) =
— B’ s teljesiil. Legyen C” = f(C). Ekkor az [1.2.9] Allitas miatt (B,C) ||
| (B',C") és (A,C) || (A',C"). Viszont [1.2.9](4) miatt ekkor (B',C") =
= (B,C") , illetve (A’',C") = (A, C"), ahonnan C" = C'. Ezért a (C,C")
egyenes is dthalad (A, A’) és (B, B’) metszéspontjan.

Ha (A, A") || (B, B'), akkor f legyen az az eltolds, amelyre f(A) = A’, ezzel az
el6z8 gondolatmenet lényegében véltoztatds nélkiil elismételhetd és (C, C") ||
|| (A, A") adédik. O

Megjegyzés. Az [[.5.5] és az [1.5.6} Tétel két nevezetes projektiv geometriai
illeszkedési tételnek, Papposz tételének és Desargues tételének egy-egy speci-
alis esete. Az dltaldnos (projektiv) Papposz-tételt és Desargues-tételt ezekbdl
konnyen tudjuk majd szdrmaztatni, 1.

1.6. Az affin geometria alaptétele

Amikor az affin geometria f6 definicidit, az affin terek és az affin leképezések
fogalmat kialakitottuk, erdsen tdmaszkodtunk a linedris algebra fogalmaira
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és a vektorterek struktirdjara. Az, hogy egy affin térnek mely leképezések
az affinitdsai, mégis lényegében elddl egy ennél sokkal elemibb struktira, a
pontok és egyenesek illeszkedési strukturaja ismeretében. Nevezetesen, pél-
dédul a valds affin terek esetében egy kollinearis pontokat kollinedrisakba vivo
bijektiv leképezés automatikusan affinitds lesz. Ezt a tényt szokds az affin
geometria alaptételeként emlegetni.

1.6.1. Definicié (Kollineacid). Legyen f : X — X’ bijektiv leképezés az
X és X' affin terek kozott. Azt mondjuk, hogy f kollineécié, ha barmely, egy
egyenesre illeszkedé A, B, C € X-re az f(A), f(B) és f(C) pontok is egy
egyenesre illeszkednek X’-ben.

1.6.2. Példak.
e Bérmely affin izomorfizmus kollineécio.

e Ha dim X = dim X’ = 1, akkor barmely X — X’ bijektiv leképezés
kollineacio.

e Ha X és X' a kételemii test {5lotti (tetszSleges dimenzi6ji) affin terek,
akkor barmely X — X’ bijektiv leképezés kollinedcid.

e Legyenek X = X’ = C? mint C folotti affin terek és f : C? — C?2
a komplex konjugdlds, azaz f : (z1,22) — (Z1,22). Ekkor f kollinedcié
(L. az Allitést alabb), de nem affin leképezés (hiszen a konjugélds
nem linedris leképezés C folott).

1.6.3. Definici6 (Testautomorfizmus). A o : F — F bijekt{v leképezést az
F test automorfizmusdnak nevezziik, ha ¢(0) = 0, o(1) = 1, tovdbb4 minden
z,y € F-re o(x +y) = o(x) + o(y) (azaz o additiv) és o(zy) = o(z)o(y)
(azaz o multiplikativ).

Példdul a konjugdlas a C test egy automorfizmusa. Nem nehéz belatni, hogy
Q-nak és R-nek az identitds az egyetlen automorfizmusa. C-nek rengeteg
nemtrivialis automorfizmusa van, kozottitkk az identitdson kiviil egyediil a
konjugalés folytonos.

1.6.4. Definicié (Szemilinedris leképezés). Legyen ¢ : V — V' tetsz6-
leges leképezés az F test folotti V' és V'’ vektorterek kozott. Azt mondjuk,
hogy ¢ szemilinedris, ha létezik F-nek olyan o automorfizmusa, hogy

P(Ax + py) = oc(AN)p(x) + o (p)e(y)

teljesiil minden x,y € V, A\, u € F esetén.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

1. AFFIN TEREK 53

Péld4ul az [1.6.2 beli negyedik példa C folstti szemilinearis leképezds C2-rél
onmagara.

A definiciobdl rogton latszik, hogy szemilinedris leképezésnél altér képe altér,
és az altér egy generatorrendszerének a képe generatorrendszer az altér ké-
pében. Igy az altér képének dimenziéja nem nagyobb az altér dimenzi6janal.
Konnyen lathat6 az is, hogy szemilinedris leképezések kompoziciéja szemili-
nearis.

1.6.5. Definicié (Szemiaffin leképezés). Az (X,V,®) és (X', V', @) affin
terek kozotti f : X — X' leképezést szemiaffin leképezésnek nevezziik, ha al-
kalmas ¢ : V' — V'’ szemilinedris leképezéssel o(®(A, B)) = ®'(f(A4), f(B))
teljesiil minden A, B € X-re. Az Allités mintdjara meggondolhato,
hogy ennek sziikséges és elégséges feltétele, hogy valamely (illetve barmely)
A€ X pontra f: Xg — X }( A) szemilinearis leképezés legyen a megfelel6
vektorizaciok kozott.

1.6.6. Allitas. Szemiaffin leképezés kollinearis pontokat kollinearis pontokba
képez.

Bizonyitas: Hasznaljuk az Definicio jeloléseit. Legyen E C X tetszOle-

ges egyenes és vdlasszunk egy A € E pontot. Ekkor f(FE) = q)’;(lA)(gp(ﬁ)). Itt

F 1-dimenziés altér V-ben, emiatt gp(ﬁ) legfeljebb 1-dimenzids altér V'-ben,
és fgy f(E) is legfeljebb 1-dimenzids affin altér X'-ben. O

1.6.7. Tétel (Alaptétel). Tegyiik f6l, hogy charF # 2 és legyen d > 2
véges. Ekkor két F folotti d-dimenzis affin tér kozott barmely kollinedcio
szemiaffin leképezés.

Bizonyitéds: Legyen dim X = dim X’ = d és legyen f : X — X’ kollinedcid.

1. Iépés. Ha B az Ag, A1, ..., A € X pontok egy affin kombindcidja X -ben,
akkor f(B) az f(Ao), f(A1), ..., f(Ar) pontok (esetleg mds egyiitthatdkkal
vett) affin kombindcidja X'-ben.

Indukciét alkalmazunk k szerint. Az éllitas k = O-ra trividlis, k = 1-re pedig a
kollineaci6 definiciojabdl adodik. Tegyiik fel, hogy k > 2 és k + 1-nél kevesebb
pontra az allitdst méar bebizonyitottuk. Alljon el6 B affin kombinécidként a
Ao, A1, ..., A egylitthatékkal. Felteheto, hogy mindegyik A; kiilonbozik 0-
tol, hiszen ha szerepel kozottiik a 0 egyiitthatd, akkor az indukcids feltevést
a tobbi pontra alkalmazva készen vagyunk.

Azt allitjuk, hogy ekkor a 0,1,...,k indexhalmaz felbonthaté nemiires és
diszjunkt I és J részhalmazainak egyesitésére tigy, hogy > .., A\i # 0 és
Yjes N # 0 teljesiil. Ha ugyanis valamilyen i-re \; # 1, akkor I = {i}
vélaszthatd, ha pedig minden ¢ = 0,1,...,k-ra \; = 1, akkor csak arra kell
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tigyelni, hogy char F' ne legyen osztéja sem I, sem J elemszaménak, ez pedig
char F # 2 miatt elérhetd.

Az indukcids feltevést alkalmazzuk az A; (i € I) pontokbdl a \; / dier N
egyiitthatékkal képzett By, valamint az A; (j € J) pontokbdl a \;/> ;A
egyiitthatokkal képzett Bs affin kombinaciéra. Végiil, mivel B a By és a By
pont >,y A; és 30 5 Aj egylitthatokkal vett affin kombindcidja, a k = 1 eset
alkalmazésaval célhoz ériink.

2. 1épés. Ha Ay, Ay, ..., Ay fiiggetlen pontok X-ben, akkor f(Ay), (A1), ...,
f(Ay) is fiiggetlen pontok X’'-ben.

Egészitsiik ki a fiiggetlen pontrendszert egy Ag, A, ..., Ag affin bézissa.
Ha f(Ao), f(A41), ..., f(Ax) nem lennének fiiggetlen pontok X’-ben, akkor
f(Ao), f(A1), ..., f(Ag) sem lehetnének azok, igy dim X’ = d miatt X’'-nek
egy valédi affin alterét generdlndk. Viszont az 1. lépésben bizonyitottak miatt
ez az affin altér tartalmaznd f képhalmazat, ami lehetetlen, hiszen definicié
szerint egy kollineédcié sziirjektiv.

3. Iépés. Affin altér f-nél szdarmazo képe ugyanakkora dimenzigju affin altér.

Ha Y C X affin altér, k = dim Y, vélasszunk egy Ay, Ay, ..., Ag affin bazist
Y-ban. Legyen Y' = (f(Ao),..., f(Ag)). A 2. 16pés szerint Y is k-dimenzids.
Az 1. 1épés szerint f(Y) C Y'. Ha B’ tetszSleges pont Y'-ben, legyen B =
= f~1(B’). Ekkor a 2. 1épés szerint Ag, Ay, ..., Ay és B egyiitt nem lehetnek
fiiggetlen pontok, igy B € Y. Ezért Y/ = f(Y).

4. 16pés. Pdrhuzamos X-beli affin alterek képe parhuzamos X'-ben.

Ha Y és Z parhuzamos affin alterck (és Y # Z), akkor [1.2.9}(5) miatt egy
néluk eggyel magasabb dimenziéju S affin altérben fekszenek. A 3. 1épést
felhaszndlva az f(Y) és f(Z) affin alterek benne fekszenek a néluk eggyel
magasabb dimenziéju f(S) C X’ affin altérben. Emellett f injektivitdsa miatt
diszjunktak, igy (6) miatt parhuzamosak.

A tovabbiakban rogzitsiink egy Ag, Ai, ..., Agq affin bazist X-ben és az e
pontok képeibdl all6 f(Ag), f(A1), ..., f(Aq) affin bazist X’-ben. Legyen
x: X 5>Flésx': X' - Flaz Definicié szerint hozzajuk csatolt affin
koordindtarendszer X-ben, illetve X’-ben. Ezeket a koordinitarendszereket
hasznilva f-et a ¢ = x' o fox~' : F4 — F? leképezéssel helyettesitjiik.
Azt kell igazolnunk, hogy ¢ szemilinedris. Ekkor ugyanis f = (x') "1 opox:
: X4, = X}(AD) is szemilinedris, és {gy f : X — X' szemiaffin.

5. lépés. A ¢ leképezés additiv, azaz p(x +y) = ©(x) + ¢(y) minden x,
y € Flre.

Ha x és y linedrisan fiiggetlen vektorok F?-ben, akkor az x +y pont annak a
két egyenesnek a metszéspontjaként all el§, amelyet az x ponton 4t a (0,y),
illetve az y ponton &t a (0,x) egyenessel parhuzamosan fektetiink. A 3. és
a 4. 1épést felhaszndlva emiatt p(x + y) a @(x)-en és ¢(y)-on atfektetett,
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(0, o(y))-nal, illetve (0, p(x))-szel padrhuzamos egyenesek metszéspontja, azaz
e(x) + ¢(y).

Akdr x = 0, akdr y = 0, a p(x +y) = ¢(x) + ¢(y) egyenléség ©(0) = 0
miatt nyilvanvalo.

Ha végiil x és y linearisan Osszefiiggdk és egyikiik sem a zérusvektor, akkor
d > 2 miatt valaszthatunk olyan z € F? vektort, amely linedrisan fiiggetlen
x-t8l (és igy y-tdl is). Ekkor a fiiggetlen vektorpdrokra mar bebizonyitott
additivitast felhasznalva

px+y) = (px+y)+te(z)—¢z) = px+y+2z)—pz) =
p(x+2)+o(y) —p(z) = px)+¢(z) +o(y) —p(z) =
= »(x) +¢o(y)-

6. 16pés. Barmelyik i = 1,...,d mellett x € Fé-re a p(x) € F¢ vektor i-edik
koordinataja x-nek csak az i-edik koordinatajatdl fiigg.

Valéban, az x vektor i-edik koordindtajaval megegyez6 i-edik koordindtaju
vektorok egy olyan H affin hipersikot alkotnak F?ben, amely parhuzamos
az i-ediktél kiilonb6z6 koordinatairanyok kifeszitette linearis hipersikkal. A
¢ leképezés definicidja szerint ¢(0) =0 és p(e;) =e; (j=1,...,d), igy ezt
a linearis hipersikot az 1. és a 3. 1épés szerint ¢ 6nmagéba képezi. Ezért a
4. 1épés alapjan ¢(H) || H, és igy a ¢(H)-beli vektorok i-edik koordindtéja
egyenlo.

7. 1épés. A 6. 1épés alapjan léteznek olyan o; : F — F leképezések, hogy a ¢(x)
vektor ¢(x) = (01(x1),...,04(xq)) alakban frhaté minden x = (x1,...,24) €
€ Fi-re. Itt mindegyik o; ugyanazzal a ¢ : F — F testautomorfizmussal
egyenlé (i =1,...,d).

Jelolie 1 € F? az (1,...,1) = e; +...+ey vektort. A o leképezés additivitdsa
és p(e;) = e; miatt p(1) = pler +...+eq) = p(er) + ...+ pleq) = e +
+...+eq = 1. Ez ¢(0) = 0 miatt maga utédn vonja, hogy a D = (0,1) =
={xcF?:x = ... =14} dtlbegyenest ¢ Gnmagiba képezi. fgy x € F-re
o(z,...,z) = (01(x),...,0q4(x)) € D, ahonnan o1 (x) = ... = g4(z).

A ©(0) =0, p(1) =1 egyenldségeket és o additivitdsat felhaszndlva kapjuk,
hogy o(0) = 0, o(1) = 1, és o additiv. A multiplikativitdst annak az eukli-
deszi geometriabdl ismert szerkesztési eljarasnak az adaptalasdval mutatjuk
meg, amely az 1, x és y hosszisigu szakaszokbdl elééllitja az xy hosszisagu
szakaszt.
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Ey

(0,0) (1,0) (z,0)

Be akarjuk 14tni, hogy =,y € F-re o(zy) = o(z)o(y). Feltehetjiik, hogy « # 0
és & # 1. Szemeljiik ki F? valamelyik 2-dimenzi6s koordindtasikjat, példaul
az e; és ey altal kifeszitett linedris alteret. Ezt az S sikot ¢ 6nmagaba ké-
pezi, ahogyan 6nmagukba képezi az S-ben fekvé E1 = F -e; és Fs = F - e
egyeneseket is. Ugyanez érvényes barmely 0 koézéppontd homotécidra is. A
0 kozéppontid, x ardnyd homotécia az (1,0) = e; pontot (z,0)-ba, a (0,y)
pontot pedig (0, zy)-ba viszi. Az Kovetkezményt hasznalva emiatt a
(0, zy) pont eléall mint az (x,0) ponton atfektetett, ((1,0),(0,y)) egyenessel
parhuzamos egyenesnek a metszéspontja Eo-vel. Ezért a 3. és a 4. 1épésben bi-
zonyitottakra hivatkozva a ¢(0,zy) = (0,0 (zy)) pont el6all mint a ¢(x,0) =
= (o(z),0) ponton atfektetett, (¢(1,0),v(0,4))=((1,0),(0,0(y))) egyenessel
parhuzamos egyenesnek a metszéspontja Fs-vel. Ez a metszéspont pedig is-
mét az Kovetkezményre hivatkozva éppen a (0, o(y)) pontnak a képe

a 0 kézépponti, o () ardnyd homotécidnal. Igy o(xy) = o(z)o(y).
8. Iépés. A ¢ leképezés szemilinedris.

Legyen x,y € F? és \, i € F tetsz6leges. Ekkor

eAx+py) = oAx)+opy) = @(.. Az, )+ pys, .. ) =
Axi), )+ (o (pye), ) =

|
qQ
>~

S~— ~— o -
— q

= o(Npx) +o(w)e(y). -

A valos test feletti, ,klasszikus” affin geometria esetében az alaptétel az alab-
bi, joval egyszeriibben megfogalmazhaté alakot 6lti. A tételnek ezt a valto-
zatat is szokas az affin geometria alaptételének tekinteni.

1.6.8. Kovetkezmény. Az 1-nél nagyobb véges dimenzidjii valds affin terek
kozott barmely kollineacié affin izomorfizmus.

Bizonyitas: Valoban, mivel az R testnek az identikus leképezés az egyetlen
automorfizmusa, barmely valés szemiaffin leképezés affin. O
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1.7. Linearis kiterjesztés

Megmutatjuk, hogy barmely véges dimenzids affin tér természetes médon fel-
foghato egy eggyel magasabb dimenziés vektortér affin hipersikjaként. Ennek
a konstrukciénak a felhasznédlasaval 1j megvildgitasba keriilnek az els6 négy
szakaszban targyalt affin geometriai fogalmak.

1.7.1. Definicié (Affin tér linedris kiterjesztése). Legyen (X,V, ®) tet-
szbleges affin tér az F test f6lott. X linedris kiterjesztésének nevezzik az
X = (X*)* vektorteret. (Itt X*® az affin formdk vektortere, a * pedig a dudlis
vektortér képzését jelenti.)

Definidljuk az X affin tér minden A pontjara az i(A4) : X* — F leképezést az
i(A)(s) = s(A) formuldval. Kozvetlen szdmolds mutatja, hogy i(A) linedris
fiiggvény, azaz i(A) € X. Ezzel egy i : X — X leképezést definidltunk, amely
injektiv, hiszen barmely két kiilonb6z6 X-beli ponthoz talalhaté olyan affin
forma, amely kiilonb6z6 értéket vesz fel rajtuk.

Definidljuk minden v € V' vektorra a j(v) : X* — F leképezést a j(v)(s) =
= L(s)(v) (s € X*) formuldval. (Itt L(s) € V* az s affin forma linearizéltja,
L ) Ekkor j(v) € X és aj:V — X leképezés is injektiv, a fentihez
hasonlé okok miatt.

1.7.2. Allitas. Aj:V - X leképezés linedris, azi : X — X leképezés pedig
affin leképezés X -rél a természetes affin struktiraval ellitott X vektortérbe.
Emellett j = L(i).

Bizonyitas: A j leképezés linearitasa a definiciébol nyilvanvalé. Ezzel A, B €
€ X-re j(AB)(s) = L(s)(AB) = 5(B) - 5(4) = i(B)(s) — i(4)(s) = (i(B) -
—i(A))(s) (s € X*) mutatja, hogy i affin és j = L(7). O

1.7.3. Allitas. Tekintsiik azt a u : X—>F fiiggvényt, amelyre u(p) = p(1)
(p € X ). Ekkor yu linedris fiiggvény, és igy p — 1 affin forma a természetes
affin struktiraval ellitott X vektortéren. Ha X dimenzidja véges, akkor j(V)
a Ker p linedris hipersikkal, i(X) pedig a Ker p-vel parhuzamos Z(u—1) affin
hipersikkal egyezik meg.

Bizonyitds: A p fiiggvény linearitdsa magatol értetédik, emiatt p — 1 affin
forma X-en. Barmely v € V-re p(j(v)) = (j(v))(1) = L(1)(v) = 0, és bar-
mely A € X-re u(i(A4)) =i(A)(1) = 1(A) = 1. Emiatt egyrészt a p leképezés
nem azonosan 0, mésrészt j(V) C Ker p, harmadrészt i(X) C Z(u — 1). Ha
dim X = dimV = d véges, akkor a (d + 1)-dimenzids X vektortérben Ker p
linedris hipersik, Z(u — 1) pedig affin hipersik, {gy mindkett6 d-dimenzids.
Emiatt j(V) = Kerp és i(X) = Z(u — 1). A két hipersik diszjunkt, igy
1.2.91(6) miatt parhuzamos. O
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Megallapodunk abban, hogy V-t a j injektiv linedris leképezés, X-et pedig az
1 affin bedgyazds segitségével azonosmjuk J(V), illetve 4(X) kephalmazaikkal
azaz Ugy tekintjik, hogy X C X affin hipersik, amely a V < X linedris
hipersik eltoltja.

1.7.4. Példa. Legyen V véges dimenzids vektortér és X =V a természetes
affin struktirdval. Ekkor X®* =V*®F ésfgy X = (V*oF)* =V* @ F =
=V@F. Itt V (mint j5(V)) a V x {0} linedris altérrel, X pedig a V x {1}
affin altérrel van azonositva.

1.7.5. Definici6 (Affin leképezés linedris kiterjesztése). Ha [ X=X !
tetszOleges affin leképezés, definidljuk f linedris klterjeszteset az f X =X
linedris leképezést az f(p)( N=p'of) (pe X, sex" ) formuldval.

1.7.6. Allitas. Legyenek f : X — X' és g : X' — X" affin leképezések.
Ekkor

(1) foi=iof (aholi: X C X ési' : X' C X');
(2) foj=joL(f) (aholj:VC)?ésj’:V’C)/(\’);
(3) gof=gof.

Bizonyités: (1): Barmely A € X-reés s’ € X'*-ra ((foi)(A
=i(A)(s" o f) = (s 0 f)(A) = &'(f(A)) =i’ (f(A))(

(2): Bérmely v € V-re és s’ € X'*ra ((ij) ) s
= (V)" o f) = L(s' o f)jv = L(s)(L(f)v) = 5 (LNVv)(s) = (
o L(f))v)(s)-

(3)A Bérmely p € )Ag—re és " € X”';ra (go f(p)(s”") = p(s" o (g0 f)) =
= f®)(s" 09) =5(£(p))(s") = (G HHP))(s"). M

<
—

V)
~

Megjegyzés. Ezek az [I.7.6}beli tulajdonsdgok mutatjdk, hogy az affin terek
linearis kiterjesztése ,természetes” modon viselkedik az affin leképezésekkel
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szemben, azaz a linearis kiterjesztés konstrukcidja ,természetes” konstruk-
cié. A linedris kiterjesztés szerepet fog jatszani kés6bbi projektiv geometriai
vizsgalatainkban, 1.

1.7.7. Példak. Tekintsiik 4t korabban definidlt affin geometriai fogalmain-
kat, és vizsgaljuk meg, hogyan interpretdlhatok az affin tér linedris kiter-
jesztésében. Legyen tehat X véges dimenzids affin tér és X az X linedris
kiterjesztése; a fenti megallapodas szerint V, X C X.

Affinitas. Az beli tulajdonségok alapjan az f — ]?megfeleltetés in-
jektiv homomorfizmus X affinitdsai csoportjdbdl X linedris leképezései
csoportjaba. Ezért dgy tekinthetjiik, hogy Aff (X) < GL(X). Lathato,
hogy GL(X) egy eleme pontosan akkor tartozik az Aff (X) részcsoport-
hoz, ha az X C X affin hipersikot 6nmagaba képezi.

Affin altér. X affin alterei pontosan az Y = WNX alaki halmazok, ahol
W < X lineéris altér, melyre W £ V. Emellett Y = WnV. Ha az
Allitas szerint Y = Z(U), ahol U < X*, akkor a W < XésazU S X°*

alterek egymds annulldtorai, azaz W = {p € X = (X*)* : minden s €
€ U-ra p(s) =0} és U = {s € X* : minden p € W-re p(s) = 0}.

Affin kombindcié. Az X-beli pontok affin kombinéciéi megegyeznek az
X vektortérbeli ugyanolyan egyiitthatokkal vett linearis kombinacidik-
kal. Ennek alapjan a tovabbiakban az A, As, ..., Ay € X pontok Aq,
Ao, ..., A, egylitthatékkal vett affin kombinacidjara a A\ A1 + Ao Ao +
+ ...+ A A jelolést is hasznédlhatjuk.

Fiiggetlenség. X-beli pontok akkor és csak akkor alkotnak fiiggetlen
rendszert, ha ¢ket X-beli vektoroknak tekintve linearisan fiiggetlenek.

Affin bdzis. Pontok egy rendszere akkor és csak akkor affin bazis X-
ben, ha a pontok mint X-beli vektorok bazist alkotnak X-ben. A dudlis
affin formak az ehhez a bazishoz tartoz6 dudlis bazist alkotjdk X*-ban.
(Itt X*® valéban az X vektortér dudlis terének tekinthet6 az X*® és az

(X*)*™ = X* kozotti természetes izomorfizmus szerinti azonositdssal.)

Baricentrikus koordindtdk. Rogzitsiink egy Ao, A1, ..., Aq affin bazist
X-ben. Hasznaljuk az X vektortérben az ezekre mint bazisvektorokra
vonatkozo xg, x1, ..., x4 koordinatdkat. Ekkor az X affin sik egyenlete
To+T1+...+xq=1,1gy a V linedris hipersiké zo +z1 + ...+ x4 = 0.
Ha x = (xg,%1,...,2q4) € X és x ¢ V, akkor az F - x egydimenzids
linearis altér egyetlen P pontban dofi X-et, mégpedig a baricentrikus
koordinatakkal P = [z¢ : 1 : ... : 24] alakban irhaté pontban.
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e Homogén linedris egyenletek. Az affin alterekre és a baricentrikus ko-
ordinatakra vonatkozd fenti észrevételekbdl kovetkezik, hogy az X-beli
affin altereket a baricentrikus koordinatdkban felirt homogén linedris
egyenletrendszerek irjak le.

1.8. Véges dimenzids valos affin terek

Olyan fogalmakat tekintiink at, amelyeket csak a valds test f6lotti affin te-
rekben értelmeziink, mert definiciéjukban felhasznéljuk a valds szdmok ren-
dezését vagy topoldgidjat. Ezek kozé a fogalmak kozé tartozik az irdnyités,
a féltér (azaz a hipersikkal vald elvdlasztds), a korldtossag és a folytonossig.
Ebben a szakaszban feltessziik, hogy F = R, és hogy az éltalunk vizsgalt
affin terek dimenzidja véges. A dimenziét, mint kordbban is, d jeloli.

1.8.1. Definicié (Affin tér irdnyitdsa). Az (X,V,®) affin tér irdnyitdsdn
a V valds vektortér iranyitasat értjiik. Tehat X iranyitott affin térré valik, ha
kitiintetjiik a V-beli rendezett bazisok egyik iranyitasi ekvivalenciaosztalyat
és pozitiv irdnyitasinak deklaraljuk.

A természetes affin struktiraval elldtott R? affin teret az ey, . . ., eq standard
bézis osztdlyanak kivalasztasaval iranyitottnak tekintjiik.

Jél ismert, hogy az elemi geometridban a sik irdnyitdsat a haromszogek ko-
riiljarasaval lehet szemléltetni. Ezt altalanositja tetszéleges dimenzid esetére
a kovetkezo fogalom.

1.8.2. Definicié (Pozitiv affin bazis). Legyen X irdnyitott affin tér. Po-
zit{v irdnyitdsinak (vagy pozitivnak) mondunk egy X-beli Ag, Ay, ..., Aqg
rendezett affin bézist, ha az AgAq, ..., AgAg vektorok pozitiv bazist alkotnak
V-ben. Ellenkez6 esetben a rendezett affin bazist negativnak nevezziik.

1.8.3. Allitas. Legyen Ay, A1, ..., Ag pozitiv affin bazis az X irdnyitott affin

s s s

A1), -+ Ao(ay affin bdzis pontosan akkor pozitiv, ha o pdros permutacio.

Bizonyitas: Elég ellen6rizni, hogy barmely transzpozicié végrehajtasa egy
affin bazist ellentétes iranyitdsi affin bazisba visz. Ha ¢(0) = 0, akkor ez (és
az &llitas is) magatdl értet6d6 az Definicié alapjan. Tegyiik fel tehat,
hogy o = (0,4) valamilyen 1 < i < d mellett és hasonlitsuk 6ssze a V-beli

aj = ApA; (j = 0,...,d) bazist a (0,7) transzpozicié végrehajtdsa utan
X . — —
nyert AZAJ = aj — a; (] = 17. eyl — 1)7 A7A0 = —a;, AZAJ = aj — a;

(j =i+ 1,...,d) bézissal. Lathatd, hogy az utébbi bézist az el6bbibdl az
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i-edik bézisvektornak a tobbibdl vald kivondsa, és az i-edik bazisvektor (—1)-
gyel val6 szorzdsa utjan kapjuk. Az utébbi bézis tehdt az el6bbivel ellentétes
irdnyitasu. O

1.8.4. Definicié (Irdnyitastartis és -valtas). Legyen f : X — X' affin
izomorfizmus az X és X’ affin terek kozott. Azt mondjuk, hogy f irdnyitas-
tartd, ha L(f) : V — V' irdnyitdstartd linedris izomorfizmus (azaz pozitiv
V-beli bazist pozitiv V'-beli bazisba visz). Egyébként f-et irdnyitdsvalténak
nevezziik. Az f: X — X’ affin izomorfizmus nyilvan aszerint irdnyitastarto,
illetve irdnyitasvéalto, hogy valamely (vagy ami ezzel egyenértékii, barmely)
X-beli pozitiv affin bazisnak az f-nél szarmazd képe pozitiv, illetve negativ
affin bézis X'-ben.

Az f: X — X affinitdsok kozott az iranyitastarték pontosan azok, amelyekre
det L(f) > 0. Ebben az esetben (amikor X = X') az, hogy f irdnyitdstarto-
e vagy sem, nem filigg az X-beli iranyitas valasztasatol. Tehat az affinita-
sok korében anélkiil is beszélhetiink irdnyitastartasrdl, -valtdsrol, illetve affin
béazisok egyméssal megegyezé vagy ellentétes irdnyitasardl, hogy a tér ira-
nyitasat rogzitettiik volna. Az X affin tér irdnyitdstarté affinitasai 2 indexi
részcsoportot alkotnak az Aff (X) csoportban, amelyet Aff™(X)-szel jeloliink.

1.8.5. Példak.

e Biérmely eltolds és barmely pozitiv ardnyi homotécia irdnyitdstart6. A
negativ aranyu homotéciak csak paros dimenzids affin térben irdnyitas-
tartok.

e Legyen 7 € Aff(X) egy ¥ C X affin altérre vonatkoz6 (valamilyen
irdnyd) affin szimmetria. A 7 affinitds pontosan akkor irdnyitdstarto,
ha dim X — dimY péaros. Specidlisan a hipersikokra vonatkozé affin
szimmetridk iranyitasvaltok, a kozéppontos szimmetridk pedig péaros
dimenziés affin térben iranyitastartok, paratlan dimenziés térben ira-
nyitasvaltok.

1.8.6. Definicié (Féltér). Legyen dimX > 1 és H C X hipersik. V4-
lasszunk olyan s € X* affin formdt, hogy H = Z(s). A H hipersik hatdrolta
zart féltérnek nevezzik az {A € X : s(4) < 0} ésaz {A € X : s(A) >
> 0} halmazt, nyilt féltérnek pedig ezek X-beli komplementereit. Az
Allft4s utolsé mondatara hivatkozva, a H altal hatdrolt félterek valéban csak
a H hipersiktdl fiiggnek, nem pedig s valasztdsatol. Egydimenzids térben a
féltereket félegyeneseknek, kétdimenziésban pedig félsikoknak nevezziik.

A H hipersik &ltal hatarolt két zart féltér lefedi X-et és a kozos résziikk H.
A két nyilt féltér diszjunkt, és egyiitt lefedik H komplementerét. Ha Y C X
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affin altér, melyre Y (| H nem teljesiil, akkor HNY hipersik Y-ban és az dltala
hatdrolt Y-beli (zart, illetve nyilt) félterek éppen a H altal hatdrolt X-beli
(zért, illetve nyilt) félterek metszetei Y-nal. Ez régton kovetkezik abbdl, hogy
H = Z(s), s € X* esetén s|y affin forma Y-on és HNY = Z(s|y).

1.8.7. Allitas. Rogzitsiink egy Ao, ..., Aq—1 affin bazist a H C X hipersik
szamdra. A tér tetszbleges Aq, A!; ¢ H pontjai pontosan akkor esnek ugyan-
abba a H hatdrolta nyilt féltérbe, ha az Ao, A1, ..., Aq és az Ay, Ay, ..., A}
affin bazisok megegyezé iranyitasiak.

Bizonyitds: Legyen H = Z(s) valamilyen s € X*® affin forméval, és vélasszunk
olyan A € X pontot, hogy s(A) = 1. Az AgA;, ..., AgAd—1, ApA bézisban az
ApAg és az AOAQ vektorokat felirva az utolsé koordindta s(Ag), illetve s(AJ).

Ezért az 14()1417 caey A(]Adfl, A()Ad béazist az A()Al, ceey A()Adfl, A()Aé bazisba
transzformalé métrix determinansa s(A/;)/s(Aq), ami pontosan akkor pozitiv,
ha Ay és A}, ugyanabba a H hatdrolta nyilt féltérbe esik. O

Megjegyzés. Az Allitasbol rogton kovetkezik, hogy irdanyitott affin tér-
ben egy H hipersik irdnyitdsa valamelyik H hatarolta féltér kiszemelésével
egyenértékii. Kézenfekvd egy féltér iranyitasan az egész tér iranyitasat érteni.
Ezek utan megallapodhatunk abban, hogy egy iranyitott féltér olyan médon
szarmaztatja a hatdrolo hipersikja irdanyitasat, hogy azokat a hipersikbeli ren-
dezett affin bazisokat tekintjitkk pozitivnak, amelyeket a befoglalé tér pozitiv
bézisdva egészitiink ki azzal, hogy valamely a (nyilt) féltérbdl vélasztott pon-
tot a tobbi utdn sorolunk.

1.8.8. Definicié (Korldatos halmaz). A véges dimenzids, valés X affin tér
egy T részhalmazat korldtosnak mondjuk, ha barmely s € X* affin forméaval
az s(T) C R szdmhalmaz korlatos.

Nyilvan korldtos halmaz barmely részhalmaza is korlatos, tovabba véges sok
X-beli korldtos halmaz egyesitése is korldtos. Barmely f : X — X' affin
leképezésnél korldtos X-beli részhalmaz képe is korldtos X’-ben, hiszen T C
C X és s’ € (X)® mellett s'(f(T)) = (s' o f)(T), ésiitt s’ o f € X°.

Az X = R? esetben az itt definilt korldtossdg nyilvan egybeesik az R ko-
ordinatatérben hasznalt szokasos korlatossdgfogalommal. Emiatt — felhasz-
nélva, hogy tetszéleges X-re az X-beli affin koordindtarendszerek affin izo-
morfizmusok X és R? kozott — megallapithatjuk, hogy X egy T részhalmaza
akkor és csak akkor korldtos X-ben, ha bérmely (vagy akdr csak egyetlen) x :
: X — R affin koordinatarendszer mellett az x(7) halmaz korldtos R%-ben.

A véges dimenziés valés affin terekben természetes (koordindtazdstdl fiigget-
len) 1t kinédlkozik leképezések folytonossdgdnak az értelmezésére. Ehhez olyan
fogalmakat kell tisztdzni, mint az affin térben fekv6 részhalmazok nyilt, illet-
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ve zart volta, pontok kornyezetei, halmazok belseje, illetve lezarasa. Fzeket
a fogalmakat tekintjiik a tér topoldgiai viszonyainak.

1.8.9. Definicié (Nyilt és zart halmazok, természetes topoldgia).
Az X affin tér egy részhalmazat nyiltnak mondjuk, ha el6allithaté olyan
halmazok egyesitéseként, amelyek mindegyike véges sok nyilt féltér metszete.
Az X-beli nyilt halmazok rendszerére érvényesek az alabbi tulajdonsagok:

— ( és X nyilt halmazok,
— barmely véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt,
— tetszblegesen sok nyilt halmaz egyesitése is nyilt.

A nyilt halmazok igy definidlt rendszerét az affin tér természetes topologi-
ajanak szokds nevezni. Zartnak mondjuk X egy részhalmazat, ha az X-re
vonatkozé komplementere nyilt halmaz.

Példaul a nyilt félterek nyilt halmazok, a zart félterek zdrtak az Defi-
nicié értelmében is.

Ko6nnyt meggondolni, hogy ha Y C X affin altér, akkor az Y-beli nyilt hal-
mazok pontosan az Y N U alaku halmazok, ahol U nyilt halmaz X-ben.

1.8.10. Definicié (Pontok kiérnyezetei). Azt mondjuk, hogy egy A € X
pontnak egy X-beli K részhalmaz kornyezete X-ben, ha létezik olyan U C X
nyilt halmaz, amelyre A € U C K. (Meggondolhatd, hogy ezzel egyenértékii
definiciot kapndnk, ha U-rél megkiovetelnénk, hogy elallithaté legyen véges
sok X-beli nyilt féltér metszeteként.)

1.8.11. Definicié (Bels6 pont, hatarpont, lezaras). Legyen S C X.
A tér egy A pontjat az S halmaz bels6 pontjanak mondjuk, ha S az A-
nak kornyezete. Az S halmaz belsején az S bels6 pontjai altal alkotott intS
halmazt értjiikk. A B € X pontot S hatdarpontjinak mondjuk, ha B barmely
K kornyezetére K NS # () és K — S # () teljesiil. Az S halmaz hatdrdnak
nevezziik az S hatarpontjaibdl 4ll6 0S halmazt. Az S halmaz lezardsanak
mondjuk az S = S U &S halmazt.

Az aldbbi tulajdonsdgok konnyen meggondolhatok:
— intS a leghb6vebb S-ben fekvé nyilt halmaz,
- 05 =X — (intS Uint(X — 5)),
— S a legsziikebb S-et tartalmazé zart halmaz,

- T =X - (int(X - 5)),
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— egy halmaz akkor és csak akkor nyilt, ha azonos a belsejével,

— egy halmaz akkor és csak akkor zart, ha azonos a lezarasaval.

1.8.12. Definici6é (Konvergens pontsorozat, limesz). Az X-beli A, (n €
€ N) pontsorozatot konvergensnek nevezziik, és az A € X pontot a sorozat
limeszének mondjuk (jelben: A, — A), ha A-nak barmely kérnyezete a soro-
zat elemeit véges sok kivétellel tartalmazza.

Konnyen meggondolhaté, hogy barmely S C X részhalmazra S pontosan
az S-beli konvergens sorozatok limeszeibdl all, tovabbd egy pont akkor és
csak akkor tartozik 9S-hez, ha el6all S-ben fekvd sorozat limeszeként is és
(X — S)-ben fekvd sorozat limeszeként is.

1.8.13. Definici6é (Folytonos leképezés). Legyenek X és X' véges dimen-
ziés valds affin terek és f : X — X' tetszOleges leképezés. Azt mondjuk,
hogy f folytonos az A € X pontban, ha az f(A) € X' pontnak barmely
K’ C X' kérnyezetéhez taldlhaté az A pontnak olyan K C X kornyezete,
amelyre f(K) C K'.

Konnyen ldthatd, hogy f akkor és csak akkor folytonos minden A € X pont-
ban, ha barmely U’ C X’ nyilt halmazra az f~*(U’) halmaz nyilt X-ben. En-
nek alapjan az f leképezést folytonosnak mondjuk, ha barmely nyilt halmaz
f-nél szarmazé Gsképe nyilt. (Ezzel egyenértékii feltétel az is, hogy barmely
zart halmaz 6sképe zért.)

A nyilt halmazokat nyilt félterekbol szarmaztattuk metszés és egyesités segit-
ségével. Halmazok &sképének képzése felcserélheté a metszet és az egyesités
miiveletével. Emiatt a folytonossag utobbi feltételét elegend6 volna csak a
nyilt félterekre mint U’ halmazokra megkdvetelni.

Ha f : X — X’ affin leképezés, akkor tetszéleges s’ € (X')* affin forma esetén
az {A' € X' : §/(A") > 0} nyilt féltér f szerinti 6sképe az {A € X : s(A) >
> 0} halmaz, ahol s = s’ o f € X*. Ha s nem konstans, akkor ez a halmaz
nyilt féltér, egyébként pedig vagy 0, vagy X. Emiatt barmely affin leképezés
folytonos.

Rogzitsiink példdul egy Ag, Ay, ..., Ay affin bazist X-ben és éllitsuk el a
P € X pontokat P = AgAg + M A1 + ... + M\gA,y affin kombindcidként. Az
Allitds és az affin formdk folytonos volta alapjan a \; egyiitthaték
folytonosan fiiggnek P-t6l.

Az affin alterek zart halmazok, hiszen folytonos fiiggvények (nevezetesen az
affin formék) zéréhalmazaiként, illetve ezek metszeteiként allnak eld.

Bérmely H C X hipersik azonos barmelyik H &ltal hatdrolt (akar nyilt, akar
zart) féltérnek az|1.8.11} Definici6 értelmében vett hatdraval. Ez példdul abbdl
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lathatd, hogy tetszoleges P € H ponthoz valaszthatunk olyan E egyenest X-
ben, hogy P € E és E ¢ H, ekkor ENH = {P} és igy P barmely kornyezete
belemetsz az E egyenes mindkét P szerinti nyilt félegyenesésébe, annal inkdbb
mindkét H hatarolta féltérbe.

Megjegyzés. Altaldban folytonos leképezésnél zart halmaz képe nem feltétle-
niil zart, és nyilt halmaz képe sem feltétleniil nyilt. J6l ismert tény viszont,
hogy az R%ben fekvé korldtos zart halmazok folytonos képei szintén kor-
latosak és zartak. Egy véges dimenziés valds affin térben fekvo részhalmazt
kompaktnak neveziink, ha korldtos és zart. Az ilyen halmazokra nyilvanvaléan
atvihet6 az R%-ben fekve korlatos és zért halmazok analizisbél ismert szdmos
tulajdonsaga. fgy példaul a Bolzano—Weierstrass-féle tétel és a Weierstrass-
féle kivalasztasi tétel is érvényes affin térben: kompakt halmazon értelmezett
béarmely folytonos valés fiiggvénynek létezik minimuma és maximuma, illetve
egy kompakt halmazban fekvé barmely pontsorozatbdl kivalaszthaté olyan
részsorozat, amely a halmaz valamely pontjahoz konvergdl.

1.8.14. Definicié (Homeomorfizmus). Egy bijektiv leképezést, amely foly-
tonos, és amelynek az inverze is folytonos, homeomorfizmusnak neveziink.
Nyilvan barmely affin izomorfizmus egyuttal homeomorfizmus.

Egy X — X’ homeomorfizmus bijektiv megfeleltetést 1étesit az X-beli, illetve
az X'-beli nyilt halmazok rendszere kozott (azaz X és X' topoldgidja kozott).

Ha rogzitiink egy x : X — RY affin koordindtarendszert, akkor az X-beli

nyilt halmazokat (és az ebbdl szérmaztathaté tovédbbi topoldgiai fogalmakat)
az R? koordinatatérbeli

(X: (.’I)]_,...,de), y:(y17"'ayd) ERd)

tavolsag segitségével is definidlhatnank: az U C X halmazt nyiltnak ne-
vezhetnénk, ha barmely A € U ponthoz van olyan € > 0, hogy q € R,
p(x(A),q) < € esetén q € x(U). Az aldbbi tétel alapjén ezzel a médszer-
rel is — fiiggetlenill a koordindtarendszer megvalasztasatol — a természetes
topolégia nyilt halmazait kapnank. Ez annyit jelent, hogy R%-nek mint af-
fin térnek a természetes topoldgidja azonos a fenti p tavolsagfiiggvény altal
szarmaztatott topoldgiaval.

1.8.15. Tétel. Legyen S C R? és p € S. Az S halmaz akkor és csak ak-
kor kornyezete p-nek az R? affin tér természetes topoldgidja értelmében, ha
Iétezik olyan € > 0, hogy q € R?, p(p,q) < ¢ esetén q € S.

Bizonyitas: Tegyiik fol el6szor, hogy S kornyezete p-nek. Ekkor van véges sok
olyan nyilt féltér, amelyek tartalmazzak p-t és amelyek metszete S-nek része.
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Legyen H az egyik ilyen féltér hatédrolé hipersikja. Ekkor H = Z(s) ¢ R,
ahol az s € (R%)* affin forma koordinatés alakja s(x) = a171 + ... + agrq +
+b (x € R%). Miutén a p = (p1,...,pq) € R? pont valamelyik H hatarolta
nyilt féltérbe esik, s(p) = ¢ # 0. Legyen ¢ = |¢|/\/a3 + ...+ a%. Ha most
valamilyen q € R%re p(p, q) < ¢, akkor a Cauchy-Schwarz-egyenlétlenséget
felhasznélva

ls(p)—s(@)| = a1 (p1—q1)+. .. +aa(pa—qa)| < y/af + ...+ a3-p(p,q) < |d,

tehat q is ugyanabba a nyilt féltérbe esik, mint p. Az igy kivalasztott e-ok
legkisebbike megfelel a kivanalmaknak.

Megforditva, ha adott az € > 0 szam, akkor definidljuk ¢ = 1,...,d-re az
s; € (RY)® és t; € (RY)*® affin formékat az s;(x) = z; — p; — \/¢/d, illetve a
ti(x) =x; —p; + \/E/id formulaval. Az s; < 0 és a t; > 0 egyenl6tlenségekkel
definialt 2d darab nyilt féltérnek p kozos pontja. Barmely tovabbi q kozos
pontjukra |g; — p;| < \/¢/d teljesiil minden i-re, igy p(p,q) < &, ahonnan
q € S. Emiatt S kornyezete p-nek. O

1.8.16. Allit4s. Barmely sziirjektiv affin leképezés nyilt leképezés, azaz nyilt
halmazt nyilt halmazba visz.

Bizonyitds: Az[[.1.10}beli elsé példa alapjén linearizalds és alkalmas koordi-
natarendszer bevezetése utan csak azt kell meggondolni, hogy k < d esetén
az r : R? — R* vetités nyilt leképezés.

Legyen tehat U C RY nyilt és q € 7(U), be kell ldtnunk, hogy az 7(U) halmaz
kérnyezete g-nak. Vélasszunk p = (p1,...,pq) € U-t Ugy, hogy r(p) = q. Az
Tétel miatt alkalmas e-nal a p pont e-kornyezete része U-nak. Ha most
y € RF és p(q,y) < ¢, akkor az x = (y,prs1,---,p4) € R? pontra p(p,x) =
= p(q,y) < ¢, ezért x € U, tovabba r(x) =y, ahonnan y € r(U). O

Megjegyzés. Egyéb testek feletti véges dimenzids affin tereken is értelmezhetd
természetes topolégia az X = X4 = V = F¢ azonosités 1tjan, valahdnyszor
az F test alaphalmazan adott egy olyan topoldgia, amelyre nézve a testbeli
miiveletek folytonosak. Szokds ilyen mdédon példaul a komplex affin tereket
is topoldgidval ellétni. Egy (X, V,®) d-dimenziés komplex affin tér topols-
gidjanak egy ,természetes” szarmaztatdsa adddik abbdl, hogy a V' vektortér
2d-dimenziés vektortérnek tekinthetd a valds test f6lott, és igy (X, V, @) au-
tomatikusan 2d-dimenziés valés affin tér.
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2. Konvex halmazok affin térben

A konvex halmazok elméletének jelentOs része csak a tér affin strukturajara
tamaszkodik és nem hasznéalja a tér metrikus viszonyait, azaz példaul tavol-
sdgokat, szogeket. Itt azokat a konvex halmazokkal kapcsolatos fogalmakat és
Osszefiiggéseket vessziik sorra, amelyek az affinitdsokkal szemben invariansak,
és igy mar az affin geometridban is értelmezhetdk, illetve bizonyithatdk. Az
aldbbiakban (X, V, ®) véges dimenzids valés affin tér, amelyet a természetes
topolégiaval latunk el. Az X tér dimenziéjat d jeloli.

2.1. Konvex halmazok, konvex kombinaciék

2.1.1. Definicié (Szakasz). Adott A, B € X mellett A, B végponti szaka-
szon (vagy az A, B pontokat 6sszekité szakaszon) az [A, B] = &' ({t- AB -
:0 < ¢ < 1}) halmazt értjiik.
Kénnyen lathaté, hogy A # B esetén [A,B] = & ({t - AB : ¢t > 0}) N
nog'({t- BA ¢ > 0}), azaz az [A, B] szakasz az (A, B) egyenesen annak
a két zéart félegyenesnek a metszeteként all el6, amelyek végpontja A, illetve
B, és amelyek tartalmazzak B-t, illetve A-t. Igy nyilvan [B, A] = [4, B]. Ha
A = B, akkor [A, B] = {A}, amelyet elfajulé szakasznak tekintiink.

_>
Tetszéleges O € X ponttal [A,B] ={P € X : OP = t~OA+(1—t)~@, 0<
<t<1},azaz [A,B]={tA+(1—-1t)B : 0 <t <1}

2.1.2. Definicié6 (Konvex halmaz). Egy K C X halmaz konvex, ha bér-
mely két pontjaval egyiitt azok Osszekotd szakaszat is tartalmazza, azaz tet-
sz6leges A, B € K esetén [A, B] C K.

2.1.3. Példak

e Bérmely X-beli affin altér konvex, az iires halmaz konvex, barmely féltér
és barmely szakasz konvex.

e A szdmegyenesen pontosan az intervallumok konvexek (kozéjiik értve
az elfajuld vagy végtelenbe nyilé intervallumokat is).

e Szakasznak affin leképezésnél szdrmazo képe (esetleg elfajuld) szakasz,
emiatt barmely konvex halmaznak affin leképezésnél szarmazoé képe,
illetve 6sképe konvex.

e Ha K; C X, és Ky C X5 konvex, akkor K7 x Ko C X7 x X5 is konvex.
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e Ha K C X konvex és P € X, akkor a C' = (J,,, Hp(K) halmaz is
konvex, ahol Hp  jeloli a P kozéppontu és A aranyd homotécidt. Legyen
ugyanis A = Hpx(A'), B = Hp,(B'), A\,B' € K ést € [0,1], ekkor
kozvetlen szdmoldssal addédik, hogy tA + (1 —¢)B = Hp, (uA’ + (1 —
—u)B’), ahol v = tA\+ (1 —t)p és u = tA/v. Az is kénnyen ellendrizhetd,
hogy a C' U {P} halmaz is konvex.

Egy valds vektortérben konvex kupnak neveziink egy részhalmazt, ha
konvex és barmely elemével egyiitt annak Gsszes pozitiv skalarszorosat
is tartalmazza. A fenti C' és C'U {P} halmazok konvex kupok az Xp
vektortérben.

e Az R%beli p(x,y) = (Z?Zl(mi—yi)Q) "2 metrikéval definialt B(a,r) =
= {x € R?: p(x,a) < r} nyilt, illetve B(a,r) = {x € R : p(x,a) < r}
zart gombtestek, tovabba ezek affinitassal nyert képei, a nyilt, illetve
zért ellipszoidtestek konvex halmazok R%-ben.

e AV xV — R szimmetrikus bilinearis fiiggvények vektorterében a pozi-
tiv definit (illetve a negativ definit) szimmetrikus bilinedris fiiggvények
konvex kiipot alkotnak.

e Egy négyzetes valés matrixot dupldn sztochasztikusnak neveziink, ha
minden eleme nemnegativ, tovabba minden sordsszege és minden osz-
loposszege 1-gyel egyenld. Jelolje B, az n x n méretii duplan sztochasz-
tikus métrixok halmazat, ekkor B, C R™*™ konvex halmaz.

e Konvex halmazok tetsz6leges X-beli rendszerének a metszete konvex.

Tovabbi érdekes példak szarmaztathatok a kovetkezd konstrukcié hasznéla-
taval.

2.1.4. Definicié (Minkowski-kombindcid). Legyenek K, L C X tetszile-
ges részhalmazok és o, 8 € R rogzitett egyiitthatok, melyekre o+ 5 = 1. A
K és L halmazok a és 8 egyiitthatékkal vett Minkowski-kombinacidjan az

aK+pBL={aP+BQ:PcK, QeL}

halmazt értjitkk. Ha X =V vektortér, akkor a Minkowski-kombinacié az a +
+ B = 1 feltétel nélkiil is értelmezheté. Az @ = f = 1 esetben a K + L
Minkowski-0sszegrol beszéliink.

2.1.5. Allitas. Konvex halmazok tetszoleges Minkowski-kombinécidja is kon-
Vex.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

2. KONVEX HALMAZOK AFFIN TERBEN 69

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy K és L konvex halmazok X-ben. Legyen az
aK + B L Minkowski-kombinécié két tetszéleges pontja A = aP+ Q és B =
=aR+pS,ahol PR € K és @, S € L, tovdbbd legyen C € [A, B] tetsz8leges,
azaz C = tA+ (1 —t)B, t € [0,1]. Ekkor C' = t(aP + Q) + (1 — t)(aR +
+8S) =altP+ (1 —-t)R)+ B1tQ + (1 —t)S), itt tP+ (1 —t)R € K és
tQ+ (1—-¢t)SeL,igy CeaK+SL. O

2.1.6. Definicié (Konvex burok). A [2.1.3}beli utolsé példa kévetkeztében
barmely S C X halmazhoz az 6t tartalmazé X-beli konvex halmazok kozott
létezik legszlikebb, mégpedig az S-et tartalmazo 6sszes X-beli konvex halmaz
metszete. Ezt a halmazt nevezziik az S halmaz konvex burkanak, és conv(S)-
sel jeloljiik.

Példdul barmely szakasz a végpontjai konvex burka. Egy halmaz pontosan
akkor konvex, ha azonos a konvex burkaval.

2.1.7. Definicié (Konvex kombinacié). Egy affin kombindciét konvex
kombinaciénak neveziink, ha a benne szereplé egyiitthaték nemnegativak.
Tehdt a P € X pont az Ay, ..., A; pontok konvex kombindcidja, ha P =
= MAp 4+ AAy, ahol A, L A > 06 F N =1L

Példaul barmely szakasz pontosan a két végpont konvex kombindciéibdl all.

2.1.8. Tétel. Barmely ponthalmaz konvex burka a halmazbdl vett véges
pontrendszerek konvex kombinacioibdl &ll.

Bizonyitds: Legyen S C X tetszdleges, és jelolje ¢(S) az S-beli véges pont-
rendszerek Osszes lehetséges konvex kombinaciéi halmazat. Megmutatjuk,
hogy ¢(S) = conv(S).

¢(S) C conv(S): Ha P € ¢(S), akkor P valamely Ay, ..., Ay € S pontok Aq,
..., A\, egyiitthatés konvex kombindcidja. A pontok szdma, azaz k szerinti
teljes indukciéval megmutatjuk, hogy P € conv(S). A k =1 eset trividlis, a
k = 2 esetben pedig a konvexitas definicidja szerint ez igaz. Legyen k > 2
és tegyiik f6l, hogy a k-nél kevesebb tagi konvex kombindciék conv(S)-ben
vannak. Ha a \; egyiitthatok valamelyike 0, akkor az indukcids feltevést a
tobbi pontra alkalmazva készen vagyunk. Egyébként pedig legyen u = A\ +
F.F A1 68y = )\z/u (’L =1,... k*l) Ekkor B = ,U,1A1+. . .+[Lk_1Ak_1
konvex kombindcié, ezért az indukcids feltevésbdl B € conv(S). Végil P a
B és az Aj pont konvex kombindcidja a p és A\, egyiitthatdkkal, igy P €
€ conv(9).

conv(S) C ¢(S): Elég beldtni, hogy ¢(S) konvex, hiszen az egytagi konvex
kombindacidkkal S C ¢(S), és {gy a konvex burok definicidjabél conv(S) C ¢(S)
kovetkezik. Legyen A, B € ¢(S) és élljon el A az Ay, ..., Ay € S pontok
A1, ..., Ak egylitthatos konvex kombindcigjaként, B pedig a By, ..., By €
€ S pontok pq, ...,  egyiitthatés konvex kombindcidjaként. Ha P € [A, B,
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akkor P az A és a B konvex kombindcidja valamilyen « és 8 egyiitthatékkal.

Ekkor a P pont eléallithaté az A1, ..., Ag, By, ..., B € S pontok konvex
kombinaciéjaként rendre az ady, ..., Xk, Bu1, ..., By egyiitthatdkkal, igy
P e c(9). O

2.1.9. Ko6vetkezmény. Egy S C X halmaz akkor és csak akkor konvex, ha
zart a konvex kombinacick képzésére, azaz ha barmely véges sok S-beli pont
barmely konvex kombinacidja is eleme S-nek.

Bizonyitds: Ha S konvex, akkor S = conv(S), igy a m Tétel miatt az
S-beli pontok konvex kombinaciéi S-ben vannak. Megforditva, ha S zart a
konvex kombinaciék képzésére, akkor ezt az S-beli pontparokra alkalmazva
adddik, hogy minden A, B € S-re [A,B] C S. O

2.2. Konvex halmazokra vonatkozo alaptételek

2.2.1. Tétel (Carathéodory tétele). A d-dimenziés X affin térben egy
S C X halmaz konvex burkanak barmely pontja el6all legfeljebb d + 1 darab
S-beli pont konvex kombinacigjaként.

Bizonyitas: A Tételt alkalmazva P € conv(S) eléallithaté valamilyen
Ay, ..., A € S pontoknak valamilyen Ay, ..., \x egyiitthatds konvex kombi-
nécidjaként. Ekkor )\1P—Al> +...+ A PAg = 0. Tegyiik fel, hogy k a legkisebb
olyan szdm, amellyel ilyen el6allitas lehetséges, ekkor sziikségképpen az Osszes
A; pozitiv. Azt allitjuk, hogy k£ < d+ 1. Indirekt médon tegyiik fel, hogy k >
> d+1, ekkor az Ay, ..., A, pontrendszer nem fiiggetlen, ezért 1éteznek olyan,
nem mind 0-val egyenld ag, ..., ag valds szamok, hogy a1 + ...+ ai =0 és
ozlP—Al> + ...+ apPA; = 0. Ekkor elég kicsi € > 0 mellett a A\; + caq, ...,
Ak + ey, szamok nemnegativak; ehhez nyilvan e < min{—X;/a; : a; < 0,1 <
< i < k} elegendd. Vélasszuk e-t ezzel a korldttal egyenlének. Ekkor a P pont
az Aq, ..., A pontok konvex kombindcidja a Ay +eay, ..., Ap + ey egytitt-
hatokkal, amelyek kozott a 0 is el6fordul. P tehét eldall k-nal kevesebb S-beli
pont konvex kombinaciéjaként, ami ellentmond £ minimalitasanak. O

2.2.2. Definicié (Szimplex). Az X affin térben k-dimenzids szimplexnek
nevezziik k + 1 darab fiiggetlen pont konvex burkat. Jelolés: ha Ag, Ay, ...,
A € X fiiggetlenek, akkor [Ag, A1,...,Ax] = conv({AO,Al,...,Ak}). Az
A, A1, ..., A pontokat a szimplex csicsainak nevezziik.

Konnyen meggondolhaté (és af2.5] szakaszban részletesen is targyaljuk majd),
hogy a szimplex a csicsai halmazéat egyértelmiien meghatéarozza.

A 0-dimenzids szimplexek egypontiak, az 1-dimenziés szimplexek pontosan a
nem elfajuld szakaszok, a 2-dimenziésakat haromszognek, a 3-dimenzidsakat
tetraédernek nevezziik.
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Miutén egy szimplex a csicsai alkotta pontrendszer nemnegativ egyiitthatds
affin kombinaciobdl all, barmely d-dimenzids szimplexet el tudunk allitani

d + 1 darab zéart féltér kozos részeként. Legyenek ugyanis Ay, Ay, ..., Ag
a szimplex csucsai, ekkor ezek a pontok affin bazist alkotnak X-ben. Le-
gyenek sg, S1, ..., Sg € X* az ehhez az affin bazishoz tartozé dualis affin

formék. (Emlékeztet6iil: s;(P) a P-t el6allité affin kombindciéban szerepld
i-edik egyiitthaté.) Ekkor [Ag, Ay, ..., A4 = N_o{P € X : s;(P) > 0}, és
ez a formula azt mutatja, hogy a szimplex el6allithaté d 4+ 1 darab zart féltér
metszeteként.

2.2.3. Allitas. Barmely S C X halmaz konvex burka el6all azoknak a szimp-
lexeknek az egyesitéseként, amelyeknek a csicsai S-nek elemei.

Bizonyitds: Barmelyik S-beli csticsi szimplex nyilvan benne fekszik conv(S)-
ben, igy elég a forditott tartalmazdst belatni. Legyen P € conv(S) tetsz6-
leges. A Tétel szerint P benne van véges sok alkalmas S-beli pont
konvex burkdban; valasszunk egy olyan Ay, A, ..., Ax minimalis S-beli
pontrendszert, amelynek P a konvex burkdban van. Elég megmutatni, hogy
ez a pontrendszer fiiggetlen. Ha nem igy volna, akkor benne fekiidne egy k-
nél kisebb dimenziéji Y affin altérben, amelyre a[2.2.1] Tételt alkalmazva az
adédna, hogy P elddll az Ay, A1, ..., Ax pontok koziil legfeljebb k darabnak
a konvex kombindaciéjaként is. Ez ellentmond az Ay, A1, ..., Ax pontrendszer
minimalitasanak. O

2.2.4. Lemma (Radon tétele). Ha valamely S C X pontrendszer nem fiig-
getlen, akkor S-nek léteznek olyan S és Sy diszjunkt részhalmazai, amelyekre
conv(S1) N conv(Sy) # 0.

Bizonyitds: Feltehetd, hogy S = {A1, Aa, ..., Ag} véges. Léteznek olyan A,
Ao, ..., A\ nem csupa zérus valos szamok, amelyekre \; + s +. ..+ )\k:_(; és
valamilyen (tetszbleges) O € X kezd6ponttal \yOA1+X0As+. . 4+ \OAg =
= 0. Legyen I = {i: \; > 0} és J = {j : \j <O}, tovdbbd A\ = >,/ \;
és Ay =2 ;A Ekkor az oP = Y icr(Ai/Ar) - O‘Ai egyenléséggel definidlt

P pontra oP = > jes(Aj/As) - OA; is teljesiil. Mindkét formuldban konvex
kombindacidk allnak, emiatt P € conv(S7) N conv(Sy), ahol S; = {4, :i € I'}
éSSQZ{Aj:jgj}. O

2.2.5. Tétel (Helly tétele, véges valtozat). Legyen adott a d-dimenzids
valés affin térben véges sok konvex halmaz. Ha koziiliik barmelyik legfeljebb
(d + 1)-nek van kézos pontja, akkor az dsszesnek van kézds pontja.

Bizonyitas: Legyenek Ky, Ko, ..., K, az adott konvex halmazok. Teljes in-
dukciot alkalmazunk n szerint. Ha n < d + 1, akkor nincs mit bizonyitani;
legyen n = d 4+ 2. Barmelyik 1 < m < d + 2 indexhez a feltevés szerint
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taldlhat6é olyan A,, pont, amelyre A,, € K; teljesiil minden i # m, 1 <
<i<d+2esetén. Az Ay, Ag, ..., Agro pontok rendszere Osszefiiggd, ezért
a Lemmat alkalmazva vannak olyan diszjunkt I és J indexhalmazok,
hogy a conv({A; : i € I}) és a conv({4; : j € J}) halmazoknak 1étezik P
kézos pontja. Ekkor az {A; 1 i € I} C (g, Ki ésaz {A;:j € J} C (0, K;
tartalmazdsok miatt P € (ﬂiel K;)n (ﬂng K;) = N2 K.

m=1
Tegyiik fel most, hogy n > d + 2 és az n — 1 halmazbdl &ll6 rendszerekre
igaz az allitds. Legyen m = 1,...,n — 1-re L,, = K,, N K,,. Ekkor az L,,
halmazok is konvexek és koziiliik barmely (d+1)-nek van kozos pontja, hiszen
ennek az ellendrzéséhez a K, halmazok koziil (d 4 2)-nek kell kozos ponttal
birnia, ezt pedig mér belattuk. Nyilvan () _; K, = (V_) L, ezért az Ly,
Lo, ..., L1 halmazok rendszerére az indukcios feltevést alkalmazva adodik
az allitas. O

A Helly-tételnek olyan valtozata is hasznalatos, amelyben a konvex halmazok
szama nem feltétleniil véges. Végtelen sok halmaz kozos pontjanak 1étezésé-
hez nem kell er6sebb geometriai feltevést tenniink, ez pusztan topoldgiai okok
kovetkezménye lesz. Az alabbi lemma az RYbeli kompakt (azaz korldtos és
zart) halmazok egyik gyakran haszndlt topolégiai tulajdonsdga, bizonyitd-
satol itt eltekintiink. Az absztrakt topologiaban éppen ezt a tulajdonsdgot
hasznéljak a kompaktsdg definicigjaként.

2.2.6. Lemma. Legyen K C X kompakt halmaz. Ha X-beli nyilt halmazok
egy rendszere lefedi K -t, akkor ezek koziil a halmazok koziil véges sok is lefedi
K-t. O

2.2.7. Tétel (Helly tétele, végtelen valtozat). Legyen adott a d-dimen-
zi6s valds affin térben tetszélegesen sok konvex zart halmaz, amelyek kozott
legaldabb az egyik korlatos. Ha a halmazok kéziil barmelyik legfeljebb (d+1)-
nek van kézds pontja, akkor az dsszesnek van kézos pontja.

Bizonyitas: Legyen K a halmazrendszer kompakt tagja. Indirekt médon te-
gyiik fel, hogy a halmazoknak nincs kozos pontja. Ekkor K-nak nyilt hal-
mazokkal val6 lefedését alkotja a tobbi halmaz komplementere. Hivatkozva
a Lemmadra és K kompaktsiagara a halmazrendszer véges sok tagjanak
a komplementere is lefedi K-t, azaz ennek a véges sok tagnak K-val egyiitt
nincs kozos pontja. Ez pedig ellentmond a [2.2.5] Tételnek. O

A Helly-tétel alkalmazéasaként az alabbi allitdsban megmutatjuk, hogy egy
kompakt konvex halmaz nem térhet el tetszolegesen nagy mértékben attol,
hogy kozéppontosan szimmetrikus legyen.
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2.2.8. Allitas. Legyen K kompakt konvex halmaz a d-dimenzis valés affin
térben, d > 1. Ekkor létezik olyan P € K pont, hogy barmely P-n dtmené
E C X egyenesre KNE = [A,B], A # B # P esetén az (ABP) o0sztévi-
szonyra 1/d < (ABP) < d teljesiil.
Bizonyitds: Minden Q € K pontra készitsiik el a Kq = Hg,q/(a+1)(K) konvex
halmazt. Alh’tjuk, hogy ezek koziil a halmazok koziil barmelyik (d + 1)-nek
van kozos pontja. Legyen ugyanis @1, Qo, ..., Qa+1 € K tetszOleges. Jelol-
jik S-sel ezek sulypontjat és S;-vel az i-edik elhagyédsa utdn a tobbi pont
sulypontjat:
1 1
= m@l 4+ ...+ di-i-l

1 1 1 1
Si = EQl+"'+EQi_l+EQi+1+"'+EQd+1’

Qd+1a

ekkor S; € K és a silyok csoportositdsdval minden ¢ = 1,...,(d + 1)-re
S = ﬁ@z + ﬁSZ = HQi,d/(d—i-l)(Si) € Kg, teljestil. A Kovetkez-
ményt alkalmazva vélasszunk egy P € (({Kq : Q € K} pontot. Ha [A, B]
a K halmaz P-n dtmend hirja és A # B # P, akkor P € K4 miatt P €
€ Ha q/(a+1)([A, B]), ahonnan (ABP) < d. A mésik egyenl6tlenség A és B
szerepcseréjével adddik. O
Megjegyzés. A d-dimenzids szimplex példdja mutatja, hogy d a lehetd legki-
sebb szam, amellyel a [2.2.8}beli egyenlStlenségek fenndllnak, tovabbé szimp-
lex esetén a csucsok silypontja az egyetlen alkalmas P pont.

2.3. Konvex halmazok topoldégiai tulajdonsagai

Az aldbbiakban (ahogyan méar ban is) a nyilt, zart, kompakt stb.
jelz6k az X affin tér természetes topologiajara vonatkoznak. Az intS, .S, illetve
08 jeloléseket is egy S C X ponthalmaznak az X tér természetes topoldgia-

jara vonatkozo belsejére, lezarasara és hatarara hasznaljuk.

2.3.1. Allitas. Konvex halmaz lezéréasa konvex.

Bizonyitds: Tegyiik fel, hogy K C X konvex, legyen A, B € K és P € [A, B].
Ekkor valamilyen ¢ € [0,1]-re P az A és B konvex kombindcidja t és 1 —
— t egyiitthatokkal. Léteznek olyan K-beli A,, és B, sorozatok, hogy A, —
A és B, — B. Ekkor az A, és a B, pont t és 1 — t egyiitthatékkal vett
P, konvex kombindaciéja K-hoz tartozik. Affin koordinatakat hasznélva és a
vektormiiveletek folytonossdgara hivatkozva rogton lathatd, hogy P, — P,
ahonnan P € K. O
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2.3.2. Allit4s. Legyen K konvex halmaz. Ekkor:
1) Ha A€ K és B € intK, akkor [A, B] — {A} C intK.

2) intK konvex.

int K = intk.

(1)
(2)
(3) intK pontosan akkor tires, ha K benne fekszik egy hipersikban.
(4)
()

5) Ha intK # (), akkor K = intK.

Bizonyitds: (1): Legyen P € [A, B], P # A, B tetsz6leges pont és definidljuk
a A valds szamot a AP = )\ - AB egyenl6séggel, ekkor 0 < A < 1. A P
kozépponti, /(A —1) ardnyd Hp y/(x—1) homotécia a B pontot A-ba, igy az
int K nyilt halmazt A egy nyilt kérnyezetébe viszi.

Q.
B

K HP,)\/(AI)(K)

Emiatt valaszthatunk olyan C' € K pontot, amely A-nak ebbe a kérnyezetébe
esik, azaz amelynél a Q = Hp y_1)/»(C) pontra Q € int K. Tekintsiik most a
He » homotéciat. Egyrészt Ho A (Q) = P, masrészt C € K miatt Ho z(K) C
C K és annél inkdbb He x(intK) C K teljesiil. Tehdt P € He ) (intK) C K,
ahol Hc ) (intK') nyilt halmaz, és igy P € intK.

(2): Rogton kovetkezik (1)-bol.

(3): Ha K nem része semmilyen hipersiknak, akkor dim(K) = d, ezért K-ban
van d + 1 fiiggetlen pont: Ao, Ay, ..., Ag. Ekkor K lefedi az [Ag, A1, ..., A4]
d-dimenziés szimplexet. A baricentrikus koordindtékkal adott [1 : 1 : ... :
: 1] pont (azaz az Ag, A, ..., Aq pontrendszer silypontja) a szimplexet
metszetként eloallito félterek mindegyikének bels6é pontja, igy a szimplexnek

is bels6 pontja, annal inkabb bels6é pontja K-nak.
Megforditva, ha H hipersik és K C H, akkor intH = () miatt int K = (.

(4): K C K miatt nyilvan intK C intK. Megforditva, legyen P € intK.
Ekkor intK nem lehet iires, mert akkor (3) alkalmazédsdval K és igy K is
benne fekiidne egy hipersikban, és akkor intK is iires lenne. Vilasszunk egy
B € intK pontot. Az intK halmaz nyilt volta miatt vélaszthatunk olyan A
pontot a (P, B) egyenesen, amely int K -ba esik és amelyre P € [A, B], A # P.
Ekkor az (1) allitds alkalmazédsdval P € intK.
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(5): A K D intK tartalmazds K 2 intK miatt nyilvanvalé. A forditott
irdny1 tartalmazds igazoldsdhoz tekintsiink egy tetszéleges A € K pontot.
Viélasszunk egy A-tdl kiilonb6z6 B € int K pontot is, ekkor az A pont benne
van az [A, B] — {A} halmaz lezdrdsdban. Ekkor az (1) allitds felhaszndldséval
az A pont benne van az ennél b&vebb int K halmaz lezdrasaban is. O

2.3.3. Allitas
(1) Nyilt halmaz konvex burka nyilt.

(2) Kompakt halmaz konvex burka kompakt.

Bizonyitds: (1): Legyen S C X nyilt és P € conv(S). Ekkor a Alli-
tds szerint vannak olyan Ag, Ay, ..., Ax € S fiiggetlen pontok, hogy P €
€ [Ao, A1,..., Agl], azaz P az Ay, A1, ..., Ax pontok konvex kombindcidja
valamilyen Ay, A1, ..., Ax egyiitthatokkal. Feltehetd, hogy példaul 0 < Ay <
< 1. Legyen i =1,...,k-ra u; = A\;/(1 — Xg), ekkor Q = u1 A1 + ... + ppAx
is konvex kombindcid, igy @ € conv(S). A P pont Ag-nak és Q-nak Aq és
1 — X\ egyiitthatokkal vett konvex kombinaciéjaként &ll el6, ahonnan Cﬁ =
= Ao+ QAg. Emiatt a Q kozépponti, Ay ardnyi homotécia az Ag pontot P-be
képezi, és @) € conv(S) miatt az S nyilt halmazt conv(S) egy részhalmaziba.
Ez a részhalmaz a P pontnak olyan kérnyezete, amely conv(S)-ben fekszik.

(2): Tekintsiik az Y = R4T! x X+ affin téren azt a A : Y — X leképezést,
amelynél A(Ng, ..., g, Ao, .., Aq) = Aodo + ... + AgAq. Az X térben affin
koordinatak felhasznaldsaval rogton lathatd, hogy A affin leképezés, és igy
folytonos.

Ha S C X nemiires kompakt halmaz, akkor a

d
T= {(Ao,...,)\d,Ao,...,Ad) €eY:Y N=1A2>0 4¢ S(i:07...,d)}
i=0
halmaz is kompakt, hiszen korldtos és zért az Y térben. A Tétel miatt
conv(S) = A(T), igy a A leképezés folytonossidga miatt conv(S) kompakt.
O
Megjegyzés. Zart halmaz konvex burka nem feltétleniil zart, amint azt a si-
kon egy egyenes és egy ra nem illeszkedd pont egyesitéseként el6allé halmaz
példaja mutatja.

2.3.4. Definicié (Konvex halmaz dimenzidja). A K C X nemiires kon-
vex halmaz dimenziéjan a K affin burkanak dimenzidjat értjiik, azaz dim K =
= dim(K).

A (3) Allitésbol kivetkezik, hogy dim K = dim X pontosan akkor telje-
siil, ha K-nak van belsé pontja.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

76 AFFIN GEOMETRIA

2.3.5. Példak

e Ha Ao, ..., A fiiggetlen pontok, akkor dim[Ay, ..., Ax] = dim(A,,...,
Ay) = k, tehét egy k-dimenzids szimplex dimenzidja a Definicio
értelmében is k.

e Egy n-dimenzids vektortéren a szimmetrikus bilinearis fiiggvények ("'QH)—

dimenziés vektorteret alkotnak, amelyben a pozitiv definit fliggvények

alkotta konvex kip nyilt, igy szintén (";1)-dimenzi(’)s.

e A duplan sztochasztikus n x n-es matrixok B,, halmazat 2n—1 fliggetlen
egyenlet (és n? tovdbbi egyenltlenség) frja le az R™*™ térben, ezért
dim B, = (n — 1)2.
2.3.6. Definici6 (Konvex halmaz relativ belseje és relativ hatéra).
Legyen K C X nemiires konvex halmaz. K relativ belsejének (relativ hata-
réanak) nevezziik és relint K-val (rel0 K-val) jeloljiik K belsé pontjainak (ha-
tarpontjainak) halmazit a (K) affin térre vonatkozdan.

A m<3) Allitasbol kovetkezik, hogy bérmely nemiires konvex halmaz re-
lativ belseje sem iires. S6t, M(S) miatt K = relint K érvényes barmely K
konvex halmazra.

2.3.7. Allitas. Legyen K C X legalabb egydimenziés kompakt konvex hal-
maz. Ekkor K = conv(rel0K).

Bizonyitas: Legyen P € K tetszbleges és vélasszunk egy P-n athaladé E
egyenest az (K) affin altérben. Ekkor E N K egy (esetleg elfajuld) [A, B]
szakasz E-ben, ahol A, B € reldK. Igy P € conv(reldK). O

2.3.8. Allitas. Ha K,L C X nemiires diszjunkt konvex zart halmazok és
legalabb az egyikiik kompakt, akkor léteznek diszjunkt konvex nyilt kérnye-
zeteik, azaz olyan M, N C X konvex nyilt halmazok, amelyekre K C M,
LCNéMNN =0.

Bizonyitas: Affin koordindtarendszer bevezetésével feltehetd, hogy X = R,
Legyen példaul K kompakt. A p(x,L) = inf{p(x,y) : y € L} (x € RY)
fliggvény folytonos és L zartsaga miatt L-en kiviil pozitiv, ezért a K kompakt
halmazon pozitiv minimumot vesz fel; legyen § ez a minimumérték. Ekkor az
M = K+B(0,6/2) és az N = L+ B(0,/2) Minkowski-6sszegek diszjunktak.
M és N konvexek a Allit4s miatt, tovabba nyilt halmazok, hiszen a
B(0,6/2) nyilt halmaz eltoltjainak unidi. O

Megjegyzés. A Allitasban a kompaktsagi feltevés nem engedhetd el.
Tekintsiik példaul ugyanis az R? stkban a K = {(z,y) : * > 0,y > 1/z}
és az L = {(z,y) : y < 0} halmazt, ezeknek nincsenek diszjunkt konvex
kornyezeteik.
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2.3.9. Tétel

(1) Ha M C X nemiires konvex nyilt halmaz, akkor M homeomorf X -szel
(azaz az R? térrel).

(2) Ha K C X kompakt konvex halmaz és intK # (), akkor K homeo-
morf a B® = B(0,1) C R? zdrt egységgombtesttel, 0K pedig az S41
egységgombfeliilettel.

Bizonyitds: (1): Alkalmas affin koordindtarendszer valasztdsdval feltehetd,
hogy X = R? és 0 € M. Definidljuk a X : R? — R fiiggvényt a

)\(x):inf{iz)\>0, )\~XEM} (x € RY)

formuldval. Nyilvéan A pozitiv-homogén, azaz bérmely ¢ > 0-ra és x-re A(¢-x) =
= ¢- A(x). Allitjuk, hogy a A fiiggvény folytonos.
Rogton kovetkezik a definiciébdl, hogy x € M-re A(x) < 1, x € dM-re
Ax) =16és x ¢ M-ra \(x) > 1 teljesiil. Ezért A(x) # 0 esetén \(x) azzal az
arannyal egyenld, amilyen ardnytu origé kozépponti homotéciat M-re alkal-
mazva az x pont az M képének hatdrpontja. (Tovdbba A(x) = 0 pontosan
azokra az x-ekre all, amelyekhez nem taldlhaté ilyen homotécia.) Emiatt bar-
mely a > 0 valés szdmra A~1(0,a) = Ho o(M) és A\~!(a, +00) = Hp .(R? —
— M) nyilt halmazok, igy A folytonos.
Definidljuk az f: M — R% és a g : RY — M leképezést az
X y
formuldkkal. A A fiiggvény folytonossiga miatt f és g folytonos, tovabba
AMg(y)) = AMy)/(1 + My)) < 1 miatt g valéban M-be képez. A \ fiiggvény
pozitiv-homogenitasdnak felhasznaldsaval kozvetlen szamolds mutatja, hogy
f és g egymas inverzei.
(2): Legyen M = intK, a fentiekhez hasonléan tegyiik fél, hogyX = R¢, 0 €
€ M, és definidljuk a X : R — R fiiggvényt. Most a K halmaz kompaktsiga
és 0 ¢ OK miatt alkalmas ¢, C' > 0 konstansokkal ¢ < A(x)/||x]| < C fenndll
minden x € JK-ra, igy A\ pozitiv-homogenitdsa miatt minden x # O-ra is.
Ezért az F, G : RY — RY,
@ox, hax #0 M~y, hay #0
F(x) =< Il & Gly) =< M)
0, hax=0 0, hay =0

leképezések folytonosak (a 0 € RY pontban is). Nyilvan F és G egyméds
inverzei, tovabba F(K) = B" és F(OK) = S%1. O
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2.3.10. Kovetkezmény. Barmely k-dimenzids konvex halmaz relativ belseje
homeomorf R*-val. Barmely k-dimenziés korldtos konvex halmaz lezérdsa
homeomorf Ek—val, hatdra homeomorf S¥~1-gyel.

Bizonyitas: Ha L konvex és dim L = k, akkor relint nemiires és nyilt a k-
dimenziés (L) affin altérben. Igy M = relintL-re és X = (L)-re alkalmazhaté
a[2.3.9}(1) Tétel. Ha L még korlatos is, akkor a[2.3.9](2) Tételt alkalmazzuk

K = L -ra. O

2.4. Elvalasztas, tamaszhipersikok

2.4.1. Definicié (Elvélaszthaté halmazok). Legyen A, B C X. Azt mond-
juk, hogy a H C X hipersik elvalasztja A-t és B-t, ha A és B a H szerinti
két kiilonboz6 zart féltérbe esik. Két X-beli ponthalmaz elvalaszthatd, ha
talalhaté hozzajuk olyan hipersik, amely elvalasztja Oket.

Azt mondjuk, hogy a H hipersik szigorian elvédlasztja A-t és B-t, ha A és
B a H szerinti két kiillonboz6 nyilt féltérbe esik. Két X-beli ponthalmaz szi-
gortan elvalaszthatd, ha taldlhaté hozzajuk olyan hipersik, amely szigorian
elvalasztja Oket.

Ha A és B konvex halmazok X-ben, akkor barmely relintA-t és relint B-t
elvalaszté hipersik a 2.3.6. Definiciét kovetd észrevétel alapjan egytttal A-t
és B-t, és igy A-t és B-t is elvalasztja.

A szigoruan elvélaszthaté halmazok sziikségképpen diszjunktak, mig az el-
valaszthaté halmazok nem feltétleniil azok. SzélsGséges példaként barmely
hipersik elvalasztja sajat magat sajat magatol.

2.4.2. Lemma (Banach—Hahn-tétel). Legyen M C X nyilt konvex hal-
maz ésY C X affin altér, melyekre MNY = (). Ekkor létezik olyan H hipersik
X-ben, hogy Y C H és M N H = (.

Bizonyitds: Feltehetjiik, hogy M # ). Elészor beldtjuk a lemmét a sik eseté-
re, azaz abban a speciélis esetben, amikor dim X =2 és Y = {P} egypont.
Tekintsiik az N = (J, o Hpx (M) nyilt halmazt. Abeli 6t6dik példa sze-
rint az N halmaz konvex, és nyilvdn P € ON. Az N halmaznak van tovabbi
Q@ # P hatérpontja, hiszen { P} semmilyen sikbeli konvex nyilt halmaz hata-
réval nem lehet azonos. Allitjuk, hogy az E = (P, Q) egyenes ekkor diszjunkt
N-tél, és igy M-t6l is. Ellenkez6 esetben ugyanis valasszunk egy R € ENN
pontot. Ha R az E egyenesen a -t tartalmazé P szerinti félegyenesre esik,
akkor Q = Hp(R) valamilyen A > 0O-val, ahonnan @ € N kovetkezik, ami
lehetetlen, hiszen N nyilt és @ € ON. Ha pedig R a maésik félegyenes pont-
ja, akkor a 2.3.2.(1) Allitést N-re, Q-ra és R-re alkalmazva kovetkezik, hogy
P € N, ami szintén lehetetlen.
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Tekintsiik most az altalanos esetet; feltehetjiik, hogy d = dim X > 3 és azt
is, hogy dimY < d — 2. Legyen Z O Y maximalis dimenzids M-t6l diszjunkt
affin altér X-ben, belatjuk, hogy Z hipersik. Indirekt médon tegyiik fel, hog
dim Z < d — 2. Faktorizéljuk X-et a Z altér szerint és legyen ¢ : X — X/

a faktorizald leképezés. Ekkor a ¢(M) C X/ 7 halmaz konvex, nyilt és a q(2)

pont nem tartozik hozza. Vélasszunk egy tetszileges S C X/ Z kétdimenzids
affin alteret a ¢(Z) ponton 4t. Alkalmazzuk a lemma mér bizonyitott specialis
esetét a ¢(Z) pontra és az SN q(M) konvex nyilt halmazra az S affin sikban.
Ha E C S egyenes, melyre q(Z) € E és ENq(M) = 0, akkor ¢~ (E) egy Z-
nél magasabb dimenziés, Y-t tartalmazo, M-t6l diszjunkt affin altér X-ben,
ami ellentmond Z maximalitdsanak. O

2.4.3. Allitss. Legyenek M és N nemiires diszjunkt konvex halmazok X-
ben, amelyek koziil legalabb az egyik nyilt. Ekkor M és N elvalaszthatok.
Ha mindkét halmaz nyilt, akkor szigorian is elvalaszthatok.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy M nyilt. Tetszolegesen vélasztott origdval azono-

sitsuk X-et a V' vektortérrel, majd képezziik az N —M Minkowski-kombinéciét.

N — M nyilt halmaz, hiszen N — M = |,y (x — M) és itt mindegyik x — M
tag az M kozéppontos szimmetridval szarmazd képének egy eltoltja, tehat
nyilt. Tovdbbd M N N = () miatt N — M nem tartalmazza az origdt, ezért a
2.4.2. Lemma felhasznalasaval talalhaté olyan s € V* linearis forma, amely
minden N — M-beli vektoron pozitiv értéket vesz fel. Emiatt az s(M) C R
intervallum minden eleme kisebb az s(N) C R intervallum minden eleménél.
Vélasszunk egy elvélaszté pontot, azaz a [sup s(M),inf s(N)] zért interval-
lum egy tetszéleges ¢ elemét. Ekkor a v — s(v) — ¢ affin forma zéréhalmaza
olyan hipersik, amely elvalasztja M-et és N-et. Ha M és N is nyilt halmaz,
akkor s(M) és s(N) nyilt intervallumok és igy ¢ ¢ s(M) U s(N), emiatt ez a
hipersik szigorian vélasztja el M-t és N-et. O

2.4.4. Ko6vetkezmény. Legyenek K és L nemiires diszjunkt konvex zart
halmazok, amelyek koziil legalabb az egyik kompakt. Ekkor K és L szigoriian
elvalaszthatdk.

Bizonyitds: Rogton kovetkezik a és a Allitédsokbél. O

Megjegyzés. A Kovetkezményben a kompaktsigi feltevés nem enged-
het6 el, tekintsiik ugyanis példaul a Allitast kovetd megjegyzésben sze-
replé K és L halmazokat.

2.4.5. Kévetkezmény. Az X affin tér egy részhalmaza pontosan akkor kon-
vex és zart, ha el6all zart félterek metszeteként. A konvex zart halmazok is
és a konvex nyilt halmazok is el6allnak nyilt félterek metszeteként.

Bizonyitas: Zart félterek metszete nyilvan konvex és zart. Megforditva, le-
gyen K C X konvex zért halmaz. Valasszunk a[2.4.4] Kévetkezmény alapjan

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

80 AFFIN GEOMETRIA

minden P € X — K ponthoz egy P-t és K-t szigortian elvalaszt6 hipersikot
és annak a K-t tartalmazé Fp zart félterét. Ekkor K = (\pcy_x FP.

Ha a fenti konstrukciéban Fp-nek a megfelel¢ nyilt félteret vélasztjuk, ak-
kor K nyilt félterek metszeteként all els. Végiil, ha K nyilt, akkor a [2.4.3]
Allitasra hivatkozva valasztjuk a hipersikokat, majd a nyilt féltereket. O

2.4.6. Allitas. Ha K,L C X diszjunkt konvex halmazok, akkor barmely
P € X pontra K diszjunkt conv({P} U L) -t6l, vagy L diszjunkt conv({P} U
U K)-tdl

Bizonyités: Felteheté, hogy P ¢ K U L. Ha A € K N conv({P} U L), akkor
valamilyen B € L pontra A € [P, B]. Hasonléképpen ha C € L N conv ({P} U
U K), akkor C € [P, D] alkalmas D € K-val. Az A, B, C, D, P pontok
mindannyian egy sikban vannak, ahol az (A, D) egyenes elvilasztja B-t C-
t6l, valamint a (B,C) egyenes elvilasztja A-t D-t8l. Emiatt az [A, D]
C K és [B,C] C L szakaszok metszik egymédst, ami ellentmond K és
diszjunktsaganak.

O =i

2.4.7. Tétel. Legyenek K,L C X nemiires konvex halmazok, melyekre
relint K' és relintL diszjunktak. Ekkor K és L elvalaszthatok.

Bizonyitas: Nyilvan elegendd relint K és relintL elvalaszthatdosiagat megmu-
tatni.

Ha K és L koziil legalabb az egyik d-dimenzids, akkor relint K és relint L koziil
legalabb az egyik nyilt, ezért a Allitast alkalmazva készen vagyunk.
Ha K és L mindketten d-nél alacsonyabb dimenzidsak, akkor elég tehat meg-
mutatni, hogy relint K és relintL belefoglalhaték olyan diszjunkt konvex hal-
mazokba, amelyek koziil legalabb az egyik d-dimenzids. Ezt pedig a Al
litas ismételt alkalmazasaval érjiik el. Ha ugyanis M és N d-nél alacsonyabb
dimenziéju diszjunkt konvex halmazok, akkor valamely P € X — ((M YU(N ))
pontot valasztva szerint M kib8vitheté a conv({P} U M) halmazz4
vagy N kib8vithetd a conv({P} U N) halmazz4 1gy, hogy tovdbbra is két
diszjunkt konvex halmazt kapjunk. E 1épés soran az egyik halmaz dimenzi-
dja eggyel nétt, ezért ilyen kibovitések véges egymasutanjaval elébb-utébb
egyikiik d-dimenzios lesz. O

2.4.8. Definicié (Tamaszhipersik, tdmaszféltér). Legyen S C X tetszo-
leges ponthalmaz. Egy H C X hipersikot az S halmaz tamaszhipersikjanak
mondunk, ha S része az egyik H szerinti zart féltérnek, és nincs olyan ennél
a féltérnél valédi médon szlikebb zart féltér, amely S-et tartalmazza. Az S
halmaz tamaszfélterének mondjuk a H szerinti zart félterek koziil az S-et
tartalmazot (illetve mindkettSt, ha S C H).

Példaul ha S része az egyik H szerinti zart féltérnek és ugyanakkor H N
NS # 0, akkor H sziikségképpen tadmaszhipersik. Lehetséges azonban még
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konvex halmazok esetében is, hogy egy tamaszhipersik nem tartalmazza a
halmaz egyetlen hatarpontjat sem, 1. pl. a Allftést kovetd megjegyzés-
ben szereplé K halmazt és az xz-tengelyt mint K tamaszegyenesét.

Az S halmaz tdmaszhipersikjait zérohalmazként el6allité s € X*® affin forméa-
kat nyilvan az a tulajdonsédg jellemzi, hogy az s(.5) halmaz része a szdmegye-
nes pozitiv vagy negativ zdrt félegyenesének, és 0 € s(.5).

2.4.9. Tétel. Konvex halmaz barmely hatarpontjahoz talalhaté olyan ta-
maszhipersik, amely ezt a pontot tartalmazza.

Bizonyitas: Legyen K C X konvex és P € 0K. Ha létezik K-t tartalmazoé
hipersik, akkor az tamaszhipersik is. Ezért feltehetd, hogy dim K = d. Mivel
ekkor P ¢ relint K, alkalmazhatjuk a[2.4.7 Tételt a K és az L = {P} halma-
zokra. Barmely elvélasztd hipersik egyuttal P-n atmendé tdmaszhipersik. [

2.4.10. Allitds. Ha K konvex halmaz és H NrelintK # 0 teljesiil K-nak
valamely H tamaszhipersikjara, akkor K C H.

Bizonyitds: dim K = d esetén H NrelintK # () lehetetlen, hiszen ilyenkor
relint X = int K nyilt. Ha pedig dim K < d, térjiink at a (K) affin altérre és
a (K)-beli H N (K) tamaszhipersikra. O

2.4.11. Allitas. Bérmely konvex zart halmaz azonos a tamaszféltereinek a
metszetével.

Bizonyitas: Jelolje L a K konvex zart halmaz tamaszféltereinek a metszetét.
A K C L tartalmazas nyilvanval6. Megforditva, ha A € X — K, akkor a
Kovetkezményt alkalmazva talalhaté olyan s € X* affin forma, hogy
s(A) < 0 és minden B € K-ra s(B) > 0. Legyen ¢ = inf s(K), ekkor az
§'(P) = s(P)—c (P € X) képlettel adott affin forma &ltal definidlt {P € X :
: §'(P) > 0} tdmaszféltér nem tartalmazza A-t, igy A ¢ L. Tehdt L C K is
érvényes. O

2.5. Hatarpontok

2.5.1. Definicié (Hatarpont rendje, csics, lap, hiperlap). Legyen A €
€ 0K, ahol K C X konvex halmaz és dim K = d. Az A hatdrpont rendjén
az r(A) = dimY szdmot értjiik, ahol Y a K halmaz A-t tartalmazé 6sszes
tdmaszhipersikjanak a metszeteként el6allé affin altér. Barmely A € 0K-ra
0<r(A)<d-1.

Jegyezziik itt meg, hogy a hatarpont rendjének fenti definiciéja a dim K < d
esetben is értelemmel bir, és K relativ hatarpontjaira vonatkoztatva ugyanezt
a szamot eredményezi, K relativ belsé pontjaira pedig dim K-t.
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Az A pontot a K konvex halmaz csicsdnak nevezziik, ha r(A) = 0. Az L C
C K halmazt K lapjanak nevezziik, ha L = (), L = K, vagy L = HN K, ahol
H a K egy tdmaszhipersikja. Az (-t és K-tdl kiilonb6z6 lapokat K valddi
lapjainak hivjuk, ezek dimenzidja d-nél kisebb szam. A (d — 1)-dimenzids
lapokat hiperlapoknak nevezziik.

Nyilvan barmely L C K nemiires lapra L = (L) N K.

2.5.2. Példak

e Egy[Ag, A1, ..., A4] d-dimenzids szimplex esetében valamely hatdrpont
rendje akkor és csak akkor 7, ha benne van az Ay, Ay, ..., Ag pontok ko-
ziil (r41)-nek a konvex burkdban és nincs benne (r+1)-nél kevesebbnek
a konvex burkdban. A szimplexnek a Definicié értelmében vett
csucsai tehat éppen a [2.2.2] Definiciébeli szohasznélat szerinti cstcsai.

o Az [Ag, Ay,..., Aq] szimplex valddi lapjai az [A;,, A;,, ..., 4;,] alaki
részhalmazok (0 < k < d, 0 <ip <iy <...<i < d), amelyek maguk
is szimplexek.

e Ha A € 0K a K konvex halmaz csucsa, akkor {A} lapja K-nak. (In-
doklas: r(A) = 0 miatt léteznek olyan s, ..., sq linedrisan fiiggetlen
affin formék, melyekre s;(A) = 0 és s;(K) > 0 minden ¢ = 1,...d-
re; ekkor az s = 51 + ... + 84 affin forméval Z(s) tdmaszhipersik és
Z(s) N K = {A}. Ha ugyanis valamely B € K-ra s(B) = 0 teljesiil,
akkor sziikségképpen minden i-re s;(B) = 0, viszont r(A) = 0 miatt
ﬂ?zl Z(s;) = {A} és igy B = A.) Az egyelemli lapok viszont nem fel-
tétleniil csucsok: példaul egy ellipszoid minden valédi lapja egypontu.

2.5.3. Allitas. Ha K C X d-dimenziés konvex zdrt halmaz, akkor K egyen-
16 a K valodi lapjainak egyesitésével.

Bizonyitds: Régton adédik a Tételbol. O

2.5.4. Allitas. Ha L, és Ly a K C X konvex halmaz két kiilonbozé lapja,
akkor relint L1 Nrelint Ly = 0.

Bizonyitas: Feltehet6, hogy Ly és Lo valédi lapok; legyen ¢ = 1,2-re L; = H;N
NK, ahol H; tdAmaszhipersik, legyen tovabba F; a H;-hez tartoz6 tamaszféltér.
Tegyiik fel, hogy A € relint Ly Nrelint Ly. Ekkor Ly € K C Fy és A €
€ Hy = OF,. Ezért 2.4.10}re hivatkozva A € relint Ly csak ugy lehetséges, ha
L1 C Hs. Hasonlé médon Ly C H; is kovetkezik. Ekkor viszont Ly = Hy N
NHyNK = L. O

2.5.5. Tétel. Barmely konvex halmaz csiicsainak a halmaza megszamlalhato.
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Bizonyitas: Legyen A € 0K a K C X d-dimenziés konvex halmaz egy csticsa.
Tekintsiik a C(A) = {s € X* : s(4) = 0,s(K) > 0} halmazt a (d + 1)-
dimenziés X*® vektortérben. Nyilvdan C(A) konvex kip, és mivel A csics, a
[2.5.2}beli harmadik példa szerinti okoskoddssal dim C(A) = d.

Az L : X*® — V* linearizalé leképezés magja a konstans affin formakbol all.
Emiatt (Ker L) N (C(A)) = {0}, és L a C(A) halmazt injektiven képezi a
d-dimenzi6s V* vektortérbe. Igy az L(C(A)) képhalmaz szintén d-dimenzids
konvex halmaz.

Elegendd megmutatni, hogy a K halmaz két kiilonboz8 A és A’ csicséra
az L(C(A)) és az L(C(A’)) halmaz belseje diszjunkt, ugyanis megszdml4l-
haténdl tobb paronként diszjunkt nyilt halmaz nem fér el a V* térben. (Ez
utébbihoz annyit elegendd tudni V*-rél, hogy szeparabilis, azaz létezik benne
megszamlalhaté stirti ponthalmaz. Ez valéban igy van a V* = R térben.)

Tegyiik fel, hogy s € C(A), s’ € C(A’) és L(s) = L(s'), azaz s — s’ € Ker L.
Ekkor 0 = s(A) < s(A”) és 0 = §'(A”) < s'(A) miatt s — ¢’ csak ugy lehet

konstans, hogy s(A’) = s’(A) = 0 is fenndll. Ekkor viszont s és s’ nem
relativ belsé pontja C(A)-nak, illetve C(A’)-nek, és {gy L-képeik sem belsd
pontok. O

2.5.6. Definicié (Extremadlis pont). A P € K pontot a K konvex hal-
maz extremdlis pontjdnak nevezziik, ha a K — { P} halmaz konvex. (Ez azzal
egyenértékii, hogy P nem 4&ll el6 semmilyen K-ban fekvé végponti szakasz
felez6pontjaként, vagy akdr csak relativ belsd pontjaként.) A K konvex hal-
maz extremdlis pontjainak halmazat E(K)-val jeloljiik. Nyilvan dim K > 0
esetén E(K) C rel0K.

2.5.7. Példak
e Szakasz extremadlis pontjai a végpontok.
e Ha A a K konvex halmaz csticsa, akkor A € £(K).
e Egy ellipszoidtest barmely relativ hatarpontja extremalis pont.

e Ha egy konvex zart halmaz tartalmaz egyenest, akkor kénnyen lathato
modon nincs extremalis pontja. (Ervényes a megforditas is, de nehezebb
bizonyitani: ha a K nemiires konvex zdrt halmazra £(K) = 0, akkor
van K-ban fekv$ egyenes.)

e Az n x n-es dupldn sztochasztikus matrixok B,, halmazdnak (1. [2.1.3])
extremalis pontjai az n X n-es permutaciématrixok.

2.5.8. Lemma. Legyen K C X konvex.
(1) HaY C X affin altér, akkor Y NE(K) C E(Y N K).
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(2) Ha H a K konvex halmaz tdmaszhipersikja, akkor HNE(K) = E(H N
NK).

Bizonyitds: (1): Ha P € Y NE(K), akkor (Y NK) —{P} =Y N (K — {P})
konvex.

(2): Elég az (1)-hez képest forditott irdnyt tartalmazast beldtni. Legyen P €
€ £(H N K). Egyrészt ekkor P € H és P € K, méasrészt ha P eléllna
valamely A, B € K-val az [A, B] szakasz bels§ pontjaként, akkor ez csak
A, B € H mellett volna lehetséges, hiszen A és B ugyanabban a H szerinti
zart féltérben vannak. Ekkor viszont P nem lenne a H N K halmaz extremalis
pontja, mert [A,B] C HN K. O

2.5.9. Tétel (Krein—Milman-tétel). Bdrmely kompakt konvex halmaz
azonos az extremalis pontjai konvex burkaval.
Bizonyitas: A K C X kompakt konvex halmaz dimenzidja szerinti teljes
indukciéval megmutatjuk, hogy K = conv(£(K)). Legyen k = dim K.
Az allitas nyilvanvalé k = 0 esetén. Tegyiik fel, hogy k > 1 és k-ndl kisebb
dimenziéju kompakt konvex halmazokra az allitds igaz. A Allftésra
hivatkozva elég beldtni, hogy reldK C conv(E(K)). Legyen A € reloK és
a Tétel alapjan valasszunk olyan H tamaszhipersikot K szdmaéara a
(K) affin térben, amelyre A € H. Ekkor az indukci6s feltevést és [2.5.8(2)-t
hasznélva A € HN K = conv(E(H N K)) = conv(H NE(K)) C conv(E(K)).
O

2.5.10. Allitas. Legyen aK + BL a K és L konvex halmazok tetszbleges
Minkowski-kombindcidja. Ekkor £(aK + L) C a&(K) + BE(L).

Bizonyitds: Legyen C € E(aK + L), ekkor C' = oA + B alkalmas A € K,
B € L pontokkal. Allitjuk, hogy A € £(K) és B € £(L). Ha példdul A nem
volna K-nak extremdlis pontja, akkor 1étezne olyan S C K szakasz, amelyre
A € relint S. Ekkor S 4+ 8{B} C aK + BL olyan szakasz volna, amelynek
C relativ belsé pontja, ami ellentmond annak, hogy C' extremadlis pont az
aK + BL halmazban. Ugyanigy lathaté be, hogy B € £(L). O

3. Konvex poliéderek és politépok

Olyan ponthalmazokat vizsgalunk, amelyek véges sok linearis egyenlétlenség-
gel vannak megadva valamely valds affin térben. Ezek a halmazok egyrészt az
egyenl6tlenség-rendszerekkel kapcsolatos alkalmazasok szempontjabdl fonto-
sak, masrészt — elsdsorban kombinatorikai szerkezetiik folytdn — a matemati-
ka legtobbet vizsgélt targyai kozé tartoznak. Célunk ennek a kombinatorikai
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szerkezetnek a tisztdzdsa. Az aldbbiakban (X,V,®) véges dimenziés valds
affin teret jelol, d = dim X.

3.1. Konvex poliéderek és lapjaik

3.1.1. Definicié (Konvex poliéder). A P C X halmazt konvex poliédernek
nevezziik, ha el6allithaté véges sok X-beli zart féltér metszeteként.

Egy P C X részhalmaz nyilvan akkor és csak akkor konvex poliéder, ha
léteznek si, s2, ..., s, € X* affin formdk gy, hogy P = ({4 € X :
:8;(A) > 0}.

3.1.2. Példak

e Nyilvén (), az egész X (mint félterek iires rendszerének a metszete), és
barmely X-beli affin altér konvex poliéder.

e Barmely szimplex konvex poliéder.

e Konvex poliéderek tetszéleges véges rendszerének a metszete konvex
poliéder.

e Az nxn-es dupldn sztochasztikus matrixok B,, halmaza konvex poliéder
az R™ ™ térben, hiszen véges sok linedris egyenlet és egyenlOtlenség
definialja.

e Konvex poliéder barmely lapja szintén konvex poliéder, hiszen a nem
valodi lapokra ez nyilvanvald, egy valédi lap pedig el6all a poliéder és
egy affin altér (tdmaszhipersik) metszeteként.

3.1.3. Allitas. Legyen d > 1 és P C X konvex poliéder, melyre int P # ()
(azaz dim P = d). Allitsuk el6 a P halmazt X -beli zért félterek metszeteként
P =i, F; alakban gy, hogy n a legkisebb szdm, amelyre ilyen el6dllitds
lehetséges. Legyen H; = OF;. Ekkor:

(1) L, = H;N P a P hiperlapja (i=1,...,n).
(2) oP = UL, L.

(3) Ha H olyan tdmaszhipersikja P-nek, amely a H;-k mindegyikétdl kii-
16nbézik, akkor dim(H N P) < d — 1.

(4) A P halmaz a sorrendtdl eltekintve egyértelmiien meghatdrozza az Fi,
..., I, féltereket.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

86 AFFIN GEOMETRIA

(5) Ha P valahogyan el84dll véges sok zdrt féltér metszeteként, akkor ezek
kozott a félterek kozott szerepelniiik kell az Fy, ..., F,, féltercknek.

Bizonyitds: (1): Rogzitett i mellett legyen Q =, ,; Fj, ekkor n minimalitdsa
miatt @ szigorian bévebb P-nél; vilasszunk egy A € Q — F; pontot. Legyen
B € int P tetsz6leges, ekkor az [A, B] szakasz belseje és igy az [A, B] N H;
metszéspont is ) belsejéhez tartozik. Emiatt a H; affin térre vonatkozdan
int (H; NQ) #0, azaz dim L; = d — 1.

(2): Egy A pontra A € 9P = 8( Ny Fl) pontosan akkor teljesiil, ha A € P
és legaldbb egy i-re A € OF; = H;. Emiatt 0P = PN (U, H;) = U/, (PN
N Hz) = U?:l L;.

(3):Az L =HNP=HNOP =J,_,(HNL;) eldallitdsban mindegyik H N L;
tag dimenziéja H # H; miatt (d — 1)-nél kisebb, igy dim L < d — 1.

(4): Az (1) és a (3) allitas miatt az L; halmazok éppen P hiperlapjai, ezért
P Oket, és igy az F; féltereket is egyértelmiien meghatérozza.

(5): Legyen A € relintL;. Ekkor A € OP miatt A € OF, ahol F a met-
szeteloallitdsban szerepld félterek egyike. Ezért L; C OF, ahonnan F = F;
kovetkezik. 0

3.1.4. Allitas. Legyen P konvex poliéder és L a P valodi lapja. Ekkor:
(1) P-nek létezik olyan hiperlapja, amelynek L lapja.

(2) Ha dimL = dim P — 2, akkor P-nek pontosan két L-et tartalmazé
hiperlapja létezik, és ezeknek L a metszete.

Bizonyitds: Feltehetjiik, hogy int P # (). Legyen L = HN P C 9P valédi lap,
ahol H tamaszhipersik. Hasznaljuk a Allitds jeloléseit: L;, H; és F;
(i=1,...,n) a P hiperlapjai és a hozzdjuk tartozé tdmaszhipersikok, illetve
tdmaszfélterek. Ekkor L C P = |J!'_, L;.

(1): Beldtjuk eldszor, hogy L részhalmaza valamelyik L;-nek. Ha nem igy
volna, akkor minden i-re vélasszunk egy A; € L — L; = L — H; pontot.
Legyen A ezek sulypontja, azaz A = %Al + ...+ %An. Ekkor barmelyik
i-re A ¢ H;, hiszen az A; pontok mindannyian ugyanabban a H; szerinti
zért féltérben vannak, és legaldbb egy koziilikk (mégpedig A;) nincs a H;
hipersikban. Ezért A a P konvex poliéder belsé pontja, ami lehetetlen, hiszen
AeL COP.

Végill L C L; esetén L lapja is L;-nek, hiszen vagy H = H;, amikor L = L;,
vagy pedig H N H; az L; tAmaszhipersikja a H; affin térben, és L= HNP =
=(HNH;)NL,.

(2): Elészor megmutatjuk, hogy L legalabb két kiilonb6z6 hiperlapnak lapja.
Az (1) 4llitas alapjan vélaszthatunk olyan L; hiperlapot, amelynek L lapja.
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Alkalmazzuk a Allitdst a H; affin térbeli L; konvex poliéderre tgy,
hogy az L, = H;NP = H;N (ﬂﬁéi Fj) = (2 (Hi N Fy) metszeteldallitasbol
kivalasztjuk a minimalis elédllitast. Az L;-beli L hiperlap tehat azonos az
L; N H; halmazzal valamilyen i-t6l kiilonb6zd j-re. fgy LCH;NnP=1L;.
Most beléatjuk, hogy L nem lehet kettonél tobb hiperlapnak is része. Indirekt
médon tegyiik fel, hogy L;, L; és Lj hirom kiilonb6z6 hiperlap, amelyek
mindannyian tartalmazzdk L-et. Tekintsiik az F;, Fy, Fy, féltereket, ezek ha-
tarol6 hipersikjai mindannyian tartalmazzék a (d — 2)-dimenziés (L) affin
alteret. Ekkor a harom féltér koziil valamelyik kettonek a metszete része a
harmadiknak (ez rogton ldthaté a (L) altérrel vals faktorizélds utén adédé
sikban a hdrom félsikrdl), ami ellentmond annak, hogy az F; félterek rend-
szere minimalis.

Tegyiik 6l végiil, hogy az L lap az L; és L; kiilonboz6 hiperlapoknak rész-
halmaza. Ekkor (L) C H; N H; és dim(L) = d — 2, igy H; # H; miatt
=L;NL,. O

3.1.5. Kévetkezmény. Barmely konvex poliédernek véges sok lapja van.

Bizonyitds: Legyen P # () konvex poliéder, d = dim P. Teljes indukcidt al-
kalmazunk d szerint. Ha d = 0, akkor az allitas nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy
d > 0 és minden d-nél kisebb dimenzids konvex poliédernek csak véges sok
lapja van. A Allités alapjan P-nek véges sok hiperlapja van, igy az in-
dukeids feltevés miatt ezeknek dsszesen véges sok lapja van. Igy ah(l)
Allitést alkalmazva kovetkezik, hogy P-nek is véges sok lapja van. O

3.1.6. Kovetkezmény. Ha P konvex poliéder, akkor P lapjai tetszbleges
rendszerének a metszete szintén lapja P-nek.

Bizonyitas: Elég véges sok lappal foglalkozni a Kovetkezmény miatt.
Legyenek Lq, Lo, ..., L C P lapok, feltehetjiik, hogy mindannyian valédi
lapok és L = ﬂle L; #0. Legyen L; = H; N P, H; = Z(s;), ahol s; € X* és
si(P)>0 (i=12,...,k). Ekkor s = s1+s2+...+si, H = Z(s) vélasztassal
H tamaszhipersik és L = H N P. O

3.1.7. Allitas. Legyen P C X konvex poliéder.

(1) Bdarmely L C OP valddi lap egyenlé az L-et tartalmazé hiperlapok
metszetével, az (L) affin altér pedig ezen hiperlapokat tarté tdmaszhi-
persikok metszetével.

(2) Bédrmely A € OP esetén az A-t tartalmazo tdmaszhipersikok metszete
azonos az A-t tartalmazoé hiperlapokat tarté hipersikok metszetével.
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Bizonyitds: (1): Nyilvén elég azt belatni, hogy L el6all bizonyos P-beli hiper-
lapok metszeteként, és hogy (L) eléall bizonyos P-beli hiperlapokhoz tartozé
tamaszhipersikok metszeteként.

Legyen d = dim P és k = dim L, teljes indukciét alkalmazunk a t = d — k
kiilonbség (,,kodimenzi”) szerint. Ha t = 1, akkor az allitas nyilvanvals. Te-
gyiik fol, hogy ¢t > 1 és minden konvex poliéderben minden ¢ — 1 kodimenzids
lap esetében igaz az allitas.

A (1) Allités szerint L lapja P valamely M hiperlapjanak. A dim M —
—dimL=(d—1)—k=1t—1>0 egyenlétlenség miatt L valédi lapja az M
konvex poliédernek, valamint M-re és L-re alkalmazhat6 az indukcios feltevés.
Eszerint L = (;_, N;, ahol az N; halmazok M hiperlapjai. Az M hiperlapjai
viszont [3.1.4}(2) miatt elddllnak P egy-egy hiperlapja és M metszeteként,
igy N; = M N L;, ahol L; C P hiperlap, L, # M (i = 1,...,s). Ezért
L=N_,(MNL;)=MnNLyN...N Ly mutatja, hogy L el6dll P alkalmas
hiperlapjainak metszeteként.

Minden i-re (M) és (L;) kiilonboz6 hipersikok és dim NV; = d—2, ezért (N;) =
= (M) N {L;). Az indukcids feltevés miatt (L) = (Ny1)N...N(N;), igy (L) =
= ((M)n(Ly))N...n ((M)N(Ly)) = (M) N (L) N...N(Ly).

(2): Jelolje Y az A-t tartalmazd Osszes tdmaszhipersik metszeteként eléal-
16 affin alteret, Z pedig jelolje az A-t tartalmazé hiperlapok hipersikjainak
metszetét. Nyilvan Y C Z. A forditott irdnyu tartalmazéashoz tekintsiik az
L =Y N P halmazt, amely a Kovetkezményre hivatkozva lapja P-nek,
hiszen az 6sszes olyan HNP lap metszetével egyenld, ahol A € H és H tdmasz-
hipersik. Az (1) éllitast felhasznalva L = Ly N...N L, ahol az L; halmazok
hiperlapok, tovabba (L) = (\;_,(L:). Ekkor Z C _,(L;) =(L)CY. O

3.1.8. Allitas. Legyen M a P konvex poliéder lapja. Egy L C M részhalmaz
pontosan akkor lapja M-nek, ha P-nek lapja.

Bizonyitds: Feltehet8, hogy L # (), M. Ha L lapja P-nek, akkor L = H N P
a P alkalmas H tamaszhipersikjaval; ekkor vagy (M) C H, amikor L = M,
vagy pedig H N (M) az M tamaszhipersikja és L = LNM = (H N (M)) "M
mutatja, hogy L az M lapja.

Megforditva, tegyiik fel, hogy L lapja M-nek. A t = dim P — dim M kodi-
menzié szerinti teljes indukciéval megmutatjuk, hogy L lapja P-nek is.
Legyen el6szor t = 1, azaz M hiperlap. A 1) Allitds szerint L el6all M
bizonyos hiperlapjai metszeteként, ezek a hiperlapok pedig a (2) Allitas
miatt P két-két hiperlapja metszeteként dllnak elé. Igy L eldall P bizonyos
hiperlapjai metszeteként, a [3.1.6] Kévetkezmény szerint tehdt lapja P-nek.
Tegyiik fel most, hogy ¢ > 1 és hogy az allitas ¢-nél kisebb kodimenzié ese-
tében igaz, azaz barmely ) konvex poliéder barmely t-nél kisebb kodimen-
zi6és lapjanak barmely lapja egytuttal @-nak is lapja. Valasszunk a 1)
Allitas alapjan olyan N hiperlapot P-ben, melynek M lapja. Ekkor dim N —
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—dim M =t —1, igy az indukcids feltevés alkalmazhaté () = N valasztassal,
ahonnan kovetkezik, hogy L lapja N-nek. Ekkor viszont djra a ¢ = 1 eset
alkalmazéasaval L a P-nek is lapja. O

3.1.9. Allit4as. Legyen P C X konvex poliéder, diim P = d és A € dP. Ekkor:
(1) r(A) = k esetén létezik olyan L C P lap, melyre A € relintL és dim L =

(2) A pontosan akkor extremalis pont P-ben, ha cstics.

Bizonyitds: (1): Legyen L a legsziikebb olyan lapja P-nek, amely tartalmazza
A-t, azaz L az A pontot tartalmazé osszes P-beli lap metszete. [3.1.7(1)
miatt L egyenld az A-t tartalmazé P-beli hiperlapok metszetével, [3.1.7(1)
és13.1.7/(2) miatt pedig k = dim L. Allitjuk, hogy A € relintL. Ha A € reldL
volna, akkor L egy valédi lapjahoz tartozna, amely miatt P-nek is lapja.
Ezért ( 1) miatt A-t P-nek olyan hiperlapja is tartalmaznd, amelynek L
nem része; ez ellentmond L minimalitasanak.

(2): Barmely konvex halmazban a csicsok extremélis pontok, igy csak a meg-
forditést kell beldtnunk. Ha A nem csics, akkor (1) miatt valamely legaldbb
egydimenzids lap relativ belsé pontja. Ekkor A nyilvdnvaléan nem lehet ext-
remalis pont. [

3.1.10. K6vetkezmény. Barmely konvex poliéderben a nemiires lapok re-
lativ belsejei particiot alkotnak.

Bizonyitas: Barmely konvex halmazban a lapok relativ belsejei paronként
diszjunktak, konvex poliéder esetében pedig (1) kovetkeztében lefedik
az egész poliédert. O

3.1.11. Kovetkezmény. Barmely korlatos konvex poliéder a cstcsai halma-
zanak a konvex burkaval egyenlé.

Bizonyitas: Ha P korlatos konvex poliéder, akkor P kompakt, ezért a Krein—
Milman-tétel miatt az extremélis pontjai konvex burka. Igy|3.1.9 (2)-bél adé-
dik az allitas. O

3.1.12. Definicié (Laphdld). Tetsz6leges P konvex poliéderre jelolje L£(P)
a P lapjai halmazét. Jelolje tovabbd L, M € L(P)re L < M (illetve L <
< M), ha L lapja az M konvex poliédernek (illetve, ha emellett még L # M
is fennall). A Allitas kovetkeztében ez a < reldcié tranzitiv, ezen kiviil
nyilvén reflexiv és antiszimmetrikus, gy részben rendezést létesit a L(P)
halmazon. A < relécid szerint részben rendezett £(P) halmazt P laphéléjanak
nevezziik. (Koénny(i meggondolni, hogy nemiires P esetében L£(P) valéban
hdlé a sz6 algebrai értelmében.)
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3.2. Politépok

3.2.1. Definicié (Politép). Az X valds affin térben véges sok pont konvex
burkat politépnak nevezziik.

Példaul az iires halmaz politép, és barmely szimplex politop. A 2-dimenziés
politépokat konvex sokszogeknek nevezziik, a 3-dimenzidsak pedig azok az
idomok, amelyeket az elemi térgeometria hagyomanyos széhasznéalataban kon-
vex poliédernek szokas nevezni.

Miutan kompakt halmazok konvex burka — és igy specidlisan véges halmazok
konvex burka is — kompakt, a politopok kompakt halmazok. Barmely két
politop egyesitésének a konvex burka szintén politép.

3.2.2. Tétel. Legyen P = conv({Al,Ag, e ,An}) C X politép. Ekkor P
konvex poliéder, amelynek a csticsai az Ay, As, . .., A, pontok koziil keriilnek
ki.

Bizonyitas: Legyen V = {Ay, Ay, ..., An}. Allitjuk, hogy P barmely H té-
maszhipersikjdra H N P = conv(H NV). Legyen ugyanis s € X* olyan affin
forma, hogy H = Z(s) és s(P) > 0. Ekkor P kompaktsiga miatt 0 € s(P) és
HNP=s5"%0). Az s fiiggvény, affin leképezés 1évén, barmely konvex kom-
binaciot a képpontok ugyanolyan egyiitthatds konvex kombinacidjaba képez.
Ezért ha egy A € H N P pontot V-beli pontok konvex kombinacidjaként &l-
litunk el8, akkor s(A) = 0 miatt ebben a kombindciéban H-hoz nem tartozd
pontok csak zérus egyiitthatoval szerepelhetnek. fgy A € conv(H NV). Spe-
cidlisan, ha A csicsa P-nek, akkor, miutan H N P = {A}, sziikségképpen
AeV.

A fentiekbdl kovetkezik, hogy P-nek véges sok lapja van, hiszen H NV alaku
halmazbdl csak véges sok van. Valasszunk P mindegyik hiperlapjdhoz egy-
egy 6t P-bol kimetsz6 tamaszhiperhipersikot. Megmutatjuk, hogy P eldall az
ezekhez tartozé tdmaszfélterek metszeteként, igy P konvex poliéder.
Feltehetjiik, hogy dim P = d, azaz intP # (). Legyen A € X — P tetsz6leges
pont. Vélasszunk olyan B € int P pontot, hogy az (A, B) egyenes ne legyen ré-
sze semelyik olyan (A, L) affin altérnek, ahol L a P legfeljebb (d—2)-dimenzids
lapja. Ilyen B pont létezik, mert véges sok legfeljebb (d — 1)-dimenzids af-
fin altér egyesitése nem fedheti le az int P nemiires nyilt halmazt. Az [A, B]
szakasz metszi OP-t egy C' pontban. A B pont megvalasztasa folytan P-nek
a C-t tartalmazo lapja csak hiperlap lehet, és az ehhez tartozd tamaszféltér
nem tartalmazza az A pontot. O

3.2.3. Kovetkezmény. Egy X-beli részhalmaz pontosan akkor politép, ha
korlatos konvex poliéder.

Bizonyitas: Azonnal adédik [3.1.5] [3.1.11] és [3.2.2] 6sszevetésével. O

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

3. KONVEX POLIEDEREK ES POLITOPOK 91

3.2.4. Ko6vetkezmény. Ha két konvex poliéder metszete korlatos, akkor
politép. Specialisan, barmely két politép kozos része politop. O

Megjegyzés. Politépok esetében tehat kétféle, egymaéshoz képest ,,dualis” szar-
maztatasi eljaras is alkalmazhatd: egyrészt a definicié szerinti, véges pont-
rendszer konvex burkaként torténd eldallitas, masrészt a konvex poliéderek
esetén (4ltaldnosabb korben) érvényes, véges sok féltér metszeteként torténd
el6allitas. Ennek a dualitdsnak a pontos matematikai jelentését a [3.4] sza-
kaszban jarjuk majd koril.

3.2.5. Példak. Politopok néhdany konkrét tipusat vessziik sorra.

o Affinitas erejéig egyetlen nulla-, illetve egydimenzids politép létezik, a
pont, illetve a (nemelfajuld) szakasz.

e Barmely d > 0-ra az [Ag, A1, ..., Ag] szimplex, ahol Ay, Ay,..., Az € X
tetszoleges fiiggetlen pontok, d-dimenzids politép.

e Parallelotép: Legyenek Ag, Ay, ..., Ay € X fliggetlen pontok. Az ezekre
a pontokra épitett parallelotopnak a

P:@A;({iAiAO—Az A (i=1,..,d)})

halmazt nevezzitk. P nyilvan d-dimenzids politép és R? egységkockaja-
nak affin izomorfizmusndl szdrmazé képe. P cstcsai az Ay = @2; (vr)
i1 Ao,
Igy tehdt P = conv({AI I CA{1,.. .,d}). P nemiires lapjai maguk is
parallelotépok, mégpedig Pr ; = conv({AK I CKC J}) alakuak,
ahol I C J C {1,2,...,d} indexhalmazok. (Példaul P = Py (1 a3,
{A;} = Pr;.) Nyilvédn Pr ; < Pp/ j pontosan akkor teljesiil, ha I D I’
és J C J'.

pontok, ahol I C {1,...,d} tetsz8leges részhalmaz és vy =

A két-, illetve hdromdimenziés parallelotépokat hagyoméanyosan paral-
lelogrammaknak, illetve parallelepipedonoknak nevezziik.

e Keresztpolitép: Legyenek O, Ay, ..., Ay € X fliggetlen pontok. Az ezek
altal generalt keresztpolitopon a Q = c011v({A1,A1',A2,A2', oo, Ag,
Ad/}) politépot értjiik, ahol A;" az A; pontnak az O pontra vonatkozoé
kozéppontos tiikkorképe (i = 1,2,...,d). A keresztpolitép valédi lapjai
mind szimplexek, mégpedig azok, amelyek elédllnak Qr ; = [4; (i €
€ I),A;’ (j € J)] alakban, ahol I,.J C {1,2,...,d} diszjunkt indexhal-
mazok és I U J # (). Nyilvén Q;,; < Q.+ pontosan akkor teljesiil, ha
ICI'ésJCJ.
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A kétdimenzids keresztpolitopok parallelogrammak, a hdromdimenzids
keresztpolitépok hagyomanyos neve pedig oktaéder.

e Gula: Legyen QQ C X tetsz6leges (d — 1)-dimenziés politép és C € X —
— (Q) tetszdleges pont. A @ alapt, C cstcst gildn a P = conv(Q U
U {C}) d-dimenziés politépot értjitkk. A @ alapd, C csicsi guldra a
[Q, C] jelolést is alkalmazhatjuk. P = [@, C] lapjai gyandnt egyrészt
Q@ lapjai, masrészt a @ lapjaira mint alapra allitott C' csticsu guldk és
{C'} szolgélnak. Barmely legaldabb 1-dimenzids szimplex egytuttal gila
is, amelynek alapjaul barmelyik hiperlap, csticsaul a fennmaradé cstcs
valaszthaté. Emiatt a szimplexek el6édllithaték az egyponti politépbdl
a gulaképzés iteralasaval.

e Hasdb: Legyen @@ C X tetszbleges (d — 1)-dimenziés politép és legyen
f : X — X eltolas olyan vektorral, amely nem fekszik a @ altér-
ben. A P = conV(Q Uf (Q)) politépot @ alapi d-dimenzids hasdbnak
nevezziik. A d-dimenziés parallelotépok (d > 1 esetén) pontosan a d —
— 1-dimenzids parallelotopokra allitott hasabok, ezért a parallelotépok
felfoghatdk iteralt hasdbokként. A @ alapi d-dimenzids hasdb lapjai
egyrészt @ és f(Q) lapjai, mésrészt a @ valédi lapjaira dllitott hasd-
bok.

e Kettds giila: Legyen Q C X tetszéleges (d — 1)-dimenzids politép és
A, B € X két kiilonboz6 pont igy, hogy relint @ N relint [A, B] egyet-
len pontbdl &lljon. A P = conv(Q U [A4, B]) politépot Q-ra &llitott d-
dimenzids kettds gilanak nevezziik. P nemiires lapjai egyrészt () valodi
lapjai, mésrészt az ezekre allitott A csicsi és B csucsu guldk, valamint
{A} és {B}. Egy d-dimenziés keresztpolitép olyan kettds gila, amely
egy (d — 1)-dimenziés keresztpolitépra van allitva, ezért a keresztpoli-
topok felfoghatok iteralt kettds gulakként.

e A dupldn sztochasztikus matrixok korlatos halmazt alkotnak az R™*™
térben, igy a[3.2.3] Kévetkezmény alapjdn a B,, konvex poliéder politép,
amelynek a csicsai az n X n-es permutaciomatrixok. Bj,-et Birkhoff-
politépnak nevezik.

Tovabbi érdekes példak nyerheték a kdvetkezé allitas alkalmazasaval.

3.2.6. Allitas. Két politép tetszéleges Minkowski-kombindcidja is politop.

Bizonyités: Barmely politépnak véges sok csticsa, igy (2) miatt véges sok
extremdlis pontja van. A Minkowski-kombindcié extremalis pontjai a kiilon-
kiilon vett extremélis pontok kombindaciéi koziil keriilnek ki, ezért ezekbdl is
csak véges sok van. Két kompakt halmaz tetszoleges Minkowski-kombinacidja
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is kompakt, hiszen egy kompakt halmaznak (a két halmaz direkt szorzaté-
nak) folytonos leképezésnél (a rogzitett egyiitthat6ji kombinécié képzésénél)
szarmazo képe. A két politép Minkowski-kombindcidja tehdt olyan kompakt
konvex halmaz, amelynek véges sok extremalis pontja van, ezért a Krein—
Milman-tétel alapjan politop. O
A B2.5}beli példdk koziil a hasdbok el8allnak mint egy eggyel alacsonyabb
dimenziéji politép (az alap) és egy szakasz Minkowski-0sszege. A d-dimenzids
parallelotépok (d > 1 esetén) pontosan a d darab fiiggetlen irdnyid szakasz
Minkowski-tsszegeként el6allé politépok.

Politépok felhasznalasaval halmazok korlatossagat az aldbbi mddon jellemez-
hetjiik.

3.2.7. Allitas. Egy X-beli részhalmaz akkor és csak akkor korldtos, ha be-
lefoglalhaté egy alkalmas X -beli politépba.

Bizonyités: Vegyiink fel egy x : X — R? affin koordinatarendszert. Ha M C
C X korlatos, akkor létezik olyan ¢ pozitiv valds szam, hogy minden A € M-
re és i = 1,...,d-re |x(A);| < ¢, azaz az x(A) halmaz benne fekszik abban
az R%beli 2¢ élii K kockdban, amelyet a —c < z; < c¢ egyenlStlenségek
definidlnak. Ekkor P = x~1(K) parallelotép X-ben, és P magdban foglalja
az M halmazt. O

Most ratériink a politépok lapjai altal alkotott kombinatorikai rendszer vizs-
galatara.

3.2.8. Allitas. Ha P politép és dim P = d, akkor a P lapjai alkotta L(P)
részben rendezett halmazban barmely maximalis rendezett lanc hossza d+ 2.
Bizonyitas: Legyen L_1 < Ly < ... < Li a P lapjainak maximalis lanca.
A maximalitds kovetkeztében nyilvdnvaléan L_; = () és Ly, = P. Az Lo
lapnak miatt van cstcsa, igy, ha Ly maga nem csiics volna, a ldnc
bvithetd volna Lo egy csticsdval. Tehat dim Lo = 0. A [3.1.7(1) Allitést az
L;_1 < L; péarra alkalmazva addédik, hogy minden ¢ = 1,...,k-ra L; 1 az
L;-nek hiperlapja, hiszen kiilénben a lanc bovitheto volna L;-nek egy L;_1-et
tartalmaz6 hiperlapjaval. Ezért dimL; =i (i =0,...,k) ési{gy k=d. O

3.2.9. Definici6é (Kombinatorikai szerkezet, ay ). Egy P politép esetében
az L(P) laphaldt szokas P kombinatorikai szerkezetének nevezni. Azt mond-
juk, hogy P és @) azonos kombinatorikai szerkezetii (vagy kombinatorikailag
ekvivalens) politépok, ha L(P) és L(Q) izomorf részben rendezett halmazok,
azaz létezik kozottiik rendezéstartd bijekcid. P-t és Q-t dudlis kombinatorikai
szerkezeti politépoknak mondjuk, ha L(P) és £(Q) dudlisan izomorfak, azaz
1étezik kozottiik rendezésfordité bijekeid.
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Példaul ha a @ politép P-nek valamely affin izomorfizmusndl szarmazoé képe
(azaz P és @ affin-ekvivalens), akkor P és () kombinatorikailag ekvivalens.

Tetszbleges P politép és k > 0 egész szam esetén jelolje o = ap(P) a P
politép k-dimenzids lapjai szamat. A Allités kovetkeztében P lapjainak
dimenzidja L(P)-bdl felismerhetd, ezért kombinatorikailag ekvivalens P és Q
esetében minden k-ra ai(P) = «ai(Q). Hasonléképpen, ha P és Q duélis
kombinatorikai szerkezet(i d-dimenzids politépok, akkor minden k < (d — 1) -
re Oék(P) = ad—k—l(Q)-

Példaul barmely konvex sokszog esetében ag = a; a sokszog oldalszamaval
egyenld; két konvex sokszog pontosan akkor kombinatorikailag ekvivalens, ha
az oldalszdmuk egyenld. (Torténetesen ilyenkor duélis kombinatorikai szerke-
zetiiek is.)

3.2.10. Példak. Attekintjiik néhany politéptipus kombinatorikai szerkezetét.

e Barmely két egyenldé dimenzidji szimplex azonos kombinatorikai szer-
kezetli (hiszen affin-ekvivalens), és duélis kombinatorikai szerkezetii is.
A d-dimenzids szimplex laphdldja egy (d+1)-elemii halmaz részhalmaz-
héléjaval izomorf, és o = (kﬁ .

e Barmely két egyenl6 dimenziéju parallelotdp, illetve barmely két egyen-
16 dimenziéju keresztpolitép kombinatorikusan ekvivalens (s6t, affin-ek-
vivalens). Egy d-dimenziés parallelotép és egy d-dimenzids keresztpoli-
tép dudlis kombinatorikai szerkezet(i. Ezt a[3.2.5}beli P paralellotdp és
Q keresztpolitép esetében a valédi lapok kozotti Pr y — Qp (1,2,....dy—7
megfeleltetés mutatja.

A P parallelotép esetében ay(P) = 247F . (Z), a @ keresztpolitépra

pedig (k < d esetén) ax(Q) = ag_x_1(P) = 2~+1. (kil)‘

e Kombinatorikailag ekvivalens alapu guldk egymédssal is kombinatorika-
ilag ekvivalensek. Ha P egy @ alapu gila, akkor ag(P) =1+ ap(Q) és
k> 1-re ap(P) = ap(Q) + ap—1(Q).

e Kombinatorikailag ekvivalens alapi tetszoleges hasabok is kombinato-
rikailag ekvivalensek. Ha P egy @ alapui hasdb, akkor ag(P) = 2a(Q)
és k > 1-re ap(P) = 20(Q) + a—1(Q).

e Kombinatorikailag ekvivalens politopokra allitott kettés guldk egymas-
sal is kombinatorikailag ekvivalensek. Ha P a @-ra éllitott d-dimenziés
kettGs gula, akkor agp(P) = 24+ ap(Q), 1 < k < d — 2-re a(P) =
= a(Q) + 206-1(Q), és ag—1(P) = 2042(Q).
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e Ha @ és R duélis kombinatorikai szerkezeti politopok, akkor a @) alapu
hasab és az R-re éllitott kettos gula is dudlis kombinatorikai szerkezeti-
ek. (Ennek az észrevételnek az iterdldsaval ijra megkapjuk a kordbban
mar megallapitott dualitdsi viszonyt a parallelotépok és a keresztpoli-
tépok kozott.)

3.3. Euler tétele

Az alébbi tétel a politépok kombinatorikdjanak legalapvetébb osszefiiggése.
A haromdimenzids politépokra vonatkozé esetét az elemi térgeometriadban
Euler-féle poliédertételnek szokas nevezni. Az egy-, illetve kétdimenzids eset-
ben a tétel annyit allit, hogy barmely szakasznak két végpontja van, illetve
hogy barmely konvex sokszogben a csticsok szama egyenld az oldalak szamé-
val.

3.3.1. Tétel (Euler-formula). Bdrmely nemiires politépra érvényes a

> (—DFap =1

k>0

egyenlGség.
Bizonyitas: A tételben szerepld eldjeles Osszeg nyilvan egyenld a

Z (_1)dimL

PAL<P

Osszeggel ; errol az utébbirdl latjuk be, hogy 1-gyel egyenld.

Legyen P C X tetszbleges d-dimenzids politép. Teljes indukciét alkalmazunk
d szerint; d = 0 esetén (s6t, d < 2-re is) tudjuk, hogy az &llitds igaz. Tegyiik
fel, hogy d > 0 és barmely d-nél alacsonyabb dimenziéju politépra a tétel
allitasa igaz.

Viélasszunk olyan s € X* affin format, amely P csucsain csupa kiilonb6zo
értéket vesz fol. Ilyen affin forma létezik, mert A, B € X és A # B esetén az
A-n és B-n egyenld értéket felvevs affin formdk linedris hipersikot alkotnak
az X°® vektortérben, és s-nek csak véges sok ilyen hipersikot kell elkeriilnie.
Az s7'(a) C X (a € R) halmazok parhuzamos affin hipersfkok, amelyek,
ha van kozos pontjuk P belsejével, (d — 1)-dimenzids politépot metszenek ki
P-bél. Ilyen hipersikok egy véges rendszerével ,szeleteljitk {617 P-t és annak
lapjait.

Legyen n = ag és legyenek a1 < a2 < ... < a, az s affin forma értékei P
cstcsain. Legyen A; az a cstcs, amelyre a; = s(A;) (1 < i < n). Vilasszuk
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a by, ..., bp—1 szamokat gy, hogy a1 < by < as < by < ... < b1 < ay
teljesiiljon. Legyen Q; = PNs™!(a;) és Rj =PNs (b)) (i=1,...,n,j=
=1,...n—1), ekkor Q; és Q, egyponti, a tébbi @Q; és R; pedig (d — 1)-
dimenziés politép.

Alkalmazzuk az indukcids feltevést a @); és R; politépokra az alabbi forma-
ban:

Lmn— -1 = S (@) = 30 S (- ar(Ry) =

i=1 k>0 j=1k>0
_ § § dlmM § 2 dlmN
i=1 @#MSQL Jj=1 waéNSR

Most ennek az Gsszegnek a tagjait a P politép lapjai szerint csoportositjuk.
Vegyiik észre, hogy az M < Q; és N < R; lapok el6édllnak L N Q;, illetve
LNR; alakban, ahol L < P. Ilyen L altaldban egyértelmfien taldlhaté, ez aldl
csak az az eset kivétel, amikor M a P valamelyik csicsa. Ezért a szamolasban
célszerl kiilonvélasztani P csicsait.

Tetszéleges L < P nemiires lapra s(L) = [ap(L), Gn(r)], ahol 1 < m(L) <
<n(L) < n. (Példdul m(P) =1 és n(P) = n, illetve egy L < P lap pontosan
akkor cstcs, ha m(L) = n(L).) Ezzel a jeloléssel LN Q; # 0 (illetve LN R; #
= () azzal egyenértékii, hogy m(L) < i < n(L) (illetve m(L) < j < n(L)).
Ezeket felhaszndalva:

S ) e

i=1 0£AM<Q; j=1 0#N<R;
M#{A;}
n(L)—1 n(L)—1
= n4+ Z < Z (_1)dim(LﬁQi) _ Z (_1)dim(Lr‘1Rj)>
L<P i=m(L)+1 j=m(L)
dim L>0
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Itt minden m(L) < ¢ < n(L)-re dim(L N Q;) = dim L — 1, valamint minden
m(L) < j < n(L)-re dim(L N R;) = dim L — 1, igy a zérdjelben 1évé tagok
egy hijan kiesnek és

l=n+ Z (7 (—1)dim(LmRm(L))) — Z (71)dimL’

L<P 0£L<P

dim L>0
amit bizonyitani akartunk. O
Most megmutatjuk, hogy az ay, ..., ag—1 szamokra vonatkozdéan nincs mas,

az Euler-formulatol fiiggetlen linedris osszefiiggés, amelyet barmely d-dimen-
zi6s politop adatai teljesitenek.

3.3.2. Definicié (Euler-hipersik, a(P)). d > 1 esetén az R térben (ahol
a koordindtdkat most xg, x1, ..., v4—1 jeloli) tekintsiik az

edX) =x9g—x1 + 22 — ... F (—1)d_1aﬁd,1 + (—1)d -1

képlettel adott e € (R?)* affin format. Euler-hipersiknak nevezziik a Z(ey) C
C R? affin hipersikot. A Tétel kovetkeztében tetszéleges d-dimenzids P
politép esetén az a(P) = (ag, aq,...,aq-1) € R? pont illeszkedik az Euler-
hipersikra.

3.3.3. Allitas. Legyen d > 1. Az dsszes d-dimenziés P politophoz tartozé
a(P) pontok affin burka az Re-beli Euler-hipersik.

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy ha s € (R%)* affin forma, melyre s(a(P)) =
= 0 minden d-dimenziés P politopra, akkor s = A - ey alkalmas \ € R-rel. Ez
nyilvan egyenértékli a bizonyitandé allitassal.

Teljes indukciét alkalmazunk d szerint. A d = 1 esetben az allitas igaz, hiszen
az Euler-hipersik az egyetlen x¢g = 2 pontbdl all. Tegyiik fel most, hogy d > 2
és d — 1 dimenzidban az allitas igaz. Legyen

S(X) =aoro+ a1y + ... +aq-124-1+b

az s affin forma koordindtds alakja. Vélasszunk egy tetsz6leges (d — 1)-
dimenziés @ politépot és legyen Py egy @ alapu gila, valamint P, egy Q-ra
allitott kettds gula. Ekkor a 3.2.10-beli megallapitdsok szerint
a(Pl) = (QO(Q)+17 al(Q)+a0(Q)v cey 1+ad72(Q))
és  a(P) (ao(Q) +2,00(Q)+200(Q), ..., 2ad_2(Q))

érvényes. fgy

0=s(a(Py))—s(a(Pr)) = ap+a1ao(Q)+. . . 4ag_204—3(Q)+ag—1(aq—2(Q)—1).
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Tekintsiik azt az s’ € (R9~1)* affin formdt, amelyet az
s'(y) = a1yo + ...+ ag-1ya—2 + a0 — ag1 (y e R

képlet definiél, ekkor a fenti eredmény alapjan s'(a(Q)) = 0. Miutdn ez min-
den (d —1)-dimenziés @ politépra teljesiil, az indukcids feltevés alapjdn s” az
eq—1 affin forma skaldrszorosa. Mivel eq_; €ls6 egyiitthatdja 1-gyel, s’-é pedig
ai-gyel egyenld, ez a skalar csak a; lehet. Ennek alapjan az

;1 = (71)1 (2:07137d72)
ag — ag—1 = ap- ((—1)d71 — 1)
egyenleteket kapjuk, melyekbdl a két utolsé Gsszevetésével ag = —aq is ko-

vetkezik. Az s affin forma koordinédtas alakja tehat
s(x) = apzo — apry + ...+ (—1)d_1a0xd,1 +b=
=ap- (vo—x1+...+ (1) z4q) +b.

Ha most valamely (tetszdleges) d-dimenzidés P politépot vélasztva a(P)-t
s-be helyettesitjiik, akkor a [3.3.1] Tételt is felhasznélva

0=s(a(P))=ao- (g —ar+...+ (—l)d_lad,l) +b=uao-(1—(=1)%) +b,

ahonnan b = ag - ((—1)% — 1) kévetkezik. Igy s = ag - eq. O

3.4. Polaris halmazok

Felvetédik a kérdés, vajon taldlhato-e barmely P politéphoz olyan politép,
amely P-hez képest dudalis kombinatorikai szerkezetii. Az igenlo vélasz tiszta-
zasa céljabdl ebben a szakaszban egy ilyen, tin. polaris politép konstrukci6jat
targyaljuk. Ennek a P* politopnak a ,természetes” helye nem ugyanaz az
X affin tér, ahol P taldlhaté, hanem a dudlis tér. Miutdn a konstrukciéban
az origo kitiintetett szerepet jatszik, X helyett eleve egy V véges dimenzids
valés vektortérben fekvo halmazokra és politépokra szoritkozunk.

3.4.1. Definicié (Polaris halmaz). Jelolje V* a V' duélis vektorterét. Tet-
sz0leges nemiires S C V halmazra definidljuk az S* C V* halmazt, amelyet
az S poléris halmazanak neveziink:

S*={a € V" : mindenv € S-re a(v) < 1}.

A definiciéban a-ra kir6tt kévetelményt jelolhetjitk «(S) < 1-gyel is.
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Nyilvédn a 0 € V origd (mint egyelem{i halmaz) poléris halmaza az egész V*,
tovabb4 az egész V' vektortér poldris halmaza csak a 0 € V* pontbdl 4ll. (Itt
jegyezziik meg, hogy a * jelolés mar foglalt a vektorterek dudlisa szaméra.
Most ezzel valamelyest ellentmondéasba keriiliink, de csak akkor, amikor ma-
ganak V-nek vagy linedris altereinek a poldris halmazairdl akarunk beszélni.
Miutan a polaris halmazok irant elsésorban politopok esetében érdeklédiink,
ez a kétértelmiiség nem fog kés6bb sem zavart okozni.)

A v € V vektorok mint egyelemii részhalmazok poldris halmazat jeloljiik
Fy-vel, azaz legyen Fy, = {a € V* : a(v) < 1}.

3.4.2. Allitas

(1) Hav € V, v # 0, akkor F, zart affin féltér V*-ban, amelynek az origé
belsé pontja.

(2) " =(yes Fv-

(3) Ha H, jeloli az F, félteret hatdrolé hipersikot, azaz v # 0 és Hy, =
={a e V* : a(v) =1}, akkor Hy,,, ..., H,, pontosan akkor fiiggetlen
hipersikok, ha v1, ..., vy linedarisan fiiggetlen vektorok.

(4) Fu G Fy akkor és csak akkor dll, ha u # 0 és létezik olyan 0 < X < 1
skalar, hogy v = Au.

Bizonyitas: Hasznéljuk a V** = V természetes azonositdst, amelynél a v :
: V* = R linedris forma a € V*-on az a(v) értéket veszi fol, azaz v(a) =
= a(v).

(1): A v(a) <1 (azaz az Fy, definiciéjdban szereplé a(v) < 1) egyenlStlenség
zart affin félteret definidl V*-ban. Miutan «(0) = 0 < 1, a 0 pont valéban
belsé pontja az F, féltérnek.

(2): Nyilvanval6 S* és F,, definiciéjabdl.

(3): Rogton kovetkezik abbdl, hogy a H, hipersik a V* téren értelmezett
v — 1 affin forma zéréhalmaza.

(4): Az ,akkor” implikdcié magatol értetédik. A forditott irdnyhoz feltehet-
jik, hogy v # 0. Ekkor F,, C F, esetén sziikségképpen H, || Hy és igy
u || v, azaz v = Au alkalmas A-val. Ha most F,, # F, akkor tetszOleges
a € F, valasztasdval o ¢ Fy, ahonnan 1 < a(u) = a(v)/A = 1/, azaz
0< A< O

3.4.3. Allitas. Legyen S, T C V. Ekkor:
(1) S* konvex zdrt halmaz V*-ban és 0 € S*.

(2) Ha S C T, akkor S* D T*.
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(3) §* = (conv(S))".
(4) Ha O € int S, akkor S* korldtos.

(5) Ha S korldtos, akkor 0 € int S*.

Bizonyitds: (1): A (2) szerinti S* = [, cg Fyv eléllitdsban mindegyik
F, az origbt tartalmazé konvex zart halmaz.

(2): Nyilvanvalé.

(3): A D tartalmazas (2) alapjan magatdl értetédik. A forditott irdnyhoz
vegyiik észre, hogy tetsz8leges a € V* mellett o(conv(S)) = conv(a(9)),
ezért ha a(S) < 1, akkor a(conv(S)) < 1 is teljesiil.

(4): Legyen s tetsz6legesen adott affin forma a V* téren, azt kell beldtni, hogy
az s(S*) C R halmaz korldtos. A V** = V azonositds mellett tetszbleges o €
€ V*-ra s(a) = a(v) + ¢ valamilyen rogzitett v € V-vel és ¢ € R konstanssal.
Miutéan az origd belsé pontja S-nek, 1étezik olyan r € R, hogy v = rvg és
+vy € S. Ekkor barmely a € A*-ra

[s(@)] = |a(v) + | <[ra(vo)| + le| < [r|+]d,

felhaszndalva, hogy v € S miatt |a(vp)| < 1. Ezért s(S*) valéban korlatos
szdmhalmaz.

(5): Ha S korlatos, akkor alapjdn létezik olyan P C V politép, melyre
S C P. Ezért S benne fekszik véges sok V-beli pont (nevezetesen P csticsai)
konvex burkdban: S C conv({vy,...,vx}). Ebbdl (2) és (3) alkalmazdsdval
adédik, hogy S* O Fy, N...N Fy,. Az itt szerepld Fy, félterek mindegyike
3.4.2.(1) szerint a belsejében tartalmazza az origdt, ezért 0 € int S*. O

3.4.4. Kovetkezmény. Ha K C V kompakt konvex halmaz, amely az origot
a belsejében tartalmazza, akkor K* is ilyen tulajdonsagi: kompakt, konvex,
és V* origdjat a belsejében tartalmazza. Emellett barmely v € 0K-ra F,,
tamaszféltere K*-nak.

Bizonyitas: Az elsé mondat csupan egyesiti a 3.4.3-ban tisztdzottakat, igy
csak az utolsé &llitast kell bebizonyitanunk. Miutdn 0 € int K v € 0K, a
[0, v] szakasz nem hosszabbithaté meg v-n tl K-ban, ezért [3.4.2](3) miatt
F, minimélis a K*-ot tartalmazo félterek kozott a tartalmazédsra nézve, azaz
valéban tamaszféltér. O

Megjegyzés. Azokat a kompakt konvex halmazokat, amelyeknek van belsd
pontja, konvex testeknek nevezik. Azt kaptuk tehat, hogy konvex test polaris
halmaza is konvex test, ha az origd a test belsejében van.

A K* halmaz poléris halmaza a V* vektortér dudlisaban, azaz V** = V-
ben fekszik. Nevezetes tény, hogy a[3.4.4}beli feltevések mellett ilyen médon
magat K-t kapjuk vissza.
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3.4.5. Tétel. Ha K C V kompakt konvex halmaz, amely az origét a belse-
jében tartalmazza, akkor K** = K.

Bizonyitas: A K C K** tartalmazés tetszoleges K C V részhalmazra auto-
matikusan fonnéll, ugyanis ha v € K és a € K*, akkor v(a) = a(v) < 1,
ezért v e K**.

A forditott irdnyu tartalmazédshoz tegyiik fol, hogy v ¢ K. Ekkor K-nak
létezik olyan F tamaszféltere, amelyre v ¢ F. Alkalmas 8 € V* linedris
forméval és ¢ € R konstanssal az F féltér F' = {u € V : B(u) < ¢} alakban
frhaté. Ekkor tehdt B(v) > c. Itt ¢ > 0, mert 0 € int K miatt az origd F-nek
is a belsejében van. Ezért az a = /¢ formdra érvényes, hogy minden u €
€ F-re, és igy specidlisan minden u € K-ra is a(u) < 1. Eszerint a € K*,
ugyanakkor v(a) = a(v) > 1, ami azt mutatja, hogy v ¢ K**. O

Erdemes kiemelni, hogy és politépokra szoritkozva is érvényes:

3.4.6. Tétel. Ha a P C V politép a belsejében tartalmazza V origéjat,
akkor a P* poléaris halmaz is politép V*-ban, amely az origét a belsejében
tartalmazza, tovabba P** = P.

Bizonyitas: Csak azt kell bizonyitanunk, hogy P* is politop, hiszen az Gsszes
tobbi allitas[3.4.4] illetve [3.4.5| specialis esete. Tudjuk, hogy P* korlatos, ezért
alapjan elég annyit ellenorizni hogy konvex poliéder, azaz véges sok
féltér metszete. Ezt pedig[3.4.3}(5) bizonyitdsdhoz hasonléan a P csticsaihoz
tartozo polaris féltereket szerepeltetve latjuk. O

Most kapcsolatot teremtiink P és P* lapjai kozott. Legyen tehat a tovabbi-
akban P rogzitett konvex politéop V-ben, melyre 0 € int P.

3.4.7. Definicié (L°). Legyen L a P tetsz6leges valddi lapja. Definidljuk az
L° C P* halmazt az

L° = P*N ﬂ H,

veL

formulaval. Itt miatt mindegyik F, tdmaszféltere, és igy P* N H, pedig
lapja P*-nak. Az L° halmaz tehat lapok metszeteként allithato eld, ezért
maga is lap. Ha L < P nem valddi lap, azaz L = () vagy L = P, akkor legyen
f° = P* és P° = .
Nyilvénvalé, hogy ha a P-beli Ly, Ly lapokra Ly C Lo, akkor L1® D Ly°.

3.4.8. Tétel. Barmely L < P lapradim L® =d —dim L — 1.

Bizonyitas: A nem valédi lapokra ez nyilvanvalé a definiciébdl. Legyen a
tovabbiakban L < P valédi lap és k = dim L. El6szor megmutatjuk, hogy
dim L° < d — k — 1. Vélasszunk k + 1 darab affin-fiiggetlen pontot L-ben,
legyenek ezek vg, vi, ..., vi. Ekkor 0 ¢ (L) miatt a vq, vy, ..., vi vektorok
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linedrisan fiiggetlenek. Ezért a Hy,,, Hy,, ..., Hy, hipersikok fliggetlenek, és
igy a Hy, N...N Hy, affin altér dimenzidja (d — k — 1)-gyel egyenlé. Az L°
lap benne fekszik ebben az altérben, ezért valéban dim L° < d — k — 1.

A forditott egyenlétlenség igazoldsa céljabdl allitsuk el az L altal kifeszitett
affin alteret, (L)-et, mint tdmaszhipersikok metszetét. Vélasszunk ki ezek
koziil a tamaszhipersikok koziil d — k fluggetlent, Mi-et, Mo-t, ..., Mg_j-t
ugy, hogy (L) = MiNMyN...N My legyen. Valasszuk minden: =1,...,d—
— k-ra M;-hez az «; € V* linedris formét gy, hogy az {x € V : a(x) < 1}
halmaz éppen a P-t tartalmazé M; szerinti féltér legyen. Ekkor ayq, ..., ag_g
linedrisan fiiggetlenek. Azt allitjuk, hogy mindannyian hozzatartoznak L°-
hez. Valéban, egyrészt nyilvan «; € P*, masrészt ha v € L, akkor v € M;
(azaz a;(v) = 1) miatt o; € Hy. O

fng tekinthetjiik, hogy az L — L° hozzarendelés barmely olyan politép lap-
jaira értelmezve van, amely valamely véges dimenzids valés vektortérben az
origét a belsejében tartalmazza. Alkalmazhatjuk tehdt masodszor is, ezuttal
P* lapjaira. Ekkor ujra P lapjaihoz jutunk.

3.4.9. Tétel. Barmely L < P lapra L°° = L.

Bizonyitds: [3.4.8 kétszeri felhasznéldsaval dim L°° = dim L, ezért elég beldt-
ni, hogy L C L°°. Legyen v € L tetsz6leges pont, azt kell megmutatnunk,
hogy minden a € L°-re v € H,. Ha « € L°, akkor specidlisan a € Hy,, azaz
a(v) = 1is érvényes. Ez azt jelenti, hogy v(a) = 1, azaz valéban v € H,. O

3.4.10. K6vetkezmény. P és P* dualis kombinatorikai szerkezetii polito-
pok.

Bizonyitds: Val6ban, a laphdlék kozotti ©: L(P) — L(P*) és ©: L(P*) —
L(P) megfeleltetések rendezésforditék és szerint egymds inverzei, {gy
bijektivek. Tehat P és P* laphal6i dudlisan izomorfak. O

3.4.11. Példa. Az orig6 P-n beliili elhelyezkedése 1ényegesen befolyédsolja P*
alakjat. Ha példaul P keresztpolitép és az origd a kézéppontja, akkor P* pa-
rallelotop. Viszont ha az origé a kozépponttdl kiillénbozé belsé pontja P-nek,
akkor bar P* kombinatorikailag ekvivalens egy parallelotéppal, szemkozti hi-
perlapjai dltaldban nem parhuzamosak, és igy P* nem parallelotop.

Megjegyzés. A polaris test konstrukcidja a politopoktol kiilonb6z6 konvex tes-
tek esetében is érdekes geometriai jelenségekhez kapcsolodik. Megmutathato
példaul, hogy ha K ellipszoidtest, amelynek az origé a kézéppontja, akkor K*
is az. Errdl a projektiv geometridban fontos szerepet jatszé polaritas kapcsan

lesz még sz6, 1.
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A poléris halmazok hasznélatdnak masik érdekes esete, amikor a V' vektortér
egy konvex kupjara alkalmazzuk a konstrukciot. Tegyiik fel most tehéat, hogy
K C V konvex kip. Vegyiik észre, hogy a poldris halmaz elemeit [3.4.1}ben
definidlé a(v) < 1 egyenlStlenség helyett ilyenkor a(v) < 0 is irhatd, azaz
K* = {a € V* : minden v € K-ra a(v) < 0}. Val6ban, egyrészt az {gy
definialt halmaz nyilvanvaldéan része K*-nak. Mésrészt pedig ha valamilyen
« € V* lineéris forma nem tartozik hozzd, akkor valamilyen v € K vektoron
a(v) =a >0, ekkor (2/a)v € K és a((2/a)v) = 2 mutatja, hogy a ¢ K*.

3.4.12. Definicié (Poléris kip). Ha K konvex kip a V valés vektortérben,
akkor a
K*={ae V" : mindenv € K-ra a(v) <0}

halmazt K polaris kiipjanak nevezziik.
3.4.13. Allitas

(1) K* zdrt konvex kiip V*-ban.
(2) Ha K zért, akkor K** = K.

Bizonyitds: (1): Ha most v € K, v # O-ra Fy az a(v) < 0 egyenl6tlenséggel
adott zart félteret jeloli V*-ban, akkor ismét K* = [, ., Fv, de most az itt
szereplo félterek mindegyike az origét a hataran tartalmazza, ezért metszetiik
zart konvex kup.

(2): A K C K** tartalmazés mintdjara automatikus. A forditott irdny-
hoz elég annyit észrevenni, hogy ha v ¢ K, akkor létezik olyan K-t tartalma-
70, origon athaladé hatard zart féltér, amelyben v nincs benne, azaz létezik
olyan o € K*, amelyre a(v) > 0. Egy ilyen « éppen azt tantsitja, hogy
v ¢ K**. O

A tovabbiakban tegyiik fo6l, hogy K valédi konvex kup V-ben, azaz V-tél
kiilonbozik. Ilyenkor az origd relativ hatdrpontja K-nak. A kovetkezd allitds
a poléris kip dimenzidjat allitja kapcsolatba az origénak mint hatdrpontnak

a rendjével, 1.

3.4.14. Allitas. Barmely K C V valédi konvex kipra dim K* = d — r(0)
érvényes.

Bizonyitas: K barmely tamaszhipersikja tartalmazza az origdt, tehat K azo-
nos az origdhoz tartozo tamaszféltereinek a metszetével. Ha Y jeloli a tamasz-
hipersikok metszetét, akkor egyrészt definicié szerint r(0) = dim Y, mésrészt
Y a K-ban fekv6 legb&vebb linearis altér V-ben.

A K* halmaz nyilvdn benne fekszik Y annulldtordban, ami d — r(0) dimen-
zi6s linedris altér V*-ban. Masrészt ha K* egy ennél valodi médon sziikebb
altérben is benne volna, akkor ez az altér egy Y-nal valédi médon bévebb
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Z < V altérnek volna az annullatora. Ebbdl viszont Z C K** kovetkezne,
ami ellentmond 3.4.13.(2)-nek. O

3.4.15. Allitas. Ha K konvex poliéderkiip (azaz olyan konvex kiip, amely
egytttal konvex poliéder), akkor K* is az.

Bizonyitas: K valddi lapjai kozott 1étezik egy tartalmazasra nézve legkisebb,
mégpedig a tamaszhipersikok metszeteként adédd Y linearis altér V-ben.
Viélasszunk bazist az Y altérben és soroljuk {6l a bazisvektorok +1-szereseit
egy Vi, Va, ..., vi sorozatban. (Lehetséges, hogy dimY = 0, ekkor ebben
a lépésben egyetlen vektort sem valasztunk.) A dimY-ndl eggyel nagyobb
dimenziéju lapok relativ belsejébdl szemeljiink ki egy-egy tovabbi vektort:
Vi1, VE+2) o Vin.

Azt Allitjuk, hogy K* = {a € V* : a(v;) < 0 (1 = 1,2,...m)}. Ha ezt
beldtjuk, akkor ezzel K*-ot eléallitottuk véges sok féltér metszeteként (neve-
zetesen az Fy, = {a € V* : a(v;) < 0} félterek metszeteként), azaz K*-rél
bebizonyitottuk, hogy konvex poliéderkip.

Vegyiik észre, hogy barmely v € K vektor eléallithaté a vy, vo, ..., vy, vek-
torok nemnegativ egyiitthatos kombinaciéjaként. Ez konnyen meggondolhatd
a v-t tartalmazo lap dimenzidja szerinti indukcioval.

Nyilvan K* C {a € V* : a(v;) < 0 (1 = 1,2,...m)}. A forditott tartal-
mazds pedig a fenti észrevétel kovetkezménye: ha o nempozitiv értéket vesz
fel mindegyik v; vektoron, akkor ugyancsak nempozitiv értéket vesz fel ezek
barmely nemnegativ egyiitthatos kombinaciéjan is, azaz K minden elemén,
és ezért K*-hoz tartozik. O

Megjegyzések. (1) A konvex poliéderkipok és poldris kupjaik lapstruktirdja
kozott a politépok esetéhez hasonlé dualitasi viszony all fonn. A
beli definiciok és tételek csekély modositasokkal atfogalmazhatdk a kiapok
esetére. A konvex poliéderkipok korében a laphdlét gy érdemes definiélni,
hogy az iires halmazt nem tekintjiik lapnak. Ekkor K és K* laphdléi dudlisan
izomorfak.

(2) A konvex kiipok és poliéderkipok érdekes, geometridn beliili alkalmazasi
teriilete a gombi geometridban a konvex halmazok és poliéderek elmélete. A
gbémbi konvex halmazokat, illetve gombi konvex poliédereket ugyanis éppen a
konvex kupok, illetve konvex poliéderkipok metszik ki egy euklideszi vektor-
tér origé koriili gdmbjébsl. A gémbharomszogekkel kapcsolatban [0.3.6ban
megismert polaritas is igy szdrmazik a polaris kip konstrukciéjabol a harom-
dimenzids tér triédereire mint poliéderkiipokra vonatkozdan.
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Euklideszi geometria

Az euklideszi tér hagyomanyosan a geometria tudoményédnak els6é szamu cél-
pontja és terepe. A geometria sok évszdzados torténete hatalmas ismeret-
anyagot halmozott fol az euklideszi térrél. Ennek csak igen kis részét tudjuk
itt érinteni. Els6sorban az éaltaldnos, tetszoleges dimenzidji euklideszi terek
matematikai kezeléséhez sziikséges apparatus kidolgozasat, és egy-két jellem-
76 eredmény bemutatasat tiizziik ki célul. A magasabb dimenzids euklideszi
térfogalom az affin geometridra és a linedris algebra eszkozeire épiil. A tér
és transzformacioi szerkezetének &attekintése utan az inverzidoval, szabalyos
testekkel, és konvex testek metrikus tulajdonsagaival foglalkozunk.

4. Euklideszi terek és transzformacioik

Az euklideszi tér strukturdjaban az affin térhez képest a mértékviszonyok
(tdvolsdg, szog, teriilet, térfogat sth.) jelentik a tébbletet. Mindezt egyetlen,
a linedris algebrabol ismert fogalomnak, a vektorok skaldris szorzasanak a
felhasznaldsaval szarmaztatjuk. Az euklideszi terek szekezetének megisme-
résében elOszor az egybeviagdsagi és hasonlésagi transzformécidkat és azok
csoportjait vizsgaljuk meg.

4.1. Euklideszi vektorterek és ortogonalis transzformaci-
ok

Ebben a szakaszban emlékeztetiink a skalaris szorzat fogalmaval kapcsolatos
linedaris algebrai el6ismeretekre.

105
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4.1.1. Emlékeztets (Euklideszi vektortér). A (V, B) part euklideszi vek-
tortérnek nevezziik, ha V véges dimenziés valds vektortér, és B: V xV — R
pozitiv definit szimmetrikus bilinedris fliggvény. Ezt a fiiggvényt V-beli ska-
laris szorzasnak nevezziik, és az u,v € V vektorokon felvett értékét B(u,v)
helyett inkdbb u - v-vel (vagy pusztdn uv-vel) jelsljiik.

A tovabbiakban a B jelolést dltaldban nem tiintetjiik fel, ha egyértelmii, hogy
mely skaldris szorzasrdl beszéliink. fgy példaul gyakran magat V-t nevezziik
euklideszi vektortérnek; ilyenkor mindig hozzaértjiik a skalaris szorzast is.

Az R? koordindtateret az x - y = z1y1 + ... + xqyq skalaris szorzat auto-
matikusan euklideszi vektortérré teszi; ezt nevezziik standard d-dimenzids
euklideszi vektortérnek.

Barmely euklideszi vektortérben barmely lineéris altér maga is euklideszi vek-
tortér, ha a skaldris szorzast megszoritjuk az altérre.

4.1.2. Emlékeztets (Vektorok normadja, szdge). Az u € V vektor nor-
méjén (vagy hosszdn) az ||ul| = y/u - u szdmot értjiik. Ha |lu|| = 1, akkor u-t
egységvektornak hivjuk.

A Cauchy—Schwarz-egyenlStlenség szerint barmely u,v € V-re Ju-v| <
< [ful] - vl

Ha u és v nemzérus vektorok V-ben, akkor u és v szogén azt az egyér-
telmiien meghatarozott 0 és m kozotti a szoget értjiik, amelyre cosa =
= (u-v)/(|[u]] - ||[v]]). (Ha a két vektor kozott a O is szerepel, akkor szo-
giiket hatdrozatlannak tekintjiik.) A /2 szoget bezdrd (azaz zérus skaldris
szorzatot add) vektorokat merdSlegesnek vagy ortogondlisnak mondjuk.

4.1.3. Emlékeztets (Ortonormadlt vektorrendszer). A vy, v, ..., Vi €
€ V vektorok ortonormélt rendszert alkotnak, ha paronként merdleges egy-
ségvektorok, azaz v; - v; =0, hai# j,ésv;-v; =1, hai=j.

Konnyt ellen6rizni, hogy barmely ortonormalt vektorrendszer linearisan fiig-
getlen. A linearis algebrabdl ismert Gram—Schmidt-féle ortogonalizacids elja-
rast haszndalva latjuk, hogy barmely ortonormalt vektorrendszer kiegészithetd
ortonormélt bazissa. Ezért V-ben az ortonormélt bazisok pontosan a maxi-
malis ortonormalt vektorrendszerek.

4.1.4. Emlékezteté (Ortogondlis felbontds). A V euklideszi vektortér a
V1, Vs alterek ortogondlis direkt dsszege, ha V' = Vi + V5 és barmely v € V1,
vy € Vo esetén vy L vy (azaz vive = 0).

Ha a V euklideszi vektortérben adott az U < V linearis altér, akkor egyér-
telmien létezik olyan altér, amely U-val egyiitt V ortogondlis direktdsszeg-
felbontasat adja, mégpedig az

Ut ={veV:v-u=0 minden u € U-ra}
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altér. Ezt az alteret az U ortogonalis komplementerének nevezziik V-ben.
Ervényes az (U+)L = U egyenl6ség.

4.1.5. Emlékeztet6 (Ortogondlis linedris transzformadcidk). Az euk-
lideszi vektorterek mint algebrai struktirak kozotti izomorfizmusokat orto-
gondlis transzformdcidknak nevezziik. Tehdt ha (V, B) és (V', B') euklideszi
vektorterek, akkor egy ¢ : V' — V' leképezés ortogondlis transzformécid, ha ¢
linedris izomorfizmus és ¢ tartja a skaldris szorzatot, azaz minden u, v € V-re
p(u) - @(v) = u-v.

Emlékeztetiink arra a linearis algebrabdl ismert tényre, hogy egy linearis izo-
morfizmus pontosan akkor ortogonélis, ha a vektorok normajat megorzi, illet-
ve akkor, ha barmely (vagy akdr csak egyetlen) ortonormaélt bézist ortonor-
malt bazisba képez. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy barmely adott dimenziéban
izomorfizmus erejéig pontosan egy euklideszi vektortér 1étezik.

4.1.6. Emlékeztets (Ortogonilis csoport, ortogondlis matrixok). A
V euklideszi vektorteret sajit magaba képezoO, skalarisszorzat-tartd linedris
leképezéseket V' ortogondlis transzformécidinak nevezziik. Ezek a GL(V') 4l-
taldnos linedris csoportnak egy O(V')-vel jelolt részcsoportjat, a V' ortogonalis
csoportjat alkotjak.

A standard skalaris szorzéssal ellatott R koordindtatér ortogonalis csoport-
jara az O(d) jelolést hasznaljuk, ennek elemei a d x d méretli ortogondlis
matrixok. Felidézziik az ortogondlis métrixok linearis algebrabdl ismert jel-
lemzését

Béarmely A € R4 m4trixra az alabbi feltételek egyenértékiiek :
(i) A€ 0(d);
(ii) minden x € Ré-re ||Ax| = ||x]|;
(iii) A oszlopvektorai ortonormalt bézist alkotnak R%-ben;
(iv) A sorvektorai ortonormalt bazist alkotnak R%-ben;
(v) ATA=1;
(vi) AAT =1.

Béarmely ortogonalis transzformacié determindnsa +1. Az elGjel aszerint po-
zitiv vagy negativ, hogy a széban forgd transzformacié irdnyitastarté vagy
irdnyitasvalté. A pozitiv determindnsi ortogonélis transzformécidk alkotjik
O(V)-ben a 2 indexti SO(V) részcsoportot, a V' euklideszi vektortér specidlis
ortogondlis csoportjat. A V = R? esetben az SO(d) jelolést hasznéljuk a d x d
méretii specidlis ortogondlis matrixok csoportja szamara.
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4.2. FEuklideszi terek és izometridk

4.2.1. Definicié (Euklideszi affin tér). Az (E,V,®) véges dimenzids va-
16s affin teret euklideszi affin térnek (vagy révidebben csak euklideszi térnek)
nevezziik, ha V euklideszi vektortér, azaz ha V-n adott egy pozitiv definit
szimmetrikus bilinearis fiiggvény, amelyet V-beli skaldris szorzatnak neve-
ziink.

Az egyszeriiség kedvéért a tér jelolésében nem tiintetjiik fol a skaldris szor-
zatot, mint a struktira alkotéelemét, hanem azt beleértjiik a V' jelolésbe.
Gyakran magét az F alaphalmazt nevezziik euklideszi térnek, ha egyértel-
m, hogy mely struktiraval van ellatva.

4.2.2. Példa. Ha az axiomatikusan értelmezett klasszikus euklideszi teret a
geometrial dton definidlt skalaris szorzassal latjuk el, akkor hdromdimenziés
példat kapunk euklideszi affin térre.

4.2.3. Definicié6 (Ortonormalt koordindtarendszer). Legyen x : E —
RY affin koordindtarendszer E-ben. Tekintsiik az e, es, ..., eq standard
bazisvektorokat Re-ben és allitsuk el az Ag = x~1(0) és A; = x"(e;) (i =
=1,...,d) inverz képeket. Azt mondjuk, hogy x ortonormélt (vagy Descartes-
féle) koordinatarendszer E-ben, ha az AgAi, AgAa, ..., AgAy vektorok or-
tonormalt bézist alkotnak a V' vektortérben.

Tudjuk (L. , hogy két egyenlé dimenziéju euklideszi vektortér kozott
egy linedris leképezés pontosan akkor skaldrisszorzat-tart6, ha barmely (vagy
egyenértékii médon legaldbb egy) ortonormdlt bézist ortonormdlt bézisba
képez. Ennek alapjin valamely x : £ — R? affin koordindtarendszer ponto-
san akkor ortonormélt, ha az x affin leképezés L(x) : V — R? linearizaltja
skaldrisszorzat-tarté.

4.2.4. Definicié (Izomorfizmus). Két euklideszi teret izomorfnak neve-
ziink, ha létezik kozottiik olyan affin izomorfizmus, amelynek a linearizaltja
skalarisszorzat-tarto.

Barmely d-dimenzids euklideszi tér izomorf a természetes affin struktiraval és
skaldris szorzattal ellatott R? koordinatatérrel (azaz a standard d-dimenziés
euklideszi vektortérrel); az izomorfizmust egy ortonormadlt koordindtarend-
szer felvétele szolgaltatja.

4.2.5. Definicié (Az euklideszi tér metrikaja). Ertelmezzik A, B €
€ E-re A és B tavolsdgit a p(A, B) = ||ﬁ|\ — VAB - AB formuldval. Az

R? standard euklideszi térben koordinitdkkal kifejezve ezt a tévolsigot a
szokasos

p(x,y) = V(z1 —y1)2 + (32 — 2)2 + ... + (Tq — Ya)?
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képlet adja meg.

A p tédvolsagfiiggvény az E euklideszi teret metrikus térré teszi (és ez a met-
rika a tér természetes topologiajat szarmaztatja, I. . A haromszog-
egyenl6tlenség és annak az alabbi szigori valtozata is a Cauchy—Schwarz-
egyenl6tlenséghdl kovetkezik Descartes-féle koordinatédkat hasznélva.

4.2.6. Allitas. p(A, B) + p(B,C) > p(A,C). Egyenléség csak B € [A,C]
esetén all fonn. O

4.2.7. Definicié (Izometria, izometriacsoport). Legyenek (X,p) és
(X', p") metrikus terek. Egy f : X — X' leképezést izometridnak neveziink
X és X' kozott, ha bijektiv és minden z,y € X-re p/(f(2), f(y)) = p(z,y)
teljesiil, azaz f tavolsagtartd. Két metrikus tér izometrikus, ha létezik kozot-
titkk izometria. Példaul a d-dimenziés euklideszi tér izometrikus a standard
metrikdval elldtott RY térrel (hiszen az ortonormalt koordinitarendszerek
izometridk). Ezért R? metrikus tulajdonsigai atoroklédnek az euklideszi te-
rekre; igy példaul barmely euklideszi tér teljes metrikus tér.

Ha X rogzitett metrikus tér, akkor az X-et sajat magdba képez6 izomet-
ridk csoportot alkotnak a kompozicié miiveletére nézve. Ezt a csoportot X
izometriacsoportjanak nevezziik és I(X)-szel jeloljiik.

Az euklideszi terekkel kapcsolatos vizsgilataink egy része az I(E) csoport
megismerésére iranyul, ahol F euklideszi tér. Az euklideszi terek kozotti izo-
metridkat egybevagdsigoknak vagy egybevagosagi transzformacioknak is ne-
vezziikk. Az I(E) csoport tehdt az E euklideszi tér egybevigdsdgainak a cso-
portja. Két euklideszi térben fekvé ponthalmazt egybeviagénak mondunk, ha
létezik olyan egybevagdsag a befoglald terek kozott, amely az egyiket a ma-
sikra képezi.

Ratériink az I(E) csoport részletes vizsgalatara. Példaként el6szor az eukli-
deszi izometridk két konkrét tipusat tekintjiik.

4.2.8. Példa (Eltolésok) Legyen t : E — E tetszlleges eltolds, azaz
olyan t € Aff(E), amelyre L(t) = idy. Ekkor A, B € E-re p(t(A),t(B)) =
= [[t(A )|| = || L(t) )|| = ||ﬁ\| = p(4, B) mutatja, hogy t izometria.
TudJuk mar az affin terek elméletébdl), hogy az eltoldsok egy a V vektortér
additiv csoportjival izomorf részcsoportot alkotnak Aff (E)-ben, igy I(E)-ben
is.

4.2.9. Példa (Ortogonilis izometridk). Vélasszunk az E euklideszi af-
fin térben egy tetszéleges O € FE kezd&pontot, és ezéltal (az affin geomet-
riabdl megismert ,vektorizdlds” utjan) azonositsuk E-t az Eo vektortérrel,
illetve magédval V-vel. Ha f € O(V) tetszoleges ortogonahs linedris transz-

formdcié, akkor A, B € E-re p(f(A) = f(A )|| = ||L(f )(1@)” =
= ||f(?)|| = ||AB|| = p(4, B) mutatja, hogy I 1zometrla.
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Mind a[f.2:8beli, mind a[d:2.9}beli példdk olyan izometridk, amelyek egytittal
affin transzformacidk az F euklideszi térben. Ezek felhasznalasaval konnyen
meggondolhaté példaul, hogy E-ben barmely két egyenl6 dimenziéji affin
altér egybevago.

Az alabbi tétel a linedris algebra nyelvén jellemzi F izometridit, és a 6 tar-
talma az, hogy F barmely izometriaja affinités.

4.2.10. Tétel. Egy euklideszi tér izometriai pontosan azok az affinitasok,
amelyeknek a linearizaltja ortogonalis.

Bizonyitds: Tegyiik fol eldszor, hogy f € Aff (E) és L(f) € O(V). Egy E-
beli ortonormalt koordinatarendszer kivalasztasaval feltehets, hogy E = R,
Miutén f affinités, f(x) = Ax+b (x € R?) alakban frhaté, ahol A = L(f) €
€ O(d) és b € R, Ekkor f az A &ltal 1étesitett ortogonalis izometria és a b
vektorral torténd eltolas kompozicidja, tehat f izometria.

A forditott irdny bizonyitdsdhoz legyen adott az f € I(FE) izometria. Vi-
lasszunk F-ben egy tetszbleges Ay € E kezd&pontot és jeloljiikk t-vel az
f(Ap)Ag vektorral torténd eltoldst. Ekkor a g = ¢ o f izometridnak Ay fix-
pontja. Azt akarjuk beldtni, hogy g € O(E4,).

Viélasszunk E-ben egy Ag kezd6pontu ortonormadlt koordindtarendszert, azaz
az Ay, As, ..., Aq pontokat dgy, hogy az AgAy, AgAs, ..., AgAy vektorok
ortonormdlt bézist alkossanak V-ben. Legyen B; = g(A4;) (i = 1,2,...,d).
Allitjuk, hogy az AgBi, AgBo, ..., AgBg vektorok is ortonormélt bazist al-
kotnak V-ben. Ehhez azt tudjuk kihasznalni, hogy két egységvektor pontosan
akkor meréleges, ha kozos kezdOponti reprezentansaik végpontjai egyméds-
t6l v/2 tavol vannak. Valéban, g tévolsigtarté volta miatt egyrészt minden
i-re p(Ao,BZ) = ,O(g(Ao),g(A,)) = p(A(),A,L') = 17 masrészt i 7& ] esetén
p(Bi, Bj) = p(g(Ai), g(Ay)) = p(Ai, A;) = V2.

Létezik tehdt olyan h € O(E,,) ortogonélis linedris transzformécid, amely az
utébbi ortonormalt bazist az el6bbibe viszi. Ekkor h € I(E) olyan izometria,
amelyre h(Ag) = Ao és h(B;) = A; (i = 1,...,d). Allitjuk, hogy hog =
= idg. Innen mar valéban kovetkezik, hogy g ortogonalis izometria (hiszen a
h ortogondlis izometria inverze), tovdbba innen a tétel dllitdsa is kovetkezik,
hiszen f = t71 o g affinitds, amelynek (az E4, = V azonosftds utén) g a
linearizaltja.

A j=hog e I(E) izometridra j(A4;) = A; (1 =0,1,...,d) teljesill, azaz j
egy E-beli affin bazis minden pontjat helyben hagyja. Ekkor az aldbbi lemma
szerint j csak az identikus leképezés lehet. A lemmadt felhaszndlva tehat a
tételt bebizonyitottuk. O

4.2.11. Lemma. Tegyiik fel, hogy az E euklideszi tér valamely j € I(E)
izometridja fixen hagy egy E-beli affin bazist. Ekkor j = idg.
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Bizonyitas: Miutdn valamely pontnak és e pont j-képének a fixen maradd
pontoktol mért tavolsidgai rendre egyenlok, tulajdonképpen azt kell bebizo-
nyitanunk, hogy a tér barmely pontjat egy rogzitett affin bazis elemeitdl mért
tavolsagainak a rendszere egyértelmiien meghatarozza.

A koordinatarendszer alkalmas megvalasztasaval feltehetjiik, hogy E = R?
és a széban forgo affin bazis az origét tartalmazza; alljon tehat az affin béazis

az ag, ai, ..., ag pontokbdl, ahol ag = 0. Tegyiik fel, hogy valamely x,y €
€ Rire p(x,a;) = p(y,a;) (i =0,...,d). Az i = 0 esetben ez azt jelenti,
hogy ||x[| = [ly|l, ¢ > O-ra pedig ||x — a;|| = ||y — a;||. Négyzetre emelve és
atrendezve
(x—a) (x—a) = (y—a) (y—a)
Ix[? = 2x-a; + flaill* = |yl =2y -a; + |
X-a;, = y-a;
(x-y)-a, = 0

adodik minden ¢ = 1,2, ..., d-re. Eszerint az x —y vektor merdleges egy bazis
minden elemére a V euklideszi vektortérben, igy csak O lehet. O

4.2.12. Kévetkezmény. Az E euklideszi tér eltoldsai norméalosztét alkotnak
az I(E) csoportban, amely szerint vett faktorcsoport az O(V') ortogondlis
csoporttal izomorf.

Bizonyitds: Valéban, az L : Aff (E) — GL(V) linearizélé homomorfizmust
az I(E) részcsoportra megszoritva sziirjektiv I(E) — O(V') homomorfizmust
kapunk, amelynek a magja az eltolasokbdl all. O

4.2.13. Definicié (Szemidirekt kiegészits, szemidirekt szorzat). Te-
gyiik fel, hogy N norméloszté a G csoportban. Azt mondjuk, hogy a H < G
részcsoport az N egy szemidirekt kiegészitéje, ha NN H = {1} és NH =
= @G. llyenkor G-t az N és a H szemidirekt szorzatdnak nevezziik és erre a
G = N x H jelolést hasznaljuk. (Kénnyen ldthatd, hogy a direkt kiegészité,
illetve a direkt szorzat fogalmat kapjuk abban a speciilis esetben, amikor H
is normaéloszté.)

Megjegyezziik, hogy — a direkt szorzat esetétdl eltéréen — a szemidirekt szorza-
tot az N és H onmagukban nem hatarozzak meg egyértelmiien; ugyanabbdl
az N-bél és H-bdl altalaban tobbféle, egymassal nem izomorf szemidirekt
szorzatot lehet elééllitani. Ezek egyike a direkt szorzat.

4.2.14. Kovetkezmény. Az I(E) csoportban az eltoldsok normdlosztdja-
nak létezik szemidirekt kiegészitGje, amely az O(V') ortogondlis csoporttal
izomorf.
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Bizonyitas: Valéban, tetszoleges O € FE pont rogzitésével kijelolhetjik az
O(Eo) < I(E) részcsoportot, amelyet L izomorfan képez O(V')-re. Az O(Ep)
részesoport nyilvan csak a trividlis eltoldst tartalmazza, tovabbd a[4.2.10] Té-
tel alapjan barmely izometria egy O(Ep)-beli elem és egy eltolas kompozici-
dja. O

Megjegyzések. (1) Léthat6, hogy barmelyik O € E pont kiszemelésével egy-
arant szemidirekt kiegészit6hoz jutunk, azaz nincsen egyértelmi ,természe-
tes” valasztas a kiegészitd részcsoport konkrét megadasakor. Ez a jelenség
szoros Osszhangban van azzal, hogy a kiegészité nem normadloszté, hanem
csak részcsoport. Konnyen meggondolhaté ugyanis, hogy az O(FEp) alaki
részcsoportok mind egymads konjugaltjai az I(F) csoportban.

(2) Erdemes feltérképezni az I(E) csoport szerkezetét egy ilyen szemidirekt
felbontés segitségével. Legyen E = R? és O = 0 az origé. Ekkor I(R?) =
= R? x O(d) és barmely f € I(RY) izometria egyértelmiien frhaté f(x) =
= Ax + b alakban, ahol A € O(d) és b € R Feleltessiik meg f-nek az
(A,b) pért, ezaltal bijektiv kapcsolatot létesitettiink I(R?) és az O(d) x
x R? szorzat kozott. (Az utébbit nem csoportok direkt szorzataként, hanem
csak a két halmaz Descartes-szorzataként fogjuk fel.) Ennek a bijekcidonak
az tjan az I(R%)-beli csoportstruktira az O(d) x R? szorzatot csoporttd
teszi. Meghatdrozzuk a szorzds miiveletét, azaz (A1, b1), (Aa,ba) € O(d) X
x R? esetén az (A1, by) - (Az, by) szorzat komponenseit. Legyenek f; és fo a
megfelel6 izometriak, ekkor

(fl o fg)(X) = Al(AQX + bg) + b1 = A1A2X + Ale -+ bl,

Vagyis (Alvbl) . (Ag,bg) = (AlAg,bl + Albg). LétSZik, hOgy a masodik
komponensben megjelené A; szerepe miatt ez a csoportmiivelet eltér a direkt
szorzatban hasznalatos miivelettol.

4.2.15. Példak. Tobb, az algebrai vagy geometriai tanulméanyainkbdl ismert
csoport ad tovabbi példakat szemidirekt szorzatra: a D,, = Z, % Zy diéder-
csoport, az S, = A, X Zy szimmetrikus csoport, barmely (X, V, ®) affin tér
esetén az Aff (X) = V x GL(V) affin csoport, az O(d) = SO(d) x Zsy or-
togonalis csoport (1. . A Tétel kovetkezményeként beszélhetiink
az E euklideszi tér irdnyitdstarté izometridinak I (E) = I(E) N AffT(E)
csoportjardl; nyilvan barmely X véges dimenzi6s valés affin térre Aff* (X)=
=V x GLT(V) és barmely E euklideszi térre IT(E) = V x SO(V), ahol
GLT(V) a pozitiv determindnsi V' — V linedris leképezések csoportja, az
SO(V) = O(V)NGLT (V) csoport pedig a V euklideszi vektortér iranyitds-
tarté ortogonalis transzformaécioibol all.
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4.3. Alterek, merdlegesség, szog, tiikkrozések

Barmely euklideszi affin térben barmely affin altér maga is euklideszi térré
valik a skalaris szorzat lesziikitése utjan.

4.3.1. Definicié (Ortogondlis komplementer). Legyen S affin altér az

E euklideszi térben, és legyen U = ? < V. Az U linedris altérnek a V
euklideszi vektortérben képezett U+ komplementerét az S ortogonalis komp-
lementerének nevezziik, és a tovabbiakban erre is az St jelolést hasznaljuk.
Nyilvdnvaléan érvényes az (S+)+ = U egyenl6ség.

Vegyiik észre, hogy euklideszi térben egy altér ortogonalis komplementere
nem valamely jol meghatarozott altér ugyanabban a térben, hanem csak al-
terek egy parhuzamossagi osztalydnak felel meg. Ha az ortogonalis komple-
mentert mint egyetlen konkrét alteret kivanjuk megadni, akkor az eddigieken
tilmenden még legalabb egy pontjat is el kell irnunk.

Ha FE, és E5 euklideszi terek, akkor a V7 és Vs euklideszi vektorterek V' orto-
gonalis direkt Osszege euklideszi térré teszi az E = E; X Fy direkt szorzatot.
Ekkor tetszéleges A; € Ey és As € Eo pontokat kiszemelve E;p x {As} és
{A1} x E5 ortogondlis komplementer irdnyd affin alterek E-ben.

4.3.2. Definicié (Irdnyvektor, normalvektor). Ha L C E egyenes, akkor

az egydimenziés L C V linedris altér tetszoleges generatorelemét L irany-
vektoranak nevezziitk. Ha pedig H C E hipersik, akkor H normalvektoran az
egydimenziés H+ C V linedris altér tetszdleges u generatorelemét (azaz H*
irdnyvektorat) értjiik. Ha ||u|| = 1, akkor normélis egységvektorrdl beszéliink.
Tegyiik fel, hogy H valamely s € E* affin forma zérohalmazaként all eld.
Vegyiink fel E-ben egy ortonormalt koordindtarendszert, ekkor s az s(x) =
=a1x1 + ...+ aqxq + b alakban irhaté (azaz a H hipersik egyenlete ajx1 +
+...+aqxq+b=0). Ekkor az u = (a1, ..., aq) vektor H-nak normalvektora.

4.3.3. Definicié (Ortogondlis vetités, ortogondlis szimmetria). Le-
gyen S C F affin altér, amelynek az U linedris altér az irdnya, azaz U = 5 <
< V. Az S altérre torténé ortogonalis vetitésnek (vagy merdleges vetitésnek)
nevezziik az UL irdnyt p : E — S affin vetitést.

Az S altérre vonatkozé ortogonalis szimmetridnak nevezziik az UL irdnyt og :
: B — E affin szimmetriat. Egy S-ben felvett origoval torténé vektorizalas
ttjan rogton lathaté, hogy og € I(E). Nyilvan 0% = idg.

Az alabbi allitds az ortogonalis vetités fontos tdvolsaggeometriai jellemzését
mondja ki, bizonyitdsahoz csak annyit kell felidézni, hogy derékszogli harom-
szogben az atfogd hosszabb a befogdknal.
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4.3.4. Allitas. Legyen S C E affin altér és legyen B = p(A) € S az A €
€ E pont ortogondlis vetiilete S-en. Ekkor barmely C € S, C # B pontra
p(A, B) < p(A,C). Tehdt B az egyetlen olyan S-beli pont, amelyre p(A, S) =
= p(4, B). O

4.3.5. Definicié (Egyenes és affin altér merélegessége, szoge). Legyen
L C FE egyenes, S C F affin altér, dim S > 1. Azt mondjuk, hogy L és
S merélegesek (jelben L L S vagy S L L), ha az T és < V lineéris
alterckre I < (?)L (illetve, ezzel egyenértékii médon, ha Kl < (?)l)
teljesiil. Két egyenes nyilvan akkor és csak akkor meréleges, ha vy, illetve vy
iranyvektoraikra vive = 0.

Az E-beli Ly és Ly egyenesek <t(Lq, L) sz6gén az irdnyvektoraik dltal bezdrt
két lehetséges (egymadst m-re kiegészitd) szog koziil a nem nagyobbat értjiik.
Két egyenes pontosan akkor parhuzamos, ha a szogiik 0, és pontosan akkor
mer6leges, ha a szogiikk /2.

Legyen L C FE egyenes, S C FE affin altér, dim S > 1. Ertelmezziik L és S
sz0gét a kiovetkezd médon. Ha L L S, akkor <(L, S) = w/2. Ha L és S nem
mer6leges, akkor az S-re térténé ortogonalis vetitésnél L képe egy L’ egyenes,
fgy L és S szogét definidlhatjuk az <(L,S) = <(L, L") egyenldséggel.

Az alabbi allitds tekintheto a Allités szogekre vonatkozo6 analogonjanak.

4.3.6. Allitas. Legyen L C E egyenes, S C E affin altér. Ha L L S, akkor
L merdleges az dsszes S-ben fekvs egyenesre, ha pedig L nem merdleges S-re
és M olyan S-ben fekvs egyenes, amely nem parhuzamos L-nek az S-beli
vetiiletével, akkor <(L,S) < <(L, M).

Bizonyitas: A merSlegesség esete magatdl értet6ds. Egyébként pedig szorit-
kozhatunk V-nek arra a haromdimenziés alterére, amelyet az L-hez, az L
vetiiletéhez és az M-hez valasztott irdnyvektorok feszitenek ki. Ezeket az
irdnyvektorokat valaszthatjuk olyan moédon, hogy paronként legfeljebb de-
rékszoget zarjanak be. A széban forgdé haromdimenziés altérnek az egység-
gémbjén az irdnyvektorok derékszogli gombharomszoget jelolnek ki. A gémbi
szinusztételbdl egyszeriien kovetkezik, hogy barmely olyan derékszogli gomb-
haromszogben, amelynek az oldalai legfeljebb /2 hosszisaguak, az atfogd
hosszabb barmelyik befogéjanal. Ez éppen a bizonyitandé egyenlétlenséget
jelenti. O

Megjegyzések. (1) Az alterek (vagy vektorok) viszonydra vonatkoztatva az
wortogonalis” és a ,merdleges” jelzéket egymas szinonimdiként hasznalhatjuk.
(2) A merdlegesség és a szog fenti definicigjdban kézémbos, hogy a széban
forgo két altér metszi-e egymdst. A szog nyilvan valtozatlan marad, ha a két
alteret (nem feltétleniil egyenld vektorokkal vett) eltoltjaikkal helyettesitjiik.
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(3) Ugyanezzel a médszerrel egyenes és affin altér helyett két tetszdleges affin
altér esetére is értelmezhetnénk a merdclegesség fogalmat. Ezzel az un. totali-
san merOleges alterek definiciéjat kapnank, ami nem egyezik meg mindenben
a merdlegességrél alkotott intuitiv képiinkkel (példdul haromdimenziés tér-
ben két sik nem lehetne merdleges).

(4) Két tetszbleges affin altér esetében a koztiik fellépd szog fogalmén nem
pusztan egyetlen szamszeri mennyiséget szokds érteni; a pontos definiciétol
itt eltekintiink. Céljainknak megfelel a szog fogalmanak bevezetése azokban
a specialis esetekben, amikor a két affin altér egyike egyenes, vagy pedig
mindketté hipersik.

4.3.7. Definicié (Affin altér és hipersik merélegessége, két hipersik
szoge). Legyen d > 2 és legyenek Hy és Hy hipersikok E-ben. Azt mondjuk,
hogy H; és Hy mer6leges hipersikok (jelben Hy; L Hj), ha a V euklideszi
vektortérben H;t < 17; (illetve ezzel egyenértékii mdédon, ha fT;L < 17;)
teljestil.

Ezt a definiciét kézenfekvé mddon ki lehet terjeszteni tetszoleges affin altér
és hipersik esetére: az S affin altér meréleges a H hipersikra (jelben S L H),
ha H+ < ?

Ha H;, Hy C E tetszOleges hipersikok, valasszunk tetszoleges Ly,Lo; C E
ortogondlis komplementer egyeneseket Hi-hez, illetve Ho-hoz. Ezekre Ly L
1 Ly pontosan akkor all fonn, ha H; | Hs. Altaldban pedig értelmezziik Hy
és Hy szogét a <(Hy, Hy) = <(L1, La) egyenléséggel. Két hipersik nyilvdn
akkor és csak akkor merdleges, ha u; és us normalvektoraikra uyuy = 0.
Ugyanezt a <t{(Hy, H) szoget a kovetkez6képpen is lehet értelmezni. Ha Hy ||
|| Ho, akkor <((H7, Hy) = 0. Egyébként valasszunk My, illetve My ortogonalis
komplementer altereket a Hy N Ho altér szamara a Hy, illetve a Hs altérben.
Ekkor dim M; = dim My = 1 és <(Hy, Ha) az My és My egyenesek szo-
gével egyenld. (Ez rogton ldtszik példdul a Hy N Hy altér E-re vonatkozd
(2-dimenziés) ortogondlis komplementerére torténd ortogondlis vetités segit-
ségével.)

4.3.8. Allitas. Az euklideszi tér barmely izometridja megérzi a ben és
4.3.7-ben definialt szogeket.

Bizonyitas: Az izometridk linearizéltja ortogondlis, tehat vektorok szogét
megtartja. Ezért az allitds rogton kovetkezik abbdl, hogy a széban forgd szo-
geket vektorok szogén keresztiil definidltuk. O

4.3.9. Definicié (Tiikr6zés, linedris tiikrozés). Ha H C E affin hipersik
E-ben, akkor a oy ortogondlis szimmetriat (1. [4.3.3)) H-ra vonatkozé tiikrs-
zésnek nevezziik. A oy tikkrozést linedris titkkrozésnek mondjuk, ha E =V és
0cH.
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Rogzitett H mellett oy az egyetlen olyan nem-identikus izometria FE-ben,
amely a H hipersikot pontonként fixen hagyja. Ez abbdl lathaté, hogy egy
ilyen izometria linearizéltjanak a H+ egydimenzids alteret kell ortogonélisan
onmagara képeznie.

Megjegyzés. A szakirodalomban el6fordul, hogy tiikrézésnek nevezik a og or-
togonalis szimmetridt tetszéleges S affin altér (nem csak hipersik) esetében.
Mi a tiikrozés szét fenntartjuk a hipersikra vonatkozé tiikrozés megnevezé-
sére. Ez aldl kivételt csak a két- és hdromdimenziés geometriaban tesziink,
ahol hagyoményosan kozéppontos tiikrozésnek nevezik az egypontu altérre
vonatkozo affin szimmetriat.

4.3.10. Példa. Ha H linearis hipersik a V' euklideszi vektortérben és u nor-
mélis egységvektor H szamara (azaz H = ul és ||u| = 1), akkor a og
leképezést a

ocg(x) =x—2(ux)u (xeV)

formula adja meg. Ez rogton lathaté abbdl, hogy az (ux)u vektor az x vektor-
nak a H hipersikra merd6leges komponense. A formula segitségével kozvetlen
szamolassal is konnyen ellendrizhetd, hogy o megdrzi a vektorok skalarnégy-
zetét, ahonnan alapjén oy € O(V) kovetkezik.

4.3.11. Allitas. Az I(E) csoportban

(1) bdrmely tiikrozésnek bdarmely csoportelemmel vett konjugdltja szintén
tiikrozés, tovabba

(2) bdrmely két tiikrézés konjugdlt; pontosabban, ha Hy, Hy C E hipersi-
kok és az f € I(E) izometriandl f(Hy) = Ha, akkor oy, = fooy,of 1.

Bizonyitds: (1): Legyen H tetsz6leges hipersik E-ben, és tekintsiik az f o
oo o f~! izometridt, ahol f € I(E) tetszéleges. Ez az izometria pontonként
fixen hagyja az f(H) hipersikot, és nyilvan kiilonbozik az identitdstdl, ezért
am Definiciét kovetd észrevétel szerint a o (g tiikrozéssel azonos.

(2): Az (1) 4llitas bizonyitasa egyuttal (2)-t is adja. O

Ennek a szakasznak a hétralevé részében megmutatjuk, hogy a titkrozések
generatorrendszert alkotnak az I(F) csoportban (1. . Ehhez el8szor egy
elemi geometridbdl ismerds konstrukeidt dltalanositunk, ami maga utdn vonja
elegendden sok tiikrozés 1étezését.

4.3.12. Allitds. A,Bc€ E, A+ BeseténaH = {P € E : p(P,A) = p(P, B)}
halmaz hipersik E-ben, amelynél oy (A) = B.
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Bizonyitéds: Legyen x : E — RY olyan ortonormélt koordinatarendszer FE-
ben, amelynél az [A, B] szakasz felezépontja az origéba, A és B pedig a d-edik
koordinatatengelyre esik, példaul x(A) = (0,...,0,a) és x(B) = (0,...,0,—a)
(ahol a # 0). Az x leképezés tavolsdgtartdsa miatt

x(H) = {y e R": p(y,x(4)) = p(y,x(B))}.

Azt akarjuk megmutatni, hogy ez a halmaz az R% ! koordinata-hipersikkal
azonos. Ez a koordinatakkal és a tavolsagokkal torténd kovetlen szamolassal
konnyen ellenérizhetd: y = (y1, ..., yq)-re p(y, X(A)) = p(y7 X(B)) pontosan
akkor érvényes, ha

iR+ A e e =\ + et )2,

azaz ha yq = 0.

Az R4 hipersikra vonatkozé Re-beli tiikrozés nyilvan foleseréli az x(A)
pontot az x(B) ponttal. A konstrukci6 folytdn oy = x~1 0 ogn-1 0 X, ezért
oy (A) =B. O

4.3.13. Definicié (Felez6 merdleges hipersik). A [4.3.12tben értelmezett
H hipersikot az A és B pontok felez§ merdleges hipersikjanak nevezziik.

4.3.14. Tétel. O(V) bdrmely eleme elédllithaté legfeljebb d darab linedris
tiikrozés szorzataként.

Bizonyitds: Azt az er6sebb dllitast bizonyitjuk be, hogy ha a ¢ € O(V)
ortogonadlis transzform&cié identikus egy i-dimenziés U < V altéren, akkor
 eloallithato legfeljebb d — ¢ darab linearis tiikrozés szorzataként. A tétel
ennek az allitdsnak az i = 0 specialis esete.

Teljes indukciét alkalmazunk a k = d — i kodimenzié szerint. A k = 0 eset-
ben ¢ = idy, igy az allitds trividlisan igaz. Tegyiik f6l, hogy k& > 0 és k-nal
kisebb kodimenzié esetére az allitds igaz. Legyen adott egy ¢ € O(V') transz-
formécid, amely pontonként fixen hagy egy U alteret, melyre dimU = d — k.
Valasszunk olyan x € V vektort, amelyre ¢(x) # x, és legyen H az x és
p(x) felez& merdleges hipersikja. Ekkor ¢ tdvolsdgtarté volta miatt U C H.
Igy oy linedris titkrozés, és a oy o p € O(V) kompozicié egy U-nal haté-
rozottan b&vebb altéren identikus (hiszen x-et is fixen tartja). Alkalmazzuk
az indukcids feltevést o o p-re: og o = 01 0... 00y, ahol 7 < k. Innen
@ =0goo0y0...00; legfeljebb k tiikrozés szorzata. O

Megjegyzés. Tiikrozések egy szorzata nyilvanvaléan elemenként fixen tartja
a tiikorhipersikok metszetét, ezért ha ¢ € O(V) fixpontjainak a halmaza i-
dimenzids altér, akkor -t nem lehet (d—i)-nél kevesebb tiikrozés szorzataként
el6allitani.
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4.3.15. Kovetkezmény. I(F) bdrmely eleme elééllithaté legfeljebb d + 1
darab tiikrozés szorzataként.

Bizonyitds: Legyen f € I(E) tetsz6leges. Vegyiik észre, hogy ha f-nek van
fixpontja, akkor egy fixpontot origénak valasztva vektorizaldssal [£.3.14-bdl
kovetkezik, hogy méar d tiikrozés is elegend6. Ha nincs fixpont, akkor egy
tetszbleges A € E pontot kiszemelve tekintsiik az A és f(A) pontok H felezd
meroOleges hipersikjat, és alkalmazzuk az el6z6 észrevételt a oo f izometriara,
amelynek az A pont fixpontja. O

Megjegyzés. Miutan a tiikrézések irdanyitasvaltdk, a 4.3.15-beli eldallitdasban
paros sok tiikrozésnek kell szerepelnie, ha a transzformaécié iranyitastarté, és
paratlan soknak, ha iranyitasvalto.

4.4. Az izometriadk szerkezete és osztalyozasa

Az euklideszi tér izometridit koordindtdsan, métrixok felirdsdaval vizsgdljuk.
Latni fogjuk, hogy a transzforméaciohoz alkalmasan illesztett koordinatarend-
szerben ez a felirds dttekinthetévé valik (1. [1.4.6), és alacsony dimenziéban
elvezet az izometridk geometriai osztdlyozdsdhoz (1. .

Az elemi sik- és térgeometridbdl jol ismert az eltolds, sikban a pont korii-
li forgatds és tengelyes tiikrozés, térben az egyenes koriili forgatas és sikra
vonatkozé tiikrozés fogalma. Késébb (1. tovabbi transzformécié-
tipusokat is bevezetiink.

Eloszor E-ben rogzitiink egy ortonormalt koordinatarendszert, ezéltal felte-
hetjiik, hogy eleve E = R%. Ha f € I(RY) tetszéleges izometria, akkor a
4.2.10L Tétel alapjan f(x) = Ax + b, ahol A € O(d) és b € R%.

Tekintsiik el6szér a d =1 és a d = 2 esetet:
ed=1:
O(1) = {£1} és SO(1) = {1}, igy ha f € I(R), akkor vagy f(z) = x+b
(eltolds b-vel), vagy pedig f(z) = b — z (tiikrozés a b/2 pontra).

e d=2:Ha A € O(2), akkor A oszlopai merdleges egységvektorok, ezért
alkalmas o € R mellett

A—R. - (cosoz —sma) vagy = (cosoz sin & )

sinav  cos« sina —cosa

FEzekrol a matrixokrdl rogton leolvashatd, hogy geometriailag milyen
transzforméciét 1étesitenek R2-ben: forgatést az origd koriil o szoggel,
illetve titkrozést az origén dtmend «/2 irdnyszogli egyenesre.
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Az éltaldnos esetben — amikor d tetszéleges — felidézziik az ortogondlis transz-
formécidk invarians altereirdl szdlo linedris algebrai tételt:

Egy euklideszi vektortér tetszélegesen adott ortogonalis transzformacidja ese-
tén a vektorteret fel lehet bontani legfeljebb 2-dimenziés invaridns alterek
ortogonalis direkt Osszegére.

4.4.1 Kovetkezmény. Barmely ortogonalis transzformacié matrixa alkal-
mas ortonormalt bazisban a kovetkezdé alaku:

R,

P

-1

Itt a 2 x 2-es R, forgatési blokkokon és az atlobeli £1 elemeken kiviil minden
matrixelem zérus. Ez az alak a blokkok és a +1 atléelemek sorrendjétdl elte-
kintve egyértelmii, ha megkoveteljiik, hogy mindent =1,...,p-re 0 < o; < 7
legyen. O

Ha a dimenzié 3, akkor forgatési blokkbdl legfeljebb egy szerepelhet. Aszerint,
hogy a fennmaradé diagonalis elem 1 vagy —1, tengely koriili forgatast, vagy
forgatds és a tengelyre merdéleges sikra torténd tiikrozés kompoziciéjat kapjuk.

4.4.2. Definicié (Forgatva tiikrézés). A 3-dimenziés euklideszi térben for-
gatva tiikrozésnek nevezziik valamely tengely koriili nem-identikus forgatés-
nak és egy a tengelyre merdleges sikra torténo tiikrézésnek a kompozicidjat.
A két kompondlandé transzforméacié sorrendje koz6mbos; kénnyen lathato,
hogy meréleges sik és tengely esetében ez a két izometria felcserélhetd. Bar-
mely forgatva tiikrozésnek egyetlen fixpontja van. A kézéppontos tiikrozések
is tekinthetok forgatva tiikrozésnek, ilyenkor a forgatasi szog w. Vegyiik észre,
hogy a kozéppontos titkrozés esetétol eltekintve a forgatva tiikrozés a tenge-
lyét és a sikjat egyértelmiien meghatdrozza (ugyanis ilyenkor a tiikorsik az
egyetlen invaridns sik).

4.4.3. Koévetkezmény. Az O(3) csoport minden (identitdstdl kiilonbézs)
eleme vagy origon atmené tengely koriili forgatéds, vagy origon atmend sikra
vonatkozo tiikrozés, vagy pedig forgatva tiikrozés.
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Bizonyitds: Ha a determindns pozitiv (azaz SO(3) egy elemérdl van szd),
akkor a [f4.T}beli felirdsban vagy p = 1 és a fennmaradd diagondlis elem 1,
vagy pedig p = 0 és a diagonélis elemek kozott egy darab 1 és két darab —1
szerepel. Mindkét esetben tengely koriili forgatasrol van szo.

Tegyiik fol, hogy a determindns negativ. Ha p = 1, akkor a fennmaradé dia-
gonalis elem —1, {gy forgatva tiikkrozést kapunk. Ha p = 0, akkor a diagonalis
elemek koziil vagy egy, vagy mindhdrom —1, az els6 esetben sikra vonatkozo,
a masodikban koézéppontos tiikrozésrdl van szé. O

A kovetkez6kben megéllapitjuk, hogy az euklideszi tér adott izometridjat egy-
értelmiien lehet felbontani egy hozza ,a leheté legjobban illeszked&” ortogo-
ndlis linedris transzformécié és egy eltolds szorzatdra. (Eltoldsra csak akkor
lesz sziikség, ha a transzformacionak nincs fixpontja, hiszen egy fixpontot
origénak vélasztva a transzformdcié rogton ortogondlissd tehetd.) Ehhez az
eljarashoz nem célszerti elére rogziteni a koordinatarendszert, ezért most nem
is hasznalunk koordinatékat.

4.4.4. Definicié (Fix (g)). Az E euklideszi tér tetszbleges g € I(FE) izomet-
ridja esetén Fix(g) = {A € E : g(A) = A} a g fixpontjaibdl &llé halmaz.
Vektorizdlassal régton ldthatd, hogy ha Fix (g) # 0, akkor Fix (g) affin altér
E-ben.

4.4.5. Lemma. Ha V euklideszi vektortér, akkor barmely ¢ : V — V ortogo-
nalis transzformdciondl V' eléall mint a Ker (¢ —idy ) altér és az Im (¢ —idy )
altér ortogonalis direkt Osszege.

Bizonyitas: A két altér dimenzidjanak az Gsszege egyenlé V dimenzidjaval,
ezért elegendd az ortogonalitdst ellendrizni. Legyen x € Ker (¢ — idy) és
y €V, ekkor x- (o(y) —y) =x-p(y) —x-y = ¢(x) ¢(y) —x-y=0. O

4.4.6. Tétel (Az izometridk természetes felbontdsa). Bdrmely f €
€ I(F) izometridhoz egyértelmiien taldlhaté olyan v € V vektor és olyan
g € I(E) izometria, hogy

(1) X = Fix(g) # 0.
(2) ve X és
(3) f=tyog, aholt, jeldli a v vektorral térténd eltoldst E-ben.

Bizonyitds: Alkalmazzuk a Lemmét a ¢ = L(f) : V — V ortogonalis
transzforméciora. Valasszunk egy tetszéleges A € F pontot és bontsuk fel az

Af (A) vektort a lemma szerinti meréleges komponensekre: Af(A) =v + w,
ahol ¢(v) = v és w € Im (¢ — idy ). Legyen végiill g =t_y o f.
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Allitjuk, hogy v és g cleget tesz a tétel kdvetelményeinek. A konstrukei6 miatt
w = p(z) — z valamilyen z € V vektorral. Tekintsiik a B = t_,(A) pontot,
ezzel

Bf(B) = BA+ Af(A) + JA)f(B) =z + (v + ¢(z) —2) + p(~2) = v,

——— ey
ahonnan egyrészt adédik, hogy g(B) = B, azaz B € X, masrészt f(B)f(f(B))

= w(Bf(B ) = ¢(v) = v miatt g(f(B)) = f(B), azaz f(B) € X, és igy
v e X is kovetkezik.

A felbontés egyértelmiiségének igazolasahoz tegyiik {61, hogy f = ty, 0 g1 és
f = ty, 092 a tétel szerinti felbontdsok. Legyen mint elébb ¢ = L(f), és jelolje
U aKer (p—idy) alteret V-ben. Ekkor egyrészt vi,ve € U, masrészt L(gy) =
= L(g2) = ¢ miatt a hozzdjuk tartozé X; és X, alterekre X; = Xy = U,
ahonnan X || X5. Miutén g, az X alteret, go az X5 alteret pontonként fixen
tartja, az ezekhez képest ortogonélis komplementer allast alterek, azaz az U+
irdnyd affin alterek mind invarians alterei g;-nek is és go-nek is. De akkor a
tyvi—vos = 92007 L eltoldsnak is invaridns alterei, azaz vi — vo € UL, Viszont
vi, vy € U, ezért csak vi = vy lehet, ahonnan végiil g; = go kovetkezik. [

Megjegyzések. (1) Kénnyen 14thatd, hogy ¢, 0 g = g o ty.

(2) Az f izometria egyértelmiien meghatdrozza az X affin alteret. X-et az
f tengelyének szokdas nevezni. Nyilvan X maximalis olyan affin altér F-ben,
amelyet f onmagaban eltolassal mozgat. Ha f-nek van fixpontja, akkor persze
g=fés X =Fix(f).

(3) A tengely ismeretében meghatdrozhaté, hogy f-et minimdlisan hdny tiik-
rozés szorzataként lehet eloallitani:

d — dim X, ha f-nek van fixpontja,
d —dim X + 2, ha f-nek nincs fixpontja.

4.4.7. Kévetkezmény. Barmely f € I(E) izometria alkalmas ortonormalt
koordindtarendszerben f(x) = Ax + b alakd, ahol az A métrix a[4.4.1-ben
leirt alaku, és a b vektornak csak azok a koordinatai lehetnek zérustdl kiilon-
bozbk, ahol az A matrix atléjaban 1-es szerepel.

Bizonyitas: A koordinatarendszert valasszuk ugy, hogy az origé illeszkedjen
f tengelyére, és a szerinti g ortogondlis transzforméciéhoz valasszuk a

A4l beli bazist. O

4.4.8. Definicié (Csusztatva tiikrézés, csavarmozgds). Csusztatva tiik-
rozésnek nevezziik egy tetszoleges, legalabb 2-dimenzids euklideszi tér olyan
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izometriajat, amely elGall egy hipersikra vonatkozé tiikrézésnek és egy a hi-
persikkal parhuzamos nemzérus vektorral torténé eltolasnak a kompozicidja-
ként.

Csavarmozgast csak a 3-dimenzids euklideszi térben értelmeziink : egy egyenes
koriili nem-identikus forgatasnak és egy a tengellyel parhuzamos nemzérus
vektorral torténd eltolasnak a kompozicidjat nevezziik igy.

Koénnyen lathato, hogy mindkét esetben a két komponalandé transzformacié
felcserélhet, tovabba hogy mind a cstsztatva tiikrozés, mind a csavarmozgas
egyértelmiien meghatarozza ezeket a komponenseit.

4.4.9. Kovetkezmény. Az euklideszi sikon barmely izometria eltolds, tiik-
rozés, csusztatva tiikrozés vagy pont koriili forgatds. A haromdimenzios euk-
lideszi tér barmely izometriaja eltolas, tiikrozés, csusztatva tiikrozés, egyenes
kortili forgatas, csavarmozgds vagy forgatva tiikrézés. Ha az identikus transz-
formaciotol eltekintiink, akkor ezek a transzformaciotipusok diszjunktak.

Bizonyitas: Adott f izometridhoz tekintsiik a 4.4.6. Tétel szerinti X alteret
és v vektort. A dim X = 3,2,1,0, illetve a v. = 0 és v # 0 lehetGségeket
attekintve a felsorolt esetek adddnak. O

Megjegyzés. Iranyitéssal ellatott sikban a pont koriili forgatasok szoge eldje-
lesen értelmezheto, és értéke modulo 27 valés szam. Iranyitassal ellatott ha-
romdimenzids térben a forgdstengely iranyitasara is sziikség van ahhoz, hogy
az egyenes koriili forgatds szogének eléjelet tulajdonithassunk (a ,, jobbkéz-
szabdly” segitségével). Tehat az irdnyitott térbeli irdnyitott egyenesek koriili
forgatasok szoge a sikbeli esethez hasonléan modulo 27 valds szdm. Az, hogy
a forgatas szogét eldjelesen tekintjiik-e vagy sem, a csoportbeli konjugéltsig-
gal is kapcsolatban van. Tekintsiik példdul az R,, Rg € O(2) forgatdsokat.
Ezek akkor és csak akkor konjugdlt elemek az O(2) csoportban, ha a = £+
(modulo 27). Viszont az SO(2) részcsoportban pontosan akkor konjugdltak,
ha egyenlék (hiszen SO(2) kommutativ), azaz ha o = 8 (modulo 27).

4.5. Az ortogonalis csoportok szerkezete

Az euklideszi vektorterekhez tartozd ortogonélis csoportok mind algebrai,
mind topoldgiai és geometriai szempontbdl a legérdekesebb matematikai ob-
jektumok kozé tartoznak. Az aldbbiakban attekintjiik legfontosabb tulajdon-
sagaikat. A dimenzié novekedtével ezek a tulajdonsigok egyre nehezebben
feltérképezhetok, ezért legtobb megallapitasunk az alacsony dimenzids ese-
tekre vonatkozik. A harom-, illetve négydimenzids esetben ehhez a kvater-
niok algebrai struktiraja szolgdl hatékony eszkozzel. Rogzitett koordinata-
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rendszerben dolgozunk, ezért konkrétan a standard euklideszi térhez tartozo
O(d) és SO(d) csoportokat vizsgaljuk.

Az O(d) csoport az R¥? = R4 euklideszi tér részhalmaza, ezért topoldgiai
tulajdonsagokat 6rokol a befoglald térbdl. Miutan a métrixmiiveletek folyto-
nos leképezések, O(d) un. topologikus csoport.

4.5.1. Topolégiai észrevételek:

e O(d) kompakt halmaz, hiszen zért és korlatos R% -ben.

e Az O(d) halmaz nem 0sszefiiggd, hiszen det : O(d) — {£1} folytonos
és sziirjektiv leképezés.

o Az SO(d) részcsoport tutszerlien Osszefiiggd. Ezt a beli blokkfel-
bontas segitségével lehet belatni azt felhasznalva, hogy a t — Ry,
(t € [0,1]) folytonos 1t 6sszekoti az <(1) 1

R, matrixblokkal.

O) identikus matrixblokkot az

e Topologikus csoportban egy részcsoport szerinti mellékosztalyok mind
homeomorfak, hiszen a csoportbeli eltoldsok homeomorfizmusok. Emi-
att O(d)-nek két ttszerlien dsszefiiged komponense van, amelyek koziil
SO(d) az, amelyik az egységelemet tartalmazza (a csoport Un. ,egység-
komponense”).

4.5.2. Allitas. O(d) = SO(d) x Zy szemidirekt szorzat.

Bizonyitds: Az SO(d) részcsoport normalosztd, mert az indexe 2. Szemidirekt
kiegészité gyandnt tetszoleges méasodrendii irdnyitdsfordito linedris izometria
vélaszthatd; erre a legkézenfekvObb vélasztds Zo = {I,0pr}, ahol H tetsz6-
leges linearis hipersik. O

4.5.3. Allitas. Az O(d) csoport centruma {+I}.

Bizonyitds: Nyilvan {£I} a centrumhoz tartozik; megmutatjuk a forditott
tartalmazast. Tegyiik f6l, hogy A € O(d) felcserélheté O(d) minden elemével,
igy specidlisan op-val is barmely H linearis hipersikra. Minden x € H-ra
ogAx = Aogx = Ax, azaz Ax € H. Tehat A-nak H invaridns altere. Vi-
szont ekkor A skaldrszorzat-tartdsa miatt HL is invaridns altere A-nak, azaz
H (bérmely) normélvektora A-nak sajétvektora. igy tehat A-nak minden
nemzérus vektor sajatvektora, amibél kovetkezik, hogy A csak skalarmétrix
lehet. Miutan A tavolsagtartd, ez a skalar csak +1 lehet. O

4.5.4. Kévetkezmény. Ha d pdratlan, akkor O(d) izomorf az SO(d) x Zs
direkt szorzattal, ha d paros, akkor nem.
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Bizonyitas: Egy csoportban egy 2 rend részcsoport csak gy lehet normal-
0szt6, hogy a centrumhoz tartozik. Ezért SO(d)-nek akkor és csak akkor van
direkt kiegészitéje O(d)-ben, ha létezik olyan mdsodrenddi elem O(d) cent-
rumdaban, amely nem tartozik SO(d)-hez. Ez az elem szerint csak —I
lehet, és det(—1) = (—1)¢ miatt —I ¢ SO(d) pontosan akkor teljesiil, ha d
paratlan. O

4.5.5. Algebrai észrevételek:

Sorra vessziikk d < 3 mellett az O(d) csoport legegyszeri(ibb algebrai tulajdon-
sagait.

e d=1:
O(1) = {£1} 2 Z,, SO(1) = {1}.

o d=2:

SO(2) Abel-csoport és izomorf a komplex egységkor multiplikativ cso-
portjaval. Az O(2) — SO(2) mellékosztdly csupa mésodrendii elembdl
all.

o d=23:
miatt O(3) = SO(3) x Zs.

4.5.6. Tétel. SO(3) egyszerti csoport.

Bizonyitds: A tétel bizonyitdsdban kulcsszerepet jatszanak SO(3) bizonyos
elemei, mégpedig az egyenesre vonatkoz6 ortogondlis szimmetridk (azaz a
térbeli 7w szogli forgatdsok). A széhasznalat egyszeriisitése végett nevezziik
ezeket félfordulatoknak. Elérebocsatunk harom észrevételt a félfordulatokkal
kapcsolatban.

1. A félfordulatok generdtorrendszert alkotnak SO(3)-ban. Valéban,
szerint SO(3) minden eleme forgatds, és barmely « szogli térbeli for-
gatds el6dll két a tengelyére merdleges sikban fekvd és egymadssal «/2
szoget alkoto tengelytl félfordulat szorzataként.

2. Béarmely két félfordulat konjugélt az SO(3) csoportban. Valéban, ha egy
térbeli f izometria az L egyenest az M egyenesre képezi, akkor az f-fel
torténo konjugélas az L kortili félfordulatot az M koriili félfordulatba
viszi. (Az is rogton latszik, hogy a félfordulatok pontosan a masodrendii
elemek SO(3)-ban, és egy konjugéltosztalyt alkotnak.)

3. Ha SO(3) egy h eleme valamely L egyenest megfordit (azaz h-nak az
L-re valé megszoritdsa kozéppontos tiikkrozés L-en), akkor h félfordu-
lat. Valéban, a w-t6l kiilonboz6 szogii forgatdasok semmilyen egyenest
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nem forditanak meg. (Ugy is okoskodhatunk, hogy a 3 x 3-as (Ra 1)
métrixnak csak o = 7 (mod 27) esetén sajatértéke a —1 szdm.)

Rétériink SO(3) egyszerii voltanak igazoldsdra. Legyen adott egy G <1 .SO(3)
normélosztd. Tegyiik 61, hogy G # 1, azt kell beldtnunk, hogy G = SO(3).
Ehhez elég egyetlen félfordulatot taldlni G-ben, mert akkor a masodik ész-
revétel miatt az Osszes féfordulat G-ben van, és igy az elsé észrevétel miatt
G = S0(3).

Vélasszunk egy f € SO(3) nemtrividlis elemet, ez 4.4.3 miatt forgatds vala-
milyen tengely koriil. Az f alkalmas hatvanyéra dttérve feltehetd, hogy ennek
a forgatasnak a szbge tompaszog. Alh’tjuk, hogy 1étezik olyan L egyenes az
origén at, amelyre f(L) L L. Valéban, valamely v € R? nemzérus vektorra
a v és f(v) altal bezért szog folytonosan fiigg v-tél, felveszi a 0 értéket is (az
f forgdstengelyén), és felvesz m/2-nél nagyobb értéket is (az f tengelyére me-
réleges sikban). Ezért valahol a /2 értéket is felveszi; vdlasszunk egy ilyen
vektort L irdnyvektoranak.

Jelolje g az L egyenes koriili félfordulatot, és tekintsikk a h = f~'ogo
o fog € SO(3) transzforméciét. Ekkor h € G, ugyanis egyrészt f~1 € G,
maésrészt go fog € G, hiszen go fog az f egy konjugaltja és G norméloszto.
Vegyiik végiil észre, hogy a h transzformacié megforditja az L egyenest, ezért
a harmadik észrevétel miatt h félfordulat. O

Megjegyzések. (1) Paratlan d (> 5) esetén hasonld (valamivel bonyolultabb)
médszerrel bebizonyithatd, hogy SO(d) egyszerii csoport.

(2) Péros d estén {+1} < .SO(d) mutatja, hogy SO(d) nem egyszerti.
(3) Az (1)-ben emlitett bizonyitds a d > 6 paros esetben kimutatja, hogy

SO(d)-ben {£I} az egyetlen nemtrividlis norméloszté (azaz SO(d) egyszerii
y,modulo centrum”, v6.[4.5.3). A kimaradé d = 4 esettel kapcsolatban 1. aldbb

a|4.5.13] Kovetkezményt.

4.5.7. Emlékeztetd (A kvaternidk algebrdija)

Megjegyzés. Annak érdekében, hogy a kvaterniok szorzasaval ne legyen Gssze-
téveszthetd, az R1-beli standard skaldris szorzatot most (x,y) jeloli.

e A kvaternidalgebra alaphalmaza a H = R* = R ® R3 négydimenzids
valds vektortér, amelyben a standard baziselemeket az 1,4, j, k jelekkel
jeloljiik.

e A kvaternidk szorzdsa R-bilinedris H x H — H leképezés, amelyet a
béziselemeken az 1z = x, i2 = j2 = k? = -1, ij = —ji = k, jk =
= —kj =i, ki = —ik = j formuldk definidlnak. Ezzel a miivelettel H
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asszociativ algebra R f6lott az 1 egységelemmel. Az egységelem skaldr-
szorosai az R-rel izomorf R1 részalgebrat alkotjak H-ban, amelyet az
x +— x1 izomorfizmus segitségével azonosnak tekintiink a valds szam-
testtel.

e Az i (illetve j, k) kvaterniéval pontosan azok a kvaterniék felcserélhe-
t6k, amelyek 1 és ¢ (illetve 1 és j, 1 és k) linedris kombindciéi.

e Az v = o + x1i + x2j + w3k kvaternié valés részének az xy szdmot,
képzetes részének az x1i + x2j + x3k kvaterniot, konjugaltjanak az * =
= xg — x11 — T2j — x3k kvaterniét nevezziik.

e Az aldbbi formuldk kozvetlen szamolassal kénnyen levezethetok :

Ty = Y7z,
1
(@y) = ;@y+yz) (& fgyaT = (r,2) 20),
[zl = VaT,
eyl =l - llyll,
a,be€R>ra ab = —(a,b)+axb.

(A vektoridlis szorzds értelmezéséhez R3-ban az i, j, k rendezett bazist
—az ben R%vel kapcsolatban tett megéllapodéssal 6sszhangban
— pozitiv irdnyitdsinak tekintjiik.)

e Minden nemzérus H-beli elemnek 1étezik multiplikativ inverze: =1 =

=7/|=|*.
4.5.8. Eszrevételek (A kvaternidk geometriaja)

e Az S3 ={uecH : |u| =1} kvaternié-egységgémb topologikus csoport
a kvaternidk szorzasara nézve.

e S2=8NR?={geH: ¢>=—1}. Barmely ¢ € S?re az 1 és ¢
altal kifeszitett H-beli kétdimenzids altér a komplex szamtesttel izomorf
részalgebra; az izomorfizmust az 1 <> 1, g <> ¢ € C megfeleltetés adja.

e Barmely u € S? elem alkalmas q € S? és ¥ € [0, 7] valasztasdval fel-
irhaté u = cos? + ¢ sin¥ alakban. Ha u # +£1, akkor egyértelmiien
meghatarozza g-t és 9-t.

4.5.9. Definicié (az S* — SO(3) fed6homomorfizmus). Rogzitett u €
€ S3 mellett a ®(u) : H — H, ®(u)(r) = uzu~! leképezés linedris R folott
és normatartd, igy ®(u) € O(4). A valés kvaterniok R < H részalgebrija
pontonként fix, ezért R® = R* invaridns altere ®(u)-nak. Szoritsuk meg
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®(u)-t az R3 altérre, ezdltal kapjuk a ¢(u) € O(3) ortogonalis métrixot.
A ¢ leképezés az u valtozé fiiggvényében folytonos homomorfizmus, igy S3
Osszefiiggd volta miatt ¢ képe nem 1ép ki O(3) egységkomponensébél, SO(3)-
bél (v6. 4.5.1). Ezzel definidltuk a ¢ : S* — SO(3) homomorfizmust.

4.5.10. Lemma. Bdrmely u = cos? + ¢ sin9 € S3 (q € 82,9 ¢ (0,7r))
esetén ¢(u) € SO(3) az Rq irdnyitott egyenes koriili 20 szogii forgatas.
Bizonyitds: ¢(u)q = uqu~"' = (cos ) + ¢ sin?¥) q (cos ¥ — g sin¥) = ¢, emiatt
a ¢(u) forgatds tengelye csak az Rq egyenes lehet.

A forgatds szogének megallapitdsahoz azt kell igazolnunk, hogy a € S2, a L
1 q esetén a x ¢p(u)a = (sin20)q. Az aldbbi szdmoldsokban kihasznaljuk,
hogy a | ¢ miatt ag = —qa = a X ¢, valamint hogy a ¢ vektornak az a
egységvektorra merdleges dsszetevijét (azaz magét ¢-t) az a X (¢ X a) formula

szolgaltatja (1. (0.2.14)):

o(uw)a = (cos?+qsindd)a(cost? — g sindd) =
= acos?¥ — gaq sin® 9 — ag sin Y cosV + ga sin cos ¥ =
a cos 29 4 ga sin 299,
ax ¢u)a = ax(acos2d+qasin2d) =
= ax(qa)sin2y =
= ax(gxa)sin2d =
= ¢ sin2¢. O

4.5.11. Tétel. A ¢ : S* — SO(3) homomorfizmus sziirjektiv, és Ker ¢ = {+
+1}.

Bizonyitas: Ker ¢ azokat az egységkvaternidkat tartalmazza, amelyek minden
kvaterniéval felcserélhetSk, igy afd.5.7 ban tett észrevételek miatt Ker ¢ = {+
+1}. A sziirjektivitds rogton kovetkezik a [4.5.10} Lemmabdl, hiszen SO(3)
minden eleme az origdn athalad6 valamilyen egyenes koriili forgatéas. O

4.5.12. Koévetkezmény. Az S3 csoportban két elem akkor és csak akkor
konjugalt, ha a valés résziik egyenld.

Bizonyitas: Valéban, két elem konjugalt volta pontosan azt jelenti, hogy al-
kalmas u-val ®(u) egyikiiket a mdsikba viszi. A ®(u) alakd transzformécidk
az R3 képzetes hipersikkal parhuzamos affin altereket énmagukban mozgat-
jak, és miatt egy ilyen altéren beliil az dsszes egyenld norméji vektort
végigsoprik. O

Megjegyzés. A [L5.11] Tétel érdekes topoldgiai kovetkezményeket von maga
utén:
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e Az SO(3) topologikus csoport izomorf az S csoportnak a {£1} kétele-
mii normaloszté szerinti faktoraval. Eszerint SO(3) mint topologikus
tér gy allithaté el az S3 gombbél, hogy annak atellenes pontparjait
ekvivalensnek tekintjiik és faktorizalunk ezzel az ekvivalenciarelaciéval.

o A ¢ leképezés kétrétegfi fedése az SO(3) térnek. Miutan S® egyszeresen
Osszefiiggd, ez az SO(3) univerzélis fedése.

e Az SO(3) tér fundamentdlis csoportja kételemii (hiszen az univerzalis
fedés kétrétegii). Tekintsiik barmely rogzitett irdnyitott egyenes koriil a
t-2r (0 <t <1)szogll forgatdsok seregét. Ez olyan hurok SO(3)-ban,
amely a fundamentdlis csoport nemtrivialis elemét reprezentdlja, hiszen
az 1 € S3 pontbél indulé S3-beli felemeltje a Lemma miatt a —1
elemben végzodik, tehat nem hurok.

4.5.13. Definicié (az S3 x S® — SO(4) fedBhomomorfizmus). Rogzitett
(u,v) € 8% x 8% mellett a ¥(u,v) : H — H, ¥(u,v)(x) = uzv—! leképezés
linedris R {6l6tt és normatartd, igy ¢ (u,v) € O(4). (Nyilvan ¢(u) = ¥ (u, u).)
A 4 leképezés az (u,v) véltozd fiiggvényében folytonos homomorfizmus az
S? x S3 topologikus csoportrél az O(4) topologikus csoportba, fgy S® x S3
Osszefiiggd volta miatt képhalmaza az SO(4) egységkomponensben van. Ezzel
definidltuk a 1 : S3 x 8 — SO(4) homomorfizmust.

4.5.14. Tétel . A ¢ : S® x S* — SO(4) homomorfizmus sziirjektiv, és
Kervy = {£(1,1)}.
Bizonyitds: Ha (u,v) € Kery, akkor 1 = t¢(u,v)(1) = uv™! miatt u =
= v. Ekkor viszont ¢(u) = ¥(u,u) miatt u € Ker ¢, és {gy a Tételt
hasznalva u = £1.

A sziirjektivitds igazoldsa céljdbol legyen A € SO(4) tetszOleges. Tekintsiik
az u = Al egységkvaterniét, és definidljuk a B € SO(4) matrixot a Bx =
= u~ ! Ax formuldval. (B valéban SO(4)-beli, mert az u-val térténé balszorzds
normatarté, azaz ortogondlis linedris leképezés, és S sszefiiggd volta miatt
benne van O(4) egységkomponensében.) A definicié folytén Bl = 1, ezért
R? = 1+ invaridns altere B-nek, és B lesziikitése R3-ra SO(3) egy eleme. A
Tétel miatt ez az elem eldéll ¢(v)-ként alkalmas v € S3-mal, ami azt
jelenti, hogy B = ®(v). Ekkor minden z € H-ra Az = uBz = u®(v)(z) =
= wvzv~t = P(uv,v)(z), azaz A = (uv,v). O

4.5.15. Kovetkezmény. Az SO(4) csoportban léteznek a centrumtdl kiilon-
b6z6 nemtrivialis normalosztdk is.

Bizonyitéds: Valéban, az S3 x {1} és {1} xS? direkt szorzanddék 1-nél szdrmazéd
képei ilyenek. O
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Megjegyzések. (1) Ha SO(4)-et mint az S® gémb transzformdcidinak cso-
portjat tekintjiik, akkor a 4.5.14-beli két norméloszté az S3 csoport balszor-
zdsaibdl (azaz az x — ux leképezésekbdl), illetve jobbszorzdsaibdl (az x +— zv
leképezésekbdl) all. A 4.5.14. Tétel szerint ennek a két norméloszténak csak I
és —1I a kozos elemei, valamint az S® gomb barmely irdnyitdstarté ortogonalis
transzformécidja el6all egy balszorzas és egy jobbszorzas kompozicigjaként.
Erre a jelenségre majd visszatériink a[f.8] szakaszban, amikor a hdromdimen-
zi0s gbmbi geometria sajatossagait deritjiik fol.

(2) [4.5.14tbél is hasonlé topoldgiai kovetkeztetéseket vonhatunk le, mint
bél: a ¢ : S3 x S3 — SO(4) homomorfizmus kétrétegfi feddleképe-
zés; itt is S3 x S? egyszeresen Osszefiiggd, ezért ¢ az univerzalis fedés, és
SO(4) fundamentélis csoportja is a kételemfi csoport. (Topoldgiai eszkozokkel
bebizonyithaté egyébként, hogy minden d > 3 esetén SO(d) fundamentélis
csoportja kételemii.)

4.6. Hasonlosag

4.6.1. Definicié (Hasonldsag). Legyenek (X, p) és (X', p’) metrikus terek.
Egy f : X — X’ leképezést hasonlésdgnak neveziink X és X' kozott, ha
bijektiv és minden z,y € X, x # yra a p'(f(2), f(y))/p(z,y) ardny ugyan-
akkora, azaz f tavolsdgardny-tartd. Ha X legaldbb kételemii, akkor f ezt az
aranyt egyértelmiien meghatarozza. Ezt a pozitiv szdmot nevezziik az f ha-
sonldsdg ardnydnak. (Az egyponti metrikus terek kozotti leképezések mint
hasonlésdgok ardnydnak az 1 szdmot tekintjiik.)

Ha X rogzitett metrikus tér, akkor az X-et sajat magaba képez6 hasonld-
sagok csoportot alkotnak a kompozicié miiveletére nézve. Ezt a csoportot
X hasonléségi csoportjanak nevezziik és Sim (X)-szel jeloljitk. Ha Sim (X)
minden eleméhez hozzarendeljiik az ardnyat, akkor a pozitiv valés szamok
multiplikativ csoportjaba képez6é Sim (X) — R4 homomorfizmust nyerjiik.
Ennek a homomorfizmusnak a magja az I(X) izometriacsoport.

Elsésorban az E — E hasonlésdgokat és a Sim (E) csoportot vizsgaljuk,
ahol E euklideszi tér. Ebben az egybevagdsagokrdl mar megismert tételekre
tamaszkodhatunk, ezért a hasonlésagok attekintése nem igényel lényeges 1j
gondolatokat. Két euklideszi térben fekvé ponthalmazt hasonlénak mondunk,
ha 1étezik olyan hasonlésag, amely az egyiket a méasikra képezi.

4.6.2. Példak

e Legyen S971 = {x € R? : ||z|| = 1} az R%beli egységgoémb (d > 1). Az
S?=! metrikus tér hasonlésigai sziikségképpen izometridk (ahogyan ez
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igy van barmely korldtos metrikus térben), azaz Sim (S9~1) = I(S9~1).
Igy tehat a gombi geometridban a hasonlésag fogalmara nincs sziikség.

e Ha F legaldbb 1-dimenzids euklideszi tér, akkor a (£1-t6l kiilonbs-
z6 ardnyt) E-beli homotécidk példaként szolgdlnak olyan hasonléségi
transzformacidkra, amelyek nem egybevigésigok. A Hp) : £ — E
homotécia ardnya |A|.

4.6.3. Lemma. Fuklideszi térben barmely hasonlésag elballithato egy egy-
bevagosag és egy tetszblegesen eléirhato kézépponti homotécia kompozicio-
Jjaként.

Bizonyitds: Legyen X az f € Sim (F) hasonlésdg ardnya. Vélasszunk tetszé-
legesen egy P € FE pontot és tekintsiik a g = Hp /) o f kompoziciét. Ekkor
g€ I(FE) és igy f = Hp ) o g a kivént el64llités. O

4.6.4. Kévetkezmény. Sim (E) = I(F) x R;..

Bizonyitds: Valamely (tetszOlegesen) rogzitett P € E pont mellett a P ko-
zéppont, pozitiv ardnyi homotéciak csoportja nyilvan az Ry csoporttal
izomorf. Ez a részcsoport az I(E) < Sim (E) norméloszté egy szemidirekt
kiegészit&je a Sim (E) csoportban, hiszen egyrészt ezek kozott a homotécidk
kozott csak az identités tdvolsagtartd, méasrészt miatt a két részcsoport
egylitt generatorrendszer. O

Most attekintjiik az euklideszi egybevagosagok szerkezetét leird f6 tételeink-
nek (4.2.10rnek és [4.4.6fnak) a hasonlésdgokra vonatkozé kovetkezményét,
illetve kiegészitését. A[4.2.10] Tétel hasonlésdgokra érvényes megfeleldje azon-
nal kovetkezik a Lemma felhasznaldsaval:

4.6.5. Tétel. Egy f : E — E leképezés pontosan akkor hasonlosag, ha f €
€ Aff(E) és L(f) e Ry-O(V).

Egyenértékii atfogalmazéssal: az R — RY hasonlésagok pontosan az f(x) =
= Mx + b (x € RY) alakii leképezések. Itt a A > 0, A € O(d) és b € R?
adatokat f egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitds: A két megfogalmazas ekvivalencidja egy (tetszéleges) ortonormélt
koordinédtarendszer felvétele utan nyilvanvalé.

Ha az f leképezés f(x) = AAx + b alaki, akkor f egy ortogondlis linedris
transzformécid, egy homotécia és egy eltolas kompoziciéja, tehdt hasonldsag.

Legyen most f € Sim (R?) tetszélegesen adott. Irjuk f-et felhasznalé-
séval az f = Ho ) o g alakban, ahol A > 0 és g € I(R?). Ekkor miatt
alkalmas A € O(d)-vel és b € Rvel g(x) = Ax + (1/\)b, ezért f(x) =
= AMx+b (x € R%). Itt ) sziikségképpen az f hasonlésig ardnyaval egyezik
meg, A és b egyértelmiisége pedig a[f.2.10] Tételbeli egyértelmiiségi allitasbol
kovetkezik. O
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4.6.6. Kovetkezmény. Bdarmely hasonldsdg szogtarté: ha f : E — E’ ha-
sonlésag, L C E egyenes, és S C E legalabb 1-dimenzids affin altér, akkor
f(L) és f(S) szoge egyenls L és S szogével.

Bizonyitas: Két egyenes kozott a szoget az irdanyvektoraik szogén keresztiil
definidltuk, ezt pedig mind az ortogondlis linearis leképezések, mind a homo-
técidk, mind az eltoldsok nyilvanvaléan megorzik. Az egyenes és affin altér
szogének esete pedig [1.3.5] szerint visszvezethetd a két egyenes kozti sz6g ese-
tére, felhaszndlva, hogy ha p: E — S, illetve p’ : E/ — f(5) jeloli a megfeleld
ortogondlis vetitéseket, akkor p’ o f = f o p. O

Az egybevigisigok természetes felbontdsardl szolé 4.4.6. Tétel valddi (tehat
1-t8] kiilonbozd ardnyd) hasonlésdgokra vonatkozd megfelel$jét egyszertivé
teszi a hasonlésagok fixpontjairdl szdlo alabbi észrevétel.

4.6.7. Lemma. Ha f € Sim (F) nem egybevdgdsdg, akkor f-nek létezik
(egyetlen) fixpontja.

Bizonyitds: A Banach-féle fixponttétel (,kontrakciés elv”) alkalmazhaté f-
re vagy f~l-re (aszerint, hogy az f hasonlésdg \ ardnyara A\ < 1, illetve
A > 1). Tegyiik fel példdul, hogy A < 1, ekkor egy tetszdlegesen kiszemelt
P € E ponttal a P, f(P), f(f(P)), ..., f"(P), ... sorozat Cauchy-sorozat
az F teljes metrikus térben. A sorozat tehat konvergens, és a () limeszpontra

flQ)=Q. O

4.6.8. Tétel. Ha az f € Sim (F) hasonlésdg nem izometria, akkor alkalmas
ortonormalt koordindtarendszerben f(x) = AAx alakban irhatd, ahol A > 0
és az A métrix a4 I ben leirt alaki.

Bizonyitds: A[£.6.7 Lemmat alkalmazva vektorizaljunk az f fixpontjdval mint
origéval, majd alkalmazzuk [4.6.3}at és et. O

4.6.9. Definicié (Hipergémb, gbmb). Tegyiik fel, hogy d > 1. Adott P €
€ E és r > 0 mellett P kozéppontu, r sugari E-beli hipergémbnek nevezziik

) G={Ae€FE :pPA)=r}

ponthalmazt. Kénnyen lathatd, hogy a G halmaz egyértelmiien meghataroz-
za P-t és r-et. Két (vagy t6bb) hipergémbot koncentrikusnak mondunk, ha
kozéppontjuk kozos. Gombnek nevezziik F-ben az E legaldbb egydimenzi-
0s affin altereiben mint euklideszi terekben fekvé hipergémboket. A G gdbmb
dimenziéjdn a dim G = dim(G) — 1 szdmot értjiik.

Az egydimenzids esetben gémb helyett kort mondhatunk. Az E tér 0-dimen-
zibés gombjei pontosan a két kiilonb6z6 E-beli pontbdl allé rendezetlen pont-
parok. A d-dimenzids térben a hipergémbsk pontosan a (d — 1)-dimenzids
gbémbok.
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Az A € FE pontot a P kozéppontid, r sugard G hipergombre vonatkozéan
bels6 pontnak nevezziik, ha p(P, A) < r, kiilsé pontnak, ha p(P, A) > r.
A G-re nézve belsé pontok nyilt konvex halmazt alkotnak E-ben, amelynek
a hatdra G-vel egyenls. Igy példdul ha A, B € G, akkor az [A, B] szakasz
minden relativ belsé pontja G-re nézve belsé pont. Emiatt barmely E-beli
egyenesnek legfeljebb két pontja tartozhat G-hez.

4.6.10. Példa. Legyenek P,A € E, P # A adott pontok. Tekintsiik az A
pont képét az E Gsszes olyan egybevagosaganal, amely a P pontot fixen tartja
(azaz az f(A) pontokat, ahol f € O(Ep)). Ezeknek a képpontoknak a halma-
za a P kozépponti, p(P, A) sugari hipergémb. Egyrészt ugyanis barmelyik
ilyen f-re p(f(A),P) = p(A, P), masrészt pedig ha p(B, P) = p(A, P), ak-
kor o (A) = B, ahol H az A és B kozti felez merdleges hipersik. (Nyilvdn
ugyanezt a hipergémbot kapjuk A-nak a P pontra vonatkozo tiikorképébol,
vagy akér a kapott halmaz tetsz6leges méasik elemébdl kiindulva is.)

4.6.11. Allités. Az euklideszi terek korében barmely hasonlésag gémbét
(ugyanakkora dimenzigji) gémbbe visz.

Bizonyitéds: Valéban, ha f : E — E’ hasonlésag, és F' C E affin altér, akkor
a P € F kozépponti, r sugari F-beli hipergomb képe nyilvanvaléan az f(P)
kozéppontd, Ar sugard f(F') altérbeli hipergomb, ahol A az f hasonldsdg
aranya. O

4.6.12. Tétel. Legyenek E és E' euklideszi terek, dim E = dim E’' > 2, f :
: E — FE’ bijekcié. Ha minden G C E hipergémbre f(G) C E’ hipergémb,
akkor f hasonlésag.

Bizonyitds: Eloszor az affin geometria alaptétele (1. felhasznalasaval
megmutatjuk, hogy f affin izomorfizmus, vagy ami ezzel egyenértékii, hogy
f~1 affin izomorfizmus. Ez utébbihoz azt elegendé ellendrizni, hogy barmely
harom (kiilénbozé) kollinedris E’-beli pont f~!-nél szdrmazé képei is kolline-
arisak. Ez viszont f hipergémbtarté voltabdl nyilvanvald: ha nem volnanak
kollinearisak, akkor valamilyen E-beli G hipergémbre illeszkednének, és igy
f-képeik (azaz az eredeti, E’-beli hdrom kollineéris pont) az f(G) C E’ hi-
pergdombhoz tartoznanak, ami lehetetlen.

Tehat f affin izomorfizmus. Feltehet6 (ortonormalt koordindtarendszert va-
lasztva és alkalmas E’ — E izometridval komponalva), hogy E = E’ = R4,
f € Aff(R%), és f(0) = 0. Ekkor tehdt f € GL(d,R). Az S?~! egységgom-
bot f az origé koriili A sugard gombbe viszi valamilyen A > 0-val. Emiatt az
(1/A) f linedris leképezés normatartd, ahonnan [L.1.6}ra hivatkozva (1/A)f €
€ 0(d), azaz f € AO(d) kovetkezik. O

Megjegyzés. Lényegében ugyanezzel a bizonyitassal a tétel olyan formaban
is igaz, hogy hipergombok szerepeltetése helyett valamely rogzitett 1 < k <
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< d — 1 mellett azt tessziik fol, hogy minden E-beli k-dimenzids gomb f-nél
szdrmazé képe is k-dimenzids gomb. Specidlisan (a k = 1 esetben) azt kap-
juk, hogy a legalabb 2-dimenziés euklideszi terek kortartd bijekcidéi pontosan
a hasonlésédgi transzformécidk. A kortartd leképezések fontos szerepet jatsza-
nak az inverziv geometridban, és kés6bb majd a projektiv geometridban és a
hiperbolikus geometriaban is.

4.7. Magasabb dimenziés gombi geometria

A gombi geometria alapveté definicidival és eszkozeivel a hdromdimenzids
eulideszi térben fekvd gombfeliilet esetében mar [0.3}ban megismerkedtiink.
Most attekintjiik, hogyan lehet ezeket a fogalmakat tetszoleges dimenzio ese-
tére kiterjeszteni. A gombi geometria konkrét modelljéiil egy euklideszi vek-
tortér egységgdombjét valasztjuk; ezaltal a gobmbi geometria az euklideszi geo-
metria részeként targyalhato.

4.7.1. Definicié (Gombi tér, gémbi altér). Legyen V tetszOleges eukli-
deszi vektortér, dimV = d + 1 > 1. Gémbi térnek, pontosabban d-dimenzids
gombi térnek nevezziik V' egységgémbijét, azaz az S = {a € V : ||la]| = 1}
halmazt.

Ha U <V tetszleges (k+ 1)-dimenzids linedris altér, akkor az SN U halmaz
maga is k-dimenziés gdombi tér. Az S gémbi tér igy keletkezd részhalmazait
k-dimenzids gombi altereknek nevezziik (0 < k < d).

Példaul az S-beli dtellenes pontpédrok a 0-dimenzids gombi alterek. Az egydi-
menziés gombi alterek pontosan S f6korei; ezek jatsszak az egyenesek szerepét
a gombi geometriaban.

Ha V = R%! a standard euklideszi koordinatatér, akkor egységgombjére a
szokdsos S¢ jelolést hasznéljuk; ez a standard d-dimenziés gombi tér.

4.7.2. Definicié (Erintévektor, érintétér). Legyen S gdmbi tér V-ben,
a € S. Egy v € V vektort az S gémbi tér a pontbeli érintévektoranak
neveziink, ha v | a.

Rogzitett a € S mellett az a-beli érintévektorok az a’ linedris hipersikot
alkotjék V-ben. Ezt a d-dimenzids vektorteret az S gémbi tér a-beli érint6-
terének nevezziik, és T,S5-sel jeloljiik.

Ha S’ C S gombi altér és a € S’, akkor a T,S’ érintOteret az S’ generélta V-
beli altérre vonatkozdan &llitjuk elé mint a ortogonadlis kiegészité hipersikjat,
ezért ilyenkor T, S’ linedris altér a T, S érintStérben.

Megjegyzés. Szemléletiink azt kivanna, hogy az érintoterek a gombdot valoban
Hérintsék”, azaz annak csak egyetlen pontjit tartalmazzdk. Szamolasainkban
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nagyobb haszonnal jar viszont, ha az érintSterek vektorterek, ezért a gombbol
az egyetlen a kozos pontot tartalmazé a + (at) affin hipersik helyett a vele
parhuzamos linedris alteret, magat a®-t tekintjiik érintétérnek. Ezzel a meg-
allapodassal csak most, a gombi geometria targyaldsa soran éliink; késébb,
amikor euklideszi affin térben fekvé gombok érintOaltereirdl beszéliink, azok
a gbmb egyetlen pontjat tartalmazoé affin alterek lesznek majd.

4.7.3. Definici6é (F6kér irdnyvektora és paraméteres megaddasa). Le-
gyen K C S f6kor az S gombi térben, és legyen a € K. Ekkor K = SNU,
ahol U < V kétdimenziés linearis altér. Egy u € T,S érintovektort a K f6-
kor a pontbeli iranyvektordanak mondunk, ha a és u az U alteret generaljék.
Nyilvanvald, hogy az u L a kovetelmény miatt az u vektort K és a nemzérus
skalartényez6 erejéig egyértelmiien meghatarozzak.

Megforditva, ha teszélegesen adott az a € S pont és az u € TS nemnulla
érintévektor, akkor egy és csak egy olyan K fokor létezik S-ben, amely dthalad
a-n és amelynek u iranyvektora, mégpedig K az a és u generalta linedris altér
metszete S-sel. Tegyiik fel most, hogy u is egységvektor. Ekkor az

r(t) =costa+sintu

képlet paraméteresen allitja el6 a K f6kort. Valdéban, egyrészt r(t) az a és u
kombinéaciéja 1évén hozzatartozik a széban forgé linedris altérhez, masrészt
kozvetlen szdmoldssal rogton latszik, hogy ||r(¢)|| = 1. (A ¢ paraméter nyilvan
az el6jeles kozépponti szogelforduldst méri az a és u generdlta sikban.)

4.7.4. Definicié (Gombi szakasz). Ha a és b két kiilonb6z6 és nem at-
ellenes pont az S gombi térben (azaz, egyenértékii médon, a és b linedrisan
fiiggetlen egységvektorok a V' euklideszi vektortérben), akkor egyértelmiien
létezik olyan K fokor S-ben, amely a-t és b-t tartalmazza. Ennek a fokor-
nek a rovidebbik (azaz m-nél kisebb kozépponti szogli) ivét tekintjiik az a, b
végponti gombi szakasznak. A K f6kor a-beli irdnyvektorai koézott el tudjuk
kiiloniteni a b irdnyaba mutaté vektorokat a tobbitdl: egy u irdanyvektorrol
akkor mondjuk, hogy b felé mutat, ha a b = Aa + pu felirdsban g > 0. En-
nek alapjan egy gémbi szakasz végpontjaiban egyértelmiien tudunk a masik
végpont irdnyaban egységnyi irdnyvektorokat felvenni.

4.7.5. Definicié (G6mbi tavolsig). Az S C V gombi térben az a,b €
€ S pontok py(a,b) gombi tdvolsigin az a és b egységvektorok altal bezart
szoget értjiikk. Tehat a gombi tavolsagot a

pg(a,b) = cos™'(a-b)

képlet adja meg.
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4.7.6. Lemma. Az S halmazon az euklideszi tavolsag és a gombi tavolsag
kélesondsen egyértelmiien meghatdrozzak egymdst a p, = 2 sin~*(p/2) for-
mulédval.

Bizonyitas: A két tavolsag kapcsolata rogton lathaté abbdl az egységnyi at-
fogdju derékszogli haromszoghdl, amelynek az origéban levd p,/2 szdgével
szemben a p/2 hosszisigt befogéja all. Az x — 2 sin™*(z/2) fiiggvény va-
I6ban bijektiv (szigorian monoton névé) a [0,2] és a [0, 7] intervallum ko-
z0tt. O

4.7.7. Definicié (Szodg a gbmbi geometridban). Tegyiik fel, hogy az a €
€ S pont a K1, Ky C S f6korok kozos pontja. Az a pontban K; és Ko szbgén
az a-beli irdnyvektoraik dltal bezdrt két lehetséges (egymdst m-re kiegészitd)
sz6g koziil a nem nagyobbat értjiik.

Ha két gbmbi szakasz egy kozos végpontjukban, a-ban csatlakozik, akkor a két
gombi szakasz dltal bezéart szoget ugy értelmezziik mint az a pontbo6l a mésik
két végpontba vezetd gombi szakaszokhoz tartozé két a-beli iranyvektor kozti
szoget. Ez a sz0g barmely legalabb 0 és legfeljebb 7 értéket felvehet.

4.7.8. Allitas. A f(’)’kc‘irc‘ikbelj paraméterezésénél tetszéleges t1,t2 € R,
[t1 — to] < 7 esetén

py(x(t1).x(t2)) = [t1 — ta],

azaz a paraméterértékek kiilonbsége (lokdlisan) a megfelel pontok gémbi
tavolsagat adja meg.

Bizonyitds: Az 4llitds tulajdonképpen nyilvdnvalé abbdl, hogy a [£.7.3}beli
paraméterezés a kozéppontban mért szogelfordulas szerint torténik. A formu-
la akar kozvetlen szamoldssal is ellendrizhet6, ha mindkét oldal koszinuszat
vessziik és a koszinuszfiiggvény addicids képletét hasznéljuk. O

Megjegyzés. A gbmbi tavolsag képlete ugyanazt a tavolsdgfogalmat adja, mint
amit [0.3}ban a kétdimenziés gémbi geometridban haszndltunk. Két, kozos
ponttal biré gombi fékor, illetve két csatlakoz6 gombi szakasz mindig benne
van egy legfeljebb kétdimenzids gombi altérben, és egy ilyen alteret tekint-
ve nyilvanvald, hogy a sz0g mostani definicidja egybeesik a gébmbharomszo-
gek kapcsan régebben tisztazott szogfogalommal. Ezek miatt S kétdimenzids
gdémbi altereiben a tavolsagokkal és a szogekkel kapcsolatban mindaz érvé-
nyes, amit a gdmbfeliilet geometrigjérdl [0.3tban megallapitottunk. Hérom
S-beli ponthoz is mindig taldlhaté olyan legfeljebb kétdimenzidés gombi al-
tér, amely 6ket tartalmazza, ezért a magasabb dimenzids gombi térben fekvo
gémbharomszogek is ugyanigy értelmezhetok, mint a kétdimenzids gombfe-
lilleten. A gombharomszogekkel kapcesolatos trigonometriai tételek és egyen-
16tlenségek is mind érvényesek a magasabb dimenziés gémbi geometridban.
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Ezek koziil a legalapvetGbbet, a gombi koszinusztételt most Gjra bebizonyit-
juk az itt bevezetett eszkozok segitségével. Ennek az az oka, hogy ez a gon-
dolatmenet ad mintat a hiperbolikus sikon kés6bb végzendd trigonometriai

vizsgalatainkhoz, 1.

4.7.9. Tétel (G6mbi koszinusztétel). Ha a, b és ¢ jeloli egy gémbha-
romszog oldalainak gombi hosszat, és a jeloli az a oldallal szemkozti szoget,
akkor

cosa = cosbcosc + sinbsinccosa.

Bizonyitas: Legyenek a, b és ¢ € S rendre az a, b, ¢ oldalakkal szemkozti
csticsok. Ekkor a gdémbi tévolsag [£.7.5beli definicidja alapjén cosa = b - c.
Viélasszunk egységnyi iranyvektorokat az a végpontban az a-bdl kiindulé két
oldalszakasz iranyaban, mégpedig u mutasson b felé, v pedig c felé. Ekkor a
sz0g 4.7.7-beli definicidja szerint cosa =u - v.

Paraméterezziik [£.7.3] szerint a gdmbhdromszog a-bdl indulé oldalait az a
kezdépontot és az u, illetve v irdnyvektort haszndlva. A 4.7.8. Allitds miatt
ezek a paraméterezések a t = c, illetve t = b helyettesitéssel éppen a b, illetve
a c csucsot allitjak eld:

b = cosca+sincu
c

= cosba+sinbv.

Szorozzuk Ossze skaldrisan a két bal oldalt, illetve a két jobb oldalt, ebbdl,
felhasznalva, hogy a L uésa l v, a

b-c=cosbcosc ||al|* + sinbsincu-v

formuldt kapjuk, ami b - ¢ = cosa, ||al]| = 1, és u- v = cosa alapjan a tétel
allitasaval egyenértékii. O

4.7.10. K6évetkezmény. A p, gombi tdvolsagfiiggvény metrika az S halma-
zon, és annak az euklideszi térbdl 6rokolt topologidjat szarmaztatja.
Bizonyitds: Egyediil a hdromszog-egyenldtlenség nem nyilvdnvalé p, defini-
cidja alapjan a metrikatél megkovetelt tulajdonsagok koziil. Ha S harom
pontja egy f6korre illeszkedik, akkor koztiik a haromszog-egyenlétlenség koz-
vetlen szemrevételezéssel lathatd, ha pedig nem, azaz a harom pont gémb-
haromszoget feszit ki, akkor a gébmbharomszogekre vonatkozo, (1)-ben
bebizonyitott szigori haromszog-egyenlttlenséget alkalmazhatjuk.

Az S halmazra szoritkozva a p euklideszi tavolsidgfiiggvény és a p, gémbi
tavolsdgliiggvény egymds pozitiv konstansszorosaival becsiilhetk (mégpedig
bc’)l adéddan p < p, < mp), ezért ez a két metrika ugyanazt a topoldgidt
szarmaztatja S-en. O

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

4. EUKLIDESZI TEREK ES TRANSZFORMACIOIK 137

A tovébbiakban az (S, p,) metrikus tér izometridival és izometriacsoportjdval
foglalkozunk. Vilagos, hogy az S-et magaban foglalé V' euklideszi vektortér
barmely ortogondlis transzformdciéjat S-re megszoritva izometriat kapunk.
A kovetkez6 tétel szerint a gombi tér minden izometridja igy all eld.

4.7.11. Tétel. I(S, py) = O(V'). Pontosabban, a két csoport kézétt izomor-
fizmust létesit a V-beli ortogonalis transzformacick S-re torténé lesziikitése.
Bizonyitas: Csak azt kell ellendrizniink, hogy barmely S-et 6nmagéra képezd,
pg szerint izometrikus leképezés kiterjesztheté V' ortogondlis transzformdcio-
java.

Egy ortonormalt bazis rogzitésével azonositsuk V-t az R4 koordinatatérrel
és S-et az S? standard gombbel. Legyen f € I(S) tetszéleges izometria. Ekkor
az R%1-beli standard bazisvektorok f-nél szdrmazé képei szintén ortonor-
malt bazist alkotnak R9*1-ben, hiszen paronként /2 gémbi tévolsdgra 1évé
egységvektorok. Létezik tehat olyan A € O(d+1) ortogondlis transzformécio,
amelynél Ade; = f(e;) (i=1,...,d+1).

Azt allitjuk hogy f = A|gs. Ha x € S tetszbleges pont, akkor minden i =
=1,...,d+ l-re

pg(F(x), f(ei)) = py(x, i) = py(Ax, Ae;) = py(Ax, f(e;)) ,

azaz az 'y = f(x) pontnak és a z = Ax pontnak ugyanakkora a gombi td-
volsdga az f(e;) pontok mindegyikétsl. Ezért a Lemméra hivatkozva
ugyanez a ,légvonalban mért” euklideszi tavolsagokra is igaz. Miutdn mind
y, mind z egységvektor, latjuk, hogy y és z ugyanakkora euklideszi tavolsig-
ra van egy R4 !-beli affin bazis minden elemétél, mégpedig a 0, f(e1), ...,
f(ea+1) pontoktol. Ez pedig a[4.2.11] Lemma bizonyitdsdban tett észrevételek
miatt azt mutatja, hogy y = z, amit bizonyitani akartunk. O

A goémbi tér izometridival kapcsolatban most egy olyan jelenséget tanulmé-
nyozunk, amely csak magasabb dimenziéban jelenik meg, a kétdimenzids
gombfeliilet geometridjaban még nem.

4.7.12. Definicié (Clifford-eltolas). Legyen (X, p) tetszoleges metrikus
tér. Egy f : X — X izometriat Clifford-eltolasnak neveziink, ha minden
pontot ugyanakkora tavolsagra mozdit el, azaz ha az x p(x, f (ac)) valés
fliggvény konstans X-en.

Vegyiik észre, hogy ha az f és g izometridk konjugdltak az I(X) izomet-
riacsoportban, és egyikiik Clifford-eltolas, akkor a masik is az. Valoban, ha
g = ho foh !, akkor p(z,g(x)) = p(z,h(f(h~(z)))) = p(y, f(y)), ahol
y=h"1(z).

Az euklideszi terek eltoldsai nyilvan Clifford-eltoldsok. A [£:4.6] Tétel birto-
kaban azt is konnyii latni, hogy euklideszi térben egy Clifford-eltolas csakis
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eltolds lehet. Egy euklideszi izometria ugyanis a tengelyének a pontjait (és
csak azokat) mozditja el a lehetd legkisebb mértékben, tehdt ha ez az elmoz-
ditas konstans mértékii, akkor a tengely — amelyen az izometria eltolassal hat
— csak az egész tér lehet.

A gbémbi geometridban is léteznek Clifford-eltolasok: az un. antipodalis leké-
pezés, amely minden ponthoz az dtellenesét (azaz minden vektorhoz a (—1)-
szeresét) rendeli, bdrmely dimenziéban Clifford-eltolds. Ez a példa azonban
intuitiv szempontbdl nem igazan kielégits, hiszen szemléletiink az eltolastol
valamiféle folytonos mozgas lehetOségét varja. Az euklideszi geometridban
bérmely t, eltolas valéban belefoglalhaté eltolasoknak egy tun. ,egyparamé-
teres csoportjaba”, mégpedig a t,, eltoldsok seregébe, ahol s valés paraméter.
(Vegyiik észre, hogy itt az s — t4, hozzarendelés folytonos homomorfizmus a
valés szamok additiv csoportjabdl az euklideszi tér izometridinak a csoport-
jéba.)

Meglep6é médon ha a gémbi tér dimenzidja paratlan, akkor az antipodalis
leképezés belefoglalhaté Clifford-eltoldsok egyparaméteres csoportjiba.

4.7.13. Példa. Paratlan d mellett tekintsiik o € R-re a
R,

Cla) = . € SO(d +1)

Rq

matrixot, ahol mindegyik 2 x 2-es R,, blokk ugyanaz az a szogl forgatasmat-
rix. Nyilvén az a — C(«) leképezés folytonos homomorfizmus és C(m) = —1I.
Azt is konnyt ellenérizni, hogy C(a) Clifford-eltolast létesit az S gombi té-
ren minden a-ra: ha [|x|| = 1, akkor a (C(a)x) - x = cos« skaldris szorzat,
és igy a py (C(a)x,x) gbmbi tavolsag is fiiggetlen x-t6l. Paros dimenzidji
gbmbi tér esetében viszont az identitason és az antipodalis leképezésen kiviil
nincsen Clifford-eltolds. Ezt a Kovetkezményt hasznalva tudjuk a leg-
egyszeriibben belatni: ha a befoglalé tér dimenzidja paratlan, akkor barmely
ortogondlis transzforméciénak sziikségképpen van 1 abszolut értéki sajatér-
téke, és emiatt a gombi térnek van olyan pontja, amely vagy fixen marad,
vagy az atellenesébe képezodik.

Pératlan d esetén a C(a) € I1(S9) Clifford-eltoldsokat elegdns médon lehet
szarmaztatni komplex szamok hasznalataval. Ha ugyanis d = 2n — 1, akkor
S felfoghat6 mint a C felett n-dimenziés C™ komplex tér egységgombje. Az
S! C C komplex egységkor valamely e®? elemével torténd szorzas, azaz a

(21, ..oy 2n) = (e%21,...,e%2,)

leképezés az S? gombot sajat magdba képezi, és ennek a leképezésnek a mét-
rixa a szokdsos C = R? azonositds mellett éppen a fenti C(a)-val egyezik
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meg. Ha kivalasztunk egy tetszoleges z € C™ vektort, akkor ennek az Gsszes
C(a)-val vett Clifford-eltoltjai az S'z = (Cz) N S¢ halmazt alkotjdk. Itt
Cz komplex egyenes, ami kétdimenzids linedris altér R folott, ezért S%vel
vett metszete f6kor. Azt kaptuk tehat, hogy a C'(a) Clifford-eltoldsok seregét
végrehajtva S¢ barmely pontja fokor mentén mozog. Az igy el6alls f6korok
nyilvan paronként diszjunktak és egyiitt lefedik S%-t.

4.7.14. Allitas. Ha d paratlan, akkor az S¢ standard gémbi térben barmely
Clifford-eltolas alkalmas « mellett a be]i C(«) transzformdcié konju-
galtja az 1(S?) izometriacsoportban.

Bizonyitas: Az identitds o = 0, az antipodalis leképezés a = 7 mellett all
els C(a)-ként. Ha adott egy ezektdl kiilonbozé Clifford-eltolds az S¢ térben,
akkor irjuk fol az Ot létesité ortogondlis transzformaciét alkalmas ortonor-
mélt bazisban a Kovetkezmény szerinti blokkmatrix-alakban. Az i-edik
invaridns altérben az R,,, forgatasi blokk a gomb pontjait a; gémbi tdvolsag-
ra mozditja el. Ezért az Osszes a; egyenld, azaz a kozos értéket a-val jelolve
ebben a bézisban a transzformdacié métrixa C'(«). A standard bézisra dttérve
tehat C'(a) konjugéltjat kapjuk. O

4.7.15. Definicié (Clifford-parhuzamos halmazok). Legyenek A és B
tetsz6leges nemiires halmazok az (X, p) metrikus térben. Azt mondjuk, hogy
A és B Clifford-pdrhuzamosak, ha az a — p(a, B) fiiggvény konstans az A
halmazon és a b — p(b, A) fiiggvény konstans a B halmazon. (Itt ¥ C X
esetén p(x,Y) jeloli az x € X pont tdvolsidgit az Y halmaztdl az X térben,
azaz az inf{p(x,y) : y € Y} szdmot.)

Példdul euklideszi térben a parhuzamos affin alterek nyilvan Clifford-parhu-
zamosak, és azt is konny( latni, hogy két affin altér csak ugy lehet Clifford-
parhuzamos, ha a szokéasos értelemben parhuzamosak. Erdekes médon a gom-
bi geometriaban is béségesen léteznek Clifford-parhuzamos gombi alterek.

4.7.16. Példa. Tekintsiik a Clifford-eltolasok [4.7.13}beli C(c) seregénél a
pontok mozgasa altal leirt fokorok rendszerét. Azt allitjuk, hogy e f6korok
koziil barmelyik kettd Clifford-parhuzamos. Legyen K = S'z és L = S'w két
ilyen f6kér. Ha a a valds szdmokat futja be (elég persze egy 27 hosszisigu
intervallumot befutnia), akkor a C'(a)z pont a K fékort jarja be. Ezért

Pg (Z ) L) = Pyg (C(a)z ) C(a)(L)) = Pg (C(a)z ) L)

mutatja, hogy az L-t6l mért gombi tavolsig konstans K mentén, és ugyanez
érvényes forditott szereposztédssal is L helyett K-t és z helyett w-t irva.

Legyen most K és L két tetszoleges f6kor az S gombi térben. Legyenek a €
€ K, b € L olyan pontok, amelyekre p,(a,b) = py(a,L) = pg(b, K). (Ilyen
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(a,b) € K x L mindig létezik, hiszen K és L kompakt volta miatt a p,
fiiggvénynek a K x L halmazon van minimumbhelye.) Viélasszunk egy-egy
egységnyi hosszu irdnyvektort, u-t K-hoz és v-t L-hez az a € K, illetve b €
€ L pontban.

4.7.17. Tétel. Tegyiik f6l, hogy K és L Clifford-parhuzamos f6korék S-ben.
Ekkor az a, b, u és v vektorok fenti valasztasa mellett

ulb, vla, é u-v==za-b.

Megforditva, ha az a,b € S pontokban ezeknek a feltételeknek eleget tevé u €
€ T,S, illetve v € Ty, S érint6 egységvektorokat valasztunk, akkor az ezekkel
mint irdnyvektorokkal megadott, a-n, illetve b-n dthaladé két S-beli f6kér
Clifford-parhuzamos.

Bizonyitds: Paraméterezziik K-t és L-et az rg(s) = cossa + sinsu, illetve
r(t) = costb + sint v képlettel 4.7.3 szerint, és képezziik a futd vektorok
skaldris szorzatat:

f(s,t) = (cossa+sinsu)-(costb+sintv) =

= cosscosta-b+sinscostu-b+cosssinta-v+sinssintu-v.

Ha K és L Clifford-pdrhuzamosak, a py(rg(s),rn(t)) = cos f(s,t) fiigg-
vénynek minimumhelye, azaz maganak f-nek maximumbhelye a (0,0) € R?
pont. Emiatt f mindkét parcidlis derivaltja az origéban zérussal egyenlo:
(0f/0s)(0,0) =u-b = (9f/0t)(0,0) =a-v=0.

Ezt felhaszndlva f(s,t) = cosscosta-b +sinssintu-v. Ismét kihasznélva,
hogy K és L Clifford-parhuzamosak, az rx (7/2) pont és az L f6kor tavolsaga-
nak koszinusza szintén a-b-vel egyenld, ezért az f(7/2, t) fiiggvény maximuma
is ennyi. Viszont f(mw/2,t) =sintu- v, ahonnan |u-v| = a - b kévetkezik.

A megforditds indokldsdban feltehetjiikk, hogy u-v = a-b > 0, ellen-
kez$ esetben ugyanis b-t vagy v-t (vagy mindkett6t) kicserélhetjiik a (—
—1)-szeresére. A kozos értéket p-vel jelolve az f fiiggvényre az f(s,t) =
= (cosscost + sinssint) - p = cos(s — t) - p képletet kapjuk. Ebbél régton
latszik, hogy az f fiiggvény maximuma p-vel egyenld, és ezt az értéket a fiigg-
vény barmely rogzitett s mellett is és barmely rogzitett ¢ mellett is felveszi
(mégpedig nyilvan s =t esetén). Ezért a két f6kor Clifford-parhuzamos. O

A Tétel olyan erds korldtozdst ad a Clifford-parhuzamos f8korok 4l-
lasara nézve, hogy a széba jovo legalacsonyabb dimenziéban, azaz amikor a
gombi tér dimenzidja 3, az adott f6korhoz adott ponton at huzhaté Clifford-
parhuzamosok szdmaéara vonatkozé kovetkeztetést is levonhatunk beldle.
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4.7.18. K6vetkezmény. Legyen adott a K fokor és a b pont a haromdimen-
zi6s S gombi térben. Ha b € K vagy a b vektor merdleges K sikjara, akkor
pontosan egy b-n dthalads, K-val Clifford-parhuzamos {6kor létezik S-ben,
egyébként pedig pontosan kettd.

Bizonyitas: A b € K esetben nyilvan maga K az egyetlen K-val Clifford-
parhuzamos f6kor b-n at. Ha a b vektor meréleges K sikjara, akkor b gombi
téavolsdga K minden pontjatdl 7/2; ami a leheté legnagyobb tdvolsig egy
pont és egy f6kor kozott. A K-t6l /2 gombi tavolsigra 16v6 pontok halma-
za S-ben éppen egy f6kor, mégpedig az, amelyet a K sikjanak ortogondlis
komplementere metsz ki S-bél. (Itt kihasznaltuk, hogy S héromdimenzids.)
Ebben az esetben tehat ez az egyetlen fokor Clifford-parhuzamos K-val a b-n
athaladé f6korok koziil.

Tegyiik most {61, hogy a b vektor nem fekszik benne K sikjdban, és nem is
meroleges ra. Legyen a € K a b-hez legkisebb gombi tavolsagra levo pont
K-ban, ekkor a p =a-b szamra 0 < p < 1 érvényes. Vélasszunk K-hoz u €
€ T,S egységnyi hosszusagu irdnyvektort az a pontban, ekkor u 1 a mellett
u L b is teljesiil. A b-n dthaladé, K-val Clifford-parhuzamos f6kor szamara a
b pontbeli v € T}, S egységnyi hossz irdnyvektort a[£.7.17}beli feltételek sze-
rint kell vilasztanunk. A v egységvektornak egyrészt merdlegesnek kell lennie
az a és b linedrisan fiiggetlen vektorokra, azaz (u-val egyiitt) az {a, b} két-
dimenziés altérhez kell tartoznia, mésrészt eleget kell tennie az u-v = +p
kovetelménynek is. Ennek az egyenletnek a szoban forgd altér egységvekto-
rai koziil két atellenes vektorpar tesz eleget, ezért ezek mint iranyvektorok
pontosan két fokort hatdroznak meg. O

Megjegyzés. Bar a f6korok Clifford-parhuzamossiga reflexiv és szimmetrikus
relécio, [L.7.18} bol 1atszik, hogy nem tranzitiv, hiszen egy f6korrel két egymdst
metsz6 masik fokor is lehet Clifford-parhuzamos. FEzt az észrevételt pontosi-
tani tudjuk majd a Clifford-parhuzamosséag Tételbeli jellemzése utan.

4.8. Hopf-féle korrendszerek

A hiromdimenziés gémbi tér, azaz S? fékoreivel foglalkozunk. Miutdn S® a
kvaternidalgebra egységgombje, itt a Clifford-eltolasokat és a Clifford-parhu-
zamos f6koroket a kvaternidk felhasznaldsaval is lehet szdarmaztatni. A kva-
terniékkal kapcsolatban a[4.5] szakaszban bevezetett fogalmakat és jeloléseket
hasznaljuk.

4.8.1. Tétel. Az S3 gombi térben a Clifford-eltoldsok pontosan a balszorza-
sok és a jobbszorzasok valamely S3-beli elemmel.
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Bizonyitas: Jeloljikk B,-val, illetve J,-val az a € S* elemmel toérténd bal-
szorzast, illetve jobbszorzast az S3 csoportban, tehat legyen B,(x) = ax és
Ju(z) = ma. Nyilvan B,, J, az I(S?) izometriacsoport elemei, tovdbbd B, ! =
= B, és J; 1 = J,-1 érvényes. Megmutatjuk, hogy minden a-ra B, és J,
Clifford-eltolas.

Vegyiik észre elészor, hogy a beli C(«a) Clifford-eltolast (a d = 3 eset-
ben) a z = e € S! kvaterniéval térténd B, balszorzas adja. Ha pedig a € S3
tetszoleges, akkor miatt egy alkalmas z € S'-nek a konjugéltja az S3
csoportban, a = bzb™!, ezért By(z) = bzb~'x = By(B.(By-1(x))). Tehat
B, =ByoB,oB, L vagyis az a-val torténé balszorzas a B, Clifford-eltolas
konjugaltja az I(S?) csoportban. Ezért a Definiciét kovetd észrevétel-
re hivatkozva B, is Clifford-eltolds. A kvaterniék x — T konjugédlasa defini-
ci6 szerint a valds tengelyre vonatkozd ogr ortogonalis szimmetriaval azonos,
tehat S? izometridja. Ezt felhasznalva hasonlé elven kaphatjuk, hogy a J,
jobbszorzdsok is Clifford-eltoldsok, ugyanis J,(z) = za = a T = Bg(T), az-
az J, a Bg Clifford-eltoldsnak a or izometridval vett konjugaltja az I(S?)
csoportban.

Most megmutatjuk, hogy az S térben barmely Clifford-eltolds csak a B,
vagy J, transzforméciok valamelyike lehet. Tudjuk [£.7.14] szerint, hogy bér-
mely Clifford-eltolds egy alkalmas z = ¢ € S! kvaterniéval vett balszorzés
konjugéltja az I(S?) = O(4) csoportban, tehat elegendd annyit tisztdzni,
hogy B, barmely konjugaltja balszorzas vagy jobbszorzés. A Tételbol
tudjuk, hogy SO(4)-ben S3 balszorzdsai normélosztét alkotnak, ezért B,-nek
barmely SO(4)-beli elemmel vett konjugaltja valéban balszorzds. Az SO(4)-
hez nem tartozd, azaz iranyitasvalto transzformacidk kozé tartozik a kvater-
nidk or konjugéldsa, és az imént lattuk, hogy a og-rel torténd I(S3)-beli
konjugélds balszorzasbdl jobbszorzast allit elé. Barmely A € O(4) — SO(4)
irdnyitasvalté gombi egybevigdsdg A = or o B alakban frhaté alkalmas B €
€ SO(4)-gyel. Ekkor az A-val valé konjugdlds a B-vel valénak és a or-rel
valénak az egymdasutdnja, és ezért barmely balszorzdsnak az A-val vett kon-
jugéltja jobbszorzas. O

Megjegyzés. Az SO(4) csoportban kivételes médon jelen 1év6 két ,majdnem
komplementer” normélosztét (1. [4.5.15) tehdt pontosan a Clifford-eltoldsok
alkotjék.

4.8.2. Definicié (S;). Ha ¢ € S? tetszOlegesen kiszemelt tisztdn képze-
tes_egységkvaternio, akkor jeldlje S; annak a C-vel izomorf részalgebranak
(L @) az S3-mal vett metszetét, amelyet 1 és g genersl. Mindegyik ilyen S ;
halmaz az 1 € S? ponton athaladé fékor, amely egytittal részcsoport S3-ban.
Nyilvan S; = S, tovabba barmelyik, az egységelemet tartalmazé f6kor igy
all el6. Kozottiik van az R? standard euklideszi sikbeli S! egységkor is, még-
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pedig a szokdsos R*? = C = R + Ri C H azonositas mellett 8! = S}. Az S
részcsoportok mindannyian egymds konjugaltjai az S3 csoportban, ugyanis
a tiszta képzetes kvaternidk (azaz S? elemei) miatt mind konjugélt
csoportelemek.

4.8.3. Definicié6 (Hopf-féle korrendszerek). Rogzitsiink egy egységele-
men 4thaladé K fékort S3-ban, azaz legyen K az S; részcsoportok egyike.
Tekintsiik egyrészt a K szerinti Gsszes bal oldali mellékosztdly alkotta hal-
mazrendszert, masrészt a K szerinti 6sszes jobb oldali mellékosztaly alkotta
halmazrendszert. Miutan mind a bal-, mind a jobbeltolasok egybevagdsdgok
S3-ban, mindkét halmazrendszer f6korckbél ll, és S3 egy-egy particiéjat al-
kotja. Ezeket a korrendszereket nevezziik a K-hoz tartozé bal oldali, illetve
jobb oldali Hopf-féle koérrendszereknek.

4.8.4. Lemma. S3-ban barmelyik f6kér pontosan egy bal oldali, és pontosan
egy jobb oldali Hopf-féle kérrendszerhez tartozik hozza.

Bizonyitds: Legyen L C S? tetsz6leges fokor. Szemeljiink ki egy tetszéleges
u € L elemet, ekkor u =1L is és Lu™! is az egységelemet tartalmazé fékor, és
a hozzajuk tartozo bal, illetve jobb oldali Hopf-féle kérrendszernek L is tagja.
Az egyértelmiiség indoklasaul elég annyit megjegyezni, hogy egy csoportban
barmely bal (illetve jobb) oldali mellékosztéily egyértelmiien meghatérozza
azt a részcsoportot, amelyhez tartozik. O

4.8.5. Lemma. Barmely két Hopf-féle kérrendszer egybevago, tovabba Hopf-
féle korrendszernek S barmely egybevagésaganal szarmazé képe is Hopf-féle
kérrendszer.

Bizonyitas: El6szor beldtjuk, hogy barmely két bal oldali Hopf-féle korrend-
szer egybevagd. Ha K és L az egységelemet tartalmazé fokorok, akkor alkal-
mas u € S? elemmel L = uKu~!; régzitsiink egy ilyen u-t. Ekkor tetszéleges
a € S3ra (vau )L = uw(aK)u™!, ami azt mutatja, hogy a K-hoz tartozé
bal oldali Hopf-féle korrendszer tagjainak az = — uzu~' egybevigdsidgnal
szarmazo képei mind az L-hez tartozé bal oldali Hopf-féle korrendszerhez
tartoznak, sét, ki is merftik azt, mert barmely b € S elem el64ll b = uau~*
alakban alkalmas a-val. Hasonl6 okoskodéssal igazolhatd, hogy barmely két
jobb oldali Hopf-féle korrendszer is egybevagd. Az els§ éllitas bizonyitdsahoz
csak annyit kell még megjegyezniink, hogy a kvaterniék z — T konjugalasa a
bal oldali Hopf-féle korrendszereket jobb oldaliakba viszi, és viszont.

Legyen most adott egy bal oldali Hopf-féle korrendszer az egységelemet tar-
talmazé K tagjdval, és legyen adott S? egy tetszéleges iranyitdstarté egybevi-
gésiga. A Tétel szerint ez az egybevigdsig = — uzv alaki leképezés,
ahol u és v rogzitett elemek S3-ban. A K részcsoport bal oldali mellékosz-
talyait, az aK alaki fékoroket ez a leképezés az uaKv = (uav)(v™'Kwv)
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halmazokba, azaz az egységelemet tartalmazé v—'Kv f6kor bal oldali mel-
lékosztalyaiba viszi, tehat egy Hopf-féle korrendszer koreibe. Az igy el6alld
fékorok ki is meritik ezt a korrendszert, hiszen barmely b € S3 elem eléall
b = uav alakban alkalmas a-val.

A kvaternidk konjugéldsa egybevigdsig az S® gombon, amely az Ty = § T
formulanak koszonhetéen bal oldali mellékosztalyokat jobb oldaliakba képez.
Emiatt a bal oldali Hopf-féle korrendszereket jobb oldali Hopf-féle korrend-
szerekbe viszi. A gomb tovabbi irdanyitasvaltéd egybeviagdsdgai csak a konju-
galassal torténo kompoziciéban térnek el az irdnyitastartoktol, tehat azok is a
bal oldali Hopf-féle korrendszereket jobb oldaliakba képezik. Hasonléképpen
lathatjuk be, hogy a jobb oldali Hopf-féle korrendszereket az irdnyitdstartod
egybevagdsagok jobb oldali, az iranyitasforditék bal oldali Hopf-féle korrend-
szerekbe viszik. O

4.8.6. Definicié6 (Komplementer f8kor). Az S gombon tetszéleges K
f6korhoz tekintsiik azt a K’ f6kort, amelyet az K-t tartalmazé kétdimenzids
linearis altér ortogondlis komplementere metsz ki S3-bél, azaz legyen

K' ={ve$S®: vl umindenu € K-ra}.

Ezt a K'-t nevezziikk K komplementer f6kérének. A K <+ K’ megfeleltetés
nyilvan bijektiv és 6nmaga inverze, tehat parokba allitja az S3-beli fékoroket.

4.8.7. Lemma. Barmely Hopf-féle korrendszer minden tagjaval egyiitt an-
nak komplementer {6korét is tartalmazza. Valamely K fokort tartalmazo bal
oldali és jobb oldali Hopf-féle kérrendszernek e két kérén, K-n és K'-n kiviil
nincs mas kozos tagja.

Bizonyitas: miatt a lemma mindkét dllitasat elegendé a K = S! fékor
specialis valasztasa mellett ellendrizni.

Az S! f8koér sikjat 1 és i, SY sikjat a j és k egységkvaterniok feszitik ki.
Miutdn j = j1 = 15 és k = j(—i) = ij, az SY f6kér az S* részcsoportnak
bal oldali és jobb oldali mellékosztalya is egyszerre. Ezért S’ tagja az S'-hez
tartozo bal oldali és jobb oldali Hopf-féle kérrendszernek is.

Most megmutatjuk, hogy S'-en és S1"n kiviil nincs mds olyan f8kér S3-ban,
amely egyszerre bal oldali és jobb oldali mellékosztélya volna az S! részcso-
portnak. Ezt olyan médon tisztazzuk, hogy kiszemeliink egy u € S3 pontot és
tekintjiik az u-t tartalmazé bal oldali és jobb oldali mellékosztalyt. Ezek u-n
athaladé f6korok, amelyeket S'-bél az u-val valé balszorzés, illetve jobbszor-
z4s mint S? egybevigésdga szarmaztat. Ezeknél az egybevigésagoknal az S?
fékor 1 pontbeli ¢ irdnyvektora a széban forgd fokorok wu-beli iranyvektora-
ba kell, hogy keriiljon. Ha ez a két f0kor azonos, akkor ez a két iranyvektor
vagy egyenl6, vagy egymas ellentettje. Tehat a két fokor csak ui = =+ iu, azaz
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iui~' = 4 u esetén lehet azonos. Tudjuk[4.5.10Fb6l, hogy az i elemmel torténd
konjugdlds, azaz a ®(i) : H — H izometria ortogonalis szimmetria, amelynek
az 1 és i generalta altér a fixponthalmaza, és a j és k generalta komplementer
altér a —1 sajatértékhez tartozé sajitaltere. Ezért sui~! = +u valéban csak

akkor lehetséges, ha u valamelyik sajataltérhez tartozik, azaz u € S' vagy
uwe S O

4.8.8. Tétel. Az S? gombi térben két f6korhéz akkor és csak akkor létezik
olyan Hopf-féle kérrendszer, amely mindkettét tartalmazza, ha a két f6kor
Clifford-parhuzamos.

Bizonyitas: Tegyiik f6l eloszor, hogy K és L két fokor, amelyek hozzatartoz-
nak ugyanahhoz a Hopf-féle korrendszerhez. Ez azt jelenti, hogy valamelyik
S; részcsoport szerinti ugyanolyan oldali mellékosztalyok.

Tekintsiik el6szor azt a specidlis esetet, amikor K = S!, és tegyiik fl, hogy
L az S'-nek jobb oldali mellékosztalya, azaz L = S'a. Ekkor a [4.7.16}beli
okoskodds (az n = 2, z = 1, w = a szereposztdssal) éppen azt mutatja, hogy
K és L Clifford-parhuzamosak.

Legyen most K tetszéleges fokor és L = Ka. Vigyiik at S'-et K-ba alkalmas
egybevagésaggal. A Tétel szerint ez az egybevigdsag = — uxv alaki
alkalmas u,v € S3 elemekkel. Ekkor K = uS'v és L = uS'va = uS'bv, ahol
b = vav~—'. Az el6z6 specidlis eset felhaszndlasiaval kapjuk, hogy S' és S'b
Clifford-parhuzamos f6korok. Ezekre az x — uzv egybevagdsdgot alkalmazva
kapjuk, hogy K és L is Clifford-parhuzamosak.

Ha L baleltoldssal kaphaté a K fokorbol, azaz L = aK, akkor alkalmazzuk
rajuk a kvaternidk konjugélasit: K és L is fokorck és L = Ka. Az el6zd
esetet alkalmazva K és L Clifford-parhuzamosak, és igy a konjugaldssal adott
egybevagdsagnal szarmazd képeik, K és L is azok.

Megforditva, legyen adott két Clifford-parhuzamos fokor S3-ban. Vigyiik &t
S3 alkalmas egybevagésagival az egyikiiket az S! fékorbe, és jelolje L a ma-
sik fokor képét. Ekkor nyilvan S! és L is Clifford-parhuzamosak, tovabba
miatt elegendd azt bebizonyitani, hogy van olyan Hopf-féle kérrendszer,
amely Sl-et és L-et magaban foglalja. Akar L = S!, akér L = S, ezt tud-
juk. (Ennek nincs most jelentdsége, de és alapjan azt is tudjuk,
hogy mindkét esetben pontosan két darab ilyen korrendszer van.) Szemel-
jiink ki egy tetsz6leges u € L elemet, ekkor u ¢ S' és u ¢ S*'. Tekintsiik az
S'-hez tartozé mindkét Hopf-féle korrendszernek az u-n dthaladé tagjat. A
Lemma szerint ez a két f6kor kiilonbozd, és a tétel mar bebizonyitott
irdnya szerint mindkettd Clifford-parhuzamos S'-gyel. Viszont szerint
u-n 4t csak két darab S'-gyel Clifford-parhuzamos fékor 1étezik, emiatt L ezek
egyike. Tehat az S'-hez tartozé egyik Hopf-féle korrendszer valéban L-et is
tartalmazza. O
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Megjegyzés. Bar S3-ban a fékoérsk Clifford-parhuzamos volta nem tranzitiv
relécio, a [£.8.8] Tétel arra mutat rd, hogy nem &ll messze attél, hogy ekvi-
valenciarelacié legyen. Tekinthetnénk ugyanis kiilon-kiilon a ,,balrél Clifford-
parhuzamos” és a ,, jobbrdl Clifford-parhuzamos” relaciékat, amelyek akkor
allnak fonn két fokor kozott, ha bal oldali, illetve ha jobb oldali Hopf-féle
korrendszer tartalmazza Sket. Mindkett6 ekvivalenciarelacid, és 4.8.8 alapjan
a Clifford-parhuzamossag ezek egyesitése.

5. Inverziv geometria

Az euklideszi tér gombjeivel kapcsolatban a hipergdmbre vonatkozé inver-
zi6 tulajdonsagaival, majd a Mobius-transzformacidkkal ismerkediink meg.
Ennek elokészitéseképpen gombok kolcsonos helyzetét, érintkezését, szogét,
valamint pontnak hipergémbre vonatkoz6 hatvanyat tekintjiik &t.

5.1. Gombdok, hatvany

Az alabbi észrevételt a felez6 merdleges hipersikrol sz6l6 |4.3.12 Allités kiter-
jesztésének tekinthetjiik.

5.1.1. Allitas. Legyen d > 1 és tegyiik fel, hogy Ao, A1, ..., Ay, € E fiigget-
len pontok. Ekkor létezik olyan E-beli hipergomb, amely dthalad mindegyik
A; ponton. Az ilyen hipergémbiok kozéppontjai egy az (Ao, A1, ..., Ay) af-
fin altérhez képest ortogondlis komplementer dlldsu (d — k)-dimenzids affin
alteret alkotnak E-ben.

Bizonyitas: Tekintsik i = 1,. .., k-ra az Ay, A; pontparhoz tartozé H; felez6
meroleges hipersikot. Valamely FE-beli pont akkor és csak akkor kozéppont-
ja egy az Ag, A1, ..., Ar pontok mindegyikén athaladé hipergémbnek, ha
egyenl6 tavol van ezektdl a pontoktdl, azaz mindegyik H;-hez hozzatartozik.
A pontrendszer fliggetlensége miatt a H; hipersikok normélvektorai linedrisan
fliggetlenek, igy az S = ﬂle H; altérre dim S = d — k. Az ?—beli vektorok
merélegesek mindegyik AgA; vektorra, ezért S és (Ag, Ay, ..., Ag) ortogonélis
komplementer affin alterek. O

Ha k = d, akkor a széban forgé altér egyelemii, igy specidlis esetként a szimp-
lex koré irhaté hipergdmb egyértelmii 1étezését kapjuk.
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5.1.2. Kovetkezmény. Barmely E-beli d-dimenziés szimplexnek egyértel-
miien létezik koriilirt hipergémbje, azaz olyan E-beli hipergémb, amely at-
halad a szimplex cstcsain. O

5.1.3. Kovetkezmény. Legyen 1 < k < d és legyen G C E valamely k-
dimenzids affin altérben fekvé tetszbleges (k — 1)-dimenziés gémb, tovabba
P € E— (G) tetsz6leges pont. Ekkor egyértelmiien létezik olyan k-dimenzios
G gomb, amelyre G C G és PeqG.

Bizonyitas: Valéban, egy Ag, A1, ..., Ax € G, Axy1 = P fiiggetlen pontrend-
szert valasztva a keresett G gémb a P; (i = 0,1,...,k + 1) cstiest (k4 1)-
dimenziés szimplex koriilirt gémbje; az egyértelmiiség nyilvanvalo. O

5.1.4. Allitas (Hipergémb és affin altér kélcsonos helyzete). Legyen
d > 2, G C F hipergémb P € E kézépponttal és r sugarral, S C E affin
altér, melyre 1 < dim S < d. Jeldlje Q € S a P pont ortogonalis vetiiletét
S-en, és legyen q = p(P, Q). Ekkor:

— Hag>r, akkor GNS = 0.
— Hag=r, akkor GN S = {Q}.

— Ha g < r, akkor GN S a Q kézépponti, /12 — g2 sugari S-beli hiper-
gomb.

Bizonyitds: Azonnal adédik a Pitagorasz-tételbdl és abbdl, hogy g = p(P, S).
O

5.1.5. Definicié (Erint8hipersik). Az beli q = r esetben azt mond-
juk, hogy S érinti G-t a @ pontban. Nyilvanvalo, hogy barmely G C FE
hipergéomb barmely A € G pontjahoz egyértelmiien talalhaté olyan H C E
hipersik, amely G-t az A pontban érinti, mégpedig az A pontot tartalma-
76, PA normaélvektora hipersik, ahol P a G hipergbmb koézéppontja. Ezt a
hipersikot a G hipergbmb A-beli érintéhipersikjanak nevezziik és T4 G-vel
jeloljiik.

Ha G alacsonyabb dimenzidji gomb E-ben és A € G, akkor a T4 G érintSaltér
a (G) affin altérre vonatkozé hipersik.

Ha példdul az S affin altér az beli harmadik esetnek megfeleléen (dim S—

— 1 dimenziés) gombot metsz ki a G hipergémbbél, akkor barmely A € SNG
esetén T4 (S NG) = SNT4G.

5.1.6. Definici6 (Hipergébmbdsk érintkezése). Legyen G és Go C E
két kiilonb6z6 hipergémb. Azt mondjuk, hogy Gy és G érintkeznek az A
pontban, ha A € G1NGy és TaG, = TaGo. Az érintkezést kiilsé érintkezésnek
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hivjuk (illetve azt mondjuk, hogy G; és Go kiviilrdl érintik egymadst), ha
G1 és Go egyike sem tartalmazza a belsejében a méasik kozéppontjat. Az
ellenkez6 esetben belsd érintkezésrdl beszéliink (azaz azt mondjuk, hogy G,
és G4 beliilrél érintik egymast).

5.1.7. Allitas (Két hipergémb kolcsonds helyzete). Legyenek d > 2
mellett Gy és Gy hipergombok E-ben P, illetve P, kbzépponttal és 1, illetve
ro sugdrral, tovdabbd jelolje q a p(Py, Pa) tdvolsdgot. Ekkor:

Ha q < |r1 — rof, akkor Gy és G4 koziil az egyik a mdsikat a belsejében
tartalmazza.

— Ha 0 < g =|ry — rof, akkor Gy és Gy beliilrél érintkeznek.

— Ha |ry — rg| < g < 11 + 19, akkor G1 N Gy egy a (P, P2) egyenesre
merdleges hipersikban fekvé (d — 2)-dimenziés gémb.

— Ha q = ry + re9, akkor G és Gy kiviilrél érintkeznek.
— Ha g > ry + ro, akkor G1 és G egymas kiilsejében fekszenek.

Bizonyitds: Egyediil a harmadik (metsz6) esetbeli llitds igényel indoklést, a
tobbi rogton kovetkezik a definiciokbdl a haromszog-egyenltlenség haszna-
lataval. A harmadik allitds sikbeli, korokrél sz6l6 specidlis esete (azaz amikor
d = 2) jol ismert az elemi geometridbdl. Az dltaldnos esetben vegyiik észre,
hogy a G1-bdl és Go-bol allé rendszer invaridns F Osszes olyan egybevagd-
sdgdra nézve, amely a Py és a Py pontot (kdvetkezésképpen a teljes (Py, Py)
egyenest pontonként) helyben hagyja. Ezek az egybevigdsigok egy O(d —
— 1)-gyel izomorf csoportot alkotnak, ezért (a d = 2 esetben hasznilatos
Ltengelyes szimmetria”, illetve a d = 3 esetben hasznélatos ,forgdsszimmet-
ria” elnevezés mintdjara) hivatkozhatunk a G1-bél és Go-bdl 4ll6 rendszer
O(d — 1)-szimmetridjara. Valasszunk ki egy tetszéleges, (Py, Py)-t tartalma-
76 2-dimenziés S affin alteret, az ottani (G N'S) N (G2 N S) halmazra az
O(d — 1)-szimmetridt jelentd transzformdacidkat alkalmazva a képeik egyesi-
téseként megkapjuk a G1 N Gy halmazt. Viszont (G1 N S) N (G2 N S) két,
a (Py, P2) egyenesre szimmetrikusan 4116 pontbdl all, igy G; N G2 valéban a
(P1, P2) egyenesre merdleges hipersikban fekvé (d — 2)-dimenziés gomb. O

Megjegyzés. Az Allitésbol régton kovetkezik, hogy két kiilonbézé hi-
pergémb akkor és csak akkor érintkezik, ha egyetlen kozos pontjuk van. Ha
hipergombok helyett alacsonyabb dimenzidji géombok is széba keriilhetnek,
akkor ez mar nem lesz igy. Az érintkezés fogalmat alacsonyabb dimenziéji
goémbok esetére is az Definicié mintdjira értelmezhetjiik.
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5.1.8. Definicié (Alacsonyabb dimenzidju gombdok érintkezése). Le-
gyen 1 < k <d, és legyen G1, Gy C E két kiilonboz6 (k — 1)-dimenziés gomb.
Azt mondjuk, hogy G és G érintkeznek az A € E pontban, ha A € G1NG>
és TAG1 = TAGQ.

5.1.9. Lemma. Az E-beli (k—1)-dimenziés G és G gbmbdk pontosan akkor
érintkeznek, ha G1-nek és Go-nek egyetlen kéz0s pontja van, és létezik olyan
E-beli k-dimenzics affin altér vagy k-dimenziés gomb, amely tartalmazza
mind G1-et, mind Ga-t.

Bizonyitas: Tegyiik fel el0szor, hogy G és Go érintkezik az A pontban. Felte-
hetjiik, hogy nincs olyan k-dimenzids affin altér, amely tartalmazza mindkét
gombot. Ekkor a (Gy), (G2) k-dimenziés affin alterek egy (k — 1)-dimenzids
altérben (mégpedig G és Go kozos érintShipersikjdban, T4 Gy = TaG2 -ben)
metszik egymadst, ezért egyiitt egy (k+1)-dimenziés T alteret generdlnak. Te-
kintsiik erre a T' altérre vonatkozéan a T'4G; altérnek az A ponton athaladd
S ortogonalis kiegészitOjét, ekkor dim .S = 2. Allitsunk merdleges egyeneseket
a 1 és a G2 gomb koézéppontjdn 4t a (Gy), illetve (G) altérre mint hiper-
sikra T-ben. Ezek az egyenesek nem parhuzamosak (mert (Gp) és (G2) nem
parhuzamos hipersikok T-ben), és S-ben fekszenek (mert egyrészt a két gomb
kozéppontja illeszkedik S-re, hiszen a kézéppontokbdl A-ba mutatéd vektorok
mer6legesek Ty G1-re, masrészt mert irdnyvektoraik is merdlegesek T4 G1-re).
A két egyenes tehdt metszi egymast egy P € T pontban. A T-beli, P kozép-
pontt, p(P, A) sugari, k-dimenzids G gémb tartalmazza Gp-et is és Go-t is.
A két gbmbnek az A-n kiviil nincs k6zos pontja, mert Gy NGy = ((G1)NG)N
N{G)NG)=({G1)N{G))NG = (TaG1) NG C (TAaG)NG = {A}.

A forditott irdny bizonyitdsdhoz (az Allftést kovetd megjegyzés fényé-
ben) ismét feltehetjiik, hogy G7 és G2 nem egy k-dimenzids affin altérben,
hanem egy k-dimenzids G gombon fekszik. Legyen {A} = G N Go, azt kell
megmutatnunk, hogy TaG1 = TaGs. Legyen P a G, P; a G1, és P> a Go
kozéppontja, ekkor P, Py és P, nem kollinedris pontok. Az S = (P, Py, P,)

G

TAGl
Gy P
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affin sikra vonatkozé ortogonalis szimmetria mindharom gémbot 6nmagaba
viszi, ezért A € S. Mind G, mind G4 esetében elmondhatd, hogy a T4 G;
affin altér a (P, P;, A) altérnek, azaz S-nek az A-n dtmené, (G)-re vonatkozd
ortogondlis kiegészit&je, ezért valéban TaG1 = TaGo. O]
Megjegyzés. Az Lemma nyilvanvalé médon érvényben marad akkor is,
ha megengedjiik, hogy G és G5 egyike gomb helyett ugyanolyan dimenziéju
affin altér legyen. Ilyenkor érintkezésen persze azt kell érteni, hogy a széban
forgé affin altér a gombnek egy érintShipersikja (a gdmb &ltal kifeszitett affin
altérben).

5.1.10. Definicié (Két hipergdmb szége, gébmb és hipergémb merd-
legessége). Tegyiik fel, hogy d > 2 és G1, G2 hipergdmbdk E-ben, melyekre
Gy NGy # 0. Ertelmezziik Gy és Gy szdgét, a <(Gy,Ga) € [0,7/2] szamot
mint az érintGhipersikok szogét valamely k6zos pontban, azaz valasszunk egy
tetszbleges A € G1 N G2 pontot és legyen <((G1, Ga) = <(TaG1,TaG2). Ez a
<(TaG1,TaGs) szog nem fiigg az A kozos pont specidlis véalasztdsatdl, még-
pedig a kozéppontokon athaladé egyenes koriili O(d — 1)-szimmetria miatt.
Nyilvan <(G1,G2) = 0 pontosan akkor &ll, ha G; és G2 érintkezik. Ha pe-
dig <(G1,G2) = w/2, akkor Gi-et és Ga-t merdlegesnek mondjuk, és ezt a
viszonyt a G7 L G4 jeloléssel fejezziik ki.

A merdélegesség definicidjat ki tudjuk terjeszteni arra az esetre, amikor a két
gomb koziil az egyiknek a dimenzidja (d— 1)-nél alacsonyabb is lehet: miutédn
affin altér és hipersik merdlegessége értelmezve van, ezt kell megkovetelni az
érint6hipersikoktdl a kozos pontokban.

5.1.11. Definicié (Kor vagy egyenes, és gbmb vagy affin altér szoge).
Ahogyan két affin altér szogét értelmezni tudjuk abban az esetben, amikor
az egyik altér egydimenzids, két kozos ponttal biré gomb szogét is definial-
hatjuk olyankor, amikor egyikiik egydimenzids, azaz kor. Ugyanigy egyenes
és gomb, illetve kor és affin altér szoge is értelmezhet6. Legyen K C E kor
vagy egyenes, G C E pedig (k — 1)-dimenziés gomb vagy affin altér, melyekre
2<k<dé KNG # (). Vélasszunk egy tetszSleges A € K N G pontot és
értelmezziik a <(K,G) szoget a <(K,G) = <(TaK,T4G) formuldval, ahol
T4 K-n magéat K-t értjiik, ha K egyenes, illetve T4 G-n G-t értjiik, ha G affin
altér. Ha K-nak és G-nek egynél tobb kozos pontja van és K ¢ G, akkor
pontosan két kozos pont van és a K-bdl és G-bol 4llé rendszer szimmetrikus
a két pont felez& meréleges hipersikjara, emiatt a <(TaK,TaG) sz6g nem
fligg az A koz6s pont specidlis véalasztdsatol.

5.1.12. Definici6 (Hatvany). Legyen G C E rogzitett, P kozéppontu,
r sugari hipergémb. A tér valamely A € E pontjanak a G hipergdmbre
vonatkozé hatvanyén a hg(A) = ¢* — r? szadmot értjiik, ahol ¢ = p(P, A).
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Nyilvédn hg(A) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha A € G. A hatvdny a G-hez
képest belsé pontokra negativ, a kiilsckre pozitiv.

5.1.13. Allitas. Ho L C E tetszbleges egyenes az A ponton 4t és LN G =
= {Bl,Bg}, akkor hg(A) = ABl . AB2

Bizonyitas: Legyen a ont a P kozéppont meroleges vetiilete az L egye-
Y. ig Qp pp g gy

nesen ekkor 5.1.4tre hivatkozva Qg + QB3 = 0 és igy a Pitagorasz-tétellel
AB;-AB; = A+QB1) (AG- QB1) —p(A Q)?—p(Q, B1)* = (p(A,Q)*+
+o(P,Q)?) = (p(P.Q)* + p(Q, B1)?) = ¢* = 1°. m

Megjegyzés. A By = Bs specidlis esetben az [5.1.13] Allitds szerint egy kiilsé
pont G-re vonatkozo hatvanya a pontbdl G-hez huzott érintészakasz hossza-
nak a négyzetével egyenlos.

5.1.14. Allit4s. Legyenek Gy, G1 C E nem koncentrikus hipergémbok. Ek-
kor a

H={A€E : hg,(A) =hg,(A)}

halmaz egy a hipergombok kozéppontjat osszekoté egyenesre merdleges hi-
persik.

Bizonyitds: Szoritkozzunk elészor az L = (Pp, P;) egyenesre, ahol P; a G;
hipergémb kézéppontja (i = 0,1). Haszndljuk L-ben a Py, P; pontok koordi-
nataira a po, illetve p; jelolést, legyen tovabba Gy és Gy sugara rq, illetve ry.
Egy L-beli x koordinataju pont akkor és csak akkor tartozik H-hoz, ha z-re
fenndll az

(@—p0)* =75 = (z—p)®—rf,
azaz a 2x(p1 —po) = 7r5—1+pi Do

egyenlet, amelynek p; — pp # 0 miatt egyértelmiien létezik megoldédsa. Ezzel
belattuk, hogy a H N L halmaz egyetlen pontbdl all; jeloljiik ezt a pontot
B-vel.

A Go
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Ha most A € E tetszbleges, jeloljikk T-vel az A mer6leges vetilletét az L
egyenesen. Ekkor ¢ = 0,1-re

ha (A) = p(A B)? =1} =
p(A,T)Q + p(T, R)Q - T1'2 =
p(A,T)? + he,(T)

mutatja, hogy A € H pontosan akkor teljesiil, amikor 7' € H. Emiatt H
azoknak az F-beli pontoknak a halmaza, amelyeknek a vetiilete a B pont, ez
pedig az L egyenesre B-ben allitott merdleges hipersik. O

5.1.15. Definicié (Hatvanyhipersik). Ha Gy, G; C E nem koncentrikus
hipergdmbok, akkor az [5.1.14tbeli H hipersikot Gy és G7 hatvdnyhipersik-
janak nevezziik. (A d = 2, illetve d = 3 esetben a hatvanyvonal, illetve a
hatvanysik elnevezéseket hasznéljuk H-ra.)

Megjegyzések. (1) Ha G és G koncentrikus és kiilonbozé sugart, akkor az
ben definidlt H halmaz iires.

(2) Ha a Gy és Gy kiilonbozé hipergombok érintkeznek, akkor hatvanyhi-
persikjuk az érinkezési pontban huzott kozos érintéhipersik. Ha Gy és Gy
metszok, akkor H = (Go N Gy).

A pont hipergémbre vonatkozé hatvianyanak fogalméat kézenfekvé médon le-
het az olyan ,elfajulé” esetekre is kiterjeszteni, amikor a gomb ,,zérus sugaru”,
azaz egyetlen pontbdl all. Ilyenkor a hatvanyhipersik a felez6 merdleges hi-
persikkd specializdlédik. Ebben az értelemben az aldbbi tétel az Allités
altalanositésa.

5.1.16. Tétel. Legyenek Gg, G1, ..., Gy olyan E-beli hipergémbdk, amelyek
Py, Py, ..., P, kozéppontjai fiiggetlen pontrendszert alkotnak F-ben. Ekkor
az

{A€E : hgy(A) =hg, (A) = ... = hg,(A)}

halmaz (d — k)-dimenzids affin altér, amely a (Py, P, ..., Py) affin altérhez
képest ortogonalis komplementer allasu.

Bizonyitas: Az Allitds bizonyitdsanak mintajara rogton kovetkezik[5.1.14
bol. O

A kovetkez6 tétel gombok merSlegességét jellemzi hatvanyok segitségével.

5.1.17. Allitas. Legyen d > 2 és i = 1,2-re G; C E hipergémb, melynek
kozéppontja P;, sugara r;. Ekkor az alabbi allitasok ekvivalensek :
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(it) p(Pr, Py)?* =1} +73.

Bizonyitds: (i) = (ii): Tetsz6leges A € G1 NGy ponttal a Py P, A hdromszog-
nek A-nél derékszoge van, igy a Pitagorasz-tétel alkalmazhato.

= (i): A feltételbdl |rq — ro| < p(Pr, P2) < 11 + 1o kovetkezik, igy az
Allitast haszndlva valaszthatunk egy A € G1 N G4 pontot és alkalmaz-

hatjuk a Pitagorasz-tétel megforditasat. Az APy és AP, meroleges vektorok
a TaG1 és TAGo érintShipersikok normalvektorai, ezért G; L Gs.

A (i), (iii) és (iv) allitdasok egymads kozvetlen dtfogalmazdsai. O

5.1.18. Definicié (Hipergémb normaélegyenlete). Legyen G C E hiper-
gomb, P jelolje a kozéppontjat, r a sugarat. Ha E-ben adott egy tetszdleges
x : B — RY Descartes-féle koordinatarendszer, amelynél x(P) = p, akkor G
egyenlete erre a koordindtarendszerre nézve vektoros alakban (x —p)? —r% =
= 0, illetve koordinatdkkal kifejezve

x%+x§+...+x§+a1z1+a2x2+...+ad:17d+b:O

alakd alkalmas aq, a9, .. ., aq, b konstansokkal. Ennek az egyenletnek barmely
nemzérus skalarszorosa szintén G egyenlete. Ezek kozott azt, amely a fenti
felirasban szerepel, azaz amelyben a masodfoku tagok egyiitthatéja 1, a G
hipergémb normaélegyenletének nevezziik.

A normaélegyenlet vektoros alakjiban raismeriink a G-re vonatkozé hatvany-
ra: tetszéleges A € E pontra hg(A) = (x(A4) — p)? — r?. Ennek alapjan a
G hipergébmb normélegyenlete ismeretében tetszéleges pont G-re vonatkozo
hatvéanya kénnyen meghatarozhaté: csak be kell helyettesiteni a pont koor-
dindtait a normalegyenlet bal oldaldba. Ennek az észrevételnek az alapjan a
hatvanyhipersik egyenletét tudjuk kénnyen eléallitani.

5.1.19. Allitas. Két nem koncentrikus hipergomb normalegyenletének a kii-
Iénbsége a hatvanyhipersik egyenletét adja.

Bizonyitds: Valéban, ha G és G2 normélegyenletének vektoros alakja (x —
—p1)? —r? =0, illetve (x — p2)? — r3 = 0, akkor a fentiek alapjin ezek
kiilonbségét mint egyenletet egy A pont koordinatai akkor és csak akkor elé-
gitik ki, ha hg, (A) — hg,(A) = 0. O
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5.2. Inverzid

5.2.1. Definicié (Inverzid). Legyen d > 1 és G C F rogzitett hipergdmb,
melynek kozéppontja P, sugara r. A G hipergémbre vonatkozé inverzion azt
a

oc : E—{P} - E—{P}

leképezést értjiik, amelynél P-ben felvett origéval torténd vektorizalds utan
minden x € Fp, x # 0 esetén

,,,2

Maés széval, valamely A # P pont inverze (azaz a G-re vonatkozé inverziéndl
szérmazé képe) a P kezdSponti, A-n dthaladé félegyenesnek az az A’ pontja,
amelyre p(P, A) - p(P, A’) = r%.

A P pontot az inverzié pélusanak, a G gombot az inverzié alapgémbjének
nevezziik.

A tovdbbiakban (5.2.10-ig bezérdlag) rogzitiink E-ben egy P kdzéppontd, r
sugari G hipergémbot és a o inverzid tulajdonsigait vizsgaljuk.

5.2.2. Allitas

(1) ogoog =1idp_(p}.

(2) Tetszéleges X # 0-ra og o Hpx = Hp 1/ © 0g. Specidlisan, o felcse-
rélhet6 a P kézéppontu szimmetriaval.

(3) G =Fix(0qg), azaz valamely A € E, A # P pontra og(A) = A ponto-
san akkor all, ha A € G.

(4) Ha S C F affin altér és P € S, akkor og|s—_{p} = 0ans-

(5) Bédrmely G-t6l kiilonbozé E-beli G’ hipergémbre oc(G') = G’ akkor és
csak akkor érvényes, ha G' L G.

(6) Ha Gy és Gy kozos P kozéppontu, 11, illetve ro sugari E-beli hiper-
goémbdok, akkor
0G, 006G, = Hp (ry/r)2 | E-{P} -

Bizonyitds: (1), (2), (3) és (4) a definicié kozvetlen kovetkezményei.

(5): A og(G') = G feltétel[5.1.13|miatt azzal egyenértékii, hogy hg: (P) = 12,
ez pedig [5.1.17 miatt G’ és G merdlegességét jelenti.
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(6): A kozos koézépponttal mint origdval vektorizélva tetszbleges x € V', x #

= 0uxa o, 206,)() = 3/ )- (021 ) = (rafr

5.2.3. Allitas (Hipersik inverze). Legyen H C E hipersik. Ha P € H,
akkor og(H—{P}) = H—{P}, hapedig P ¢ H, akkor a o(H)U{P} halmaz
P-n athalado hipergomb, amelynek a P-beli érint6hipersikja parhuzamos H -
val.

H

[ ral®)
Sy

A

Bizonyitds: A P € H esetben az §llitds nyilvanvald. Tegyiik fel, hogy P ¢ H
és legyen T a P pont merdleges vetiilete H-n. A G-bdl és H-bdl 41l rend-
szer (P,T) egyenes koriili O(d — 1)-szimmetridja folytdn az &llitdst elegen-
dé a sikbeli (d = 2) esetre igazolni. Tetszéleges A € H, A # T pontra
p(P,A) - p(P,og(A)) = r* = p(P,T) - p(P,oc(T)) miatt p(P, A)/p(P,T) =
= p(P,oc(T))/p(P,0c(A)), amib6l a P-nél kézds szoggel biré PAT és
Pog(T)oc(A) hiromszogek hasonldsdga kovetkezik. Ezért az utébbi hdrom-
szogben a o (A) cstcsnél derékszog van, igy a og(A) pont a [P, og(T)] dtmé-
r6jii Thalész-korre illeszkedik. Megforditva, e kor barmely P-t6l kiilonb6z6 B
pontja nyilvan el6éll valamely H-beli pont (mégpedig a (P, B) egyenes és H
metszéspontja) inverzeként. Végiil ennek a kérnek a P-beli érintéje merdleges
a (P,T) egyenesre, azaz parhuzamos H-val. O

5.2.4. Kovetkezmény (Affin altér inverze). Legyen K C E affin altér.
Ha P € K, akkor (K —{P}) = K—{P}, ha pedig P ¢ K, akkor a og(K)U
U {P} halmaz P-n dthaladé dim K-dimenziés gémb, amelynek a P pontbeli
érintbaltere parhuzamos K-val.

Bizonyitds: A P € K esetben az allitds nyilvdnvalé. Ha pedig P ¢ K, akkor
5.2.2](4) miatt szoritkozhatunk az S = (K, P) affin altérre, amelyben a K
hipersikra alkalmazhatjuk az Allit4st. O

5.2.5. Allitas (Hipergdmb inverze). Legyen G' C E gémb. Ha P € G/,
akkor a o (G'—{P}) halmaz hipersik, amely parhuzamos a TpG' hipersikkal,
ha pedig P ¢ G', akkor o¢(G’) hipergémb.
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Bizonyitds: A P € G’ esetben az 4llitds nyilvanvald [5.2.2](1)-re és [5.2.3}ra
hivatkozva.

Tegyiik fel elészor, hogy P a G’ hipergémb kiils§ pontja, ekkor hg (P) >
> 0. Legyen GaP kozéppontt, 1/hg (P) sugari gémb, ekkor miatt
G L G és igy (5) miatt o5(G’) = G'. Ezért (6)—0t felhasznélva
oq(G) =o0q (oé(G’)) = HP)T2/hG/(P)(G/) valéban hipergémb.

Ha pedig P belsdé pontja G’-nek, akkor vdlasszuk G-nak a P kozéppont,

—heg:(P) sugari hipergémbot. A P-b8l G’-hoz huzott szelszakaszok el-
lentétes irdnyitastak és szorzatuk (abszoldt értékben) éppen G sugaranak
négyzete, ezért 05(G') = Hp _1(G"). Ezutén az el6z6 esethez hasonléan, de
most (2)-t is felhasznélva 0 (G') = og(Hp,—1(05(G"))) = (Hp,—100G0
005)(G") = Hpy2/p,, (p)(G') hipergémb. O

5.2.6. Kovetkezmény (Alacsonyabb dimenzidjui gémb inverze). Le-
gyen 1 <k <d és legyen G' C E (k — 1)-dimenziés gémb. Ha P € G’, akkor
a 0g(G' — {P}) halmaz (k — 1)-dimenziés, TpG’-vel parhuzamos affin altér,
ha pedig P ¢ G', akkor o¢(G") szintén (k — 1)-dimenziés gémb.

Bizonyitds: A P € (G') esetben az 4llités [5.2.5}bdl nyilvénvalé a (G’) affin
altérre szoritkozva.

A P ¢ (G') esetben tekintsiik az Kovetkezmény szerinti k-dimenzids,
G'-t tartalmazé és P-n is athaladé G gémbot, valamint egy tetszéleges olyan
H C E hipersikot, amelyre G’ C H és P ¢ H. Ekkor G' = G N H, tovabba
a 0g(G — {P}) halmaz k-dimenziés affin altér, a o¢(H) U {P} halmaz pedig
hipergémb E-ben. Ezért re hivatkozva o (G') = 06(G — {P})Nog(H)
valéban (k — 1)-dimenzids gomb. O

Megjegyzés. Az [5.2.3}5.2.6tban megfogalmazott tulajdonsdgokat egyiittesen
agy szokas Osszefoglalni, hogy inverziénal tetszoleges dimenzidji gobmbok vagy
affin alterek képe ugyanolyan dimenzidji gomb vagy affin altér. Ez a széhasz-
nalat kissé pontatlan amiatt, hogy nem tér ki a pélus hovatartozasabol adédo
sziikségszerl lesziikitésekre. Az szakasz hatralevd részében ezt a pontat-
lansagot a gordiilékenyebb fogalmazés érdekében elnézziik. Az szakasz-
ban latni fogjuk, hogy a tér un. inverziv bévitése itjan ez a megfogalmazas
is pontossa tehetd.

5.2.7. Tétel (Az inverzié érintkezéstartdsa). Legyenek Gi, Gy C E
egyenlé dimenzigji E-beli gombdk, illetve egyikiik affin altér is lehet. Ha
G1 és G4 valamely P-t6l kiilonb6z6 pontban érintkeznek, akkor a P polusu
inverzional keletkez6 képeik is érintkeznek. Ha pedig G1 és Gy a pdlusban
érintkeznek, akkor inverzeik parhuzamos affin alterek.
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Bizonyitds: Az érintkezés beli jellemzésébdl (beleértve az azt kovetd
megjegyzést is) és alkalmazasaval adddik. O

5.2.8. Tétel (Az inverzié szégtartdsa). Legyen d > 2 és tegyiik {61, hogy
(1 és G5 két olyan E-beli gomb vagy affin altér, amelyek szogét értelmez-
tiik. (Tehdt vagy dim Gy = dim Gy = d — 1, vagy G1 és Gy koziil az egyik
1-dimenzids, a masik legalabb 1-dimenziés, tovabba ha G és Go nem mind-
kettd affin altér, akkor G1 N Go # 0.) Ekkor a G-re vonatkozé inverziénal
<I(U(;(G1),Ug(G2)) = <I(G1, Gg).

Bizonyitas: Tekintsiik elGszor azt az esetet, amikor Gy is és G is affin altér.
Ekkor ¢ = 1,2-re a (dim G;—1)-dimenzids o¢(G;)U{ P} gombnek a P pSlusban
vett érintShipersikja parhuzamos G;-vel, emiatt valéban

Q(Ug(Gl),Ug(GQ)) = <I(Tp(Gg(G1)U{P}),TP(U(;(GQ)U{P})) = <I(G1,G2).

Ha G és G5 nem mindkettd affin altér, akkor valamely A € G; NGy kiszeme-
lése utan az Tétel miatt Gy-et és Ga-t helyettesithetjiik a T4 G, illetve
TaGo affin alterekkel és alkalmazhatjuk rédjuk a tétel mar tisztazott esetét.

Igy
AG1,Gs) = <TaG1,TaGs) =
= <(0¢(TaG1) U{P},06(TaG2) U{P}) =
(0a(Gh),06(Ga)) ,

ahol az utolsé 1épésben ismét az [5.2.7] Tételre hivatkozunk. O

<
<

5.2.9. Allitds. Legyen d > 2 és A, B € E két kiilénboz6 pont. Az aldbbi
allitasok ekvivalensek :

(i) og(A) = B.

(ii) Bdrmely A-n és B-n dthaladé E-beli hipergémb vagy hipersik merdle-
gesen metszi a G hipergombdt.

(iii) Bdrmely A-n és B-n dthaladé E-beli gomb vagy affin altér merdlegesen
metszi a G hipergémbdit.

(iv) Bdrmely A-n és B-n dthaladé E-beli kor vagy egyenes merdlegesen met-
szi G-t.

Bizonyitds: (i) = (ii): Ha G’ hipergémb és A, B € G’, akkor [5.1.17| alkal-
mazdsaval hg (P) = p(P, A) - p(P, B) = r? miatt G’ 1. G. Ha H hipersik és
A, B € H, akkor P € H ésigy H 1 G.

(if) = (iii): Bérmely gomb, illetve affin altér el8all az 6t tartalmazé hiper-
gbémbok, illetve hipersikok metszeteként. Ha mindegyik metszendd merdleges
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G-re, akkor az affin altér és hipersik merélegességének definicigjabdl (4.3.7),
amit gombok esetében a G-vel vett metszéspontokban az érintOhipersikokra
alkalmazunk, kovetkezik, hogy a metszet is merdleges G-re.

A (iv) allitds (iil) specidlis esete.

(iv) = (i): Miutéan (A, B) L G, a P pdlus illeszkedik az (A, B) egyenesre.
Tekintsiink az A és B pontokon at két kiilonbozé kort. Ezek mindegyikét
[5.2.21(4) és[5.2.21(5) miatt a o inverzié nmagara képezi, ezért metszetiiket,
azaz az {A, B} halmazt is. Az A és B pontok nem tartozhatnak G-hez, mert
akkor taldlhaté volna rajtuk dthalad6, G-t nem merdlegesen metsz6 (példaul
G-ben fekvd) kor. Ezért A és B nem fixpontok, és igy o felcseréli ket. [

Megjegyzés. Az Allitas nyilvan érvényes a G hipergdmb helyett egy H
hipersikkal és a oG inverzi6 helyett a oy tiikrozéssel is.

5.2.10. Kovetkezmény. Valamely inverziondl egy a G hipergémbre nézve
inverz pontpdr a G hipergémb inverz képére nézve inverz pontpdrba (illetve ha
a kép hipersik, szimmetrikus pontpédrba) képezddik. Més szoval, tetszbleges o
inverziéra cooG oo = 04 (q). Hasonléképpen egy a H hipersikra szimmetrikus
pontpar képe inverziéban dll (illetve szimmetrikus) H inverzére nézve, azaz
go0g o0 = Og(H)-

Bizonyitds: Az inverziéban all6 pontparok 5.2.9-beli jellemzésébél (illetve az
azt kovetd, tiikros pontpéarokrdl szélé megjegyzésbdl) valamint az inverzié
gombtartasabodl és szogtartasabdl adodik.

O

5.2.11. Definicié (Sztereografikus vetités). Tegyiik fel, hogy d > 2,
legyen G C FE hipergbmb, O € G tetszOlegesen rogzitett pont, és H C F
az a hipersik, amely az O-val atellenes pontban érinti a G hipergémbot. A G
hipergémbnek az O pontbdl torténd sztereografikus vetitésén azt a

v:G—{0} =~ H

leképezést értjiik, amelyre az O, A és v(A) pontok kollinedrisak minden A €
€ G, A # O-ra. Ez a kovetelmény egyértelmiien definidlja a v leképezést, mert
a v(A) pont szitkségképpen az (O, A) egyenes és a H hipersik metszéspontja;
ez a metszéspont pedig létezik H || ToG miatt, hiszen az O A vektor linedrisan
fliggetlen a Toii hipersiktél. Az is nyilvanvalé tovabba, hogy a v leképezés
bijektiv az O pontjatol megfosztott G hipergémb és a H hipersik kozott.

Megjegyzés. A sztereografikus vetités a fentinél kissé dltaldnosabb koriilmé-
nyek kozott is ugyanilyen moédon értelmezheté. Miutdan az O pontot rogzi-
tettiik, a H hipersik megadasanal csak az lényeges, hogy parhuzamos legyen
az O-beli érintShipersikkal és kiilonbozzon téle, nem sziikséges ahhoz ragasz-
kodni, hogy éppen az atellenes pontbeli érintShipersik legyen. A H hipersik
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kiilonb6z6 helyzeteihez tartozo képek csak O kozépponti homotécidban tér-
nek el.

5.2.12. Allitas. Az 5.2.11-beli sztereografikus vetités megegyezik annak az
inverziénak a G — {O} halmazra vald lesziikitésével, amelynek a pélusa az O
pont, alapgémbjének sugara pedig egyenlé a G gomb atmérgjével.

Bizonyitas: Valéban, ennél az inverziénal a pontok O-bdl indulé félegyenesek
mentén mozdulnak el, és a G — {O} halmaz képe éppen H. O

5.2.13. Ko6vetkezmény. A sztereografikus vetités a G-ben fekvé alacso-
nyabb dimenziéju gémbdket ugyanakkora dimenzidju gombokbe vagy affin
alterekbe viszi, tovabba ezeknek az idomoknak a korében érintkezéstarto és
szogtarto. O

5.2.14. Definicié (G6mbi tiikrézés). Tegyiik fel, hogy d > 2 és rogzitsiik
a G C F hipergémbot. Legyen G’ C G hipergémb a G-re vonatkozdan, azaz
(d —2)-dimenziés gomb. Definidljuk a G hipergémbnek a G'-re vonatkozd 7¢-
gbmbi tiikrozését, a 7o : G — G leképezést a kovetkez6 mddon.

!

Tegyiik {6l elészor, hogy G’ kézéppontja nem esik egybe G kdzéppontjdval.
A kozéppontok egyenesére vonatkozé O(d — 1)-szimmetridra és a kétdimen-
zids esetre hivatkozva vegyiik észre, hogy a G hipergdmbnek a G’ pontjaiban
vett érintShipersikjai mind dthaladnak egyetlen C' € F ponton. (Ezt a pon-
tot, amely nyilvdnvaléan kiils6 pontja G-nek, nevezhetjiik a G’-héz tartozd
yerintékip” csicsdnak. Az innen G-hez huzott érintéegyenesek mindannyian
G’ valamely pontjiban érintik a G hipergombét.) Tetszbleges A € G pontra
legyen 7/ (A) € G az a pont, amelyre (C, AYNG = {A, 7¢:(A)}, azaz a (C, A)
egyenes mésik metszéspontja G-vel (illetve érintés esetén maga A).

Ha G’ és G kozéppontja egybeesik, akkor a (C, A) egyenesek szerepét a (G')
hipersikra meroleges egyenesek veszik at, azaz ilyenkor a 7/ leképezést ugy
értelmezziik, mint a o gy tiikkrozésnek a G hipergombre valé megszoritasat.

Eszrevehetjﬁk, hogy a definicié elsd esetében is (amikor a kézéppontok nem
esnek egybe) egy jol ismert leképezés G-re valé megszoritasarol van sz6: anndl
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az inverziénal, amelynek C a pdélusa és amelynek az alapgémbje tartalmazza
G’-t (ilyen hipergémb szerint egyértelmtien létezik), a G hipergdémb 6n-
magara képezddik. Igy az inverziéra vonatkozo gombtartési, érintkezéstartasi
kovetkezik az alabbi tételbdl is, amely azt mutatja meg, hogy sztereografikus
vetitésnél a gbmbi tiitkrozések inverzidkba vagy tiikrézésekbe mennek &t.

5.2.15. Tétel. Legyen v : G — {O} — H sztereografikus vetités és G' C G
tetszlleges (d — 2)-dimenziés gomb. Ekkor:

— ha O e G/, akkor JU(G/—{O}) =7voO (TG’|G—{O}) o ’071,

— ha pedig O ¢ G', akkor o,y =vorg ov™!

érvényes ott, ahol a két leképezés értelmezve van.

Bizonyitas: Tegyiik fel el6szor, hogy d > 3. Ekkor az Allitast a H hiper-
sikra alkalmazva és 5.2.13-ra hivatkozva elég azt ellenérizni, hogy A € G —G’
esetén barmely A-n és 7/ (A)-n dtfektetett, G-ben fekvd kor merdleges G'-re.
Ha G’ és G kozéppontja egybeesik, akkor ez nyilvdnvalé a (G’) hipersikra
vonatkozo szimmetriab6l. Ha nem, akkor egy ilyen kor sikja tartalmazza a
G'-hoz tartozd érintékip C csicsdt. A C-n és egy kozods ponton atfektetett
egyenes egyrészt merdlegesen metszi G'-t, mésrészt érinti a kort, emiatt a kor
valéban meréleges G'-re.

Ha d = 2, akkor tekintsiik az E=FExR szorzatteret, allitsuk G-re és G'-re E-
ban az eggyel magasabb dimenzidji, ugyanolyan kézéppontti G O G, illetve
G' O G’ gémboket, valamint vegyiik az E-re meréleges, azt H-ban metsz6
H C FE hipersikot. Ezekre a tétel mar bizonyitott haromdimenzids esetét
alkalmazva, majd a leképezéseket FE-re megszoritva adodik az allités. O

Megjegyzés. Erdemes meggondolni, hogy a tétel O ¢ G’ esetében a vorgrov ™1

kompozicié mely pontban nincs értelmezve. Nyilvdn ott, ahol v~'-et, majd
Ter-t alkalmazva éppen az O pontba jutunk. Ez a pont tehét csakis az (O, C)
egyenes és H metszéspontja lehet (illetve kozos kdzépponti G’ és G esetén az
O-bél a (G’) hipersikra &llitott merdleges egyenes és H metszéspontja). Ezzel
a tételnek azt a kiegészitését kaptuk, hogy sztereografikus vetitésnél a gombi
tiikrozés olyan inverziéba megy at, amelynek a pélusa az érintékip csicsanak
a vetiilete. Ahhoz, hogy ez a megdllapitds kozos kézépponti G’ és G esetén is
érvényes legyen, szemléletiink azt sugallja, hogy ilyenkor érintékipon a G-t
G’ mentén érintd hengert érdemes érteni, amelynek a cstcsa ,,végtelen tdvol”
van a (G’) hipersikra meréleges irdanyban. Ennek a szemléletnek a projektiv
geometria fogalmai adnak majd pontos matematikai formét.
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5.3. Az inverziv csoport

A korabban vizsgalt transzformaéciétipusokkal ellentétben az inverzidékat nem
tudjuk minden tovabbi nélkiil kompondlni egymaéssal, hiszen nincsenek az
egész téren értelmezve. Annak érdekében, hogy az inverzidk is egy transz-
formécidcsoport elemei lehessenek, ezt a hidnyossagot a tér kib&vitése utjan
sziintetjiik meg.

5.3.1. Definicié (Inverziv b@vités). Hasznéljuk a oo szimbdlumot egy
olyan rogzitett matematikai objektumnak a jelolésére, amely nem eleme egyet-
len, altalunk vizsgalt euklideszi térnek sem. A tovdbbiakban oco-t ,,végtelen
tavoli” pontnak képzeljiik és hozzdcsatoljuk az E euklideszi térhez. Az ET =
= FU{oo} halmazt az E euklideszi tér inverziv bévitésének (vagy egyszerfien
csak inverziv térnek) nevezziik.

Ha S C E affin altér, akkor (miutdn S maga is euklideszi tér) automatikusan
ST = SU{x} C ET. Az inverziv kib6vités utdn tehdt a co pont kizos eleme
az Osszes F-beli (kibOvitett) affin altérnek.

Megallapodunk abban, hogy az f € Sim (E) hasonlésdgokat az f(oco) = oo
szabéllyal kiterjesztjiik Et-ra. Igy példdul barmely H C E hipersikra a og
tiikrézésnek oo is fixpontja, dsszhangban azzal, hogy co € H™.

Végiil megéllapodunk abban is, hogy barmely G C E hipergémb esetén a G-
re vonatkozé inverziét a og(oc) = P, og(P) = oo szabdllyal og : ET — ET
leképezéssé terjesztjiik ki, ahol P a G koézéppontja. Ezaltal az Gsszes inverzid
ugyanazt az ET teret képezi bijektiven énmagara. Ez a megdllapodés
alapjan egyuttal a sztereografikus vetitéseket is kiterjeszti olyan médon, hogy
a vetités kozéppontjanak a vetiilete a oo pont.

Koénnyen végiggondolhatd, hogy az inverzié 5.2.2-5.2.10-ben targyalt tulaj-
donsagai a kiterjesztés utan is érvényben maradnak, s6t helyenként egysze-
rlisddnek, mert bizonyos esetszétvalasztasok sziikségtelenné valnak. Példaul
érdemes abban megéallapodni, hogy két paArhuzamos E+-beli (kib&vitett) affin
alteret a co pontban érintkezének tekintiink, ezaltal az inverzié mindenfajta
kivétel nélkiil érintkezéstartova valik.

Megjegyzés. Lassuk el az E+ halmazt azzal a topoldgidval, amelyben E pont-
jainak kornyezetbazisat alkotjék a szokasos FE-beli kornyezetek, a co pont
szdmara pedig az BT — C alakd halmazok alkotnak kérnyezetbazist, ahol
C C E kompakt. (Az igy konstrudlt ET topologikus teret az E tér ,egy-
pontos kompaktifikdcié™jdnak szokés nevezni.) Ezzel a topoldgidval az ET
inverziv tér az S¢ gombbel homeomorf. Legyen ugyanis E hipersik egy eggyel
magasabb dimenziéji E euklideszi térben (lehet példaul E = E x R), és
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legyen v : G — ET sztereografikus vetités ET-ra, ahol G C E alkalmas
hipergéomb. Kénnyt meggondolni, hogy ekkor v homeomorfizmus.

5.3.2. Definicié (Mdobius-transzformdciok, inverziv csoport). Miutan
az inverzidk és a titkrozések is Et — E¥ bijekcidk, tekinthetjiik az altaluk ge-
neralt M(E) részcsoportot az dsszes ET — E* bijekci6 alkotta csoportban.
Ennek a csoportnak az elemeit nevezziik E-beli (vagy, ha pontosabbak aka-
runk lenni, ET-beli) Mébius-transzformécidknak. Magét az M(E) csoportot
pedig F Mobius-csoportjanak vagy inverziv csoportjanak szokas nevezni.

Ha G tetszdleges (legaldbb egydimenzids) gémb, akkor tekinthetjiik a G-beli
gombi tiikrozések dltal generdlt M(G) részcsoportot az 6sszes G — G bijekcid
alkotta csoportban. Ez a G gémb Mobius-csoportja, elemei a gémbi Mobius-
transzformécidok G-n.

Az egyszerliség kedvéért a tovabbiakban a Mobius-csoportbeli miveletet a
kompozicié o jele helyett szorzdssal (egymds mellé {rdssal) jelsljiik.

A Mobius-transzformécidkra nyilvanvalé médon atoroklédnek a tiikrozések és
az inverzidk invarianciatulajdonsagai. Tehat az E-beli M&bius-transzforma-
cidk barmely gombot vagy affin alteret ugyanolyan dimenziéju gombbe vagy
affin altérbe képeznek, tovabba ezeknek az idomoknak a korében érintkezés-
és szogtartok. Ugyanigy egy G gomb Mobius-transzformacioi is gémbtartdk,
érintkezéstartok és szogtartok.

5.3.3. Allitas.

(1) Bédrmely p € M(E) Mébius-transzforméciora és barmely G C E hiper-
1

gombre vagy hipersikra pocp=" = 0, q)-
(2) Bdrmely p € M(G) gombi Mébius-transzforméciéra és G' C G eggyel
kisebb dimenziéji gombre p1g =t = Tu(G)-

Bizonyitds: Az (1) &llitds [5.2.10rb6l, (2) pedig (1)-bél és [5.2.15tbél adédik.
O

5.3.4. Allités. Ha dimG = dimE ésv : G — ET sztereografikus vetités,
akkor
M(E) =voM(G)ov™t,

specidlisan M(E) és M(G) izomorf csoportok.
Bizonyitas: Kozvetleniil kovetkezik az 5.2.15. tételbol. O

5.3.5. Definicié (M?). Barmely d > 1 esetén d-dimenziés Mobius-csoportnak
nevezziik az M? = M(R?) csoportot. Az el6zé allitas alapjan M9 =2 M(S9),
ahol S az Rt koordinatatér egységgombije.
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5.3.6. Allitas. Ha dim E > 2, akkor azok az E-beli Mobius-transzformécick,
amelyek a co pontot fixen tartjak, pontosan E hasonlosagi transzformécioi,
azaz

Sim (E) = {p € M(E) : p(o0) = oo}.

Bizonyitas: A C tartalmazési relacié beldtasdhoz eld kell tudnunk &llitani
minden hasonldsédgi transzforméciot tiikrozések vagy inverzidk kompoziciéja-
ként. Tudjuk, hogy barmely hasonlésig el6éall egy izometria és egy pozitiv
ardnyu homotécia egymasutanjaként. Az izometriak valéban el6allnak tiikro-
zések kompozicijaként (1.[4.3.15)), a pozitiv homotécidk pedig 5.2.2.(6) alap-
jan két inverzié kompozicigjaként allithatok eld.

A forditott irdnyd O tartalmazashoz csak a 4.6.12. Tételt kell felidézni, amely
szerint az euklideszi tér hipergémbtarté bijekciéi hasonlésagok. O

Megjegyzés. A fenti bizonyitds utolsd 1épésében kihasznaltuk a dim E > 2
feltételt. Az Allitds azonban igaz a dim E' = 1 esetben is. Ezt legegysze-
riibben az aldbb targyalandé Poincaré-féle kiterjesztés segitségével lathatjuk

be, 1.

5.3.7. Tétel. Barmely legalabb 2-dimenziés G gombre és f : G — G bijek-
ciora az alabbi feltételek egyenértékiiek :

(i) f e M(G).

(ii)) Bdrmely 1 < k < dim G — 1 mellett az f leképezés a G-ben fekvd
k-dimenziés gémbdket k-dimenziés gémbokbe képezi.
(iii) Bdrmely G-ben fekvé kor f-nél szarmazo képe is kor.
Bizonyitds: Az (i) = (ii) = (iil) implikdciék nyilvanvaldk.
A (ili) = (i) irdny igazoldsa céljdbdl tegyiik fel, hogy f kortarté bijekcid.
Feltehetjiik, hogy f-nek van fixpontja. Ha ugyanis nincs, akkor egy tetszéleges
A € G pontot kiszemelve valaszthatunk olyan 7 gémbi tiikrozést, amelyre
7(A) = f(A), ekkor a 7 o f kompoziciénak mér van fixpontja (az A pont),
és ha 7 o f-rdl tudjuk, hogy M(G)-beli, akkor 7 € M(G) miatt ez f-re is
kovetkezik.
Valasszuk f fixpontjat valamely v : G — HT sztereografikus vetités polusa-
nak, és tekintsiik a g = vo fov™! : HY — H™ leképezést. Nyilvan g(oo) = oo,
és a (iii) feltevés, valamint v kortartdsa miatt gy kortarté bijekcid. Ezért

glg a H hasonléségi transzformécidja, {gy az 5.3.6. Allitas alkalmazdsaval
g € M(H). Ekkor viszont 5.3.4. miatt f € M(G). O

Megjegyzés. Az[5.3.7 Tételt gdmb helyett nyilvdn az euklideszi tér Mobius-
transzformécidira vonatkozéan is ki lehet mondani, csak a megfogalmazas
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kissé koriilményesebb, mert példaul a kortartas helyébe 1épo feltételben ko-
rokrol és egyenesekrol kell egyszerre beszélni.

5.3.8. Lemma. Tegyiik fel, hogy dimFE > 2 és a u € M(E) Mbbius-
transzformacio pontonként fixen hagyja a G C E hipergémbo6t vagy hipersi-
kot. Ekkor vagy u = idg+, vagy u = og.

Bizonyités: Tegyiik 6] el6szor, hogy G hipersik. Ekkor u(oco) = oo, ezért
miatt g € Sim (E). Miutdn dim E > 2, a G hipersiknak egynél t6bb pontja
van, azaz a i hasonldsdgnak egynél tobb fixpontja van E-ben. Ez csak ugy
lehet, hogy p izometria. Ha az euklideszi tér egy izometridja egy hipersikon
identikus, akkor ez az izometria vagy az identitas, vagy tiikrozés.

Ha G hipergomb, akkor alkalmazzunk egy O € G pdlus koriili tetszoleges
hipergémbre vonatkoz6 o inverziét. Ekkor o(G) hipersik, és a o po € M(E)
Mébius-transzformdcié pontonként fixen hagyja o(G)-t. Ezért a hipersik ese-
tére mdr beldtott allitds szerint vagy o po = idg+, vagy pedig o po = o,(q)-
Az els6 esetben atszorzassal p = idg+ adddik, a mésodik esetben pedig
5.3.3l(1) felhasznaldséval u = og-t kapjuk. O

Megjegyzés. Az Lemméban a dimE > 2 feltétel nem hagyhaté el:
az egydimenziés geometridban példaul egy rogzitett kozépponttal vett Gsszes
homotécia fixen tart egy hipersikot.

5.3.9. Definicié (Poincaré-kiterjesztés). Tegyiik fol, hogy dim E > 2 és
legyen H C E hipersik. Definidljuk a p% : M(H) — M(E) homomorfizmust
a kovetkez8képpen. Ha G C H hipergdmb vagy hipersik H-ban, jelolje G azt
az E-beli hipergdmbot, illetve hipersikot, amely H-ra merdleges és GNH = G.
(Tehat ha G hipergémb, akkor G kozéppontja és sugara azonos G-ével.) Ha
most p € M(H), p = 0g, 0¢,_, --- 0g, tetszbleges Mobius-transzformécié
H-ban, akkor legyen

pE(u) = 06,96, , - 0g, € M(E).

Ellenérizni kell, hogy p¥ korrekt médon definidlt leképezés, azaz ha p-t két-
féleképpen allitjuk el6 inverzidk és tiikrozések kompozicidjaként, akkor a két
esetben a fenti formula ugyanazt az E-beli Mobius-transzformaciot allitja elo.
Legyen

H=0qG, ---0G, :O'Gi O'G'1

a kétféle szorzatelGallitds, atszorzas utdn azt kell ellenérizni, hogy a

0'2‘;71 ...O’alUék ...O‘él

kompozicié identikus. Ez olyan E-beli M6bius-transzformacio, amely a H hi-
persikot pontonként fixen hagyja (hiszen H-n a = kompoziciéval egyenld),
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valamint nem cseréli fel a H szerinti két félteret. fgy m miatt csak idg+
lehet.

A definiciébdl magdtdl értetédik, hogy a p% leképezés injektiv homomorfiz-
mus az M (H) csoportbdl az M(E) csoportba.

Hasonlé médon értelmezhetd a pZ : M(G) — M(E) Poincaré-kiterjesztés
akkor is, ha G C E hipergémb, illetve pg, : M(G) - M(G") akkor, ha
G C G’ gémbok, dim G’ = dim G + 1.

AzR C ... c R? c R*! C ... bedgyazasokhoz tartozé Poincaré-kiterjesz-
tések injektiv homomorfizmusok végtelen sorozatat adjék:

r2 rd+1
D Prd
/LNy /- G — /[ Sy VTS .

5.3.10. Allitas. Az 5.3.6. Allitds dim E = 1 esetén is igaz: az euklideszi egye-
nes hasonlésagai pontosan a oo pontot fixen tarté Mdbius-transzforméciok.

Bizonyitas: Csak azt kell belatnunk, hogy az egyenesen azok a Mobius-transz-
formécidk, amelyek a oo pontot fixen tartjdk, hasonlésagok. A forditott irdny-
ban ugyanis az [5.3.6}beli okoskodds az egyenes esetére is érvényes. Alkal-
mazzuk a Poincaré-kiterjesztést egy ilyen Mobius-transzforméciora, majd a
kiterjesztett transzformdicidéra alkalmazzuk az Allités sikra vonatkozé
esetét. O

5.3.11. Tétel.

(1) Az M(E) csoport bdrmely eleme el6allithaté legfeljebb d + 2 darab
inverzié vagy tiikrozés kompozicidjaként.

(2) Ha G tetszbleges d-dimenziés gémb, akkor M(G) barmely eleme el64l-
lithato legfeljebb d + 2 gombi tiikrozés kompoziciojaként.

Bizonyitas: A két allitas tartalma az 5.2.15. Tétel alapjan egyenértékil, igy
elegendd (1)-et bizonyitani. Legyen u € M(E) tetsz6leges. Két esetet kiilon-
boztetiink meg aszerint, hogy p-nek fixpontja-e a oo pont, vagy sem.

1. eset: p(oo0) = 0.

Ekkor [5.3.6] alapjan p hasonlésédgi transzformacié E-ben. Ha p izometria,
akkor el6dll legfeljebb d + 1 tiikrozés szorzataként és igy készen vagyunk.
Ha p ardnya az 1-t6l kiilonb6z6 A szam, akkor p-nek van egy P fixpontja
E-ben is. Alkalmas P kériili G; és G hipergdmbokkel o, 0g, = Hp1/x
(1. [p-2.21(6)), igy oc, oG, p izometria. Enneck az izometridnak P fixpontja,
ezért elallithato legfeljebb d darab tiikrozés szorzataként. Emiatt p el6all
legfeljebb d tiikrozés és két inverzio szorzataként.

2. eset: p(o0) = P # oo.
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Ha most G tetszéleges P kozéppontu hipergémb E-ben, akkor oo fixpontja
a og pu Mobius-transzforméciénak, igy @ miatt og p € Sim (E). Allftjuk,
hogy G sugarat meg tudjuk ugy valasztani, hogy og p izometria legyen. Va-
I6ban, G helyett egy vele koncentrikus G’ hipergémbét vdlasztva

oc jp = (0¢r 0G) (oG 1),

és itt a ogr 0 homotécia aranya (6) alapjan tetszéleges pozitiv szam
lehet; vélasszuk G’-t ugy, hogy ez az arédny a og p hasonlésdg ardnyéanak a
reciproka legyen. Feltehet6 tehat, hogy og p izometria, ezért el6all legfeljebb
d+1 tiikrozés szorzataként, innen atszorzassal p el6all legfeljebb d+1 titkrozés
és egy inverzid szorzataként. O

A szakasz hatralevl részében definidlni szeretnénk az iranyitdstartds, illetve
irdnyitasvaltas fogalmat a Mobius-transzforméciok kérében. Bizonyos tipusi
Mobius-transzformécidk esetére, mégpedig a hasonlésagokra, az irdnyitastar-
tds mér értelmezve van az affinitdsok korében. Természetesen ugy kivanjuk
az. M(FE) csoport elemei koziil az irdnyitdstartékat kijelslni, hogy a hasonlé-
sagok kozott pontosan azok legyenek irdanyitastarté Mobius-transzformacidk,
amelyek mint affinitasok iranyitastartok.

5.3.12. Definicié (Iranyitastartds, -valtas). Azt mondjuk, hogy a u €
€ M(E) Mobius-transzformécié irdnyitdstartd, ha elddllithatd paros sok olyan
M(E)-beli elem szorzataként, amelyek mindegyike inverzié vagy tiikrozés.
Iranyitasvaltonak nevezziik p-t, ha paratlan sok tényezébdl allé kompozicid-
ként fejezheto ki inverzidkkal és titkrozésekkel.

Azt varjuk természetesen, hogy egy Mobius-transzformécié ne lehessen egy-
szerre irdnyitastarté és irdnyitdsvaltd, azaz ne lehessen ugyanazt az M(E)-
beli elemet paros hosszisagu szorzatként is és paratlan hosszisagu szorzat-
ként is el6allitani inverzidkbdl és titkrozésekbdl. Ehhez arra van sziikség, hogy
paratlan sok inverzié és tiikrozés szorzata ne lehessen identikus; ezt bizonyit-

juk be alabb az[5.3.13] Lemmaban.

Ha G gémb, akkor hasonlé médon p € M(G)-t irdnyitdstarténak mondjuk,
ha péros sok, irdnyitasvaltonak, ha paratlan sok gombi tiikrézés kompozici-
6jaként 4ll el8. Az 5.3.4-beli M(E) — M(G), p+> vo pov~! izomorfizmus
irdnyitastarté Mobius-transzforméacidknak iranyitastartokat feleltet meg.

5.3.13. Lemma. Ha k darab E-beli inverzié vagy tiikrozés kompozicidja
hasonlésag, akkor ez a hasonlésag iranyitastarto, ha k paros, és iranyitasval-
t6, ha k pdratlan. Specialisan, akarhogyan allitjuk is el6 idg+-t inverziok és
tiikrozések szorzataként, akkor ebben a szorzatban a tényez0k szama paros.
Bizonyitas: Elészor a k < 3 esetekben ellendrizziik a lemma allitasat, majd
k szerinti teljes indukciét alkalmazunk.
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A k =1 esetben csak tiikrozésrél lehet sz6, ami valéban irdnyitasvéalté. Ha
k = 2, akkor a kompozicié csak ugy lehet hasonldsig, azaz a oo pont csak
gy maradhat helyben, ha vagy mindkét transzformécié helyben hagyja oo-
t, vagy pedig az els6 transzformécié valamely P € E pontba képezi oco-t
és a masodik visszaviszi P-t oo-be. Az elsd esetben két tiikrozésrol van szo,
amelyek szorzata irdnyitdastart6 egybevagdsdg, a masodik esetben pedig két P
kozéppontu korre vonatkozo inverzid szerepel a kompoziciéban, ami 6)
alapjan pozitiv homotécia és igy iranyitastarté.

Legyen most k = 3. Tekintsiik a yu = og, 0, 0g, € M(E) szorzatot, ahol
G1, G2, G5 hipergombok vagy hipersikok E-ben, és tegyiik fel, hogy u €
€ Sim (E), azaz pu(oco) = oo. Akdr Gy, akdr G3 hipersik, alkalmazhatjuk a
k = 2 esetet a masik kett6 alkotta kompoziciora, ezért feltehetjiik, hogy G is
és G5 is hipergomb. Jelolje P, illetve Ps a kozéppontjaikat, ekkor o, (00) =
= Pi, 0g,(P3) = o0, és ezért og,(P1) = P5. Ha akdr Gy, akdr Gz sugarat
megviéltoztatjuk, akkor ezaltal u egy-egy pozitiv homotécidval komponéld-
dik (jobbrdl, illetve balrdl), ami p irdnyitastartd, illetve -valté voltdt nem
valtoztatja meg.

Ha most P; = Ps, akkor egyrészt o, (P1) = Ps miatt ez a pont illeszkedik Go-
re, masrészt a sugarak megvalasztasival elérhetjiik, hogy G; = G3 legyen.

Ekkor [5.2.10| miatt u = 0g, 0G, 0G, = 04, (G,), ami tikrézés a og, (Ge)
hipersikra, azaz valéban irdnyitdasvalto.

G

Ha P, # P;, akkor Gy vagy a [Py, Py| szakasz felez& merdleges hipersikja,
vagy pedig olyan gémb, amelynek a kdzéppontja kollinearis P;-gyel és Py-vel.
Mindkét esetben G és G3 sugarat alkalmasan megvaltoztatva elérhetjiik,
hogy G1, G2 és G5 egy kozos P pontban érintkezzen. Vilasszunk egy P
kozéppontu (egyébként tetszbleges) G hipergémbot, és tekintsik a og pog
kompoziciét:

ogpog =(060a,0a0)(060G,00)(0G0G, 0G) = Oop(Gs) Toi(Gs) Toc(Gr) -

Itt mindegyik o¢(G;) hipersik, mégpedig a Gy, G2 és G5 kozos P-beli érin-
tohipersikjaval parhuzamos hipersikok. Ezért o¢ p o hdrom parhuzamos hi-
persikra vonatkozoé tiikrozés szorzata, azaz og pog = og valamilyen H hi-
persikkal. Innen p1 = 0 oy 0 = 0, (m) kbvetkezik, azaz u maga is tiikrozés
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vagy inverzié. Miutan p hasonlésag, csak tiikkrozés lehet, és igy irdnyitasvalto.
Ezzel a lemmat belattuk a k = 3 esetben is.

Legyen végiil k > 4 és tegyiik f6l, hogy k-ndal kevesebb tényez6bol all6 kom-
pozicidkra a lemma allitasa igaz. Tekintstink egy k-tényezds = oq, -.. 0cy
szorzatot, amelyre p € Sim (F). Bontsuk szét a szorzatot két tényezdre ilyen
médon:

n= (UGk UGk—l) (UGk:—Q s UGI) :

Feltehetjiik, hogy a két tényezd nem hasonlésdg, mert akkor az indukcids
feltevés alapjan készen lennénk. Igy a ox_o ... 0g, tényezd co-t egy P € E
pontba viszi. Vilasszunk egy P kozépponti G gdémbot, ezzel

n= (UGk 0GL_1 UG’) (UG OG_o +-- UGI) .

Itt mindkét tényez6 oco-t oo-be viszi, azaz hasonlésdg. Az indukcids felte-
vés szerint a ogog,_, --- 0g, tényezd pontosan akkor iranyitastartd, ha k
paratlan. A k = 3 esetet a mdsik tényezdre alkalmazva kapjuk, hogy p ira-
nyitastartd, ha k péaros, és iranyitasvalto, ha k paratlan. O

5.3.14. K6vetkezmény. Az iranyitastarté Mobius-transzformaciok 2 indexti
részcsoportot alkotnak a teljes inverziv csoportban. O]

Megjegyzés. A Mobius-transzformécidk elnevezését illetden a szakirodalom
nem egységes. Vannak olyan szakkonyvek, amelyekben csak az irdnyitastarto
leképezésekre hasznaljak a Mobius-transzformécié nevet, tovabba ezzel Gssz-
hangban a Mobius-csoport megnevezés nem az egész inverziv csoportot illeti,
hanem csak a 2 indexti irdanyitastart6 részcsoportot.

5.4. Korsorok az euklideszi sikon

Az euklideszi sik olyan korrendszereit vizsgaljuk, amelyekben barmely két kii-
16nb6z6 kor hatvanyvonala ugyanaz. Ezért ebben a szakaszban a d = 2 esetre
szoritkozunk. Az egységes széhasznélat kedvéért koncentrikus (és kiilonbozé)
korok esetén az iires halmazt tekintjiik a két kor hatvanyvonalanak.

5.4.1. Példak. Az aldbbi korrendszerek mindegyikében barmelyik két kii-
16nb6z6 kor hatvanyvonala nyilvanvaléan azonos:

e koncentrikus korok tetszoleges rendszere;

e valamely k6zos pontjukban egymast érinté korok tetszoleges rendszere;
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e a sik valamely két rogzitett pontjan athaladé korok tetszoleges rend-
szere.

5.4.2. Példa. Rogzitsiink az E sikon két kiilonbozé pontot, A-t és B-t. Ha az
(A, B) egyenes két tovabbi pontja, P és @, egymads inverzei az [A, B] atmérsji
korre nézve, akkor a [P, Q] dtmérdjli kort Apolléniosz-féle kirnek nevezziik
az A és B alappontokra vonatkozdan. (Konnyen ldthatd, hogy egy kor akkor
és csak akkor Apolléniosz-kor az A, B alappontokra vonatkozdan, ha A és
B egymas inverzei a korre nézve.) Ha r = p(A, B)/2, akkor az [A, B] szakasz
felez6pontjanak barmelyik Apolléniosz-korre vonatkozé hatvanya nyilvan r2-
tel egyenld, ezért barmelyik két Apolléniosz-kor hatvanyvonala ugyanaz az

egyenes, mégpedig A és B felez6 merdlegese.

X

Megjegyzések. (1) Legyen X a [P, Q] 4tmérdjii, O kozépponti Apolléniosz-kir
P-t6l és Q-t6l kiilonboz6 pontja. Az OBX hiromszog és az OX A haromszog
hasonlé voltét felhaszndlva elemi szogszamoldssal igazolhatd, hogy az (X, P)
és (X, Q) egyenesek felezik az (X, A) és (X, B) egyenesek kozti szogeket. Ezért
a szogfelezOtétel alapjan a p(X, A)/p(X, B) fiiggvény konstans, amikor az X
pont egy Apolléniosz-koéron fut. Ennek a hanyadosnak barmely el6irt pozitiv
és 1-t0l kiilonbozé értékéhez egy-egy Apolloniosz-kor tartozik. Egyesitésiik
kitolti a sikot az A és a B pont, valamint a felez6 merdleges kivételével.

(2) Az egyszerlibb széhasznédlat érdekében az Tételt megel6z6 meg-
jegyzéssel 6sszhangban a tovabbiakban zérus sugard kornek tekintjiik, pont-
kornek nevezziik és a korok kozé soroljuk az egyetlen pontbdl all6 alakzatokat
is. Ugy tekintjiik, hogy a pontkoérén athaladd egyenes vagy kor érinti a pont-
kort, és ugyanakkor merdlegesen is metszi.

5.4.3. Definicié (Korsor). Az euklideszi sikon az aldbbi négy tipusba tar-
tozo, korokbol és esetleg egyenesekbdl, pontokbdl &ll6 halmazrendszereket
nevezziik korsornak:

— koncentrikus korsor: valamely pont mint kézéppont koriili 6sszes kor
alkotta rendszer, beleértve a kozos kézéppontot is mint pontkort;

— érintkez0 korsor: egy egyenesbol, egy rajta megadott pontbdl és az egye-
nest ebben a pontban érint6 6sszes korbdl allé rendszer;
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2% %)

— metsz6 korsor: két rogzitett ponton athaladé 6sszes korbdl és egyenesbol
all6 rendszer;

O

— Apolldniosz-féle korsor: két rogzitett pontbdl, a felezé merdlegesiikbél
és a két ponthoz mint alappontokhoz tartozé 6sszes Apolléniosz-korbol
all6 rendszer.

Vildgos, hogy egy korsorbdl két kort (akar pontkort) tetszélegesen kivélasztva
ezek hatvanyvonala ugyanaz, és a nem koncentrikus esetekben ez a hatvany-
vonal a korsor egyetlen egyenese. Barmely korsor lefedi a sikot, tovabba a
sik valamely pontja a korsornak vagy egyetlen tagjahoz tartozik hozza, vagy
az Osszes tagjahoz hozzatartozik. Az utébbi esetben a széban forgd pontot a
korsor tartopontjanak nevezziik. A metsz6 korsornak két, az érintkezé korsor-
nak egy tartépontja van, a tobbi korsornak nincsen tartépontja. A korsorhoz
tartozé korok kozéppontjai nyilvan kollinedrisak, és a nem koncentrikus ese-
tekben semelyik két kdzéppont nem eshet egybe.

5.4.4. Definici6 (Merdleges korsorok). Két korsort merdlegesnek mon-
dunk, ha az egyik korsor barmelyik tagja merdlegesen metszi a masik korsor
barmelyik tagjat.

Példaul két olyan érintkezo korsor, amelyek hatvanyvonala merdleges és tar-
tépontja kozos, nyilvanvalé mddon merdleges korsorok. Ettol kiilonbozo pél-
déval szolgdl aldbb az 5.4.6. Allitas.
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5.4.5. Lemma. Ha egy K kor vagy egyenes egy K kérsor két kiilonbozo
tagjara meroleges, akkor K a K Gsszes tagjara merdéleges.

Bizonyitds: Ha K koncentrikus kérsor, akkor alapjan K csak egyenes
lehet. A merélegesség ez esetben azt jelenti, hogy a K egyenesnek at kell
haladnia a kozos kozépponton, és igy K valéban merdleges a korsor 6sszes
tagjara.

A tovébbiakban feltessziik, hogy K nem koncentrikus korsor. Ha K egyenes,
akkor a merdlegességi feltevés miatt vagy két kozéppont is illeszkedik ré,
vagy pedig dthalad egy kozépponton és merdleges a hatvanyvonalra. Mindkét
esetben K csak a kozéppontokat felfizo egyenes lehet, amely IC 6sszes tagjara
meroleges.

A tovabbiakban feltehetjiik tehdt, hogy K kor (pontkort is megengedve). Az
Lemmat alkalmazzuk, amely nyilvén a zérus sugari esetekben is érvé-
nyes. A lemmabdl kovetkezik, hogy K kozéppontja a korsor hatvanyvonaldra
illeszkedik. Ekkor persze K merdleges magara a hatvanyvonalra, tovabba j-
ra alkalmazdsdaval nyerjiik, hogy mer6leges a korsor dsszes korére is (a
pontkéroket is kozéjiik értve). O

5.4.6. Allitas. Legyen A és B két kiilonboz6 pont a sikon. Ekkor az A, B
tartopontd metsz6 korsor és az A, B alappontokhoz tartozé Apolléniosz-féle
korsor merdéleges kérsorok.

Bizonyitas: A metsz6 korsor barmelyik tagja merdlegesen metszi az Apolléni-
osz-féle korsor két pontkorét. Innen alapjan kovetkezik az allitdas. [

5.4.7. Lemma. Legyen adott a sikon két nem koncentrikus kor, K és L.
Ekkor a mind K-t, mind L-et merélegesen metszé korék és az egyetlen ilyen
egyenes egylitt korsort alkotnak.

Bizonyitas: Legyen H a két adott kor hatvanyvonala. Ha valamely kor K-t

is és L-et is merdlegesen metszi, akkor [5.1.17 alapjan kézéppontja illeszkedik
H-ra.
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Ha K és L érintkezik, akkor a mindkettdéjiiket merdlegesen metszé korok
(és az egyetlen ilyen egyenes) nyilvdnvalé médon azt az érintkezd korsort
alkotjak, amelynek a hatvanyvonala a K és L kdzéppontjat 6sszekoto egyenes,
pontkore pedig K és L érintkezési pontja.

Tegyiik fel most, hogy K és L metszik egymast az A és B pontokban, ekkor
A,B € H. Ha M olyan kor, amely merd6legesen metszi K-t és L-et, akkor
5.2.2/(5) alapjdn az M-re vonatkoz6 inverzié K-t is és L-et is 6nmagédba viszi,
és ezért felcseréli A-t és B-t (és igy a kozéppontja H-ra illeszkedik). Ebb6l az
Allitést alkalmazva kapjuk, hogy az [A, B] 4tmérdjii kér merdlegesen
metszi M-et. Ezért M az A, B alappontokhoz tartozé Apolléniosz-korok
egyike. Mdésrészt miatt ennek az Apolléniosz-féle korsornak mindegyik
tagja merdlegesen metszi K-t és L-et, tehdt a kérdéses korok (és egyenes)
valéban korsort alkotnak.

Ha KN L =0, akkor a H hatvdnyvonal mindkét kérnek a kiilsejében fekszik.
Legyen P a H-nak az a pontja, amely kollinearis a két kdzépponttal, ekkor P
hatvéanya is pozitiv K-ra és L-re vonatkozdan. Tekintsiik azt a P kdzépponti
M kort, amelynek a sugara ennek a hatvanynak a négyzetgyoke, és legyen A
és B ennek a kornek a két metszéspontja a K és L kozéppontjat 6sszekoto
egyenessel. Ekkor szerint az [A, B] d4tmér8jli kor merdlegesen metszi
K-t és L-et, igy (5)—re hivatkozva kovetkezik, hogy K és L Apolléniosz-
korok az A, B alappontokra vonatkozéan. Ezért minden olyan koér, amely
K-t és L-et merdlegesen metszi, [5.4.5] miatt dthalad A-n és B-n is, azaz
hozzatartozik az A, B tartépontd metszo korsorhoz. Tovabba megforditva,
[5-4.6] miatt ennek a kérsornak minden tagja merélegesen metszi K-t és L-et,
tehédt a széban forgd korok (és az (A, B) egyenes) most is korsort alkotnak.

O

5.4.8. Tétel. Ha a sikon tetszélegesen adott két kiilonbozé kor, akkor egy-
értelmiien Iétezik olyan korsor, amelyhez mindkett6 hozzatartozik.

Bizonyitas: Akar koncentrikus, akdr egymast metszé, akdr érintkezd korokrol
van sz0, a tétel allitdsa magatdl érteté6do. Csak azzal az esettel kell foglalkoz-
nunk, amikor a két adott kornek nincs k6z6s pontja és nem is koncentrikusak.

Alkalmazzuk az Lemmét a két adott korre, és vélasszunk ki két kort,
K-t és L-et a lemma altal szdrmaztatott korsorbdl. Ez a két kor nem lehet
koncentrikus (hiszen létezik mindkett&t merSlegesen metszé kor), ezért K-
ra és L-re alkalmazhatjuk tjra az Lemmét. Az igy kapott korsorhoz
nyilvan mindkét eredetileg adott kor hozzatartozik.

Barmely, a két adott kirt magaban foglalé kérsort tekintiink is, miatt
annak minden tagjat K is és L is merdlegesen metszi. Ezért [5.4.7] alkalmaz4-
saval adddik, hogy csak egyetlen ilyen korsor 1étezik. O
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Megjegyzés. Mind az Lemma, mind az 5.4.8. Tétel igaz marad, ha a két
kor egyike helyett egyenes szerepel. Errdl a bizonyitasok csekély, értelemszerti
moédositasaval konnyen meggy6zédhetiink.

Bar a korsorokat ,egyenként”, a geometriai kép leirdsa utjan értelmeztiik,
nevezetes tény, hogy egységes eljarasokkal is szarmaztathatok. Az Té-
tel is erre utal, hiszen levonhatjuk azt a kiovetkeztetést beldle, hogy a kor-
sorok pontosan a maximélis olyan korrendszerek a sikon (a hatvédnyvonallal
egyiitt, amennyiben az nem iires), amelyekben barmely két kor hatvanyvona-
la ugyanaz. A kovetkezd szakaszban olyan egységes szarmaztatdsi lehet&séget
tisztazunk, amely azt is megmutatja, miért az inverziv geometria keretei ko-
z0tt érdemes a korsorokat targyalni. Ha a korsor tagjait analitikusan, tehat
egyenletitkon keresztiill adnank meg, més jellegli egységes szarmaztatasuk-
hoz juthatnank. Ezt késobb altalanosabban fogjuk megvizsgalni a projektiv
geometria keretei kozt.

5.5. Korsorok az inverziv geometriaban

A tovabbiakban FE hiromdimenzids euklideszi teret jelol. Gombi korsorokat
értelmeziink az F-beli gobmbokon, és megvizsgaljuk kapcsolatukat a sikbeli
korsorokkal.

5.5.1. Definicié (Siksor). A hdromdimenziés euklideszi tér sikjainak egy S
rendszerét siksornak nevezziik, ha vagy egy kozos egyenest tartalmazoé 6sszes
sikrél, vagy pedig valamely sikkal parhuzamos 6sszes sikrdl van szé. Az els§
esetben S metszé siksor, a masodikban parhuzamos siksor. Metsz6 siksor
esetében a kozos egyenest a siksor tartéegyenesének nevezziik.

Barmely siksor egyesitése az egész tér. A tér barmely két kiilonboz6 sikja
belefoglalhaté egy altaluk egyértelmiien meghatarozott siksorba.

5.5.2. Definicié (G6mbi korsor). Legyen G C E gomb, és S siksor E-ben.
A G gombon gémbi kérsornak nevezziik S nyomat, azaz az S|G = {SNG :
: SN G # (0} halmazrendszert.

Nyilvan S|G korskbél, koztiik 0, 1 vagy 2 pontkorbél &ll aszerint, hogy S-
nek hény eleme érinti G-t. Az S|G gombi korsor tartépontjanak nevezziik az
A € G pontot, ha A az § mindegyik eleméhez hozzatartozik.

Ha S pédrhuzamos siksor, akkor S|G-nek nincs tartépontja, metszd siksor
esetén pedig a tartépontok szama 0, 1 vagy 2 lehet aszerint, hogy S tarté-
egyenesének hény kozos pontja van G-vel.
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A gombi korsort elliptikusnak nevezziik, ha nincs tartépontja, parabolikus-
nak, ha egy, illetve hiperbolikusnak, ha két tartépontja van.

A parabolikus gombi korsorok a tartopontban érintkezd korokbél allnak, és a
korok kozos érintdje a korsort kimetszé siksor tartéegyenese. Adott gombon
barmely két parabolikus korsor egybevagd. Egy hiperbolikus gombi koérsor a
két tartéponton athalado, a gémbfeliileten fekvd Gsszes korbdl all.

5.5.3. Definicié (Konjugalt siksorok). Legyen G C E rogzitett gomb.
Az S, T siksorokat konjugalt siksoroknak mondjuk G-re vonatkozdban, ha az
aldbbi két eset valamelyike fennall:

— S és T koziil az egyiknek két tagja érinti G-t, a masiknak pedig a
tartéegyenese ezen a két érintési ponton athalad, illetve

— mind S, mind 7 tartéegyenese érinti G-t ugyanabban a pontban, és ott
ez a két egyenes merodlegesen metszi egymaést.

Vilagos, hogy a siksorok konjugéltsdga szimmetrikus relacié, és hogy barmely
siksornak egyértelmiien létezik konjugalt parja.

5.5.4. Definicié (Konjugdlt gdmbi kérsorok). A G C F gémbon két
gémbi korsort konjugaltnak mondunk, ha az oket el6allité siksorok konjugal-
tak G-re vonatkozdan.

Ha két gombi korsor konjugalt, akkor az egyiknek a pontkoérei a mésiknak
tartopontjai, és viszont. Parabolikus gémbi korsor konjugaltja is parabolikus,
elliptikus gombi kérsor konjugdltja hiperbolikus (és viszont).

5.5.5. Lemma. Konjugalt gombi kérsorokbdl egy-egy kort tetszblegesen va-
lasztva azok merdlegesen metszik egymast.

Bizonyitds: Legyen a két gombi korsor S|G és T|G, ahol S és T konjugélt
siksorok G-re nézve. Ha S|G és T|G parabolikusak, akkor a tétel allitdsa
magatdl értet0dd, hiszen a kozos tartépontban a két széban forgd kor érintdje
a konjugaltsdg definicidja folytan meroleges.

Tegyiik fel most, hogy a két gombi korsor koziil az egyik elliptikus, a maéasik
hiperbolikus, legyen példdul S|G elliptikus. Vélasszunk egy-egy kort beldliik:
legyen K € S|G és L € T|G. Feltehetjiik, hogy K nem pontkor, hiszen akkor
a mer6legesség automatikusan igaz. Ekkor a K kor elvalasztja egymastol
S|G két pontkorét, A-t és B-t, amelyeken L dthalad. Ezért K és L metszik
egymast; legyen P az egyik metszéspontjuk.

Vegyiik észre, hogy ha L f6kor, a sikjara mindkét siksor szimmetrikusan 4all, és
ezért K is szimmetrikus erre a sikra. Ekkor pedig a két kor nyilvan meroleges.
A tovébbiakban feltessziik, hogy L nem f6kor, és ezért vizsgalhatjuk a hozza
tartozo érintékipot.
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A TyG és TG érintésikok az S siksorhoz tartoznak. Ha parhuzamosak (az-
az A és B &tellenes pontok a gombon), akkor T|G csupa f8korbdl 4ll, ezért
ezzel az esettel nem kell foglalkoznunk. Tegyiik fel tehdat, hogy TaG és TpG
metszik egymést az S siksor tartéegyenesében. Az L-hez tartozd érintékup-
nak az A, illetve B ponton athaladé alkotdja benne fekszik T4 G-ben, illetve
TpG-ben, ezért az érintékup C csicsa rajta van S tartéegyenesén. Emiatt C'
benne van a K kor sikjdban. Az érintékiip (C, P) alkotdja a TpG érintésikban
fekszik, ezért érinti a K kort a P pontban. Az érint6kup forgasszimmetridja
miatt barmelyik alkoté merélegesen metszi az L kort, ezért a P pontban K
meroleges L-re. O

5.5.6. Tétel. A G gomb barmely Mobius-transzformacioja gombi kérsort
gombi kérsorba képez; mégpedig elliptikust elliptikusba, parabolikust para-
bolikusba és hiperbolikust hiperbolikusba.

Bizonyitas: A hiperbolikus gombi kérsorok a két tartéponton athalado 6sszes
gbmbi korbdl dllnak, ezért a Mobius-transzforméciok bijektivitasabol és kor-
tarto voltabdl a tétel allitasa azonnal adédik.

Barmely parabolikus korsor megadhaté mint egy gémbi kort egy kiszemelt
pontjaban érint6 6sszes gombi korbol all6 rendszer, ezért az eddigi tulajdon-
sdgokon kiviill a Mobius-transzformécidk érintkezéstartdsat haszndlva para-
bolikus korsor esetére is kozvetleniil kapjuk a tételt.

Ha G-n adott egy K elliptikus gémbi korsor és egy p € M gémbi Mobius-
transzformacio, akkor tekintsiik I konjugaltjat, az £ hiperbolikus gémbi kor-
sort. Az Lemma szerint K elemei mer6legesen metszik £ minden ele-
mét. Tudjuk, hogy p az L-et hiperbolikus gémbi korsorba viszi. A Mobius-
transzformdacick kortarté és szogtartd bijekcick, ezért p(K) elemei az u(L)
minden tagjat merélegesen metsz6 korok, amelyek egyiitt lefedik G-t. Ezek a
korok pontosan a (L) hiperbolikus gombi kérsor konjugaltjat alkotjik, azaz
egy elliptikus gémbi korsort. O

Az Lemma segitségével tisztazni tudjuk a gémbi korsorok, illetve a
sikbeli korsorok és sugdrsorok kozott fennallé kapcesolatot is. A széhasznélat
egyszerusitése végett az euklideszi sik helyett annak inverziv bovitését hasz-
naljuk. Mostantél gy tekintjiik, hogy az euklideszi sitkon adott korsorok és
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sugarsorok esetében a oo pont hozzatartozik az Gsszes széban forgd egyenes-
hez, tovabba azokban az esetekben, amikor a korsornak nincs egyenes tagja,
a 0o pontot a korsorhoz tartozé pontkornek tekintjiik. Ezaltal barmely korsor
és barmely sugérsor lefedi az inverziv sikot.

Tekintsiink most egy v : G — H7T sztereografikus vetitést, ahol H az E
euklideszi tér egy sikja. Jeloljitk O-val a v vetités polusat G-n.

5.5.7. Tétel. A sikbeli korsorok és sugdrsorok pontosan a gémbi korsorok
sztereografikus vetiiletei. Ha K gémbi korsor G-n, akkor K sztereografikus
vetiilete

koncentrikus korsor, ha K elliptikus és O az egyik pontkdre,

Apolléniosz-féle korsor, ha K elliptikus és O nem a pontkérok egyike,
— parhuzamos sugarsor, ha IC parabolikus és O a tartépontja,
— érintkezé kérsor, ha K parabolikus és O nem a tartépontja,
— metszd sugarsor, ha IC hiperbolikus és O az egyik tartépontja, illetve

— metsz6 korsor, ha KC hiperbolikus és O nem a tartépontok egyike.

Bizonyitéds: Elészér meggondoljuk, hogy ha I gémbi kérsor G-n, akkor v(KC)
olyan kérsor, illetve sugarsor a HT sikban, amilyent a tétel 4llit. Azokban
az esetekben, amikor I hiperbolikus vagy parabolikus, akkor ez kdzvetleniil
kovetkezik abbdl, hogy v bijektiv, koroket korokbe vagy egyenesekbe visz, és
érintkezéstarté. Ha pedig K elliptikus, akkor [5.5.6] bizonyitdsdnak mintdjdra
felhasznaljuk K konjugdltjit, az £ hiperbolikus gémbi korsort, és v szogtarta-
sara hivatkozva latjuk, hogy v(K) a v(£) minden tagjara meréleges korokbdl
és egyenesekbdl 4ll. Miutédn v(L£)-r6l mér tudjuk, hogy metsz6 sugdrsor vagy
metsz6 korsor, ebbél kivetkezik, hogy v(K) koncentrikus vagy Apolléniosz-
féle korsor, mégpedig aszerint, hogy O pontkére vagy sem v(K)-nak.

Meg kell még gondolnunk, hogy barmely HT-beli korsor vagy sugérsor elball
valamely G-n fekvo gombi korsor sztereografikus vetiileteként. Ez az el6z6hoz
hasonlé okoskoddssal torténhet: a koncentrikus korsortdl és az Apolléniosz-
féle korsortdl kiilonbozd esetekben a sztereografikus vetités kortartd és érint-
kezéstarté voltabdl rogton adodik az allitds, a fennmaradd két esetben pedig
a konjugdlt sugdrsorra, illetve korsorra valé attéréssel és a szogtartdsra hi-
vatkozassal készen vagyunk. O

Megjegyzés. Az[5.5.7] Tételben tisztdzott megfeleltetés alapjan a sikbeli kon-
centrikus, valamint Apolléniosz-féle korsorokat szokas egyiittesen elliptikus
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korsoroknak nevezni. Az érintkezd, illetve a metszd korsorok szamara pedig
hasznéalatban van a parabolikus, illetve hiperbolikus kérsor elnevezés.

5.5.8. Kévetkezmény. A sikbeli Mdbius-transzformécick (és igy specidlisan
az inverzidk) a korsorokat és a sugdrsorokat korsorokba vagy sugdrsorokba
képezik. Ha a parhuzamos sugarsorokat a parabolikus korsorok kozé, a met-
szbket a hiperbolikusak kozé soroljuk, akkor a Mébius-transzformacié a sor
elliptikus, parabolikus, illetve hiperbolikus jellegét megtartja. O

6. Szabalyos politopok

Az elemi sik- és térgeometria klasszikus alakzatai a szabdlyos sokszogek és a
szabélyos poliéderek. Ezeket altalanositjuk a magasabb dimenzidji euklideszi
terek esetére, majd elvégezziik a szabalyos politépok teljes osztdlyozdsat. A
szabalyos politopok szoros kapcsolatban allnak az euklideszi tér egybevagd-
sdgainak véges részcsoportjaival. A szabalyossag kritériumat is a szimmetriak
alkotta csoport tulajdonsagain keresztiil tudjuk majd megfogalmazni.

6.1. Csoporthatasok

Matematikai tanulmanyainkban gyakran el6forduld jelenség, hogy bizonyos
fajta transzformaciok csoportot alkotnak, vagy hogy egy csoportot eleve va-
lamiféle strukturat megorzé leképezések segitségével definialunk. Ebben a
szakaszban Osszegytjtjiik az ezzel kapcsolatos alapveto fogalmakat és Gssze-
fliggéseket.

6.1.1. Definicié (Csoporthatas). Legyen G csoport és X tetszOleges nem-
iires halmaz. Azt mondjuk, hogy G hat az X halmazon (vagy hogy G transz-
formdciécsoport X-en), ha adott egy

GxX — X, (9,2) — gz
leképezés, amelyre
(1) minden z € X-re lz =z, és
(2) minden g,h € G-re és minden x € X-re (gh)z = g(hx)

teljesiil.
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Jeloljiikk Sx-szel az X — X bijektiv leképezések csoportjat a kompozicié
miiveletére nézve. (Amikor X véges halmaz, akkor Sx az S, szimmetrikus
csoporttal izomorf, ahol n = |X|.) Koézvetleniil ellenérizhetd, hogy minden
g € Greao(g) : X > X, (¢(9))(z) = g leképezés bijektiv (mégpedig
az inverze p(g~1t)), és az ezdltal definidlt ¢ : G — Sx leképezés homomor-
fizmus. Az is rogton lathatd, hogy ¢ egyértelmiien meghatdrozza G hatdsat
X-en, ezért egy ilyen ¢ : G — Sx homomorfizmus megadésa tekinthet6 a
csoporthatds egyenértékil definicidjanak.

Ha példéul G eleve Sx részcsoportja, akkor a G-t identikusan énmagara ké-
pez6 homomorfizmus a G csoport hatasat definidlja X-en; ezt G természetes
hatasanak szokds nevezni. Az alabb kovetkezd példék tobbsége is természetes
hatés.

6.1.2. Példak

e Ha X affin tér, akkor az Aff (X) csoport hat X-en.

e Ha V vektortér, akkor a GL(V') csoport hat V-n.

e Ha X metrikus tér, akkor az I(X) izometriacsoport hat X-en.

e Ha V euklideszi vektortér, akkor az O(V') ortogonélis csoport hat V-n.
e Ha E euklideszi tér, akkor a Sim (E) csoport hat E-n.

e Legyen S az affin alterek halmaza az X affin térben. Ekkor az Aff (X)
csoport hat az S halmazon.

e Legyen G a gombok halmaza az E euklideszi térben, ekkor a Sim (E)
csoport hat a G halmazon.

e Az M(E) Mébius-csoport hat az E™ inverziv téren. Az el6z6 példahoz
hasonléan M(E) az E-beli gdmbok és affin alterek alkotta halmazon is
hat.

o Tetszbleges G csoport hat a sajat alaphalmazan baleltoldasokkal ((g, h) —
gh), jobbeltoldsokkal ((g, h) — hg~1), illetve konjugaldsokkal ((g,h) —
ghg™1). Az utébbit (amelynél az els6 kettével ellentétben a G elemei 4l-
tal indukalt transzformécidk automorfizmusok a G csoportban) szokds
G adjungélt hatdsanak nevezni.

e Ha G = N x H szemidirekt szorzat, akkor H hat az N csoporton a (G-
beli) konjugédldsokkal. Itt is H elemei automorfizmusokként hatnak az
N csoporton. Nevezetes tény, hogy a G csoport rekonstrudlhaté ennek
a hatdsnak az ismeretében. (Akkor kapunk direkt szorzatot, ha a hatds
trividlis, azaz minden h € H-ra identikus.)
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Megjegyzés. Leggyakrabban az X halmazon valamilyen struktira is adott
(példaul topologikus, differencidlhat6, metrikus, linedris, vagy egyéb algebrai
struktura, esetleg ezekbél egyszerre tobb is), és a G csoport ezt a struktu-
rat meg6rz6 leképezésekkel hat. Ennek megfeleléen beszélhetiink folytonos,
differencidlhatod, izometrikus, linearis stb. csoporthatasokrél. A fenti példak
legtobbje is ilyen jellegii.

6.1.3. Definicié6 (Invaridns halmaz, hatds lesziikitése). Tegyiik fol,
hogy a G csoport hat az X halmazon. Egy Y C X részhalmazt invariansnak
(vagy G-invaridnsnak) neveziink, ha minden g € G-re és x € Y-ra gz € Y.
(Ilyenkor sziikségképpen minden g € G-re nemcsak g C Y, hanem gY =Y
is teljesiil, igyhogy Y akkor és csak akkor invaridns, ha GY =Y.)

Ha Y C X invaridns, akkor tekinthetjiikk a G csoport hatasat csupan az Y
halmazon. Ilyenkor beszéliink a G-hatasnak az Y-ra torténd lesziikitésérol.

6.1.4. Példak

o A beli hatodik példdban az X-beli hipersikok Aff (X)-invaridns
halmazt alkotnak S-ben.

e Egy G csoport valamely részcsoportja akkor és csak akkor normaloszté,
ha az adjungélt hatasra nézve G-invarians.

6.1.5. Definicié (Orbit). Tegyiik fol, hogy a G csoport hat az X halma-
zon. A minimélis nemiires invaridns halmazokat a hatds orbitjainak (vagy
G-orbitoknak) nevezziik. Vezessiik be a ~ reldciét az X halmazon a kovet-
kezOképpen: x,y € X esetén legyen x ~ y, ha létezik olyan g € G, melyre
gxr = y. Rogton lathatd, hogy ~ ekvivalenciarelacié, amely szerint az ekvi-
valenciaosztalyok éppen a G-orbitok. Ha = € X tetszOleges elem, akkor az
z-et tartalmazo orbitra (amelyet = orbitjdnak is neveziink) bevezetjikk a Gz
jelolést; nyilvén Ga = {gx : g € G}.

6.1.6. Példak

o A beli elsd, 6todik, hetedik és nyolcadik példdban szerepld cso-
porthatasnak egyetlen orbitja van. Ha egy csoport énmagan bal- vagy
jobbeltolasokkal hat, akkor is egyetlen orbit keletkezik.

o A miésodik példdban (hacsak a V' vektortér nem trividlis) pontosan két
orbit van: az egyik csak a O elemet tartalmazza, a masik az Gsszes
nemzérus vektorbdl all.

e A negyedik példa orbitjai az origé koriili hipergémbok és a {0} halmaz.

e A hatodik példdban az orbitok tgy allnak eld, hogy valamely 0 < k <
< dim X-re az Osszes k-dimenzids affin alteret tekintjiik.
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e A G csoport adjungélt hatdsanal a G-orbitok éppen a G-beli konjugal-
tosztalyok.

e Ha az S' C C komplex egységkor szorzassal hat a komplex térbeli
S2d-1  C? egységgombon, akkor a hatds orbitjai Clifford-parhuzamos
fokorok. Specialisan, ha d = 2, akkor az orbitok Hopf-féle korsereget
alkotnak.

6.1.7. Definicié (Tranzitiv hatds). Azt mondjuk, hogy a G csoport tran-
zitivan hat az X halmazon, ha a G-hatdsnak egyetlen orbitja van X-ben,
azaz barmely x,y € X elemekhez taldlhaté olyan g € G csoportelem, hogy

gr =y.
6.1.8. Példak
o A beli elsé pontban felsorolt csoporthatdsok tranzitivak.

e Bérmely csoporthatdsnak egy orbitra torténé lesziikitése tranzitiv.

6.1.9. Definicié (Stabilizdtor). Tegyiik {6l, hogy a G csoport hat az X
halmazon. Valamely z € X elem stabilizdtorén a G, = {g € G : gz = a2} <
< G részcesoportot értjiik.

6.1.10. Példak
e Ha F euklideszi tér és P € E, akkor I(E)p = O(Ep).
e Barmely E euklideszi térre M(E)s = Sim (E).

e Barmely G csoport adjungdlt hatasandl a stabilizatorok az elemek cent-
ralizatorai.

A kovetkez6 allitds az orbitok és stabilizatorok kozott fennall6 alapvet6 Gssze-
fliggést rogziti. Ezen alapulnak a véges csoportelmélet egyes leszamlalési tech-
nikai, valamint ezt haszndalja majd a[6.2.10] Tétel bizonyitasa is.

6.1.11. Allitas. Tegyiik fol, hogy a G csoport hat az X halmazon és legyen
x € X tetszbleges. Ekkor:

(1) Bdrmely g € G-re Gy, = gG,g~", ezért ugyanahhoz az orbithoz tartozé
elemek stabilizatorai konjugaltak.

(2) Jelslje G/G, a G, részcsoporthoz tartozé bal oldali mellékosztédlyok
halmazét. Ekkor a gG, — gx hozzdrendelés bijekciét 1étesit a G /G,
halmaz és a Gz orbit kozott.
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Bizonyitas: (1): Barmely h € G, -re (ghg~')(gz) = gx mutatja, hogy gG,g~!
C Gy A forditott tartalmazds az ugyanilyen elven adédé gfngmg C G,
formuléaval egyenértéki.

(2): Vegyiik észre, hogy g, h € G -re ¢G, = hG,, pontosan akkor 4ll fenn, ami-
kor h~lg € G, azaz amikor gz = hx. Ez mutatja egyrészt, hogy a ¢G, — gz
leképezés jol definialt, masrészt, hogy injektiv. A sziirjektivitds nyilvanva-
16. O

6.1.12. Kovetkezmény. Barmely X-beli elem orbitjanak a szdmossaga a
stabilizator indexével egyenld. O

6.1.13. Definicié (Szabad hatds). Azt mondjuk, hogy a G csoport sza-
badon hat az X halmazon, ha barmely X-beli elem stabilizdtora trivialis.
Szokas ezt Ugy is mondani, hogy G fixpontmentesen hat X-en.

6.1.14. Definici6 (Egyszeresen tranzitiv hatds). Kiemelt fontossiggal
birnak azok a csoporthatdsok, amelyek egyszerre szabadok és tranzitivak.
Ezeket egyszeresen tranzitiv hatdsoknak is szokds nevezni. A G csoport tehat
pontosan akkor hat egyszeresen tranzitivan az X halmazon, ha barmely x,y €
€ X -re egyértelmiien létezik olyan g € G csoportelem, hogy gz = y.
Ilyenkor barmely zy € X elem rogzitésével a g — gxg leképezés bijektiv G és
X kozott, és X-et G-vel izomorf csoporttd teszi, amelynek xg az egységeleme.
(Ha X-et ilyen médon azonositjuk G-vel, akkor a hatds G baleltoldsaival
torténik.) Az egyszeresen tranzitiv csoporthatdssal ellitott halmazra tehat
ugy is gondolhatunk, mint olyan csoportra, amelyben ,elfelejtettiik”, hol van
az egységelem.

6.1.15. Példak

e Ha X affin tér, akkor a hozzd tartozé V = ? vektortér additiv csoport-
ja az eltolasok segitségével egyszeresen tranzitivan hat X-en. Konnyt
meggondolni, hogy ez a tulajdonsag az affin tér fogalmanak egyenérté-
ki definicidjaként is szolgalhat : ha valamely vektortér additiv csoportja
egyszeresen tranzitivan hat egy halmazon, akkor ezen a halmazon egy-
értelmiien létezik olyan affin struktiura, amelynek az eltoldsai éppen az
adott hatéast alkotjak.

e Ha X affin tér, akkor az Aff (X)) affin csoport egyszeresen tranzitivan
hat az X-beli rendezett affin bazisok halmazan.

o Tetszbleges V vektortér esetén a GL(V') altaldnos linearis csoport egy-
szeresen tranzitivan hat a V-beli rendezett bazisok halmazan.

e Ha V euklideszi vektortér, akkor az O(V') ortogondlis csoport egyszere-
sen tranzitivan hat a V-beli rendezett ortonormalt bazisok halmazan.
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e Legyen E euklideszi tér. Ha f : E — E egybevagésag és x : E — RY
ortonormalt koordinatarendszer, akkor jeldlje fx az xo f~! kompoziciét
(amely szintén ortonormaélt koordinatarendszer). Az (f,x) — fx hoz
zérendelés dltal az I(F) izometriacsoport egyszeresen tranzit{v hatdsat
definialtuk az E-beli ortonormalt koordinatarendszerek halmazan.

e A d-dimenziés E euklideszi térben zdszlonak nevezziik az olyan Z =
= (F, Fs, ..., Fy) sorozatokat, ahol minden k-ra Fj zart féltér egy k-
dimenziés E-beli affin altérben, és Fy, C 0F,41 (k=1,2,...,d—1). Az
I(F) izometriacsoport egyszeresen tranzitivan hat az F-beli zdszl6k hal-
mazan. Ez az el6z6 példara hivatkozva legegyszeriibben abbdl latszik,
hogy bijektiv kapcsolat 1étesithet6 az ortonormalt koordinatarendszerek
és a zaszlok kozott abeli jeloléseket hasznélva az x : E — R% or-
tonormalt koordinatarendszerhez illesztett zaszlonak mondjuk Z-t, ha
minden k-ra az Fj, félteret az (Ag, Aq,... Ax—1) affin altér hatarolja és
Ay, € Fy,.

e TetszOleges csoportnak a sajat alaphalmazan akar bal-, akar jobbelto-
ldsokkal definialt hatdsa egyszeresen tranzitiv.

Megjegyzés. A [6.1.15}beli utolsé példa az egyszeresen tranzitiv csoporthaté-
sok ,prototipusa” abban az értelemben, hogy tulajdonképpen barmely egy-
szeresen tranzitiv hatas ilyen alaku. Kézenfekv$ ugyanis definialni a csoport-
hatéssal ellatott halmazok koérében az izomorfizmus fogalmat, és a 6.1.14. De-
finiciot koveto észrevétel éppen azt mutatja, hogy egy egyszeresen tranzitiv
csoporthatds izomorf a csoportnak énmagén baleltoldsokkal definidlt hatasa-
val.

6.2. Véges izometriacsoportok

Egybevagosagok véges csoportjait vizsgaljuk euklideszi terekben. A 2- és 3-
dimenziés esetben ezek osztdlyozédsat is elvégezziik és fényt deritiink kapcso-
latukra a klasszikus szabalyos poliéderekkel.

6.2.1. Allitas. Ha G < I(E) véges részcsoport, akkor G-nek létezik E-ben
fixpontja, azaz olyan P € E pont, hogy minden g € G-re gP = P.
Bizonyitas: A fixpont elééllitasara szolgald alabbi ,kidtlagolasi” eljards a ma-
tematika mas teriiletein is gyakran alkalmazott moédszer valamely véges cso-
porthatasra nézve invaridns objektum szdrmaztatasara.

Legyen X € F tetszOleges pont és tekintsitk X orbitjanak a stlypontjat, azaz

a
1

geG
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affin kombinéciot. Belatjuk, hogy P fixpontja minden h € G transzforméacio-
nak. A h izometria affinitds, ezért az affin kombindcidk képzésével felcserél-
hetd, igy

vP=3 P \G| = g =r.

geqG keG

ahol a k = hg elem ugyanugy végigfut G elemein, ahogy g. O

A ben taldlt P fixpontot origénak valasztva G < O(Ep), azaz G egy
ortogonalis csoport része. Masként fogalmazva:

6.2.2. Kovetkezmény. Az I(RY) izometriacsoport barmely véges részcso-
portja konjugdlt O(d) egy részcsoportjaval.

Bizonyitds: Valéban, ha a p € R? vektor a G < I(R?) véges csoport fixpont-
ja, akkor egy az origét p-be vivé izometridt, példaul a ¢, eltolast felhasznalva
a t5 1 Gty részesoportnak az origd fixpontja, ezért t5' Gty < O(d). O

Az euklideszi tér véges izometriacsoportjainak vizsgalatakor elegend6 tehat
az ortogondlis csoport véges részcsoportjaira szoritkozni. Megvizsgaljuk és
osztélyozzuk O(2) és O(3) véges részcsoportjait.

6.2.3. Példak

e Az R? sfkban barmely n > 1-re az orig koriili 2kn/n (k=0,...,n —
— 1) szogli forgatdsok n-edrendii ciklikus csoportot alkotnak, igy Z, <
< 50(2).

e Ha n > 3, akkor a siknak egy origd kozéppontu szabdlyos n-szoget
onmagdra képezd egybevagisigai O(2)-hoz tartoznak és a 2n rendii
n (&2 Z,, x Zy) diédercsoportot alkotjak. Megallapodds szerint a dié-
dercsoportok kozé soroljuk a két merdleges tengelyii tiikrozés altal ge-
neralt Do = Zso X Zo és az egyetlen tiikrozés dltal generdlt D = Zo
csoportot is. fgy minden n > 1-re D,, < O(2).

6.2.4. Allitas. O(2) barmely véges részcsoportja ciklikus vagy diédercsoport.
Bizonyitds: Legyen G < O(2) véges. Tegyiik fol el6szor, hogy G < SO(2).
Ekkor G csupa orig6 koriili forgatasbdl all, valasszuk ki ezek koziil a lehet6
legkisebb pozitiv a szogi r = R, forgatést. Alh’tjuk, hogy r generalja G-
t. Ha nem igy volna, akkor létezne olyan g € G forgatas, amelynek a szoge
valamilyen k pozitiv egészre szigorian ka és (k+1)a kozé esne, viszont ekkor
a gr— % € G forgatds szoge a-ndl kisebb pozitiv érték volna, ami ellentmond
r valasztasanak.
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Ha G £ SO(2), akkor a Gt = G N SO(2) részcsoport az eddigiek alapjan
ciklikus, tovabbé |G : G| = 2, hiszen SO(2) indexe 2 az O(2) csoportban.
Legyen n = |GT| ésr = Ry /p generdtorelem GT-ban. Vilasszunk egy t €
€ G — G7 elemet, ekkor t tiikrézés valamely origén dtmend L egyenesre.
Ekkor k = 1,...,n — l-re az r¥t € G elem tiikrozés L-nek a krm/n szogii
elforgatottjara, ezért t-vel egytitt mar n darab kiilonb6zo titkrozést talaltunk
G-ben. Ezek tehét kimeritik az egész G — G+ mellékosztalyt. Az n > 3 eset-
ben a G csoport tehat pontosan valamely szabdlyos n-szog szimmetridibdl
all. (Egy ilyen n-szoget megkaphatunk példaul gy, hogy véalasztunk egy ori-
g6t0l kiilonbozo6 tetszéleges pontot valamelyik tiikortengelyen, és tekintjiik e
pont G-orbitjdnak a konvex burkdt.) Az n = 1 és n = 2 esetekben pedig
nyilvanvaléan egyetlen, illetve két merdleges tengely szerepel. O

Megjegyzések. (1) A Allitést a szakirodalom néhol Leonardo da Vinci
tételének nevezi. Fennmaradt jegyzeteinek tanusiga szerint Leonardo valé-
ban megallapitotta, hogy a sikbeli alakzatok és mintazatok az egy pont korii-
li szimmetriatulajdonsagaik alapjan két végtelen sorozatot alkoté tipusokba
sorolhatok. Ezek a tipusok a mai matematika nyelvén éppen a[6.2.4}beli cso-
portoknak felelnek meg.

(2) Eszrevehetjﬁk, hogy a Allit4s nem pusztan absztrakt izomorfia, ha-
nem konjugéltsdg erejéig osztélyozza O(2) véges részcsoportjait. Kiilonbséget
tettiink a kételemi csoportnak forgatascsoportként, illetve diédercsoportként
vald szerepeltetése kozott; ezek bar izomorf részcsoportok, nem konjugaltak.
A diédercsoportokat egyébként nem is mint konkrét O(2)-beli részcsoporto-
kat adtuk meg: a[6.2.3}beli szdrmaztatds csak konjugdltsag erejéig definidlja
Oket.

6.2.5. Példak

e Az R? C R3 tartalmazés dltal indukdlt O(2) < O(3) bedgyazas foly-
tan O(2) véges részcsoportjai automatikusan megjelennek O(3) részcso-
portjaiként is. Az igy nyert ciklikus részcsoportok kozos tengely koriili
forgatdsokbdl allnak (ez SO(3) részcsoportja), a diédercsoportok pe-
dig egy kozos tengely koriili forgatdsokbdl és erre a tengelyre illeszked6
stkokra vonatkozo tiikrézésekbol allnak.

e Az O(2) csoport SO(3)-ba is bedgyazhat6, mégpedig az

0
4 (A€ 0(2)
0 0 detA

A~

formuldval. Az SO(2)-beli forgatdsok képei a harmadik koordinataten-
gely koriili forgatdsok, az O(2) — SO(2) -beli tiikrozések képei félfordu-
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latok az els6 két koordinatatengely altal kifeszitett sikban fekvd tenge-
lyek koriil. Ezzel minden n-re Z,,, D,, < SO(3). A Zs és a Dy csoport
most — a sikbeli esettdl eltéréen — nemcsak izomorf, hanem konjugalt
is SO(3)-ban, ezért megéllapodunk abban, hogy nem szerepeltetjiik a
D,, sorozatban.

6.2.6. Definicié6 (Szimmetriacsoport, mozgdascsoport). Legyen X C
C F tetszOleges halmaz az E euklideszi térben. Az X halmaz szimmetridinak
mondjuk azokat az izometridkat E-ben, amelyekre nézve X invaridns. A szim-
metridk altal alkotott

Sym (X) ={f € I(E) : f(X) = X} < I(E)

részcsoportot az X halmaz E-beli szimmetriacsoportjdnak nevezziik. Az X
halmaz mozgascsoportja a

Sym™(X) = Sym (X)NIT(E)

részcsoport, amely X irdnyitastarté szimmetridibol, més széval mozgdsaibol
all. Barmely X C FE-re a mozgascsoport indexe legfeljebb 2 a teljes szimmet-
riacsoportban.

Megjegyzés. Barmely X C E halmaz E-beli szimmetridinak az X-re torténo
megszoritdsa az X metrikus tér izometridja. Ezdltal egy Sym (X) — I(X) ho-
momorfizmust definidltunk. Megmutathatd, hogy ez a homomorfizmus sziir-
jektiv, azaz X izometridi mindig kiterjeszthetOk a befoglald tér izometridiva.
Miutan egy izometriat egy affin bazis és annak képe egyértelmiien meghata-
roz, a Sym (X) — I(X) homomorfizmus injekt{v is abban az esetben, ha X
affin burka az egész F.

6.2.7. Allitas. Ha P C E politép, dim P = d, akkor P szimmetriacsoportja
véges.

Bizonyitds: Jelolje X a P politép csicsai halmazdt, ekkor (X) = E és igy
az el6z6 megjegyzés utolsé mondatdhoz hasonléan érvelve a Sym (P) — Sx
megszoritd leképezés injektiv homomorfizmus a véges Sx csoportba. O

Véges izometriacsoportokra tovabbi példainkat a haromdimenziés szabélyos
politépok (azaz a klasszikus értelemben vett szabélyos poliéderek) szimmet-
riacsoportjai szolgaltatjak. Most ezek algebrai szerkezetét vizsgaljuk meg. Ha-
sonlésag erejéig 6t szabalyos poliéder 1étezik: a szabdlyos tetraéder, a kocka,
az oktaéder, a dodekaéder és az ikozaéder. Ezek geometriai és kombinatorikai
szerkezetét ismertnek tételezziik fel. Felidézziik a kocka és az oktaéder, illetve
a dodekaéder és az ikozaéder kozotti dualitasi viszonyt: mindkét dudlis par-
ban az egyik fajta poliéder el6all, mint a masik lapkozéppontjainak a konvex
burka. Ez maga utdn vonja kombinatorikai szerkezetiik dudlis voltat is.
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6.2.8. Példak

e Legyen T szabdlyos tetraéder. A szimmetridk a négy csics permutécioit

indukéljék, ezzel egy Sym (T') — Sy injektiv homomorfizmust kapunk.
Miutan a tetraéder éleihez tartozé felez6 merdleges sikokra vonatkozd
tiikrozések az Sy-beli transzpozicidkat indukdljak, amelyek generdtor-
rendszert alkotnak S,-ben, ez a homomorfizmus sziirjektiv is. Tehat
Sym (T) az S, szimmetrikus csoporttal azonosithaté. A Sym™ (7T") moz-
gascsoport ezen beliil csak az A4 alternéld csoport lehet, hiszen Sy-nek
nincs mas 2 indexti részcsoportja.

Legyen K kocka. A kozéppontos szimmetria a Sym (K) csoport cent-
rumahoz tartozik, masodrendi, és nincs benne a Sym™ (K) mozgéscso-
portban. Ezért az édltala generdlt Zs-vel izomorf részcsoport a mozgés-
csoport direkt kiegészitSje, azaz Sym (K) =2 Sym™ (K) x Zo érvényes.

Vegyiik szdmba Sym™ (K) identitastdl kiilonbozé elemeit. Ezek mind-
annyian forgatasok, mégpedig olyan tengely koriil, amely két atellenes
cstcsot kot ossze (0. tipus), két szemkozti él felezépontjat koti ossze (1.
tipus), vagy pedig két szemkozti lap kozéppontjdt koti dssze (2. tipus).
A 0. tipusba 4 tengely koriil 2-2 forgatds, az 1. tipusba 6 tengely koriil
1-1 forgatés, a 2. tipusba 3 tengely koriil 3-3 forgatds tartozik, ezért
ezeknek a forgatdsoknak szdma Osszesen 4-2+6-1+3-3 = 23. Az iden-
tikus transzformaciét is hozzdvéve kapjuk, hogy a Sym™ (K) csoport
rendje 24.

Megmutatjuk, hogy Sym™ (K) az S, szimmetrikus csoporttal izomorf.
Tekintsiik a kocka négy testatléjat, ezeket a kocka szimmetriai egymaés
kozt permutéljék, ezaltal nyeriink egy Sym™(K) — S; homomorfiz-
must. Barmely transzpozicié el6all alkalmas 1. tipusu félfordulat képe-
ként, ezért ez a homomorfizmus sziirjektiv. Miutan a két csoport rendje
egyenld, szitkségképpen injektiv is. Tehat Sym™ (K) = S,.

A kocka és az oktaéder kozott fennélld dualitas kovetkeztében az okta-
éder szimmetriacsoportja és mozgascsoportja ugyanaz, mint a kockaé.

Legyen D dodekaéder. Miutan D is kézéppontosan szimmetrikus, a koc-
ka esetéhez hasonléan Sym (D) =2 Sym™ (D) x Zs.

Szamba vessziik D nem-identikus forgatdsait: a kocka esetéhez hasonlé
modszerrel tipusokba sorolva 102+ 15-1+ 6 -4 = 59-et taldlunk, az
identitdst hozzavéve |[Sym™(D)| = 60.

Megmutatjuk, hogy Sym™ (D) az As alternilé csoporttal izomorf. Te-
kintsiik a dodekaéderbe beirhaté 6t kockat, ezeket a dodekaéder szim-
metridi egymés kozt permutéljék, ezéltal a Sym™ (D) — S5 homo-
morfizmust nyerjiik. Meggondolhatd, hogy barmelyik 0. tipust forgatas
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képe harmas ciklus, barmelyik 1. tipusué két diszjunkt transzpozicid
szorzata, végiil a 2. tipusuak képei 6t6s ciklusok. Tehat ennek a homo-
morfizmusnak a képe csak pdros permutacidkbol dll. Viszont az Gsszes
paros permutécié el6 is all képként, mert példaul a harmas ciklusok
generatorrendszert alkotnak As-ben, és a 0. tipusu forgatdsok segitsé-
gével az Osszes harmas ciklus elallithaté. Végiil a két csoport rendjének
egyenlésége miatt Sym™ (D) — As izomorfizmus.

A dodekaéder és az ikozaéder dualis viszonya miatt az ikozaéder moz-
gascsoportja is As, és szimmetriacsoportja As X Zs.

6.2.9. Definicié (Poliédercsoportok). A Példaban vizsgélt csopor-
tok jelslése és hagyomdnyos elnevezése: Sym™ (T') tetraédercsoport (izomorf
Ay-gyel), Sym™ (K) oktaédercsoport (izomorf Sy-gyel), Sym™ (D) ikozaéder-
csoport (izomorf As-tel); sszefoglalé neviik: poliédercsoportok. Ezek mind-
annyian fellépnek SO(3) részcsoportjaiként, és konjugéltsdg erejéig egyértel-
miien vannak értelmezve.

Az alédbbi tétel — a véges forgatdscsoportok osztalyozasi tétele — azt mondja ki,
hogy a ben és 6.2.8-ban leirt példédkkal SO(3) tsszes véges részcsoportjat
megtalaltuk.

6.2.10. Tétel. SO(3) bdrmely véges részcsoportja ciklikus, diéder- vagy poli-
édercsoport, és igy izomorf a Z,, (n > 1), D,, (n > 2), Ay, Sy és As csoportok
koziil pontosan az egyikkel.

Bizonyitds: Legyen G < SO(3) véges, n = |G| > 2. Az S? egységgomb SO(3)-
invaridns részhalmaz R3-ban, ezért tekinthetjiik G hatdsat S?-n. Jeloljiik X-
szel S? azon elemeinek a halmazat, amelyek stabilizdtora nem trivialis. A G
csoport barmely nem-identikus eleme két atellenes pontot tart fixen S2-ben,
mégpedig a forgastengely doféspontjait. Ezt a két pontot nevezziik a széban
forgd csoportelem pélusainak. Vilagos, hogy X azonos az Osszes lehetséges
polus alkotta halmazzal, és igy véges.

A (1) Allits alapjan az X halmaz G-invaridns, gy tekinthetjiik a G
csoport hatdsat az X véges halmazon. Minden p € X-re jeloljiik my-vel a
G, stabilizator rendjét, ekkor m, > 2 egész szam. Szamlaljuk Gssze a pé-
lusokat (multiplicitdssal) kétféleképpen. Elészér is G minden nem-identikus
eleme 2 pélust szdrmaztat, {gy 6sszesen 2(n—1) pdlust kapunk. Ekkor viszont
mindegyik pdlust annyiszor szamoltunk, ahany nem-identikus csoportelem-
nek ugyanaz a pélusa, vagyis a p € X pélust (m, — 1)-szer. Ezért

2(n—1) =Y (my—1).
peX

(Egészen pontosan ez a mennyiség azoknak a (g,p) € G x X pdroknak a
szdma, amelyekre g # 1 és gp = p.)
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A6.1.11L(1) Allitds miatt ugyanahhoz az orbithoz tartozé p pélusokra az m,
rend ugyanakkora. Ezért a jobb oldali Gsszeget érdemes az orbitok szerint
csoportositani:
n
2n—1) = —(m, —1
D= X ),
orbitok
ahol p az orbit egy (tetszéleges) reprezentansa, az n/m,, szam pedig[6.1.11}(2)
alapjan az orbit elemszama. Az n szammal végigosztva az aldbbi alapegyen-

letet kapjuk:
2 2_ Z 1 1
n o my)

orbitok

Az egyenlet bal oldala az [1,2) intervallumba, a jobb oldali 6sszeg minden
tagja pedig az [1/2,1) intervallumba esik. Ezért a tagok szdma, azaz a G-
hatds orbitjainak a szdma csak 2 vagy 3 lehet.

1. eset: 2 G-orbit van.
Jeloljiikk mq-gyel és mo-vel a megfelelé rendeket, ekkor az alapegyenletbdl
atrendezéssel 1 1 5

mq mo n
adédik. Ez mq, mo < n miatt csak m; = mo = n mellett teljesiilhet. Ekkor
az egész G csoport fixen hagy egy atellenes péluspart, azaz G = Z,, ciklikus.

A tovabbiakban tegyiik f6l, hogy 3 G-orbit van. Legyenek a hozzajuk tartozd
rendek novekvé sorrendben my < mg < mg. Az alapegyenletbdl dtrendezéssel

az
1 1 1 2
— t+—+— =1+
my mz M3 n

egyenletet kapjuk. Ebbol m; = 2 kovetkezik, ugyanis m; > 3 esetén a bal

oldal legfeljebb 1 lenne. Az alapegyenlet ezzel az
1 1 1 2

mo M3 T2 n
alakra redukalhaté. Itt mo csak 2 vagy 3 lehet, ugyanis mo > 4 esetén a bal
oldal legfeljebb 1/2 lenne.

2. eset: mg = 2.

Ekkor az alapegyenletbdl ms = n/2 kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy G-nek
van egy n/2 rendi, azaz 2 index(i részcsoportja, amelynek az elemei ugyan-
azon tengely koriili forgatdasok. Emiatt ez a részcsoport ciklikus. A G csoport
fennmaradé elemei m; = my = 2 miatt mindannyian masodrendiiek, azaz
félfordulatok. Ezek a félfordulatok a harmadik, kételemli orbitot énmagaba
képezik, ezért tengelyeik merdlegesek az n/2 rendii ciklikus részcsoport ten-
gelyére. Ezekdl a megéllapitdsokbol mdr latszik, hogy a [6.2.5}beli mdsodik
példaban szerepldé D,, ;5 diédercsoportrdl van szo.
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A tovdbbiakban legyen mo = 3. Ekkor az alapegyenlet az
1 1 2

ms 6 n
alakot o6lti, ahonnan kovetkezik, hogy ms csak 3, 4 vagy 5 lehet.

3. eset: mg = 3.

Ekkor az egyenletbdl n = 12. Tekintsiik a harmadik orbitot: ez egy négy pont-
bél 4116 halmaz az S? gombfeliileten, amely invaridns azokra a harmadrendi
forgatdsokra, amelyeknek a tengelyei az origdn és a négy pont valamelyikén
haladnak at. Emiatt a pontok harmanként szabdlyos haromszoget feszitenek
ki, azaz egyiitt szabdlyos tetraédert. A G csoport ennek a tetraédernek a
forgatdsaibdl all és 12 rendi, ezért azonos a tetraéder mozgascsoportjaval.

4. eset: mg = 4.

Ekkor n = 24. Most a harmadik orbit hatelemii; megmutatjuk, hogy egy ok-
taéder hat csucsardl van sz6. Valasszuk ki egyikiiket. A rajta &tmend tengely
koriili forgatasokbdl allé negyedrendi ciklikus részcsoport a tobbi 6t pontbol
allo halmazt sajat magdba képezi, ezért koztiik kell lennie a kivalasztottal at-
ellenes pontnak, valamint a maradék négynek négyzetet kell kifeszitenie egy
a tengelyre meroleges sikban. Miutan a kivédlasztott pont barmelyik lehet az
orbit hat eleme koziil, kovetkezik, hogy az orbit kozéppontosan szimmetri-
kus, és igy valéban oktaédert feszit ki. A G csoport ennek az oktaédernek a
forgatasaibol all és 24 rendii, ezért azonos az oktaéder mozgdscsoportjaval.

5. eset: m3 = 5.

Ekkor n = 60. A harmadik orbit 12 elemii. Egyik elemét kivalasztva a rajta
atmeno tengely koriili 6todrendil szimmetria miatt a maradék 11 pont csak
ugy helyezkedhet el, hogy egyikiik a kivalasztottal atellenes pont és a tob-
bi 10 két szabdlyos Otszoget alkot a tengelyre merdleges sikokban. Az orbit
tehdt kozéppontosan szimmetrikus és a két 6tszog is egymas kozéppontosan
szimmetrikus képei. A 12 pont barmelyikének egyenlé a tavolsaga a hozza ko-
zelebb es6 6tsz6g mindegyik csticsatol, és ez a tavolsdg ugyanakkora a 12 pont
béarmelyike esetén. Ezekbol a tulajdonsagokbdl mar latszik, hogy az orbit egy
ikozaéder csiicsaibdl all. A G csoport ennek az ikozaédernek a forgatasaibdl
all és 60 rendi, ezért azonos az ikozaéder mozgéascsoportjaval. O

Megjegyzések. (1) A6.2.10, Tétel bizonyitasa a véges forgatdscsoportokat az
SO(3)-beli konjugdltsig erejéig osztlyozza. Ez egybeesik az izomorfia szerinti
osztalyozassal.

(2) Az O(3) = SO(3) x Zs izomorfiét felhasznélva a[6.2.10] Tételbél kénnyen
levezethetd O(3) véges részcsoportjainak a teljes osztélyozdsa. Nem nehéz
meggondolni példaul, hogy ezek kozott a csoportok kozott csak a G x Zg
(G < SO(3)) alaktiak azok, amelyek nem izomorfak a [6.2.10}ben felsoroltak
egyikével sem.
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6.3. Szabalyos politopok

Az el6z6 szakaszban lattuk, hogy 2 és 3 dimenzidban szoros kapcsolat van
a véges izometriacsoportok és a szabdlyos sokszogek, illetve szabalyos po-
liéderek szimmetridi kozott. A magasabb dimenziéji szabdlyos politépokat
is szimmetriatulajdonsagaikon keresztiil definialjuk, majd hasonlésag erejéig
osztalyozzuk 6ket.

6.3.1. Definicié (Lapzaszld). Legyen P C FE politdp, tegyiik 6], hogy
dim P = d. A P politép lapzdszléin azokat az (Lo, L1, ..., Lq—1) sorozatokat
értjiik, ahol minden i-re L; < P lap, dim L; = 4, és minden 7 < j-re L; < L;.
Az L(P) laphéléban barmely valédi lapokbdl 4ll6 maximadlis rendezett lanc
hossza d, azaz 0-t6l (d — 1) -ig minden dimenziéban szerepel benne lap. Emi-
att P lapzdszl6i pontosan az L(P) laphdlé valédi lapokbdl llé maximélis
rendezett lancai.

Ebbél az is kovetkezik, hogy P barmely valodi lapja (s6t, valédi lapok bar-
mely tartalmazésra rendezett részhalmaza) belefoglalhaté P-nek legaldbb egy
lapzéaszléjaba.

6.3.2. Allitas. Ha a P politép egy szimmetridja P valamely lapzaszlojat
onmagara képezi, akkor ez a szimmetria identikus P-n.

Bizonyitds: Feltehetd, hogy dim P = d. Feleltessiik meg az (Lo, L1,...,La—1)
lapzészlénak azt az egyetlen E-beli (Fy, Fa, ..., Fy) zdszlot (1. , amely-
re (Li—1) = rel0F; és F; C (L;) (1 = 1,...,d — 1), valamint Fy az (Lq_1)
hipersik hatarolta, P-t tartalmazé féltér. A megfeleltetés egyértelmiisége mi-
att a széban forgd szimmetria fixen hagy egy E-beli zaszl6t, ezért af6.1.15}beli
hatodik példara hivatkozva ez a szimmetria csak identikus lehet. O

6.3.3. Definicié (Szabdalyos politép). A P C E politépot szabélyosnak
mondjuk, ha a Sym (P) csoport tranzitivan hat P lapzdszléi halmazan.

Ha dim P = d és P szabdlyos, akkor a Allit4s miatt ez a hatds egyszere-
sen tranzitiv. Ezért ilyenkor a Sym (P) csoport rendje egyenl$ P lapzészléinak
a szamaval. Ugyancsak aAlh’tés kovetkeztében barmely (nem feltétleniil
szabélyos) d-dimenziés P politép esetében egy lapzaszlot valamelyik médsikba
P-nek legfeljebb egy szimmetridja vihet, ezért dltalaban a szimmetriacsoport
rendje legfeljebb a lapzaszlok szdamaéaval egyenls. A szabdlyossdg definicidja
tehat a politép lehet6 legnagyobb mértékii szimmetridjat koveteli meg.

Konnyen ellenérizhetd, hogy d = 2 és d = 3 esetén a szabdlyos politépok
pontosan azok a sokszogek, illetve poliéderek, amelyek a szokasos hétkdznapi
értelemben szabélyosak.
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6.3.4. Allitas. Legyen P C E szabdlyos politdp.

(1) P-nek létezik koériilirt hipergémbje (azaz olyan hipergémb, amely P
mindegyik csiicsan dthalad), valamint beirt hipergémbje (azaz olyan
hipergémb, amelyet P mindegyik hiperlapja érint). E két hipergémbnek
kozos a kézéppontja.

(2) P bdrmely valédi lapja szabdlyos politdp.
(3) Ha f: E — E’ hasonlésdg, akkor az f(P) politdp is szabalyos.

Bizonyitds: (1): A Sym (P) < I(E) véges izometriacsoportnak szerint
létezik fixpontja, legyen ez O. A P politop csicsai P szabalyossiga miatt en-
nek a véges csoportnak egy orbitjat alkotjak, ezért mindannyian ugyanolyan
tdvol vannak O-t6l és egy O koriili hipergombre illeszkednek. A hiperlapok
halmazdn a Sym (P) csoport ugyancsak tranzitivan hat, ezért O tévolsiga
ugyanannyi mindegyik hiperlapot tarté hipersiktol, azaz ezek a hipersikok
egy O koriili hipergdbmbot érintenek. Miutan ez a hipergdbmb P-nek részhal-
maza, az érintési pontok magukon a hiperlapokon vannak.

(2): Ha L a P politép tetszéleges valddi lapja, akkor L lapzdszléi pontosan a
P politép L-et tartalmazé lapzaszldinak az L valamely hiperlapjaban végz6do
kezd8szeletei. Ezért Sym (P)-nek az a részesoportja, amely az L-et onmagara
képez6 szimmetriakbdl all, tranzitivan hat L lapzdszléi halmazan.

(3): Egyrészt az f(P) politép lapzdszléi pontosan az (f(Lo), f(L1),...,
f(Ld,l)) alakid sorozatok, ahol (Lo, L1, ..., L4—1) a P lapzdszl6ja, mésrészt
Sym (f(P)) = foSym (P)o f~!. Ezekbdl az allitas rogton kovetkezik. [

Megjegyzés. A tovabbiakban a P szabdlyos politép kozéppontjanak mond-
juk a koriilirt (vagy beirt) hipergémb kozéppontjit. Miutdn M(Q) szerint
P lapjai is szabalyosak, tekinthetjiik a lapok kozéppontjainak a rendszerét,
ezek is érdekes szimmetriatulajdonsagokat folmutatd véges pontrendszerek.
Mindegyik lap kozéppontja a széban forgé lap Sym (P)-beli stabilizdtors-
nak (azaz a lapot mint részhalmazt énmagéba képezd csoportelemek alkotta
részcsoportnak) az egyetlen fixpontja a lap affin burkdban. Barmely régzitett
1 < i < d mellett az i-dimenziés lapok kézéppontjai Sym (P) egy orbit-
jat alkotjak, és {gy egy (i-tdl fiiggd sugart) hipergémbon helyezkednek el P
kozéppontja koriil. Tekintsiik példaképpen a d = 3, ¢ = 1 esetet: a szaba-
lyos tetraéder élfelez6 pontjai egy szabdlyos oktaéder csicsai, mig a tobbi
haromdimenziés szabalyos politép élfelez6 pontjai ,,félig szabalyos” poliédert
feszitenek ki: kuboktaédert a kocka és az oktaéder esetében, ikozidodekaédert
az ikozaéder és a dodekaéder esetében. Kiilonos figyelmet érdemel az i = d—1
eset, azaz a hiperlapok kozéppontjainak a rendszere, ezek a pontok éppen a
beirt hipergémb érintési pontjai.
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6.3.5. Tétel. Jelslje Q a P C FE politép hiperlapjai kézéppontjainak a konvex
burkat. Ha P szabalyos, akkor () is szabalyos politop, és P-hez képest dualis
kombinatorikai szerkezetii.

Bizonyitds: A poldris politép [B-4tbeli konstrukeidjat és tulajdonsdgait hasz-
néljuk ki. Vélasszuk origénak a P politép kozéppontjat, ezéltal az E teret
azonositjuk a V euklideszi vektortérrel. A skalaris szorzas segitségével a V*
dudlis teret V-vel azonosnak tekinthetjiik. (Ennél az azonositdsndl a v € V
vektornak az az a : V' — R linedris forma felel meg, amelynél oy (w) =
= (v,w) (w € V); itt a v — ay leképezés nyilvan linedris izomorfizmus V
és V* kozodtt.)

Mivel most V* =V = E, a P* C V* polaris politép P-vel egyiitt ugyancsak
az E térben van. Feltehetjiik, hogy P beirt hipergémbje egységnyi sugart.
Legyen w a P* politép csicsa. Ekkor a Hy, = {v € V : (v,w) = 1} affin
hipersik P**-nak, azaz P-nek egy hiperlapjat tartalmazza és igy a P-be beirt
egységgdmbot érinti. Ezért ||w|| = 1 és w az érintési pont. Tehdt w valéban P
egy lapjanak, mégpedig a w* lapnak a kozéppontja. Miutén a w — w® meg-
feleltetés bijektiv P* cstcsai és P hiperlapjai kozott, a P* poléris politopnak
a cstcsai valéban pontosan P hiperlap-kdzéppontjai, azaz ) = P*.
Nyilvanvals, hogy Sym (Q) = Sym (P). Az L(P) és L£(Q) laphalék dudlisan
izomorf volta miatt bijektiv kapcsolat all fenn P és @) lapzaszloi kozott, még-
pedig a laponkénti dualizélassal, azaz az (Lo, L1, ..., Lg—1) — (L§_1,. .., LS,
L§) hozzérendeléssel. Barmely f € Sym (P) szimmetridnal f(LY) = f(L;)°,
ezért a szimmetriacsoport a () politép lapzdszléi halmazén is tranzitivan
hat. O

Megjegyzés. Ha P és Q a[6.3.5} Tétel szerinti viszonyban &ll, akkor Q-nak
a kozos kozéppontbdl torténd alkalmas aranyi nagyitasaval elérhetd, hogy
P cstcsai essenek @) hiperlap-kozéppontjaiba. Tehat a szabdlyos politépok
hasonlésagi osztdlyai korében a tételben leirt geometriai dualitési viszony
szimmetrikus reldcio.

6.3.6. Példak

e Standard d-szimplexnek nevezziitk a A% = conv ({el, €. .. ,ed+1}) -
C R4 politépot. A A? szimplex az 21 +x2+ ...+ 2441 = 1 egyenletii
hipersikot fesziti ki az R*t! koordindtatérben. A? lapzészléi bijektiv
kapcsolatban allnak az {1,2,...,d + 1} halmaz permutdcidival annak
az (Lo, L1,...,Lq—1) <> 0 € Sq11 megfeleltetésnek a révén, amelynél
Lo = {e,(1)} ésminden 1 < i < (d—1)-re L; = conv (Li—1U{e,(+1)})-
Az S441 szimmetrikus csoport a koordindtdk permutaciéi révén izomet-
rikusan hat az R4t! téren és az A? szimplexet énmagéra képezi. Ezért
A? szimmetriacsoportjanak legaldbb annyi eleme van, mint a lapzéaszlék
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szama, tehat A szabélyos politép és Sym (A9) = Sy, 1. Egy politépot
szabélyos d-dimenziés szimplexnek neveziink, ha hasonlé A%hez.

e A 0% = conv ({(£1,£1,...,£1)}) C R politépot (ahol az el8lejek
kivélasztdsat az Osszes lehetséges 2% médon tekintetbe vessziik) stan-
dard d-kockanak nevezziik. A lapzdszlok leszamlalasahoz kényelmesebb
a hozza hasonlé [0,1]¢ egységkockat tekinteni, amelyben az origébe-
li csucesal kezd6dé lapzaszlok nyilvanvaléan bijektiv megfeleltetésben
allnak A9~1 lapzaszléival. Miutdn 0% csticsainak a szdma 27, ebbél az
adédik, hogy a standard d-kockanak 27 - d! lapzészléja van. Tekintsiik
O(d)-nek azt a részcsoportjit, amely a koordindtdkon (egymdstol fiig-
getleniil) végrehajthaté elgjelvéltdsokbdl, tovabbd a koordindtdk per-
mutaciéibol 4ll. Nem nehéz ellenérizni, hogy ez a csoport a Zg x Sy sze-
midirekt szorzat (ahol Sy igy hat a Z¢ normélosztén, hogy a tényezéket
permutélja). Ezek a transzforméciok mindannyian (09 szimmetridi, és
ennek a csoportnak a rendje 2¢ - d! . fgy tehat O¢ szabélyos politép, és
Sym (O9) = Z¢ x S;. Egy politépot d-dimenziés kockénak neveziink,
ha hasonlé (0% hez.

e A O =conv({£e;,+es,...,+es}) C R politépot standard d-dimen-
zi6s keresztpolitépnak nevezziik. A conv ({e1,es,...,e4}) hiperlap a
A1 szimplexszel azonos, és ¢%-nek 2 egybevagé hiperlapja van. Ezért
04 lapzészléinak a szama 2¢- d! . Miutdn ¢ csicsai éppen 0% hiperlap-
jainak a kozéppontjai, Sym (¢9) = Sym (%), és 0% és O egymds geo-
metriai dudlisai. Tehat ¢ is szabdlyos politép és Sym (09) = Zg x Sy.
Egy politépot szabalyos d-dimenzids keresztpolitopnak neveziink, ha
hasonlé $?-hez.

6.3.7. Definicié (Cstcsalakzat). Legyen P C E szabdlyos politép, dim P >
> 1, és legyen A a P politdp cstcsa. Jeldljitk V-vel a P politép A-val szomszé-
dos csicsainak a halmazat. A V halmaz tehét azokbdl a P-beli B csticsokbdl
all, amelyekre az [A, B] szakasz éle P-nek. A P politép A-beli cstcsalakzatan
a C(A, P) = conv (V) politépot értjiikk. A P politép szabdlyos volta miatt az
Osszes A € P csicesra a C(A, P) cstcsalakzat egybevagd, ezért bevezetjiik rd
az A-tdl fiiggetlen C(P) jelolést. A C(P) csicsalakzatot tehdt a P politép
egybevagdsag erejéig egyértelmiien hatarozza meg.

6.3.8. Allitas. Legyen P szabélyos politop, dim P =d > 1, A € P tetszile-
ges csucs, L < P tetszbleges hiperlap, és O a P kiézéppontja. Ekkor:

(1) dimC(A,P)=d—1 és (C(A, P)) az (A, O) egyenesre meréleges hiper-
sik.

(2) C(A, P) szabdlyos politp.
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(3) P csticsainak a szama a |Sym (P)|/|Sym (C(A, P))| hényadossal, hiper-
lapjainak a szdma a |Sym (P)|/|Sym (L)| hdnyadossal egyenlé.

Bizonyitds: (1): Tekintsiik az A csics stabilizdtorat a Sym (P) szimmetriacso-
portban, ez pontonként fixen tartja az (A, O) egyenest. Az A-val szomszédos
P-beli cstcsok V' halmaza a Sym (P)4 stabilizétor egy orbitja, ezért ben-
ne van egy (A4, O)-ra meréleges hipersikban. Végiil dim(A,V) = dim P = d
miatt dim C(A, P) =dim(V) =d — 1.

(2): Jelolje H a (C(A, P)) hipersikot. Az L < H N L megfeleltetés min-
den i-re bijektiv a P politép A-t tartalmazé (i + 1)-dimenzids lapjai és a
C(A, P) csucsalakzat i-dimenziés lapjai kozott. Ezéltal C(A, P) lapzészl6i
és P-nek az A csiccsal kezd6dé lapzéaszli kozott kapunk bijektiv megfelelte-
tést. Az utébbi halmazon a Sym (P) 4 stabilizdtor tranzitivan hat, ugyanakkor
Sym (P)a < SymC(A, P). Ezért C(A, P) szabélyos.

(3): Tekintsiik a Sym (P) csoport hatdsat egyrészt a csicsok halmazédn, méas-
részt a hiperlapok halmazan; az allitds kozvetleniil adédik(?)—bél. O

6.3.9. Példak. Barmely szabdlyos sokszog csucsalakzata szakasz. A harom-
dimenziés szabdlyos poliéderek koziil a tetraéder, a kocka és a dodekaéder
csucsalakzata szabalyos haromszog, az oktaéderé négyzet, az ikozaéderé sza-
balyos 6tszdg. A [6.3.6Fbeli magasabb dimenzids szabdlyos politépok koziil a
szabélyos d-szimplex és a d-dimenzids kocka csticsalakzata szabalyos (d — 1)-
szimplex, a szabdlyos d-dimenzids keresztpolitépé szabalyos (d — 1)-dimenzids
keresztpolitép.

6.3.10. Definicié (Schlifli-szimbélum). A legaldbb 2-dimenzids szabd-
lyos P politépokra a d = dim P dimenzié szerinti rekurzioval értelmezziik az
(81,82, ...,84—1) Schldfli-szimbélumot (mégpedig 2-nél nagyobb egész szi-
moknak egy P-tdl fiigegd, d — 1 hosszisdgu sorozatdt) a kdvetkezSképpen.
Ha d = 2, akkor s; egyenl6 a P sokszog oldalszamaval.

Tegyiik fel, hogy d > 2 és minden d-nél alacsonyabb (legaldbb 2) dimenzidju
politépra mar definidltuk a Schldfli-szimbdlumot. Legyen ekkor s; a P-beli
2-dimenziés lapok oldalszadma, és legyen (sa,...,s4—1) a C(P) cstcsalakzat
Schlifli-szimbdéluma.

6.3.11. Allitas. A P szabalyos politép Schlifli-szimbdlumét az L(P) laphdlé
egyértelmiien meghatarozza, mégpedig a kovetkez6képpen :

Legyen 1 < i < d — 1 tetszbleges. Vélasszunk olyan L;_o,L;11 € L(P)
elemeket, hogy dim L;_o =i—2,dim L;11 =i+ 1 és L;_o < L;41 teljesiiljon.
Tekintsiik a laphalé L;_o és L;11 kozotti intervallumat, azaz az

[Li—o,Liy1) ={L € L(P): Li—o <L <Lj}1}
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részben rendezett halmazt. Ez az intervallum izomorf valamilyen sokszog lap-
halgjaval; az s; szam ennek a sokszognek az oldalszama.

Bizonyitas: Az allitést i szerinti teljes indukciéval latjuk be. Az ¢ = 1 kiindulé
esetben az [(), Lo] intervallum a 2-dimenziés Lo lap laphéldja, ezért az allitds
ekkor magatdl értet6dd. Ha ¢ > 1, akkor szemeljiink ki egy A € P csicsot,
és az (i — 1)-re vonatkozé indukciés feltevést a C(A, P) csicsalakzatra alkal-
mazzuk: az [A, P| intervallum a C(A, P) csicsalakzat laphaldjdval izomorf,
és ennél az izomorfizmusnél az [L;_2, L;y1] C L(P) intervallum eggyel alacso-
nyabb dimenzidju lapok koézti intervallumnak felel meg E(C (4, P))—ben. O

6.3.12. K6vetkezmények.

(1) Ha a P szabdlyos politép Schléfli-szimbéluma (s1,...,84-1) és L < P
tetszéleges k-dimenzios lap, ahol 2 < k < d, akkor az L politép Schlafli-
szimbdluma (s1,. .., Sk—1).

(2) Ha a P és Q szabdlyos politépok dudlis kombinatorikai szerkezetiiek és
P Schléifli-szimbdluma (s1,...,8q4-1), akkor Q-6 (sq—1,...,51).

Bizonyitds: (1): Az L politép laphéléja az [(, L] intervallum L£(P)-ben, ezért
az s; (1 = 1,...,k — 1) szdmokat [6.3.11| szerint meghatérozé [L;_o, L;1]
intervallumok azonosak P és L esetében.

(2): Az L(P) és L(Q) laphdldk dudlisan izomorfak, ezért [6.3.11tb6] régton
kovetkezik az eredmény. O

6.3.13. Példak. A dodekaéder Schlifli-szimbdluma (5,3), az ikozaéderé (3,5).
A dimenzié szerinti indukciéval kénnyen lathaté, hogy a szabdlyos szimplex

Schlifli-szimbdluma (3, . . . ,3), a kockdé (4,3, .. .,3), a keresztpolitépé (3,...,3,4).

6.3.14. Definicié (n(P)). Tetsz6leges, legaldbb 2-dimenzids P szabdlyos
politépra n(P)-vel jelsljiik az 12 /4r% mennyiséget, ahol [ a P élének a hossza,
r pedig a P koré irhaté hipergémb sugara.

Az n(P) szdm nyilvdnvaléan invaridns a hasonldségi transzformécidkkal szem-
ben.

Kozvetlen szamolassal konnyen ellendrizhetd, hogy n(A?) = (d+1)/2d, n(O%)
=1/d és n(0%) = 1/2.

6.3.15. Lemma. Ha (s1, ..., Sq4—1) a P szabdlyos politép Schléfli-szimbéluma,
akkor
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Bizonyitas: Legyen O a P politép kozéppontja, A egy csicsa, B és C a
C(A, P) csucsalakzat két szomszédos cstcsa, O" a kozéppontja, I’ az élhossza.
Jeloljiikk 2¢p-vel az ABO egyenldszari haromszog O-nél levd szarszogét. Ek-
kor:

@)

— az ABO haromszogb6l n(P) = 12/4r% = sin® ¢,
— a BCA egyenlészart hdromszoghdl cos(m/s1) =1'/21, és
— az ABO haromszog B-hez tartozé magassiga r’ = [ cos .
Ezeket a formuldkat, valamint az I'> = 4r' 277(C’(A,P)) egyenlOséget Ossze-

vetve

(P) = sin? p = 1—cos? 7175717 R - 2%
T . PTTE T e -4r*n(C(A, P)) n(C(P))

COs

adodik. O

6.3.16. Tétel. A legalabb 2-dimenzios szabadlyos politopokat a Schléfli-szim-
bélum hasonlésag erejéig egyértelmiien meghatarozza.

Bizonyitas: A d dimenzié szerinti teljes indukciéval belatjuk, hogy ha P és Q
két d-dimenziés szabalyos politép, amelyeknek a Schlifli-szimbdéluma ugyanaz
az ($1,...,84—1) sorozat, akkor P és @ hasonld.

A d = 2 kiindulé esetben ez valéban igy van, hiszen barmely két egyenld
oldalszamu szabalyos sokszog hasonld.

Tegyiik fel, hogy d > 2 és d-nél kisebb dimenzidkban az allitds igaz. Legyen
L < P és M < Q egy-egy hiperlap, ekkor 6.3.12(1)-et alkalmazva az in-
dukciés feltevés szerint L és M hasonlé. Tekintsiink egy olyan f hasonlésagi
transzformdaciét, amelyre f(M) = L és amely a Q-t tartalmazé (M) szerin-
ti félteret a P-t tartalmazé (L) szerinti féltérre képezi. Megmutatjuk, hogy
ekkor f(Q) = P.
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A C(P) és C(Q) csicsalakzatok Schlifli-szimbdluma is egyenld, ezért az in-
dukcids feltevés miatt a két cstcsalakzat hasonld. Igy n(C(P)) =n(C(Q)).
A 6.3.15. Lemmaét alkalmazva (és felhaszndlva, hogy s; ugyanannyi P és Q
esetében) ebbél n(P) = n(Q) kovetkezik. Emellett nyilvian n(Q) = n(f(Q)).
Jelolje O a P politép kozéppontjat, r a koriilirt hipergémb sugarat, [ az él-
hosszt. Az f(Q) politép élhossza (miutdn megegyezik f(M) = L élhosszdval)
ugyancsak [, ezért n(P) = n(f(Q)) miatt f(Q) kériilirt hipergémbje is r su-
gard. Mindkét gomb kozéppontja az (L) hipersikra L kézéppontjaban allitott
meroleges egyenesen van ugyanabban a féltérben. fgy a sugarak egyenl6sége
miatt a két hipergémb azonos.

Tekintsiik L egy (d — 2)-dimenziés F lapjét. Az L politép egy F-ben végzidé
lapzaszléjat pontosan kétféleképpen lehet kiegésziteni P lapzaszldjavé. Az
egyiket a mésikba vivo szimmetria pontonként helyben hagyja F-et, és ezen
kivill az O pontot is, ezért csak a H = (F, O) hipersikra vonatkozé tiikrozés
lehet. Ugyanezt P helyett az f(Q) politépra is elmondhatjuk, ezért a og (L)
politép P-nek is és f(Q)-nak is hiperlapja.

Miutdn barmelyik hiperlapbdl barmelyik mdsik hiperlapba el lehet jutni (d —
— 2)-dimenzids lapok mentén csatlakoz6 hiperlapok alkalmas sorozatéval, az
el6z6 1épés induktiv alkalmazasaval kapjuk, hogy P és f(Q) hiperlapjai azo-
nosak. Ezért P = f(Q). O

6.3.17. Kévetkezmény. Barmely (legaldbb 2-dimenziés) P politépra az
n(P) szdm csak P Schlifli-szimbélumétdl fiigg. O

A Kovetkezmény alapjan olyan (s, $s,...,84—1) sorozat esetében,
amelyhez taldlhato olyan politép, amelynek ez a Schléfli-szimbdéluma, beve-
zethetjiik az n(s1,s2,...,84-1) jelolést.

Most a dimenzié szerinti indukciéval attekintjiik, hogy a 6.3.15. Lemma mi-
lyen korldtozast von maga utan a politépok Schlifli-szimbdélumaiként fellépd
(81,82,...,84—1) szdmsorozatokra nézve. Eldszor a b61 kozvetlentil le-
szlirhet6 egyenl6tlenségeket rogzitjiik.

6.3.18. Lemma. Ha a (s1, So, .. ., S8q4—1) sorozat egy politép Schléfli-szimbé-
Iuma, akkor:

(1) cos®(m/s1) < n(82,83,...,84-1)6s

(2) n(s2,83,...,84-1) > 1/4.

Bizonyitds: (1): Ha P a széban forgé politdp, akkor az egyenlétlenség[6.3.15
bél n(P) > 0 miatt kozvetleniil adédik.

(2): Rogton kovetkezik (1)-bél, mert s; > 3 miatt cos?(r/s1) > 1/4. O
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Amikor az indukcids okoskodds sordn eggyel magasabb dimenzidba lépiink,
6.3.18](2) korlatozza, hogy az eléz6 1épésben taldlt sorozatok koziil melyek
léphetnek fo] csicsalakzat Schlifli-szimbslumaként, és[6.3.18](1) korltozza,
hogy ezek elé mely szamok keriilhetnek s;-ként. Mivel a cos?(r/x) fiiggvény
(x > 2 mellett monoton novekedve) 1-hez tart, a 6.3.18.(1) egyenlStlenség
csak véges sok sj-értéket enged meg.

d=2:

Minden n > 3-ra létezik szabdlyos n-sz6g. Ennek a Schlifli-szimbdéluma (n),
a hozzé tartozé n-érték pedig n(n) = sin®(7/n).

d=3:

Ha (s1,s2) egy 3-dimenziés szabdlyos politép Schléfli-szimbdluma, akkor
6.3.18/(2) miatt sin?(7/sp) > 1/4, ahonnan sy csak 3, 4 vagy 5 lehet.

sy = 3 esetén [6.3.18/ (1) alkalmazdsaval cos?(m/s1) < 3/4, ahonnan s; csak
3, 4 vagy 5 lehet.

59 > 4 esetén [6.3.18} (1)-bdl cos?(m/s1) < 1/2 adédik, ahonnan s; = 3 kivet-
kezik.

A d = 3 esetben tehat csak a (3,3), (4,3), (5,3), (3,4) és (3,5) Schlafli-
szimbolumok fordulhatnak elé. Ezek valéban rendre a szabélyos tetraéderhez,
a kockdhoz, a dodekaéderhez, az oktaéderhez és az ikozaéderhez tartoznak.
A megfelel$ n-értékek rendre

3—5
6

2 1
7](373) = 57 7](473) = ga 7](573) = ~ 07127a

1
nBA) =5, 0G5 = ~ 0,276.

d=14:

Ha az (s1, 82, 83) szamhdrmas el6all mint valamely 4-dimenzids szabélyos po-
litép Schlifli-szimbdluma, akkor 6.3.18.(2) miatt n(sa, s3) > 1/4, ezért a fenti
listdbdl csak (s, s3) = (3,3), (4,3), (3,4) vagy (3,5) johet szdba.

(s2,83) = (3,3) esetén (1) alkalmazdsaval cos?(m/s1) < 2/3, ahonnan
sy csak 3, 4 vagy 5 lehet.

Ha (s2,s3) = (4,3), (3,4) vagy (3,5), akkor 6.3.18.(1)-b6l cos®(m/s1) < 1/2,
ahonnan s; = 3 kovetkezik.

A d = 4 esetben tehdt csak a (3,3,3), (4,3,3), (5,3,3), (3,4,3), (3,3,4) és (3,3,5)
Schlifli-szimbdlumok fordulhatnak eld. Ezek koziil (3,3,3), (4,3,3) és (3,3,4) a
szabalyos 4-dimenziés szimplexnek, kockanak, illetve keresztpolitopnak felel
meg. A hat lehetséges esetben a megfelel$ n-értékek rendre

5 7—3V5
77(3a3)3) = gv 77(47373) 77(57373) = Tf ~ 07018a

_ !
=1
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1 1 3—+VH
77(3?473) = Za 77(37?”4) = §a n(3a3a5) = 8f ~ Oa095

d>5:

Megmutatjuk, hogy csak a (3,...,3),a (3,...,3,4), vagy a (4,3, ...,3) sorozat
lehet valamilyen d-dimenzids szabélyos politép Schliafli-szimbdluma.

Teljes indukciot alkalmazunk d szerint. Tegyiik fel, hogy d — 1 dimenziéban
csak a (d — 2 hosszisdgi) (3,...,3) és a (3,...,3,4) sorozat ad 1/4-nél na-
gyobb n-értéket. (Ez d = 5 esetén az el6z6 lista alapjan mér {gy van.) Ekkor a
cstcsalakzat Schléfli-szimbdluma csak (s2, ..., s4-1) = (3,...,3) (azaz szimp-
lex, n = d/2(d — 1)) vagy (s2,...,84-1) = (3,...,3,4) (azaz keresztpolitép,
n = 1/2) lehet.

Ha (s2,...,84-1) = (3,...,3), akkor(l) miatt cos?(m/s1) < d/2(d—1),
ahonnan s; csak 3 vagy 4 lehet, ezekkel n = (d+1)/2d, illetve n = 1/d < 1/4.
Ha (s2,...,84-1) = (3,...,3,4), akkor pedig cos?(m/s1) < 1/2, ahonnan s; =
= 3 kovetkezik, amellyel n = 1/2.

Az indukcids allitds tehdt tovabboroklédik, ezzel megmutattuk, hogy valéban
csak a mondott hdrom Schléfli-szimbdlum &ll el8, amelyek éppen a [6.3.6}beli
példékhoz tartoznak.

A 4-dimenziés esetben harom olyan Schléfli-szimbélum bukkant fel, amelyek
nem illeszkednek az ismert példak kozé: (3,4,3), (3,3,5) és (5,3,3). Ezek is
szabélyos politopokhoz tartoznak. Ezeket a politépokat szabalyossdguk bizo-
nyitasa nélkiil ismertetjiik.

6.3.19. Példak

e Tekintsiik a négydimenzids kockardcs egy kockajat és allitsunk mind a
nyolc hiperlapjédra kifelé egy-egy olyan gulat, amelynek az 1j csticséat a
szomszédos kocka kozéppontjdban vessziik fel. A kocka és a nyolc gula
egyesitése szabdlyos politép, amelyet 24-cellanak neveznek. A 24-cella
Schlifli-szimbéluma (3,4,3).

Ugyancsak 24-cellahoz jutunk, ha képezziik akdr egy négydimezids koc-
ka kétdimenzids lapjai kozéppontjainak, akar egy négydimenzios sza-
bélyos keresztpolitop élfelezé pontjainak a konvex burkédt. A 24-cella
hiperlap-kézéppontjai szintén 24-cellat feszitenek ki, azaz ez a szaba-
lyos politép 6nmagénak a geometriai dudlisa.

Ha R*-ben tekintjiik a {* standard keresztpolitép és a felére zsugori-
tott standard kocka, azaz az %D‘l politop egyesitésének a konvex bur-
kat, szintén 24-cellat kapunk. Azonositsuk R*-et a szokdsos médon a
kvaternidk algebrajaval, és tekintsiik az egységgémbon értelmezett f :
: 83 — SO(3) fed6homomorfizmust. Legyen az Ay < SO(3) csoport
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konkrétan a [1° kockaba beirt (barmelyik) szabdlyos tetraéder moz-
gascsoportja. Az f~1(A44) < S3 csoportot binér tetraédercsoportnak
nevezik. Konvex burka éppen a fenti médon R*-ben definidlt 24-cella.

A 24-cellanak 24 csticsa és 24 hiperlapja van, csticsalakzatai és hiperlap-
jal mindannyian szabdalyos oktaéderek. Szimmetriacsoportja 1152 ren-
di. A binér tetraédercsoport bal-jobb-szorzasai (azaz az x — axb alakd
leképezések, ahol a és b rogzitett csoportelemek) a 24-cella irdnyitdstar-
t6 szimmetridi. Megmutathatd, hogy ezek csoportja 4 index( a szim-
metriacsoportban, azaz a mozgésok felét teszi ki.

Alljon az A5 < SO(3) csoport egy olyan R3-beli ikozaéder mozga-
saibdl, amelynek vannak mindhdrom koordinatatengellyel parhuzamos
élei. (Példéul a O3 oktaéder élein alkalmasan valasztott pontok kon-
vex burkaként eléallitott ikozaéder ilyen.) Az f~1(As) < S* csopor-
tot binér ikozaédercsoportnak nevezik. A conv ( f _1(A5)) politép 1jabb
példa szabalyos négydimenzids politopra; a neve 600-cella, Schlafli-
szimbdluma (3,3,5). A 600-celldnak 120 csicsa és 600 hiperlapja van,
csucsalakzatai ikozaéderek, hiperlapjai szabalyos tetraéderek. Szimmet-
riacsoportja 14400 rendii, benne a mozgasok 2 indexi részcsoportjat a
binér ikozaédercsoport bal-jobb-szorzasai alkotjak.

A 600-cella hiperlap-kézéppontjainak a konvex burka a 600-cella geo-
metriai dualisat, a 120-cellat szolgaltatja, amelynek a Schléafli-szimbd-
luma (5,3,3). A 120-celldnak 600 csicsa és 120 hiperlapja van, cstcs-
alakzatai szabalyos tetraéderek, hiperlapjai dodekaéderek. Szimmetria-
csoportja azonos a 600-cellaéval.

Ezzel (a[6.3.19rbeli példék szabalyos voltanak ellendrzésétdl eltekintve) bebi-
zonyitottuk a szabdalyos politépok alabbi osztdlyozasi tételét.

6.3.20. Tétel (Schlifli tétele). Bdarmely legaldbb kétdimenzids szabdlyos
politép hasonlé az alabbi (négy végtelen sorozatot alkoté és tovabbi 6t ,,spo-
radikus”) paronként egymédshoz nem hasonlé példék egyikéhez:

d-dimenzids szabélyos szimplex (d = 2,3,...),
d-dimenzids kocka (d = 2,3,...),

d-dimenzids szabélyos keresztpolitép (d = 3,4,...),
n-oldali szabélyos sokszdg (n = 5,6,...),

dodekaéder, ikozaéder, 24-cella, 600-cella, 120-cella. O
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7. Konvex testek euklideszi térben

Az euklideszi térben fekvé idomok néhany metrikus jellemz6jét (térfogat,
felszin, 4tmér6, szélesség) vizsgaljuk. Ennek fontos eszkoze a konvex testek
politépokkal térténé approximaéciéja, és ezeknek a metrikus adatoknak a vi-
selkedése hataratmenet soran. Ezért a konvex testeket egy alkalmasan defi-
niadlt metrikus tér elemeiként tekintjiik, és ennek a metrikus térnek a tulaj-
donséagait deritjiik fol. Végiil kitériink a konvex testek metrikus jellemzdivel
kapcsolatos néhany klasszikus egyenlotlenségre.

7.1. Térfogat és felszin

Az euklideszi térben fekvé halmazok metrikus adatai koziil az egyik legfonto-
sabb a (magasabb dimenziés) térfogat fogalma, amelyet az analizisbdl ismert
Jordan-mérték felhasznélasaval értelmeziink.

7.1.1. Emlékeztetd (Jordan-mérték). Felhaszndljuk a Jordan-mérhetd
halmaz és a Jordan-mérték fogalmat, amelyet az R¢ koordinatatérre vonat-
koz6 tébbvaltozés analizisbél ismeriink. Egy M C R? Jordan-mérhet6 halmaz
Jordan-mértékére itt a V(M) jelolést haszndljuk. Felidézziik a Jordan-mérték
analizisbdl ismert {6 tulajdonsagait :

e A Jordan-mérték nemnegativ, additiv, eltolasinvarians, és az egységkoc-
ka mértéke 1. (Ezek a tulajdonsigok a Jordan-mértéket egyértelmiien
meghatérozzak.)

e Ha M egy R%beli hipersikban fekvé korlatos részhalmaz, akkor
Va(M) = 0.

e Egy M C R? korldtos halmaz akkor és csak akkor Jordan-mérhetd, ha
Va(OM) = 0.

e Cavalieri-elv: ha RY = R x R% a d = d; + dy 6sszegfelbontéshoz
tartozé ortogondlis direktszorzat-felbontés, i = 1,2-re p; : R — R% a
felbontashoz tartozé ortogonalis vetités, és M C R?, akkor

Va(M) :/ Va, (p2(p1 (X) N M) dVy,,
Xep1(M)

ahol feltessziik, hogy minden sziikség szerint mérheto, illetve integrél-
haté.
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e Ha M C R% és ¢ € GL(d,R), akkor Vy(p(M)) = |det | - Vy(M).

Az utolsé tulajdonsag specidlis eseteként kovetkezik, hogy a Jordan-mérték az
R? tér minden egybevigésigdra nézve invarians (nem csak az eltoldsokra).
Ennek alapjan a kovetkezdképpen definidlhatjuk a térfogat fogalmédt most
mar tetszbleges euklideszi térben:

7.1.2. Definicié (Térfogat). Legyen E euklideszi tér és M C E. Az M
halmazt Jordan-mérhetének nevezziik, ha valamely x : E — R? ortonor-
malt koordindtarendszert valasztva x(M) C R? Jordan-mérheté. Ilyenkor M
térfogatan a Vy(M) = Vg (X(M)) szamot értjiikk. Miutdn barmely két x,y :
: E — R? ortonormalt koordinatarendszerre x oy ! : R* — R? egybevags-
sag, az M halmaz mérhet6 volta, illetve térfogata nem fiigg x valasztasatol.

A térfogatot d = 1 esetén hossznak, d = 2 esetén teriiletnek mondjuk.

A [TT3}beli utolsé tulajdonsdgot felhaszndlva meghatérozhaté az affin leké-
pezések hatasa a térfogatra:

7.1.3. Allitas. Ha f : E — E’ affin izomorfizmus az E és E' d-dimenzios
euklideszi terek kozott, akkor barmely M C E Jordan-mérheté halmazra

Va(f(M)) = [det L(f)| - Va(M) . N

7.1.4. K6évetkezmények. Legyen E euklideszi tér.

(1) Ha H,H' C E egymésra nem merdleges hipersikok és f : H — H' a H'-
re torténé ortogonalis vetités, akkor barmely M C H Jordan-mérheté
halmazra Vd_l(f(M)) = cosa - Vy_1(M), ahol « a két hipersik dltal
bezart szog.

(2) Ha valamely f : E — FE hasonlésdg ardnya A, akkor barmely M C E
Jordan-mérhetd halmazra Vy(f(M)) = X% - Vy(M). O

7.1.5. Példak

e Barmely P C F politép Jordan-mérhetd, hiszen P korlatos és OP el6-
all véges sok nullmértékii részhalmaz (a d-nél kisebb dimenzids lapok)
egyesitéseként. Emellett V;(P) pontosan akkor pozitiv, ha dim P = d
(azaz ha int P # ().

e Ha a P politép egy @ alapt, m magassagi d-dimenzids hasib, akkor
Va(P) = V4_1(Q) - m. Ez a Cavalieri-elv kozvetlen kovetkezménye.
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e Legyen P az a;, ay, ..., a4 fiiggetlen vektorok éltal kifeszitett d-dimen-
7i6s parallelotép. Ekkor Vy(P)? = T'(ay,as, ...,a4) az ay, .. ., ag vekto-

rokhoz tartozé Gram-matrix determinansa. Jelolje ugyanis A az a; vek-

torokbdl mint oszlopvektorokbdl ésszedllitott matrixot, ekkor Vy(P) =

= det A. A Gram-matrix ij-edik eleme a;a; = (ATA)ij, ezért T'(ay, ag,
,ay) =det(ATA) =det AT det A = (det A)? = Vy(P)2.

Ha a P politép egy @ alapi, m magassagi d-dimenziés gula, akkor
Va(P) = %-Va_1(Q)-m. Ez 7.1.4L(2)—b61 és a fol A dX = 4 formulabél
adodik a Cavalieri-elv felhasznalasaval.

Ha S jeloli az aj, as, ..., ag fiiggetlen vektorok &ltal kifeszitett d-
dimenzids szimplexet, akkor V4(9)? = 4T(ar,as,...,a4). Ez az el6z6
két példabdl adédik d szerinti indukcidval.

7.1.6. Definici6 (Konvex test). A K C FE részhalmazt konvex testnek
nevezziik, ha konvex, kompakt, és a belseje nem iires. Példaul barmely d-
dimenziés politép konvex test F-ben. A d = 1 esetben a konvex testek a
(nemelfajuld) szakaszok, d = 2 esetén konvex test helyett inkdbb konvex
lemeznek szokas nevezni Oket.

7.1.7. Jelolések, elnevezések

C=C(E)={C C E:C # () kompakt halmaz }.
P=P(E)={PCE:P+#{politép }.
Pt =PH(E)={P e P(FE):dimP =dimE}.

K =K(E)={K C E: K # () kompakt és konvex }. Nyilvdn P C K C
ccC.

Kt =K*T(E)={K € K(E) : dim K = dim E} az E-beli konvex testek
halmaza. Nyilvdn P+ C KT.

Legyen d > 1,0 € Eésr > 0. A B(O,r) ={A € E: p(O,A) <r}
halmazt az O koriili r sugari nyflt gémbtestnek, a B(O,7) = {4 €
€ E : p(O,A) < r} = B(O,r) halmazt az O koriili r sugaru zdrt
gémbtestnek nevezziik. Nyilvan B(O,r) € K. Az Rebeli origé koriili
egységsugari gombtestekre a B¢ = B(0,1), B! = B(0,1) jelolést is
hasznaljuk.

Legyend > 1és M C E. Tetszoleges r > 0 esetén az M halmaz r sugaru
nyilt, illetve zart kornyezetének nevezziik a B(M,r) = Uy B(A,7),
illetve B(M,7) = J4c s B(A, ) halmazokat. Ezeket a halmazokat szo-
kés az M halmaz r sugard nyilt, illetve zart paralleltartoményainak is
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nevezni. Ha az F teret valamely (tetsz6legesen vélasztott) O kezdSpont-
tal vektorizaljuk, akkor a paralleltartomanyok a B(M,r) = M+B(O,r)
és B(M,r) = M + B(O,r) formulék szerint Minkowski-sszegként 4ll-
nak el8. Emiatt barmely K € K és r > 0 esetén B(K,r) € K.

e Egy M C E nemiires korldtos halmaz atmérdje alatt a diam (M) =
sup{p(A,B) : A, B € M} szdmot értjiik. Nyilvidn d > 1 esetén A € E-
re diam (B(A,r)) = diam (B(A,r)) = 2r, valamint nemiires korldtos
M C E-re diam (B(M,r)) = diam (B(M,r)) = diam (M) + 2r.

e A nyilt gombtest, halmaz nyilt kornyezete, atméré stb. elnevezéseket és
a B(O,r), B(M,r), diam M stb. jeloléseket nem csak euklideszi térben,
hanem tetsz6leges metrikus térben is haszndlhatjuk (ugyanazokkal a
definicidkkal).

7.1.8. Lemma (Politép-approximacio). Legyen K € KT tetszéleges kon-
vex test.

(1) Bdrmely L C int K kompakt halmazhoz és ¢ > 0-hoz létezik olyan
P € PT politép, hogy L Cint P, P Cint K és K C B(P,¢).

(2) Bdrmely O € int K ponthoz és i > 1 szdmhoz létezik olyan P € PT
politép, hogy P Cint K és K C int Hp ,,(P).

Bizonyitds: (1): Vélasszunk minden X € L ponthoz olyan Sx C int K szimp-
lexet, hogy X € int Sx, majd L kompaktsdgara hivatkozva valasszunk ezek
koziil véges sokat gy, hogy lefedjék L-et: L C Sx, USx, U...USx, .

Tekintsiik most a K bels6 pontjai koriili € sugaru nyilt gombtesteket. Barmely
konvex K halmazra K C relint K, ezért ezek a nyilt gombtestek lefedik K-
t: K C Uyeine g B(Y;€). Most K kompaktsagat haszndlva kivélaszthatunk
véges sokat, amelyek lefedik K-t: K C B(Y1,e) UB(Ya2,e) U...UB(Y,,¢).

Y1,...Y,}, ekkor magatdl értetédéen P C

Legyen P = conv{Sx,,...Sx,,,
Cint K és K C B(P,¢) teljesiil.
(2): Legyen L = Hp 1/y(K), ekkor az L-hez (és tetszéleges e-hoz) (1) szerint
vélasztott P politépra nyilvan P C int K, tovabba Hp (L) = K miatt K C
Cint Hp ,(P) is teljesiil. O

7.1.9. Allitas. Barmely konvex test Jordan-mérhetd.

Bizonyitds: Legyen K € KT és ¢ > 0 adott. ElegendS azt belatni, hogy
léteznek olyan P, @Q € PT politépok, hogy P C K C Q és V4(Q) — Va(P) < e.
Ez pedig (2) felhasznalasaval rogton adddik. O
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7.1.10. K6évetkezmény. Barmely K C E konvex testre

Va(K) = sup{Vy(P): PeP " PCintK} =
inf{V4(Q): Q € PT, K Cint Q}. O

7.1.11. Példa (Gombtestek térfogata). Jelolje x4 az R%-beli egységgsmb-
test térfogatdt, ekkor tetszéleges O kozéppont, r sugart F-beli gombtest tér-
fogata V4(B(O,r)) = ka- 7. A dimenzié szerinti indukciéval, a Cavalieri-elv
alkalmazédsaval és integralassal kq értékére az aldbbi formula adddik:

a/2
T
—_— ha d péros

(d/2)!"
o(d+1)/2 - (d—1)/2
1-3-...-d "’
Tehat példaul k; = 2, kg = 7, k3 = 47/3, Ky = 72/2. A faktoridlist tartal-
maz6 nevezé miatt a dimenzié novelésével a kg sorozat gyorsan tart 0-hoz,
kiilonésen, ha a gombot magéban foglalé 2 élii kocka térfogatdval, 2%-nel

hasonlitjuk 6ssze. A 10-dimenzids gbmbtest példaul koriilbeliil negyed széza-
léknyi térfogatot foglal el csupan a koré irt kockabol.

Rd =

ha d pératlan.

7.1.12. Definicié (Politép felszine). Ha d = dimE > 2 és P C F d-
dimenziés politép, akkor P felszinén a hiperlapok d — 1-dimenzids térfogata-
inak az Osszegét értjiik. A felszint A(P)-vel jeloljiik. (A d = 2 esetben felszin
helyett a P konvex sokszog keriiletének nevezziik az A(P) szédmot.) Tehat
bérmely P € Pt (E)-re

AP) = ) Vaa(l).
L<P
dim L=d—1

Ha f : E — E’ hasonlésdg, amelynek az ardnya ), akkor barmely P € PT
+(E)-re nyilvan A(f(P)) = X4~ - A(P).

A kovetkez6 allitdst a hdromszogegyenlStlenség d-dimenzids dltalanositasa-
ként is felfoghatjuk.

7.1.13. Allités. A P € P* politép barmely L hiperlapjéara
1
Vaei(L) < SA(P).
Bizonyitds: Azt kell megmutatnunk, hogy az L lap (d—1)-dimenziés térfogata

kisebb az 6sszes t6bbi hiperlap (d — 1)-dimenziés térfogatanak sszegénél. Ve-
titsiik ortogondlisan az L-t6l kiilénboz6 (és L-re nem merdleges) hiperlapokat
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az L-et tartalmazd hipersikra. A vetiiletek egyiitt lefedik L-et és a hiperla-
pok (d—1)-dimenziés térfogata[7.1.4] (1) miatt nem ndhet a vetités sordn, sét
vannak olyanok a hiperlapok kézott (mégpedig az L-lel nem parhuzamosak),
amelyek esetében a térfogat hatarozottan csokken. O

7.1.14. Allitas. Ha Py, Py € Pt és Py C Py, akkor A(Py) < A(P,).
Bizonyitds: Legyen r = r(Py, P2) a Py politép azon L hiperlapjainak a szdma,
amelyekre L ¢ OP,, azaz az L-et tart6 hipersik belemetsz P, belsejébe. Teljes
indukciot alkalmazunk az r szam szerint. Ha r = 0, akkor P; = P5 és nincs mit
bizonyitani. Tegyiik fel, hogy r(Py, P;) > 0 és barmely olyan politép-pérra
igaz az &llitas, amelyhez ennél kisebb r-érték tartozik. Legyen L < P; olyan
hiperlap, amelyre L ¢ dP,. Végjuk ketté a P, politépot az (L) hipersikkal:
legyen F’ a P; politép L-hez tartozé tdmaszféltere, F” pedig az (L) szerinti
mésik féltér. A Py = P, N F’ politépra Py C Pj és r(Py, Py) < r(P1, Pa), igy
az indukcids feltevést a (Py, Py) péarra alkalmazva A(Py) < A(PS). A P) =
= P, N F” politépra és annak L” = (L) N P hiperlapjira a Allftast
alkalmazzuk, ezzel

A(Pr) < A(PY) < A(PY) + (A(PY) — 2V 1 (L)) = A(Py). O

Megjegyzés. A[7.1.14 Allitdsban nyilvan szigori egyenlétlenség is mondhatd,
ha P, valddi része Po-nek.

7.1.15. Allitas. Barmely K € KT konvex testre
sup{A(P,): P, € PT, P, C K} =inf{A(P): P, € PT,K C P}.

Bizonyitas: A < egyenl6tlenség azonnal kovetkezik 7.1.14-b6l. Masrészt
7.1.8/(2) alapjan bérmely n > 1-hez taldlhatdk olyan P, C K és P, 2O K
politépok, hogy A(P,) = n9~tA(P;), emiatt a > egyenlStlenség is érvé-
nyes. O

7.1.16. Definicié (Konvex test felszine). d > 2 és K € KT (F) esetén K
felszinének nevezziik és A(K)-val jelsljik abeli szuprémum és infimum
kozos értékét.

A d = 2 esetben felszin helyett az L konvex lemez keriiletének nevezziik az
A(L) szdmot, és A(L) helyett inkdbb a k(L) jelolést alkalmazzuk ra.

Ha f : F — E’ hasonlésig, amelynek az ardnya A, akkor (a politépokra
vonatkozé hasonld tartalmu észrevételbdl régtén adéddan) barmely K € KT
+(E)re A(f(K)) = M= A(K).

7.1.17. Allités. Ha Kl,Kg € ICJF és K1 g KQ, akkor A(Kl) S A(KQ)
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Bizonyitds: Azonnal kovetkezik [T.1.15}bol. O

7.1.18. Példa (G6mbok felszine). Legyen d > 2. A (2)-beli politép-
approximdciéra hivatkozva minden n € N-re vélaszthatunk olyan P, € PT

politépot, hogy B’ C P, C B(0,1 + 1/n). Ekkor
Va(B(0,1+1/n))
és A(B(0,1+1/n))

valamint ky4

& ABY

(1+1/n)% kg — ka (n— o0)
1+1/n)¢ 1 ABY = ABYH (0 — o),
Va(Pn) < Va(B(0,1+ 1/n))

A(P,) < A(B(0,1+1/n))

IN

IN

miatt Vy(P,) — kq és A(P,) — A(Ed) (n — o0) érvényes. A P politép
minden L < P hiperlapjara allitsunk origé cstucsu gulat, azaz képezziik a
conv {0, L} politépokat. A conv{0, L} gildnak az L alaphoz tartozé ma-
gassiga az origonak a P, politép L-et tartalmazé tamaszhipersikjatol mért
tavolsdgdval, azaz a p(0, (L)) szdmmal egyenls. A guldk P, egymdésba nem
nyuld politépokra torténd felbontasat adjak, ezért

ViPy = Y Vafeon{0.1})= 0 L Vai()p(0,(D).

L<pP, L<P,
dim L=d—1 dim L=d—1
Itt mindegyik L-re 1 < p(0, (L)) < 1+ 1/n, emiatt
1 1
ahonnan hatardtmenettel kg = é . A(Ed) kovetkezik. Igy tehat barmely O

kozéppont, r sugard E-beli gbmb felszinére az
A(E(O,r)) =d- kg rit

képlet adodik. Példaul 2, 3 és 4 dimenzidban az r sugari gémb felszine rendre
2rm, 4r?mw, illetve 2r372. O

7.2. Szélesség

Ebben a szakaszban foltessziik, hogy d > 1. Ha K C FE konvex test, és
rogzitiink E-ben egy tetszéleges hipersikallast, akkor K-nak pontosan két
olyan tamaszhipersikja van, amely ehhez a hipersikallashoz tartozik. Ezek
tavolsaga — a K test szélessége — altalaban fligg a valasztott hipersikallastol.
Ezért a szélességet mint a normaélvektor fliggvényét célszerti értelmezni.
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7.2.1. Definici6é (Szélesség, wi(u)). Jeldlje S a V euklideszi vektortér
egységgombjét. Legyen K C E konvex test. Valasszunk egy tetszoleges O €
€ E pontot, és értelmezziik a wg : S — R fliggvényt a

(u-OB)

u) = max (u- (ﬂ — mi
wre(w) = e (u-04) = iy
formulaval. A K halmaz kompaktsaga miatt a képletben szereplé maximum és
minimum létezik. Vildgos, hogy a képlet a két u-ra merdleges tamaszhipersik
tavolsagat adja meg, igy nem fiigg az O origd specialis valasztasatol.

7.2.2. Allitas. Barmely K C E konvex testre

1) wgi : S — R pozitiv, folytonos, paros fiiggvény ;

2) diam (K) = maxyes wi(u);

4

(1)
(2)
(3) ha K' C E is konvex test és K C K', akkor wx < wg;
(4) bdrmely r > 0 esetén wgx ) = Wk + 2r;

()

5) ha a A aranyd f : E — FE hasonlésagnak a linearizaltja \ - ¢, ahol

¢ € O(V), akkor wyxy = A - wg o (¢~ g).

Bizonyitas: A wg fliggvény folytonossagan kiviil az Osszes &llitas magdtol
értet6dik. A folytonossdgot a wy definicidjaban szerepl6 kiilonbség mindkét
tagjara beldtjuk. Elég az u — f(u) = maxaecx (ua) fiiggvénnyel foglalkoz-
ni, a masik tag ugyanigy kezelhetd. Jelslje C az {||OX|| X € K} szdmhalmaz
egy felsé korldtjat (ami K kompaktsidga miatt létezik). Megmutatjuk, hogy
barmely u, v € S mellett |f(u) — f(v)| < C \u—v|,_a>mi elegendé f folytonos-
sdgdhoz. Legyen Aé}e S olyan, hogy f(u) :_1>1-OA és_fgv) = V-O?7 ekkor
fa) = f(v) —u-OA—v.0B= (u—v)-OA+ (V~OA—V-@) <(u-—
=
—v)-O0A < Clu — v/, és hasonléképpen igazolhaté f(v) — f(u) < Clu — v|
is. O

Ertelmezni szeretnénk a K C E konvex test atlagos szélességét, a w(K) szé-
mot. Kézenfekvo, hogy ehhez a wy fiiggvény atlagat kell venni az S gémbon.
Ehhez gorbiilt feliileteken torténd integralast kell alkalmazni, amit a tobbval-
tozds analizis és a differencidlgeometria eszkozeivel lehet bevezetni. Mi itt a
kétdimenzids esetre szoritkozunk, amikor a széban forgd integralas egyetlen
valtozo, a koriilfordulads szoge szerint térténhet.

Tegyiik fol tehdt a tovdbbiakban (7.2.6-ig bezdrdlag), hogy dim E = 2, és
legyen L C E konvex lemez. Rogzitsiik a V' vektortér egy irdnyitasat és egy
ug € S kezd6vektort, ezzel S elemei u,, alakban irhatdk, ahol a szogli pozitiv
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forgatds viszi ugp-t uy-ba. Ekkor az a — u, hozzarendelés egy u: R — S
folytonos leképezést eredményez, amely 27 szerint periodikus.

7.2.3. Definicié6 (Konvex lemez atlagos szélessége). Az L C E konvex
lemez dtlagos szélességét, a w(L) szdmot a

W)= - [ wsfua)do

T or

képlettel értelmezziik. A w(L) szdm nyilvdn nem fligg sem V irdnyitdsdnak,
sem az ug kezdOvektornak a specidlis megvalasztasatol.

Az 4tlagos szélesség alabbi tulajdonsigai rogton kovetkeznek a[7.2.2}beli meg-
allapitasokbdl.

7.2.4. Allitas. Barmely L C E konvex lemezre
(1) 0 < w(L) < diam (L);
(2) ha L' C FE is konvex lemez és L C L', akkor w(L) < w(L');
(3) ha L-et \ ardnyu hasonlésag viszi M-be, akkor w(M) = Aw(L);
(4) barmely r > 0 esetén w(B(L,r)) = w(L) + 2r. O

Nevezetes tény, hogy kozvetlen Gsszefiiggés van konvex lemezek atlagos szé-
lessége és keriilete kozott (1.[7.2.6). Ezt elGszor a sokszogek esetére tisztdzzuk.

7.2.5. Allitas. Legyen P konvex sokszog az E euklideszi sikban. Ekkor
kE(P)=m-w(P).

Bizonyitas: Legyenek aj, as, ..., a, a P sokszog élvektorai egy koriiljaras sze-
rint felsorolva. Barmelyik u € S egységvektort rogzitve az u-ra meroleges két
tamaszegyenesen kiszemelhetjiik P egy-egy csiicsat. Ez a két cstics két részre
osztja P hatarat, és ezaltal az élvektorok halmazat két olyan részhalmazra
bontja, amelyek mindegyikében a vektorok u irdnyu Gsszetevéi hosszanak az
Osszege wp(u)-val egyenld. Emiatt

1 n
wp(u) = §Z|u~ai|,
i=1
ahonnan

1 27 1 n 27
w(P):%/O wp(ua)dozz47”'_21/0 [ug - a;|do.
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Legyen «; az a; vektor forgasszoge az ug kezddiranytol szamitva, ekkor u,-a; =
= |a;| cos(a — a;). A |cos(a — ;)| fiiggvény integrélja 0 és 27 kozott 4-gyel
egyenld, ezért

L [ s, K(P)
w(P)—47Ti2_2|ai|/O |c05(a—ai)\da_;;|ai‘_T. 0

7.2.6. Tétel. Barmely L C E konvex lemezre érvényes a
k(L) =7-w(L)

Osszefiiggés.
Bizonyitds: A [T.1.8ban tisztdzott approximécids eljardssal a tételt vissza-
vezethetjitk konvex sokszogek esetére. Ha e > 0, akkor [7.1.8[(1) és [7.1.15

alapjén véalaszthatunk olyan P konvex sokszoget, amelyre P C L C B(P,¢)
és |k(L) — k(P)| < e érvényes. Ekkor alapjan |w(L) — w(P)| < 2e, és
igy a Allftést is felhaszndlva

|k(L) —m-w(L)| < |k(L)—k(P)|+|m-wP)—7m-w(L)| < (1+271)e.
Ez az egyenlStlenség minden & > 0-ra érvényes, igy k(L) — 7-w(L) =0. O

Megjegyzés. A magasabb dimenzids esetekben a konvex test felszine nem
az dtlagos szélességgel van szoros kapcsolatban. A [7.2.5}beli bizonyitdst nem
volna nehéz a hdromdimenzids esetre dtvinni (az egyetlen nehézséget a gomb-
feliileten torténd integralds szabatos értelmezése jelenti). Ezzel térbeli
megfelelgjeként azt kapnank, hogy barmely hdromdimenziés politép felszine
a kétdimenziés sikokra esé meroleges vetiiletek teriiletei atlaganak a négy-
szeresével egyenld. Politép-approximéacioval adddik, hogy ugyanez érvényes
barmely haromdimenziés konvex testre is. Ez a tétel annak az in. Cauchy-
féle integralformuldnak a hdromdimenzids esete, amely — mint a [7.2.6] Tétel
messzemenos altaldnositdsa — kapcsolatot teremt valamely magasabb dimenzi-
0s konvex test felszine és a hipersikokra es6 meréleges vetiiletek térfogatainak
az atlaga kozott (1. a Tételt koveté megjegyzést).

7.2.7. Definicié (Allandé szélességii konvex test). A K C E konvex
testet dllandé szélességlinek mondjuk, ha a wg : § — R szélességfiiggvény
konstans.

Egy E-beli r sugari gombtest nyilvan allandé 2r szélességii test. Az aldbbi
példak mutatjak, hogy a gombtesteken kiviil még igen sok allando szélességii
konvex test 1étezik.
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7.2.8. Példak

e Legyen d = 2. Tekintsiink a sikon egy w oldalhosszisagui szabalyos ha-
romszoget, és legyen L annak a hdrom w sugart kérlemeznek a k6zos ré-
sze, amelynek a kdzéppontjai a haromszog csiicsaiban vannak. Ezt az L
idomot w szélességli Reuleaux-haromszognek nevezik. Kénny meggy6-
z6dni arrdél, hogy L alland6 w szélességii konvex lemez. Ezt a konstruk-
ci6t nyilvanvalé médon altalanosithatjuk haromszog helyett tetszdleges
paratlan oldalszamu szabalyos sokszog esetére.

e Ha d > 2, akkor vélasztunk egy 2-dimenzids altérben fekvo tenge-
lyesen szimmetrikus alland6 szélességli konvex lemezt, és O(d — 2)-
szimmetridval megforgatjuk a szimmetriatengelye koriil E-ben. A forga-
tds soran s6port E-beli konvex test is nyilvdn dllandé szélességii. (Lehet
egyébként nem forgdsszimmetrikus allandé szélességli konvex testeket
is konstrudlni, csak nehézkesebb mdédon.)

e Konnyen lathatd, hogy két allandé szélességii konvex test tetszbleges
Minkowski-kombindaciéja is allandé szélességii. Ilyen médon rengeteg
djabb példa nyerhetd az eddigiekbdl. Specidlis esetként megemlithet;jiik,
hogy allandé szélességii konvex testek paralleltartomanyai is allandé
szélességliek.

Megjegyzések. (1) A Tétel kovetkeztében minden alland6 w szélessé-
gli konvex lemeznek ugyanannyi a keriilete, mégpedig wn. Kozottiik a leg-
kisebb teriilete Blaschke és Lebesgue nevezetes tétele szerint a Reuleaux-
haromszognek van. A legnagyobb teriiletet a korlemez adja, mégpedig nem
csak az allandé szélességii konvex lemezek korében, hanem az Gsszes rogzitett
keriileti konvex lemez k6zott; ez a késébb bizonyitandé tn. izoperimetrikus
egyenlétlenség (7.6.2. Tétel) kétdimenzids specidlis esete.

(2) Kett6nél magasabb dimenziéban jéval kevesebbet tudunk az dllandé szé-
lességli konvex testekrdl; nem ismeretes példaul a Blaschke-Lebesgue-tétel
haromdimenzids megfeleléje sem.

7.3. Hausdorff-tavolsag

Ebben a szakaszban értelmezziik az euklideszi tér részhalmazai kozott azt
a tavolsdgfogalmat, amelynek segitségével a konvex testek egy metrikus tér
elemeiként, a[7.1.8 beli approximéacids allitdsok pedig ennek a metrikus térnek
a tulajdonsigaiként foghatok fel.
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7.3.1. Definicié (Hausdorfi-tavolsag). Legyen X tetszOleges metrikus tér.
Az M, N C X nemiires korldtos halmazok Hausdorff-féle tavolsagén a

pu(M,N)=inf{n e R: M C B(N,n) és N C B(M,n)}
szamot értjiik.
7.3.2. Allitas
(1) pu(M,N) = 0 pontosan akkor teljesiil, ha M = N.
(2) Ha L C B(M,¢) és M C B(N,n), akkor L C B(N,£ + 7). O

7.3.3. Kovetkezmény. A py fiiggvény metrika az X-beli nemiires korlatos
zart halmazok halmazan. O
fgy példdul az X-beli nemiires kompakt halmazok alkotta C(X) halmaz is
metrikus térré valik a Hausdorff-tavolsag bevezetésével. Az X = E esetben
ennek a térnek nevezetes altereit alkotjak a ben bevezetett P (E) C
C KT (E) C K(F) C C(F) halmazok.

7.3.4. Allitas. pu(B(K,r),B(L,r)) = pu(K,L) teljesiil birmely K,L €
€ K(E)-re és r > 0-ra. Més széval, rogzitett r > 0 mellett a K — B(K,r)

hozzarendelés tavolsagtarté leképezés a (IC(E), p H) metrikus térbdl sajat ma-
gaba. O

7.3.5. Allitas
(1) P*(E) stirli részhalmaz Kt (E)-ben.
(2) K(E) zdrt részhalmaz C(E)-ben.

Bizonyités: (1): Rogton adédik [7.1.8(1)-bél.

(2): Ha C € C(E) — K(E), akkor C' nem konvex, ezért valaszthatunk olyan
X,Y € C és Z € [X,Y] pontokat, hogy Z ¢ C. A C halmaz zirtsdga mi-
att alkalmas ¢ > 0 szamra B(Z,¢) N C = ). Allitjuk, hogy ekkor €’ € C(E),
pu(C',C) < /2 esetén a C’ halmaz nem lehet konvex. Valéban, C’ tartalmaz
X-hez és Y-hoz £/2-nél kézelebbi X', illetve Y’ pontokat, ezért az [X',Y’]
szakasz belemetsz a B(Z,e/2) halmazba, amely B(C,e/2)-t6l, és anndl in-
kabb C’-t6l is diszjunkt. O

7.3.6. Allitas. diam : C(E) = R és V,A: KT(E) — R folytonos fiiggvé-
nyek.

Bizonyitds: Ha M, N C FE nemiires korldtos halmazok és M C B(N, ), akkor
a haromszog-egyenlétlenséget felhasznalva diam M < diam N + 2. Emiatt

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

7. KONVEX TESTEK EUKLIDESZI TERBEN 213

a diam fiiggvény Lipschitz-egyenlOtlenségnek tesz eleget a 2 szammal mint
Lipschitz-konstanssal. gy diam : C (E) — R egyenletesen folytonos.

Legyen K € KT, megmutatjuk, hogy a V : KT (E) — R fiiggvény folytonos a
K pontban. Legyen € > 0 tetszbleges. Rogzitsiink egy O € int K pontot. Ha
p<l<wvés K~ =Hp,(K), Kt =Ho,K, akkor[7.1.4](2) felhasznéldsaval
Va(K*) = Va(K™) = (v? — u?) - V4(K), ami e-ndl kisebbé tehets u és v
alkalmas megvélasztdsaval. Legyen § = min{p(K,F — int K), p(K, F —
—int K1)}, ekkor K—, K és K+ kompaktsdga miatt § > 0 és barmely L €
€ KT, pu(K,L) < § esetén K~ C L C K™ teljesiil. gy Vy monotonitdsat
felhasznélva |V (K) — Va(L)| < Va(KT) = Vy(K™) < e.

Az A fiiggvény folytonossagat szérdl széra ugyanigy lehet belatni azzal a

jelentéktelen eltéréssel, hogy a szamolasban v¢ — p¢ helyett v4=1 — 41 1ép
fel. Az utolsé lépésben a [7.1.17}beli monotonitdsra hivatkozunk. O

Megjegyzés. Az is konnyen igazolhaté volna, hogy a w : KT(E) — R fiigg-
vény is folytonos (legaldbbis dim E = 2 esetén, amikor az dtlagos szélességet
egyaltalan értelmeztiik), de erre a késébbiekben nem lesz sziikségiink.

7.3.7. Tétel. Ha az X metrikus tér kompakt, akkor (C(X),pH) is kompakt
metrikus tér.

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy barmely C C C(X) végtelen halmaznak 1éte-
zik torlddasi pontja C(X)-ben.

Elészor rogzitsiink minden n € N-re egy H,, véges 1/n-hélét X-ben, azaz
olyan H, C X véges halmazt, amelyre B(H,,1/n) = X fenndll. Az X tér
kompaktsaga miatt ilyen H,, minden n-re valaszthato.

Rekurziéval definidljuk a C = Cy 2 C; 2 ... 2 C, 2 ... végtelen halmaz-
rendszereket és az F,, C H, részhalmazokat ugy, hogy minden C € C,-re
pu(C, F,) < 1/n teljesiiljon.

Tegyiik f6l, hogy n > 1 és méar definiadltuk a C,_; végtelen halmazrendszert.
Tekintsiik C' € C,,—1-re a H,NB(C,1/n) halmazt. Miutan C,,_; végtelen és H,
véges, létezik végtelen sok olyan C' eleme C,,_1-nek, amelyekre H,, NB(C,1/n)
ugyanaz az F,, C H, részhalmaz. Ezek a C,_1-beli elemek alkotjdk C,-et. Ha
C € C,, akkor egyrészt F,, C B(C,1/n), mésrészt mivel a H,, halmaz 1/n-
halé, C C B(F,,1/n) is teljesiil. Ezért valéban pg(C, F,) < 1/n.

Legyen n € N-re Q,, = U, Fr. Allftjuk, hogy minden C € C,,-re pu(C,Qn)
< 3/n. Valéban, egyrészt C C B(Qn,1/n) nyilvanvaléan teljesiil, hiszen
pu(C,F,) < 1/n miatt C C B(F,,1/n) és F, C Q, miatt B(F,,1/n) C
C B(Qn,1/n). Mésrészt pedig barmely k > n esetén tetszbleges C' € Ci-t
vélasztva Cy, C C,, miatt pg(F,,C") < 1/n és gy pu(C, Fy) < pu(C, F,) +
+pu(Fn, C) 4+ pu(C', Fr) < (1/n)+(1/n)+(1/k) < 3/n. Emiatt (J;,, Fi, €
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Legyen F = (,—, Q. Kompakt térben nemiires zart halmazok fogyé soro-
zaténak a metszete nemiires, ezért F' € C(X). Allitjuk, hogy pr(Qn, F) — 0
(n — 00). Egyrészt F C Q,, miatt nyilvdn minden 7 > 0-ra F C B(Q,,7),
madsrészt ha volna olyan 1 > 0, hogy minden n-re Q,, ¢ B(F,n) allna, ak-
kor a @, — B(F,n) nemiires zart halmazok iires metszetli fogy6 sorozatot
alkotnanak X-ben, ami lehetetlen.

Az eddigiekbdl kovetkezik, hogy a C halmaznak F torlddasi pontja a
(C(X ), pH) metrikus térben, hiszen egyrészt az n természetes szamot elég
nagynak vélasztva a pg(Qn, F) tédvolsdg tetszélegesen kicsivé tehetd, més-
részt C-nek végtelen sok eleme (nevezetesen C,, elemei) @Q,-t6l 1/n-nél kisebb
Hausdorfi-tavolsagra van. O

Megjegyzés. Egy metrikus teret teljesen korldtosnak (vagy prekompaktnak)
mondunk, ha minden € > 0-ra létezik benne véges e-halé. Konnyt ellendrizni,
hogy egy metrikus tér akkor és csak akkor kompakt, ha teljesen korldtos és
teljes. A [7.3.7] Tétel bizonyitdsdbdl kiolvashatd, hogy X teljesen korldtos
volta, illetve teljessége kiilon-kiilon, egyméstol fiiggetleniil is maga utéan vonja
C(X) teljesen korldtos voltat, illetve teljességét.

7.3.8. Kévetkezmény (Blaschke kivalasztasi tétele). Haa K, C E (n €
€ N) nemiires kompakt halmazok mindannyian benne vannak valamilyen E-
beli korlatos halmazban (példaul egy elég nagy gémbtestben), akkor a {K,}
sorozatbdl kivalaszthato olyan részsorozat, amely a Hausdorff-metrikara néz-
ve konvergens. O

7.4. Paralleltartomanyok térfogata

Ha S konvex n-szog az euklideszi sikban és r > 0, akkor a B(S,r) parall-
eltartomdany jol attekintheté médon felbomlik néhdany egyméasba nem nyld
konvex lemez unidjara. Ebben a felbontdsban magéan S-en kiviil szerepel egy-
részt n darab téglalap (melyek egyik oldala S egy oldala, méasik oldala r
hosszisagi), mésrészt n darab r sugari korcikk, amelyek eltolt példdnyaival
egy korlemez éppen kitoltheté. Ebbdl konnyen nyerhetiink képletet B(.S,7)
tertiletére:

Vo(B(S,r)) =m 1%+ k(S) -7+ Va(S).

Hataratmenettel rogton lathatd, hogy ugyanez a formula érvényes S helyett
tetszoleges L konvex lemezre. Ennek a szakasznak a célja, hogy ezt a formulat
altalanositsuk tetszéleges dimenziéra (1. . Ehhez el6szor tisztazni kell
az iménti felbontas magasabb dimenzids altalanositasat.
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7.4.1. Definicié (Normadlis kip). Legyen K C E tetsz6leges d-dimenzids
konvex zart halmaz és A € 0K. A K halmaz A-hoz tartoz6 normalis kipjanak
nevezziik és N (A)-val jeloljiik a tér azon pontjainak a halmazat, amelyekhez
K pontjai koziil A van a legkozelebb:

Ni(A) = {X € E : p(X,K) = p(X, A)}.

Jeloljiik N k(A)-val az N (A) halmaz vele egybevagé linearizalt valtozatét,
vagyis az {ﬁ : X € Ng(A)} részhalmazt a V' vektortérben.

7.4.2. Allitas
(1) A,B € 0K, A+# B esetén Nkg(A) N Nk (B) = 0.

(2) Nk(A) az A ponton kiviil azokbdl és csak azokbdl az X € E pontok-
bal all, amelyekre az :47)? vektor a K halmaz valamely A-t tartalmazo
tamaszhipersikjanak a K-t nem tartalmazo félterébe mutaté normal-
vektora.

(3) Nk (A) zédrt konvex kip az E4 vektortérben (és ugyanigy ﬁK(A) z&rt
konvex kup V-ben).

Bizonyitds: (1): Valamely X € E pontra X € Nk (A) nyilvdn akkor és csak
akkor &ll, ha a K halmaz az A pontjatdl eltekintve az X kézéppontu, p(X, A)
sugari G hipergdmbnek teljes egészében a kiilsejében fekszik. Ezért X az A
pontot egyértelmilen meghatdrozza.

(2): Ha X € Ng(A), akkor az ehhez a G hipergdmbhoz tartozé T4 G érin-
tohipersik K-nak tdmaszhipersikja, hiszen ha valamely B € K pont ennek a
hipersiknak az X-et tartalmazé félterébe esne, akkor az [A, B] szakasz bele-
metszene G belsejébe, ami K konvexitisa miatt lehetetlen. Az fﬁz ennek a
tamaszhipersiknak a kifelé mutaté normalvektora. A forditott irdnyu allitas
nyilvanvalé.

(3): Tekintsiik az E4 vektortérben a K halmaz A hatdrpontbeli ,szdgletét”,
azaz az A-bdl K felé iranyuld félegyenesek soporte

Ka={CcE : léterik olyan B € K és ¢ > 0, hogy AB = ¢ - AC'}

halmazt. A K 4 halmaz nyilvan konvex kup F4-ban. Az F 4 euklideszi vektor-
tér dudlisdt a mér kordbban (7.3.5-ben) tisztdzott médon azonosnak tekint-
jiik magédval E4-val. Ekkor a (2) 4llitds alapjan Nk (A) éppen a K4 poldris
kipja (L. 3.4.12). Tehét [3.4.13(1)-re hivatkozva N (A) valéban zart konvex
kip. O

Megjegyzés. Ha A cstucsa K-nak, akkor az Ni(A) halmazban nemcsak K4
poléris kiipjdra, hanem a 2.5.5-ben hasznalt C'(A) kipra is rdismerhetiink.
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7.4.3. Kévetkezmények

(1) Ha L ¢ K a K valddi lapja és A, B € relint L, akkor Ng(B) =
=1 (Nk(A)), és igy N ic(A) = Nk (B).

(2) E=KUUcox Nx(A).

(3) Ha K korlitos, akkor V = ycoxe N 1 (A).
Bizonyitds: (1): Az A-beli és a B-beli tdmaszhipersikok azonosak, és a t
eltolds énmagukban mozgatja Sket, ezért az &llitds (2)-b6l kovetkezik.
(2): Ha X € E— K, akkor K zartsdga miatt 1étezik benne X-hez legkozelebb
fekvé A € OK pont, és igy X € Nk (A).
(3): Adott v € V-vel tetszblegesen rogzitett O € E origé mellett a B +—

(OB, v) folytonos fiiggvénynek a K kompakt halmazon 1étezik valamely A €

€ 0K pontban maximumbhelye, ekkor v € ﬁK(A). (Ha v # 0, akkor K-nak
két v-re merdleges allastu tamaszhipersikja van, ezek koziil A ahhoz tartozik,
amelynek a K-t nem tartalmazé félterébe mutat a v vektor.) O

7.4.4. Példak

e Ha K egy FE-beli d-dimenzids gémbtest, akkor minden A € JK-ra
Nk (A) az A-bdl kifelé indulé, OK-ra meréleges (azaz sugarirdnyi) fél-
egyenes.

e Ha K f{éltér E-ben, akkor minden A € 0K-ra Nk (A) az A-bdl kifelé
induld, a hatarhipersikra merdleges félegyenes.

e Ha K két (nem pdrhuzamos hipersikokkal hatdrolt) zart féltér metszete,
akkor a hipersikok kozos pontjaiban a K-hoz tartozé normélis kup egy
(a metszetaltér kétdimenziés ortogondlis komplementerében fekvd) zért
szogtartomany.

A kovetkezd 4llitdst a poldris kipra vonatkozd [3.4. 14} beli és beli ered-
mények atfogalmazasaval kapjuk.

7.4.5. Allitas. Legyen P d-dimenziés konvex poliéder E-ben, A € 9P és A €
€ relint L, ahol L € L(P). Ekkor Np(A) konvex poliéderkip, dim Np(A) =
=d —dim L, tovdbbd (L) és (Np(A)) ortogonalis komplementer alterek az
F 4 euklideszi vektortérben. O

7.4.6. Jelolés. Ha P C E d-dimenziés konvex poliéder és L C P valddi lap,
akkor N p(L) jeloli az N p(A) < V kipot, ahol A € relint L. (7.4.3.(1) miatt
ez a halmaz nem fiigg az A pont vélasztdsatdl.)
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Nyilvén @ # L < L' < P esetén ﬁp(L) D ﬁp(L’).
7.4.7. Allitas. Legyen P C E d-dimenziés konvex poliéder. Ekkor:

(1) A P-beli L valédi lapokhoz tartozé V-beli N p(L) kiipok a tartalmazés-
ra nézve részben rendezett halmazt alkotnak, amely dualisan izomorf
a P valddi lapjai alkotta részben rendezett halmazzal (azaz (L(P) —

— {0, P})-vel).

(2) Ha P korldtos, akkor V = U{ﬁp(A) : A € P csics}.

Bizonyitds: (1): Az L — Np(L) hozzérendelés 7.4.2.(1) miatt bijektiv, és a
[7.4.6}beli megallapitds miatt rendezésfordito.

(2):[7.4.3](3) alapjan V-t lefedik a lapokhoz tartozo linearizalt normalis ki-
pok. Miutén P korldtos, minden valédi lapjénak 1étezik csicsa. Ezért a[7.4.6}
beli megéllapitds alapjan mindegyik széban forgé kip benne van egy cstcshoz

tartozé kupban. Tehat mar a csicsokhoz tartozé linearizalt normalis kipok
is lefedik V-t. O

7.4.8. Definicié (£ normadlis felbontdsa). Legyen P C E tetszéleges d-
dimenziés konvex poliéder. Eloallitjuk az E teret véges sok paronként kozos
bels6 pont nélkiili konvex poliéder egyesitéseként a kovetkezéképpen. Minden
L < P valddi laphoz tekintsiik az
Ne(L)= |J Np(A)={Xe€E:p(X,P)=p(X,L)}
Ac€relint L

halmazt. A Allitds miatt Np(L) egybevéagé az ﬁp(L) x L ortogonélis
direkt szorzattal, {gy Np(L) is d-dimenziés konvex poliéder. Legyen végiil az
L = P nem valddi lap esetében Np(P) = P.

Ekkor nyilvanvaléan
E= |J Ne@),
0£LeL(P)
tovdbba L # L’ esetén int Np(L) Nint Np(L') = 0. Ezt az unié-el6allitast
nevezziik a tér P-hez tartoz6 normélis felbontasdanak.

7.4.9. Definicié (Paralleltartomdny normdlis felbontasa). Az E tér
normalis felbontasa kozvetleniil szdrmaztatja a benne fekvo d-dimenziés P
konvex poliéder barmely paralleltartoményanak is egy felbontasat d-dimenzids
konvex zért részhalmazokra. Legyen r > 0 tetsz6leges és definidljuk a Dp(L, )

C F és BP(L, r) C V halmazokat a kivetkez6képpen:

Dp(L,r) = Np(L) QE(Pv r), BP(Lafr) = ﬁP(L) QE(O,T),
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ahol B(P,r) a P halmaz r sugari zart paralleltartomanya E-ben, B(0,7) a
V-beli r sugari zart gombtest az orig koriil, L pedig P egy tetszOleges valodi
lapja. Ekkor

B(Pr)= | J Dp(Lr),

0#LeL(P)
tovabbd L # L' esetén int Dp(L,7) Nint Dp(L',7) = (). Ezt a felbontdst ne-
vezziik a B(P,r) paralleltartomény normélis felbontdsanak. Ha L valddi lap,

akkor a felbontds L-hez tartozé tagja, Dp(L,r), a BP(L, r) x L ortogonélis
direkt szorzattal egybevagd.

7.4.10. Példak.

e Ha L < P hiperlap, akkor BP(L,T’) egy r hosszisagu szakasz, és
Dp(L,r) egy L alapi, r magassagu hasab.

e Ha P korldtos, akkor a B(P,r) paralleltartomény normélis felbonté-
sabol a P csucsaihoz tartozd tagokat kozos kezdO6pontba tolva azok
egyiittesen egy r sugaru gombtest felbontdsat adjdk. Ez(7.4.7(2)-bdl és

abbdl kovetkezik, hogy ha L a P csicsa, akkor Dp(L,r) és Dp(L,7)
egybevagd.
7.4.11. Tétel (Steiner—Minkowski-tétel). Bdrmely K € K*(E) konvex
testhez léteznek olyan m;(K) >0 (i =0,1,...,d) egyiitthatdk, hogy minden
r > 0-ra

Vd(E(K,T)) = Zmi(K) rt.

Az m; : Kt — R fiiggvények folytonosak, mg = Vy, my = A és mg = Kq.
Bizonyitds: El6szor tegyiik fol, hogy K = P € PT(E) politép és tekintsiik a

B(P,r) paralleltartomény normalis felbontasat. Ha L < P valédi lap, akkor
Va (DP(L,T)) =V, (BP(L,T) X L) = Vd,dimL(Bp(Lﬂ”)) . VdimL(L)a ezzel

Vi (E(K, ’I“)) = Vd(P) + Z Vd_dimL(Bp(L, ’I“)) . VdimL(L)~
0AL<P

Itt az ¢ = d — dim L jeloléssel [7.1.4](2)-re hivatkozva Vi(Bp(L,T)) =
VZ-(BP(L,l)) -r?. Ezért legyen
mo(P) = Va(P), mi(P)= 3 Vi(Bp(L1)-Vasi(L) (i=1....,d—1).

L<P
dim L=d—i

Ekkor barmely P € P*(E)-re valéban Vy(B(P,r)) = Zd_o m;(P) .
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Legyen most K € KT (FE) tetsz6leges. Valasszunk egy P, € PT(E) (n € N)
politépsorozatot, amely K-hoz konvergal a Hausdorff-metrikdban. Van olyan
R, hogy mindegyik P, politép benne van egy R sugard gdombtestben, ezért
barmely r > 0 mellett

d
Va(B(Py,1)) = Zmi(Pn) < kg (R+7)%
i=0

Emiatt minden i-re m;(P,,) < kg-(R+7)%/r?, azaz az m;(P,) (n € N) sorozat
korlatos. Feltehetd tehét (alkalmas részsorozatra attérve), hogy minden i-re
konvergens; legyen m;(K) a hatdrérték. A Allitast felhasznalva

B(K,r)=B(lim P,,r)= lim B(Py,r).

n—oo

Most [7.3.6}ra és a politépokra mér bizonyitott allitdsra hivatkozva
Vd(B(K7 r)) = Vd(nh_{r;o B(Pn,r)) = lim Vd(B(Pn,r)) =

n—oo
d . d .
= lim Zmi(Pn)rl = Zmi(K) r'.
n—oo
i=0 i=0

Ezzel belattuk, hogy a Vy (E(K , r)) fiiggvény az r valtozdnak polinomfiiggvé-
nye. Miutan egy valés polinomfiiggvény az egyiitthatéit egyértelmiien meg-
hatdrozza, kovetkezik, hogy az m;(K) szdmok valéban csak K-t6l és i-tél
fuggnek, és attdl nem, hogy milyen P, — K politépsorozatot valasztottunk.
Ha d-edfoku valés polinomfiiggvények egy sorozata a pozitiv szamokon pon-
tonként konvergal egy d-edfoku polinomfiiggvényhez, akkor az egyiitthatok
is rendre konvergalnak a limeszfiiggvény egyiitthatéihoz. Ebbol kovetkezik,
hogy az m; fiiggvények folytonosak, hiszen K, — K esetén és
miatt minden 7 > O-ra Vy(B(Ky, 7)) = Va(B(K,r)).

Végiill az mg = Vg, m1 = A, mg = kq egyenloségek politopokra rogton latha-
ték a normdlis felbontés [7.4.9}beli és [7.4.10rbeli tulajdonsdgaibdl, dltaldnos
konvex testekre pedig [7.3.5](1)-bél kivetkeznek, mivel a széban forgé fiigg-
vények folytonosak. O

7.4.12. Példak

e Legyen K gombtest E-ben, jelélje ro a sugarat. Ekkor a B(K,r) pa-
ralleltartomény ro + r sugaru gombtest, igy a térfogata

Vi(B(K,r)) = (ro+7)"ka = i((?)ré‘l%d) r,

ahonnan m,;(K) = (d) 13 kg adédik i = 0, ..., d-re.

%
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e Legyen P d-dimenzids kocka E-ben, jelolje a az élhosszdt. A normalis
felbontést hasznalva meghatarozzuk B(P,r) térfogatat. Ha L a P egy
j-dimenziés valédi lapja, akkor egyrészt V; (L) = o/, mésrészt D p(L,r)
egy (d — j)-dimenziés gombtest 29~ 7-edrésze. Ezekbdl Vy (DP(L,T)) =
= a/ kg ;777 /2777 adédik. Miutén a kockénak (¢)2777 darab j-dimen-
zi6s lapja van, a paralleltartomény térfogata

Vi(B(P,r)) = a’+ § (;l) akg_jr?I = at+ zd: ((f) a‘“m) .

Ebbél az m;(P) = (‘Z)ad_%i képleteket kapjuk (i =1,...,d).

Megjegyzés. A Tételben szerepld m;(K) (i =0,1,...,d— 1) egyiittha-
ték a K konvex test fontos geometriai jellemz6i. Megmutathatd, hogy ezek az
egylitthatok barmely K-ra pozitivak. Ez politép esetén a bizonyitdsbol rog-
ton 1atszik, viszont a hatdrdtmenet alkalmazdsdval csak m;(K) > 0 adédik
kozvetleniil. Nevezetes tény, hogy az mi(K)/id_i/(?) kg szam a K testnek a
(d — 7)-dimenzids alterekre es§ ortogonalis vetiiletei (d — 7)-dimenzids térfo-
gatainak az atlagaval egyenlo. Ennek a tételnek az i = 1-re vonatkozd esete a
utani megjegyzésben mar emlitett Cauchy-féle integralformula, amely a
felszint &llitja eld a hipersikokra es§ vetiiletek (d — 1)-dimenzids térfogatainak
a segitségével. Az i = d — 1 eset szerint pedig az mg_1(K) egyiitthaté a K
halmaz dtlagos szélességének a (d - kq/2)-szerese. A d = 2 specidlis esetben
ezekbdl djra megkapjuk a [7.2.6] Tételt.

7.4.13. Kovetkezmény (Steiner—Minkowski-formula). Bdrmely K €
€ K*(E) konvex testre

A(K) — lim Vd(E(K’T)) - Vd(K) )

r—0 r

Bizonyitds: Barmely f(z) = ag + ayx + ... valés polinomfiiggvény esetében
a linedris tag egyiitthat6jat az ay = lim,—,o (f(x) — ag)/z hatdrdtmenettel
szarmaztathatjuk. Ezt a[T.4.11}beli polinomfiiggvényre alkalmazva kapjuk a
formulét. O

7.5. Steiner-féle szimmetrizacio

Itt vezetjiikk be a kovetkez6 szakaszban bizonyitandd nevezetes geometriai
egyenl6tlenségek technikai eszkozét. Adott konvex testet egy egyszerti és
szemléletes eljarassal olyan, vele egyenld térfogatid konvex testté alakitunk
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at, amely egy elére kijelolt hipersikra szimmetrikus. Az el6z6 szakasz ered-
ményeire tdmaszkodva megmutatjuk, hogy a felszin az eljards sordn nem no.

7.5.1. Definicié (Kompakt konvex halmaz szimmetrizaltja). Legyen
K C E kompakt konvex halmaz és H C FE rogzitett hipersik. Jelolje 7 :
: B — H az ortogonalis vetitést. Barmely A € 7(K) pontra az I, = K N
N7 1(A) halmaz (esetleg elfajuld) szakasz. Legyen Ja az I szakasznak az
az eltoltja, amelynek A a felezOpontja. A K halmaz H-ra vonatkozé Steiner-
szimmetrizaltjan az

Su(K)= [J Ja

Aen(K)

halmazt értjiik.
Nyilvan og (Su(K)) = Su(K) = Sg(ou(K)), ou(K) = K esetén Sp(K) =
= K, valamint K; C K esetén Sy (K1) C Sy (K3).

7.5.2. Allitas. Az Sy (K) halmaz is kompakt és konvex.
Bizonyitds: Nyilvan Sy (K) korldtos, beldtjuk, hogy zéart. Tegyiik fel, hogy
az Sy (K)-beli X,, pontok sorozata konvergdl az X € E ponthoz, meg kell
mutatnunk, hogy X € Sy(K). Az A, = n(X,,) és A = 7(X) vetiiletekre
A, — A érvényes, igy 7(K) kompaktsdga miatt A € w(K). Jelsljiik I,,-nel a
J 4, szakasz hosszat, valamint [-lel a J4 szakasz hosszat.

Allitjuk, hogy [ > liminf,,_,c l,,. Azonositsuk E-t a H x 7~ (A) ortogonalis
direkt szorzattal. Legyen tetszéleges € > 0 mellett I az I4 szakasz € sugari
nyilt kornyezete a m~!(A) egyenesen. Ekkor taldlhaté az A pontnak olyan
U nyilt kérnyezete H-ban, hogy K Nw~Y(U) C U x I5. (Egyébként ugyanis
vélaszthaté volna olyan P, = (B,,C,) € H x 7~ 1(A) konvergens sorozat
K-bél, amelyre B,, — A é C,, ¢ I5, és ennek a sorozatnak a hatarértéke
77 1(A)-ban, de nem I4-ban lenne, ami ellentmondds.) Ezért elég nagy n-re
(A,, € U esetén bizonyosan) l,, < [+ 2¢. Miutdn ez minden ¢ > 0-ra érvényes,
valéban { > liminf,,_, o {,,.

Ebbél mér kénnyen kovetkezik, hogy X € Sy (K), hiszen

p(X,A) = lim p(X,A,) <liminfl,/2 <1/2.
n—oo n—oo

Az Sp(K) halmaz konvexitdsdnak igazoldsdhoz legyenek X,Y € Sy (K) tet-
sz6leges pontok. Tegyiik fel, hogy X € J4 ésY € Jp. Tekintsiik a conv {14, Ip}
és a conv{J, Jp} (esetleg elfajuld) trapézokat. Az utébbi (szimmetrikus)
trapéz lefedi az [X,Y] szakaszt, és éppen az el6bbinek a H-ra vonatkozd
Steiner-szimmetrizéltja, {gy része Sy (K)-nak. O

Megjegyzések. (1) A fenti bizonyitasban szereplé [, sorozat tulajdonképpen
konvergens és a limesze [. Ennek legtomorebb indoklasa az, hogy az A +— [
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hozzarendelés folytonos, hiszen konkdv fiiggvény a 7(K) halmazon. Tébb-
véaltozés fiiggvényeket akkor neveziink konkdvnak (vagy konvexnek), ha az
egyenesekre torténé megszoritdsaik konkavak (illetve konvexek). Az egyvél-
tozds esethez hasonldan a konkav (illetve konvex) fiiggvények folytonosak,
s6t majdnem mindeniitt differencidlhaték. Ez az észrevétel egyuttal Sy (K)
konvexitasanak indoklasara is alkalmas.

(2) Felmeriil a kérdés, vajon a K — Sy (K) hozzarendelés folytonos-e az E-
beli kompakt konvex halmazok (Hausdorff-metrikdval elldtott) C(E) terén.
Ez nincs igy: legyen E a sik és konvergédljon egy a H egyenesre nem merdle-
ges szakaszokbdl 4116 sorozat egy H-ra merdleges szakaszhoz. A szimmetrizalt
szakaszok H-ban fekszenek és hosszuk 0-hoz tart, igy egypontd halmazhoz és
nem a meroleges szakasz szimmetrizaltjadhoz konvergdlnak. Meggondolhato vi-
szont, hogy nemiires belsejii halmazokra szoritkozva a Steiner-szimmetrizacié
folytonos K1 (E) — KT (E) leképezés.

7.5.3. Allités. V;(Sp(K)) = Vy(K).
Bizonyitas: Kozvetleniil kovetkezik a Cavalieri-elvbdl. O

7.5.4. Allitas. diam (Su(K)) < diam (K).

Bizonyitds: Legyenek X,Y € Sy(K) tetszbleges pontok, X € J4 és Y €
€ Jp. Tekintsiik a conv{l4, g} és conv{Ja, Jg} (esetleg elfajuld) trapézo-
kat. Koziiliik az utébbi (szimmetrikus) trapéz dtldjanak j hossza legfeljebb
akkora, mint az el8bbi hosszabbik 4tléjanak h hossza. Igy p(X,)Y)<j<h<
< diam (K). O

7.5.5. Allitas. Barmely két K, L C E kompakt konvex halmazra és barmely
A >0, M+ pu =1 egyiitthatokra

ASu(K) + pSu(L) € Su(AK + pL).

Ha E-t valamely O € H origé valasztasaval vektorizaljuk, akkor ez a \+u = 1
feltétel elejtésével is érvényes.

Bizonyitas: Nyilvan elegendd a vektorizélt véltozatot bebizonyitani. A 7 :
: B — H leképezés linedris, emiatt barmely A, B € w(K)-ra A4 + ulg C
C Doatpp, ésigy Ada+udp € Jaaun. (Itt az A, B, illetve AA+pB indexszel
ellatott J és I halmazok rendre a K, L, illetve AK + uL halmaz Steiner-
szimmetrizdciéjahoz tartoznak.) Ezért ASy (K)+uSu(L) = Uack e Aa+
+:uJBgUAeK,BeL‘])\A-‘rMB:SH(/\K+ML)' O

Megjegyzés. A [T.5.5}beli tartalmazdsi reldcié altaldban valédi. Példaként le-
gven F a sik, K és L két, egymadssal és a H egyenessel sem parhuzamos
szakasz. Ekkor K + L és Sy (K + L) nemiires belsejii konvex lemezek, mig
Su(K), Su(L) és Sy (K + L) mindannyian H-ban fekvd szakaszok.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

7. KONVEX TESTEK EUKLIDESZI TERBEN 223

7.5.6. Kévetkezmény. B(Sy(K),r) C Su(B(K,r)).
Bizonyitas: O € H origé valasztdsaval és 12.4 felhasznél&iséwal?(s u(K), 7") =
= Sy (K)+rB" = Sp(K) + rSu(B") € Su(K +rB") = Sy (B(K,r)). O

7.5.7. Kévetkezmény. V;(B(Su(K),r)) < Va(Su(B(K,1))). O

Megjegyzés. A[7.5.6}beli és a[7.5.7 beli tartalmazasi reldcickban sem all lta-
ldban egyenloség. Sikbeli példaként K-nak barmely, H-val nem parhuzamos
szakasz vehetd.

7.5.8. Allitds. Barmely K € K*(E)-re A(Sp(K)) < A(K).

Bizonyitas: [T.4.13] [75.7] [7-5.9 majd ismét felhaszndldséaval

m Vd(E(SH(K),T‘)) — Vd(SH(K))

ASu(1) = im ,~ <
< lim Vd(SH(E(K, T))) — Vd(SH(K)) _
-~ r—=0 T
- lim Va(B(K, 72) —Va(K) _ A(K). -

7.5.9. Tétel (Blaschke tétele a gémbroél). Legyen O € FE rogzitett pont,
és legyen F C Kt konvex testek olyan rendszere, amely

(1) zdrt halmaz a C(E) metrikus térben (a Hausdorff-metrikdra nézve) és

(2) zdrt az O-n dthaladé hipersikokra vonatkozé Steiner-szimmetrizéciokra
nézve (azaz Sy(F) € F, valahdnyszor H C FE hipersik, O € H és
FeF)

Ekkor az F halmazrendszer tartalmaz O kézéppontd gémbtestet.
Bizonyitds: Legyen r = inf{s > 0 : létezik olyan F € F, hogy F C
C B(0,s)}. Ekkor 7 > 0, hiszen kiilénben az (1) feltétel miatt {O} € F
kovetkezne, ami lehetetlen, mert F csupa (nemiires belsejli) konvex testbél
all. A Blaschke-féle kivalasztasi tételt (7.3.8. Kovetkezmény) és tjra az (1)
feltételt alkalmazva kapjuk, hogy létezik olyan F' € F, amelyre F C B(O,r)
(azaz az r-et definidlé infimum tulajdonképpen minimum); régzitsiink egy
ilyen F' halmazt.

Azt allitjuk, hogy F = B(O,r). Ehhez elég belatni, hogy a G = 9B(O,r)
gbémb része F-nek, mert F konvex és B(O,r) = conv (G). Indirekt médon
tegyiik fel, hogy létezik X € G — F pont. Az ¢ = p(X, F) tdvolsdg F zartsiga
miatt pozitiv. A G halmaz kompaktsaga miatt vilaszthatunk véges sok X =
= Xo, X1, ..., X,, € G pontot ugy, hogy G C |J;_, B(X;,e) teljesiiljon.
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Vegyiik észre, hogy ha H tetszoleges hipersik az O ponton at és U olyan
G-beli nyilt halmaz, melyre F NU = @, akkor Sy (F)N (UUok(U)) =0 is
teljestil. (Valéban, az Sy (F') szimmetrizéltat alkoté J4 szakaszok koziil azok,
amelyekre A € 7(U), a G gombnek szigorian a belsejébe keriilnek.)

Legyen k = 1,...,n-re H, az Xg és X} pontok felez6 meréleges hipersikja,
ekkor O € Hy. Legyen U = GN B(X,¢e), és k=1,...,nre U, = op, (U) =
= GNB(Xk,¢). A fenti észrevételt iterdlva adédik, hogy minden k = 1,...,n-
re

k
SHk (SHk—l( (SHl U = 0.

A k = n esetben legyen F* = Sy, (Sanl(...(SHl(F))...)), ekkor a (2)
feltételt alkalmazva F* € F. Az |J;_,U; halmaz viszont G-vel egyenld, igy
F*NG = () adédik. Ez viszont ellentmond az r sugdr minimalitdsdnak, hiszen
ekkor az F* halmaz, kompakt 1évén, belefér egy r-nél hatdrozottan kisebb
sugard gémbbe. O

7.6. Nevezetes egyenlotlenségek

7.6.1. Tétel (Izodiametrikus egyenl6tlenség). Rigzitett dtmérdji E-
beli konvex testek kézott a gombtestnek a térfogata a legnagyobb.
Egyenértékii dtfogalmazdssal: tetszéleges K € K+ (E)-re

- Rd-

diarr; (K) > d

Va(K) < <

Bizonyitas: Az atfogalmazds valéban egyenértékii, mert (diam (K)/2)?
éppen annak a gombtestnek a térfogata, amelynek az dtmérdje diam (K).
Legyen O € E tetszOleges, és tekintsiik az

F={FeKk" : Vy(F)=VyK) és diam (F) < diam (K)}

halmazrendszert. A [7.5.9] Tétel feltételei koziil (1) teljesiil - és
miatt, (2) pedig|7.5. 3|-b01 és(7.5.4t b6l kovetkemk A tétel alkalmazdséival koz—

vetleniil adédik az allitas. O

7.6.2. Tétel (Izoperimetrikus egyenl6tlenség). Rogzitett felszinii E-beli
konvex testek kozott a gombtestnek a térfogata a legnagyobb.
Egyenértékii dtfogalmazasokkal: tetszéleges K € K+ (E)-re

A(K)\ ™7
d-,‘id) *KRd ,

Va(K) < (
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Va(K)\* _ (AU)\ T
Kd —\d-rg '
Bizonyitds: Az dtfogalmazdsok valéban egyenértékiiek, mert az A(K) felszint

gombtest térfogata éppen (A(K)/(d ) Hd))d/(d_l) -k
Legyen O € E tetszleges, és tekintsiik az

illetve

F={Fek® : VyF)=ViK) és A(F) < A(K)}

halmazrendszert. A [7.5.9] Tétel feltételei koziil (1) teljesiil (2) és[7.3.6]
miatt, (2) pedig|7.5.3tbdl és(7.5.8 b6l kivetkezik. A tétel alkalmazdsdval koz-
vetleniil adddik az 4llitas. O

Megjegyzések. (1) A Tétel tovabbi, j6l haszndlhatd dtfogalmazdsat kap-
juk, ha bevezetjiik a konvex testek in. izoperimetrikus hanyadosat:

q(K) = Va(K)*™" JA(K)“.

(A Kkitevok ilyen megvdlasztdsdval lesz az izoperimetrikus hényados invari-
dns a hasonldsigi transzformécidkra nézve.) A tétel szerint az dsszes E-beli
konvex test kozott a gombtesteknek van a legnagyobb izoperimetrikus hanya-

dosa, mégpedig q(Ed) = 1/(d%yq).

(2) A két egyenl6tlenség a konvexitds kovetelményének elejtése mellett is igaz
olyan E-beli kompakt Jordan-mérhet§ halmazokra, amelyeknek (7.6.2 eseté-
ben) van felszine. Az izodiametrikus egyenlétlenség ilyen kiterjesztése minden
tovabbi nélkiil kovetkezik a [7.6.1] Tételbdl, hiszen a konvex burokra attér-
ve a térfogat nem csokken és az atmérdé nem valtozik. Az izoperimetrikus
egyenl6tlenség kiterjesztésének egyik akadalyat a felszin nem konvex halma-
zokra vonatkozo szabatos definicidjanak nehézségei jelentik. Tegyiik fel, hogy
a felszint kielégitéen definialtuk. Szemléletiinkre alapitva azt varjuk, hogy a
konvex burokra dttérve a felszin nem néhet. A kétdimenziés esetben ez valé-
ban igy is van (és elvezet az egyenl8tlenség kivant kiterjesztéséhez), viszont
mér 3 dimenzidban konnyen taldlhat6 olyan ponthalmaz, amelynek a felszine
kisebb a konvex burka felszinénél. fgy a M Tétel nem konvex halmazokra
valé kiterjesztéséhez méas moédszereket kell hasznélni.

(3) Mindkét tételnek érvényes az a kiegészitése, hogy egyenl6ség csak gomb-
testek esetében all fonn. Ez annak a segédtételnek a meggondolésa 1itjan iga-
zolhatd, hogy ha egy konvex test dtméréje vagy felszine barmely hipersikra
vonatkozo Steiner-szimmetrizacié soran véltozatlan, akkor a test sziikségkép-
pen gombtest.
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(4) A két egyenlétlenség itt bemutatott bizonyitdsa, amely a Steiner-szimmet-
rizacién és Blaschke tételén alapul, torténetileg az elsék kozé tartozo, ha-
gyomanyos bizonyitas. Itt emlitjiik meg a konvex geometria egyik legalapve-
t6bb tételét, a Brunn—Minkowski-egyenl6tlenséget, amely szerint a térfogat
d-edik gyoke konkav fiiggvény a konvex testek terén. A konkdvsagot itt a
Minkowski-kombindcidkra nézve kell érteni, tehat pontos megfogalmazasban
a tétel igy szol, hogy barmely K, L € Kt (E)-re a [0,1] intervallumon értelme-

zett t — Vg ((tK+(1—t)L )l/d valds fiiggvény konkdv. Ennek a tételnek
az alkalmazdsdval mds jellegli, rovid bizonyitds volna adhaté [7.6.1}re is és
[(.6.24re is.
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Projektiv geometria

A projektiv geometria fogalmait torténetileg az az igény hivta életre, hogy a
kdzéppontos vetitést (1. kielégitSen kezelni képes matematikai appara-
tust hozzunk létre. Ezt a célt a projektiv geometria eredetileg a tér ,,végtelen
tavoli” térelemekkel valé kibovitése ttjan érte el. Mi nem ezt az eljarast al-
kalmazzuk a projektiv tér definiciéjaban, hanem ennél absztraktabb, linedris
algebrai kiindulast valasztunk, és majd a 8.4. szakaszban tisztazzuk ennek
kapcsolatat a kibovitéses mddszerrel. Tételeink zome tetszdleges test {6lotti
geometridban is érvényes, ezért a projektiv geometria fogalmait is ilyen al-
taldnossdgban értelmezziik. Késobb egyes specidlis kérdésekben majd a valés
vagy a komplex testre fogunk szoritkozni.

8. A projektiv tér szerkezete

8.1. Projektiv terek és alterek

8.1.1. Definici6 (Projektiv tér). Legyen F (kommutativ) test, W vek-
tortér F folott. A W vektortér projektivizdltjanak (vagy a W-hez asszocidlt
projektiv térnek) nevezzik a

P=P(W)=W —{0}/~

faktorhalmazt, ahol a nemzérus u, v € W vektorokra a ~ ekvivalenciarelaciét
igy értelmezzik:

u ~ v, ha alkalmas X\ € F mellett v = A\u.

Az ekvivalenciaosztalyokat, azaz P(W) elemeit a projektiv tér pontjainak
nevezziik. Ezek pontosan az egydimenzids alterek W-ben (az origét6l meg-
fosztva), ezért szokds a projektiv teret az origdn dtmend egyenesek terének
is tekinteni.

227
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Ugyanezt az ekvivalenciareldciét és osztalyozast nyerjiik, ha a W — {0} hal-
mazon F*-nak, az F test multiplikativ csoportjdnak a természetes (szorzdssal
térténd) hatésa szerinti orbitjait tekintjiik. Igy P(W) =W — {0} /F*.

Ha w € W, w # 0, akkor a w-t tartalmazé ekvivalenciaosztalyt [w]-vel
jeloljiikk. A w vektort a [w] pont reprezentdns vektoranak nevezziik.

Ha W véges dimenzids vektortér, akkor a P projektiv tér dimenziéjan a
dim W —1 szamot értjiik. A tovabbiakban mindig feltessziik, hogy az altalunk
vizsgalt projektiv terek véges dimenzidsak. Altaldban P dimenzidjat jeloljiik
d-vel, tehat dimW =d + 1.

8.1.2. Példak

e Az Fo*! koordinatatér projektivizaltjat, P(F91)-et standard d-dimen-
7i6s projektiv térnek nevezziik és P?-vel jeloljiitk. (A P4(F) és az FP?
jelolés is hasznalatos Pe-re.)

e A (—1)-dimenziés projektiv tér az iires halmaz, a 0-dimenzids projek-
tiv terek egyelemiiek. Az egydimenzidsakat projektiv egyeneseknek, a
kétdimenziésakat projektiv sikoknak nevezziik.

o Jelslje szokds szerint W* a W vektortér dudlis terét. Ekkor az [a] «—
Ker o megfeleltetés bijekcié a P(W*) projektiv tér és a W-beli linedris
hipersikok halmaza kézott. A P(W*) projektiv teret a P(W) projek-
tiv tér dualisanak szokas nevezni, ez tehat az origén atmend W-beli
hipersikok tere.

o A véges testek {616tti projektiv terek (az aldbbiakban definidlandé pro-
jektiv altereiket és projektiv transzformaciéikat tekintve) érdekes példé-
kat szolgédltatnak erds szimmetriatulajdonsédgokkal biré kombinatorikai
strukturakra. Egyszeriien leszamlalhato, hogy példaul egy g-elemii test
folotti d-dimenziés projektiv térben a pontok szama (¢! —1)/(¢—1).

8.1.3. Definicié (Projektiv altér). Ha U < W tetsz6leges linedris altér,
akkor P(U) C P(W). Az ilyen mddon keletkezd részhalmazokat nevezziik
P = P(W) projektiv altereinek.

Az iires halmaz barmely projektiv térnek projektiv altere, mégpedig az egyet-
len (—1)-dimenzids projektiv altér. A 0-dimenzids alterek pontosan az egyele-
mii részhalmazok (amelyeket azonosnak tekintiink a projektiv tér pontjaival).
Az egydimenzids projektiv altereket P-beli egyeneseknek, a k-dimenzidsakat
k-sikoknak, a (d — 1)-dimenzidsakat hipersikoknak is nevezziik.

Projektiv alterek tetszéleges rendszerének a metszete is projektiv altér. Bar-
mely M C P részhalmazhoz egyértelmtien létezik legsziikebb, M-et tartalma-
z6 projektiv altér, ezt az M altal generalt altérnek nevezziik és az (M) jellel
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jeloljiik. Nyilvan valamely A = [w] € P pont akkor és csak akkor tartozik
az (M) altérhez, ha a w vektor linedrisan fiigg az M elemeit reprezentdls
vektoroktdl. Példdul az A, B € P pontok akkor és csak akkor kiillonbozdk, ha
reprezentald vektoraik linedrisan fiiggetlenek. Ilyenkor (A, B) az A-n és B-n
atfektetett (egyértelmiien létezd) projektiv egyenest jeloli.

Rogton lathatd, hogy P Osszes projektiv altere halét alkot, amelyben a 0 elem
az iires altér, az 1 elem az egész P, a miiveleteket pedig az SAT = SNT, SV
VT = (SUT) formuldk adjak. Ez a hélé nyilvanvaléan azonos a W vektortér
altérhaldjaval.

8.1.4. Példa. Feleltessiik meg a W vektortér tetszoleges U < W alterének
a W* dudlis vektortérben az U+ = {a € W* : a|y = 0} alteret (azaz U
sannulldtorat”). Ez az U — U L leképezés bijektiv és rendezésforditd, inverze
az a V +— V<1 hozzérendelés, amelynél V- = Naey Kera < W. fgy tehat
W és W* altérhaldi természetes médon dudlisan izomorfak. Emiatt ugyanez
érvényes a P(W) projektiv tér és a P(W™*) dudlis projektiv tér altérhaldjdra.
Ennél a duélis izomorfizmusndl k-dimenziés P(W)-beli projektiv altereknek
(d — k — 1)-dimenziés projektiv alterek felelnek meg P(W*)-ban.

Példaul a P(W™*) projektiv tér egyenesei a P(W)-beli hipersiksorok, azaz
hipersikok olyan halmazai, amelyek valamely rogzitett P(W)-beli (d — 2)-
dimenziés alteret tartalmazoé Osszes hipersikbdl allnak. A hipersiksort sugér-
sornak nevezziik, ha d = 2, azaz ha egyenesekbdl all.

Legyen most d = 2 és tekintsiink egy P = P(W) projektiv sikot és annak
P* = P(W*) dudlisdt. A P*-beli pontok azonosak a P-beli egyenesekkel, a
P*-beli egyenesek pedig a P-beli sugarsorokkal. Nem vezet félreértésre, ha
egy ,A és L illeszkednek egymadsra” tipusu allitast akar ugy értiink, hogy az
A pont illeszkedik az L egyenesre, akar gy, hogy az L egyenes illeszkedik az
A tartépontu sugarsorhoz, hiszen mindkét megfogalmazas ugyanazt jelenti.
Ezért a P-beli sugarsorokat az illeszkedési viszonyok szempontjabdl azonosit-
hatjuk a P-beli pontokkal. fgy a P* dudlis projektiv sik egyenesei azonosak
P pontjaival.

Ebben az utolsé azonositasi 1épésben raismerhetiink a kétszeres dualizdlassal
kapott W** vektortérnek az eredeti W vektortérrel valé természetes izomor-
fidjara: valgjadban a P(W**) projektiv teret P(W)-vel azonosnak tekintettiik.

8.1.5. Allitas (Dimenziéformula). Tetszbleges S, T C P projektiv alte-
rekre

dim(SUT) +dim(SNT)=dimS + dimT.
Bizonyitds: Ha P = P(W), S = P(U) és T = P(V), ahol U,V < W linedris
alterek, akkor dim(SUT) = dim(U +V) -1, dim(SNT) =dim(UNV) -1,
dim S =dimU —1 és dim7T = dim V — 1 miatt elég a dim(U + V) + dim(U N
NV) = dimU+dim V linedris” dimenziéformulat ellendrizni. Ez pedig régton
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adddik abbdl, hogy ha az U NV altér egy bazisat kiilon-kiilon kiegészitjiik
egy-egy béazissa U-ban és V-ben, akkor ezek a vektorok egyiittesen bazist
alkotnak az U 4+ V altér szamara. O

A dimenziéformula kozvetlen kovetkezménye példaul az a projektiv sikgeo-
metridra nézve jellegzetes tulajdonsag, hogy a projektiv sikon barmely két
kiilonboz6 egyenesnek létezik egyetlen kozos pontja. Felsorolunk még néhany,
a dimenziéformulabdl azonnal levezethet6 allitdst, amelyek koziil egyik-masik

késébb is szerepet jatszik majd (1. 8.3.10)).

8.1.6. K6évetkezmények.
(1) P-ben d darab hipersiknak mindig van kézos pontja.
(2) Hadim S +dimT > d, akkor SNT # (.

(3) Ho SNT =0 és dim S + dimT = d — 1, akkor az S alteret hipersik-
ként tartalmazé (és igy (dim S + 1)-dimenzids) P-beli projektiv alterek
halmaza és T kozott bijektiv leképezést létesit az L — LN H (L C P
altér, dim L = dim S + 1, S C L) megfeleltetés. Az inverz leképezést az
X — (S, X) (X € T) formula adja.

Specialisan :

(4) Ha H C P hipersik és A € P — H tetszbleges pont, akkor az A ponton
athalado P-beli egyenesek halmaza és H kozott bijektiv leképezést lé-
tesit az L — LN H (L C P egyenes, A € L) megfeleltetés. Az inverz
leképezést a B — (A, B) (B € H) formula adja. O

8.2. Koordinatak

Kovetkez6 célunk az, hogy koordindtakat és koordinatarendszert vezessiink
be a projektiv tereken. Ez tavolrdl sem olyan egyszer(i, mint az affin tér
vagy az euklideszi tér esetében: a koordindtarendszerrel szembeni szokdsos
elvarasainkbdél mindenképpen engedményeket kell tenniink. Ha meg akar-
juk 6rizni a koordindtarendszernek az elemi geometridban megszokott egy-
egyértelmiiségi tulajdonsigat, a tér valodi részhalmazaira kell szoritkoznunk
(hipersikok komplementereire, 1. és az egész tér leirasahoz kényte-
lenek vagyunk egynél tobb koordinatarendszert egyszerre hasznalni. Ez vezet
el minket a[8.2.2}ben bevezetendd ,atlasz” fogalméhoz. Ha viszont ahhoz ra-
gaszkodunk, hogy egyetlen koordinatarendszerrel kezeljiik a teret, akkor azzal
a jelenséggel kell egyiitt élniink, hogy a pont nem hatarozza meg egyértelmi-

en a koordinatait, 1.
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Ha P = P(W) projektiv tér és H C P hipersik, akkor a P projektiv tér struk-
turdjabdl kanonikus eljarassal lehet affin struktirat szarmaztatni a P — H
komplementer halmazon. Nem konnyti megmondani, hogy mely V' vektortér-
re kell ezt az affin strukturdt épiteni ahhoz, hogy az eljards ,természetes”
legyen, tehat V' ne fiiggjon tovabbi vélasztdsoktol, példaul bazis kijelolésétol
W-ben.

8.2.1. Allit4s. Legyen U < W linedris hipersik és jelolje X a P(U) pro-
Jjektiv hipersik komplementerét a P(W) projektiv térben. Jelsljiik V-vel a
d-dimenziés Hom (W /U, U) vektorteret. Ekkor a

plw] =lp(U+w)+w]  (peV, [w]eX)

formula a V' vektortér additiv csoportjanak egyszeresen tranzitiv hatasat de-
finidlja az X halmazon.

Bizonyitéds: Nyilvdn ¢ = 0-ra 0[w]| = [0(U + w)] + w] = [w]. Ha p,¢ € V,
akkor ¥ (p[w]) = ¢Ylp(U+w) +w] = [W(U + o(U +w) +w) + (U +w) +
+w] = [D(U +w) + o(U +w) + W] = [+ @)U +w) +w] = (¢ + ) [w]
mutatja, hogy valéban csoporthatasrdl van szé.

A tranzitivitds ellendrzéséhez vegyiik észre, hogy ha [wi],[wa] € X tetsz6-
legesen adott elemek, akkor egyrészt wo-nek létezik olyan wj skaldrszorosa,
hogy wi — wy € U, mdsrészt U + wy a W/U egydimenziés vektortér nem-
zérus eleme, ezért létezik olyan ¢ : W/U — U linedris leképezés, melyre
(U +wi) = wy — wi. Ezekkel plwi] = [p(U + w1) + w1] = [w] = [wa].
Végiil egy ¢ € V vektor pontosan akkor tartozik a [w] elem stabilizdtordhoz,
ha [¢(U +w)+w| = [w], azaz ha a (U +w) vektor és a w vektor linedrisan
osszefiiggdk. Viszont (U + w) € U, ugyanakkor w fiiggetlen az U altértdl,
igy ez csak (U + w) = 0, azaz ¢ = 0 esetén lehetséges. O

8.2.2. Definicié (Természetes affin struktira). Ha H = P(U) tetszdle-
ges hipersik a P = P(W) projektiv térben, akkor a beli csoporthatés
affin térré teszi a P — H halmazt. Az ehhez tartozé affin struktirdaban va-
lamely A, B € P — H pontok kozotti AB € V vektort a kovetkezéképpen
hatarozhatjuk meg:

Viélasszunk olyan w, z € W reprezentans vektorokat A, illetve B szamara,
amelyek ugyanabban az U szerinti U’ = U + w = U + z mellékosztdlyban
vannak (ez lehetséges, mert A-t is és B-t is U-t6l fiiggetlen vektorok reprezen-
taljak és a W/U faktortér egydimenzids), majd legyen 1@ =¢:W/U—-U,
melyre p(U’) = z—w. Ekkor a 8.2.1. szerinti hatdsndl valéban p[w] = [p(U+
Tw)+wl=[plU)+w]=[z—-w)+w]=[z].

Ezt az affin strukturdt a P — H halmaz természetes affin struktuarajanak
nevezziik.
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8.2.3. Példa. Legyen X C W affin hipersik, melyre 0 ¢ X. Jeloljiik V-vel
azt a W-beli linearis hipersikot, amelynek X eltoltja, azaz V = X . Ekkor a
w — [w] (w € X) megfeleltetés nyilvanvaléan bijektiv médon képezi az X
halmazt a P(V) hipersik P(W)-beli komplementerére. Megmutatjuk, hogy
ha X-et ennek a bijekciénak a segitségével azonosnak tekintjiik a P(W) —
— P(V) halmazzal, akkor X-nek a W vektortérbél 6rokolt affin strukturdja
megegyezik a 8.2.2-ben definialt természetes affin strukturaval.

Elészor is a Hom (W/V, V) vektorteret most azonosnak tekinthetjiik V-vel,
miutdn a W/V egydimenzids faktortérnek van egy kitiintetett nemzérus ele-
me, mégpedig az X mellékosztdly. A két vektortér azonositdsat a ¢ — ¢(X)
megfeleltetés adja.

Ezutan tetszoleges w, z € X-re egyrészt a W-bol 6rokolt affin struktiraban

Wz = z—w € V, mésrészt 8.2.2|szerint [w][z] az a o € Hom (W/V, V) vektor,

melyre ¢(X) = z — w. Tehét a fenti azonositds mellett valéban [w](z] = z —
- w. O

8.2.4. Definicié (Térkép, atlasz). A P projektiv téren térképnek neveziink
egy tetszbleges x : P — H — F? affin koordinatarendszert, ahol H C P
projektiv hipersik és a P — H halmazt a természetes affin strukturajaval
ellatott affin térnek tekintjiik.

Legyenek H;, Hs,...,Hgr1 C P olyan hipersikok, hogy ﬂ;iill H; = 0. (Ha
példaul P = P(W) és a W* dudlis vektortérben oy, aoa, ..., agq1 bézis,
akkor a H; = P(Ker«;) hipersikok ilyenek.) Valasszunk minden i-re egy-
egy x; : P — H; — F? térképet, akkor ezek értelmezési tartomanyai egyiitt
lefedik az egész P-t. Ilyenkor az x1, X2, ..., X441 térképek rendszerét P-beli
atlasznak nevezziik.

Megjegyzés. Az atlasz fogalma a geometriai tér modern matematikai felfogé-
sdnak, a geometriai sokasdg definicigjanak fontos alkotéeleme. A széban forgd
geometridt az hatarozza meg, milyen tulajdonsagai vannak az egyes térképp-
arok kozti un. atmenetfiiggvényeknek, azaz azoknak a leképezéseknek, ame-
lyek meghatdrozzak, hogy a tér egy darabjan hasznélt két kiilonb6z6 koordi-
natarendszer hogyan kapcsolédik egymaéshoz, milyen geometriai viszonyban
all. Ha az atmenetfiiggvények valamely ismert transzformaciétipushoz tar-
toznak, akkor a koordinatatér minden olyan lokalis geometriai tulajdonsaga,
amelyet ezek a transzformaciok megoriznek, atvihet6 a sokasdgra. Ez az elv
teszi lehet6vé, hogy geometriai jellegli struktiraval ruhdzzunk {6l topologikus
sokasdgokat, és beszélhessiink példaul differencialhaté, komplex, affin, eukli-
deszi, gombi, projektiv, sth. sokasdgokrdél. A projektiv tér fenti atlaszanak
dtmenetfiiggvényeit a[8.2.6] Példdban vizsgdljuk meg.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

8. A PROJEKTIV TER SZERKEZETE 233

8.2.5. Definicié (Homogén koordinatdk). Rogzitsiink egy ai, as, ...,
ag.1 béazist W-ben. Ha A = [w] € P tetsz8leges pont, akkor w = Zfill T,
esetén az x1, Ta, ..., Tq41 € F skalarokat az A pontnak a rogzitett bazisra
vonatkozé homogén koordindtainak nevezziik. A bazis rogzitésével W-t azo-
nositottuk a F¥*! koordinatatérrel, ennek alapjan a w = (x1,22,...,2441)
és A=[x1:@2:...: xqs1] jeloléseket is hasznaljuk.

Lathato, hogy nincs olyan P-beli pont, amelynek mindegyik homogén koor-
dindtdja 0 volna. A (0,0,...,0)-n kiviil viszont barmely testelem-(d + 1)-es
el6all alkalmas (egyértelmiien meghatdrozott) P-beli pont homogén koordi-
nataiként. Valamely P-beli pont a homogén koordindtait nem egyértelmiien
hatarozza meg, csak aranyossag erejéig. Nincs értelme példaul valamely pont
i-edik homogén koordindtajénak konkrét értékérdl beszélni. Az viszont ér-
telemmel bir, ha egy pont valamelyik koordinatajanak zérus vagy nemzérus
voltardl beszéliink, hiszen ez a tulajdonsag egyformén van érvényben a pont
Osszes reprezentans vektordra vonatkozoéan.

8.2.6. Példa. Tekintsiik a P¢ = P(F4*1!) standard projektiv térben az Fd+1-
beli standard bazishoz tartozé oy, aq, ..., agy1 dudlis bazis altal meghata-
rozott H; = P(Ker «;) koordindta-hipersikokat (i = 1,2,...,d + 1), és ezek
komplementereit a természetes affin strukturaval ellatva. Minden i-re a H;-
hez nem tartozé P%beli pontok egyértelmiien reprezentdlhaték olyan Fé+1-
beli vektorral, amelynek az i-edik koordinatdja 1-gyel egyenlo. Emiatt az
i-edik koordinata elhagyasaval nyert

x; : P*—H, — F¢

. . . T Ti—1 Tit1 Td+1
[(El.(EQ.....SUdJrl] — ey s yeeey
T g g T

leképezés térkép P?-n. Rogton lathaté, hogy x; inverzét az
X;l(xl,fﬂg,...,l'd) =fry:.imimr i lixg i xy]

formula adja. Az X1, X, ..., Xq41 atlaszt a P? projektiv tér standard atla-
szanak nevezziik.

Meghatarozzuk a standard atlaszhoz tartozé dtmenetfiiggvényeket, azaz i <
< j-re az Xj o x;l : F¢ — F? komporzicidkat, amelyek nem az egész F?
téren, hanem csak az x;(H;) C F? affin hiperstk komplementerén vannak
értelmezve. Esetiinkben ez azokat az F?-beli pontokat jelenti, amelyek j-edik
koordinatéja kiilonbozik 0-t6l. Tegyiik fol, hogy (x1,z2,...,24) € F¥ és x; #
= 0, ekkor

-1 _ . . .1 - . . _
(x5 0x; ) (z1,22,...,2q) —xj([xl il .xd}) =
- I Ti—1 1 ZT; Tj—2 T Td
= yee ey s y yee ey y sy .
Tj—1 Tj—1 Tj—-1 Tj-1 Tj—1 Tj-1 Tj—1

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

234 PROJEKTIV GEOMETRIA

Lathato, hogy a képletben szerepl6 fiiggvények egyszert szerkezetiliek: a ko-
ordinatak hanyadosai. Megjegyezziik, hogy a standard atlasz helyett tetszole-
ges atlaszt haszndlva is csak a koordindtak un. tortlinedris fiiggvényei (azaz:
legfeljebb els6foku polinomfiiggvények hényadosai) szerepelhetnének a kép-
letekben, hiszen més affin koordinatédkra val6 attérés inhomogén linedris he-
lyettesitést jelent.

Vizsgaljuk meg kiilon a d = 1 specidlis esetet. Ilyenkor két térképet, x;-et
és Xo-t haszndlunk és az x3 o x7' : F — {0} — F leképezés képlete (xz o
o xfl)(m) = 1/x. Emiatt a P! projektiv egyenest felfoghatjuk olyan alakzat-
ként, amelyet az F alaptest két példdnydbdl allitunk el az x — 1/x leképezés
mentén torténé Gsszeragasztassal.

8.2.7. Definicié (Természetes topoldgia). Tegyiik fel, hogy az alaptest
R vagy C. Ekkor a W vektortér természetes topoldgidjabdl a faktortopologia
képzése itjdn a P(W) projektiv tér is topologikus térré valik; ezt a topoldgidt
nevezziik a valds, illetve komplex projektiv tér természetes topoldgidjanak.

Erdekes jelenség, hogy a valds és a komplex projektiv terek topolégiai (elsé-
sorban algebrai topolégiai) szerkezete az affin vagy euklideszi terekénél jéval
bonyolultabb.

Az alabbi topoldgiai természetii észrevételek konnyen meggondolhatok.

e A térképek homeomorf mdédon képezik a hipersikok komplementereit
a koordindtatérre. Mas széval, a hipersik-komplementerek természetes
affin strukturajahoz tartozo természetes topoldgia azonos a projektiv
tér természetes topologidjanak a megszoritdsaval.

e A P(R) valés projektiv egyenes homeomorf az S! kérvonallal, a P1(C)
komplex projektiv egyenes homeomorf az S? gémbfeliilettel (Riemann-
féle szamgomb, 1. . Mindkét esetben az affin egyenesnek mint to-
pologikus térnek az egypontos kompaktifikdcigjardl van szo.

e Rogzitsiink W-ben egy pozitiv definit bilinearis, illetve Hermite-féle for-
mat és jeloljitk ki az ehhez tartozé S C W egységsugari hipergémbot.
Ekkor S metszi az sszes W-beli egydimenzids linedris alteret (még-
pedig a valds esetben egy atellenes pontparban, a komplex esetben egy
fékorben), emiatt P(W) el6all az S gomb faktoraként. Az S topolégidja-
bél szédrmazé faktortopoldgia azonos P(W) természetes topoldgidjdval.
Emiatt P(W) kompakt.

e A valds esetben az S — P(W) faktorizéld leképezés kétrétegli fedés.
A W euklideszi vektortér egységgombje dim W > 3 esetén egyszeresen
osszefiiggd, emiatt d > 2 estén P4(R) fundamentslis csoportja kétele-
mi. A csoport nemtrividlis elemét barmelyik projektiv egyenes (mint
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P4(R)-beli hurok) reprezentalja. Ha d = 3, az S = S? gémbon az 4t-
ellenes pérok szerinti faktorizdlas [4.5.11| alapjén az SO(3) topologikus
csoportot eredményezi. Ezért P3(R) homeomorf SO(3)-mal.

o A valds projektiv geometridban az elvélasztdsi (azaz dsszefiiggdségi) tu-
lajdonsdgok eltérnek az affin vagy az euklideszi geometridban megszo-
kottdl. Példdul egy hipersik a teret nem vagja ketté, hiszen komplemen-
tere affin tér, ami Osszefiiggd. Ezzel tsszhangban a projektiv egyenesen
egyetlen pont nem képes két mdsikat egymdastol elvalasztani. Ezért a
szakasz fogalma sem értelmezhet6 olyan médon, hogy a szakaszt a két
végpontja egyértelmiien meghatdrozza. Az egyenest két pontja két sza-
kaszra bontja (ahogyan a kérvonalat két pontja két korivre bontja). A
valés projektiv egyenesre vonatkozé helyes elvélasztasfogalom az egye-
nes pontpérjai kozott fellépd reldcié: az {A, B} pontpér elvdlasztja a
{C, D} pontpért, ha C és D az A és B altal meghatdrozott két kii-
16nb6z6 nyilt szakaszra esik. Ezaltal az elvalasztast mint szimmetrikus
relaciét tudjuk értelmezni az egyenes kiilonb6zé pontokbdl 4llé rende-
zetlen pontparjainak a halmazan.

e A komplex esetben az S — P(W) faktorizdlé leképezésnél a pon-
tok 6sképei a Clifford-parhuzamos f8korok [£.7.13}ban tdrgyalt sere-
gét alkotjak S-ben. Specidlisan a komplex projektiv egyenes esetében
olyan sziirjektiv, folytonos S* — S? leképezésrdl van sz6 (az in. Hopf-
leképezésrél), amelynél a pontok inverz képei egy Hopf-féle kirrendszer
tagjai. Ismeretes, hogy (a valds esettel ellentétben) a P?(C) terek egy-
szeresen Osszefiiggdk.

A Definicié alapjén a projektiv térben homogén koordindtdk bevezeté-
séhez nem elegendd a tér bizonyos pontjait mint koordinatarendszert rogzi-
teni, hanem ki kell tiintetni azok konkrét reprezentdns vektorait (azaz fel kell
venni egy bézist a W vektortérben). Ett6l a kényelmetlenségt6l meg tudunk
szabadulni annak az aran, hogy a koordinatarendszerben eggyel tébb pontot
szerepeltetiink.

8.2.8. Definicié (Projektiv bazis). Tegyiik fel, hogy d > 1. A d-dimenzids
P = P(W) projektiv térben projektiv bazisnak nevezziik a (d+ 2)-elemii Ay,
Ai, ..., Ag41 € P pontrendszert, ha létezik a W vektortérben olyan a;, as,
.o 8gyr bézis, hogyi=1,...,(d+1)-re A; =[a;] és Ay =[a; +as+...+
+agy1)

Szokds az Ajp, ..., Agr1 pontokat a projektiv bazis alappontjainak, az Ag
pontot egységpontnak nevezni.
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8.2.9. Lemma. Tegyiik f6l, hogy az Ao, A1, ..., Aq+1 € P projektiv bdzishoz
a[8.2.8 Definicidbeli a; vektorok mellett azaj (i =0, ...,d+1) vektorrendszer
is megfelel az ottani kovetelményeknek. Ekkor alkalmas A € F* skaldrral
minden i =0,...,(d+1)-re a} = Aa;.

Bizonyitds: Léteznek olyan A1,..., Ag11 € F* skaldrok, hogy a) = \a; (i =
=1,...,d+1). Ezen kiviil [a} +...+aj ] = A = [a; + ... + ag41] miatt
létezik olyan A € F*, hogy aj +...4+a;,, = Aa; +...+aqy1). Ez azt jelenti,
hogy Ma; + ...+ Agt1a4+1 = Aag + ... + Aagy1, és miutan ag, ..., ag4+;
bazis, innen \; = X (i =1,...,d + 1) kovetkezik. O

8.2.10. Definicié (Projektiv koordinatak). Rogzitsiik a P projektiv tér-
ben az Ay, A1, ..., Ag41 projektiv bazist. Egy tetszOleges P-beli pontnak
erre a projektiv bazisra vonatkozo projektiv koordinatdin a pont homogén
koordindtéit értjiik valamely, a [8.2.8] Definicié szerint vélasztott W-beli ay,
ag, ..., 441 bazisra vonatkozdan.

A Lemma és a Definicié alapjan a P-beli pontok ardnyossig
erejéig egyértelmiien hatdrozzak meg projektiv koordinataikat.

8.2.11. Definici6é (Fiiggetlen pontrendszer). Egy P(W)-beli pontrend-
szert (projektiv értelemben) fiiggetlennek mondunk, ha elemei linedrisan fiig-
getlen W-beli vektorokkal reprezentalhaték. Nyilvan ilyenkor tetszoleges rep-
rezentans vektorokat vélasztva azok linedrisan fliggetlenek.

A linearis fiiggetlenség jol ismert tulajdonsigaibdl kovetkezden az Ap, As,
..., Ax41 pontrendszer akkor és csak akkor fiiggetlen, ha az altala kifeszitett
projektiv altér k-dimenzids, illetve ha a pontok egyike sincs benne a tobbi
pont altal kifeszitett projektiv altérben.

Megjegyezziik, hogy projektiv térben egy maximalis fiiggetlen pontrendszer
nem alkot projektiv bézist.

8.2.12. Allitas. Egy (d + 2)-elemii P-beli pontrendszer akkor és csak akkor
projektiv bdzis, ha minden (d 4 1)-elemi része fiiggetlen.

Bizonyitds: Ha A; = [a;] (i = 1,2,...,d + 1) egy projektiv bézis alappontjai
és ag = ;1:11 a; reprezentalja az A egységpontot, akkor egyrészt definicié
szerint az aj, ..., agy1 vektorok bazist alkotnak W-ben, mdésrészt nyilvan
ugyancsak béazist kapunk, ha valamelyik a;-t kicseréljiik az ay vektorral.

Megforditva, tegyiik fel, hogy az A; = [a;] (i = 1,2,...,d + 1) pontrendszer
minden (d 4 1)-elemi részrendszere fiiggetlen. Ekkor ay, ..., ag41 bézis W-
ben és ag = Zfill A;a; alkalmas \; # 0 egyiitthatokkal. Cseréljiik ki ¢ =
=1,...,(d+1)-re mindegyik a;-t A\;a;-vel, ezzel az Ag, Ay, ..., Agr1 pontokat
a [8:2.8] Definicié kovetelményeinek eleget tevd vektorokkal reprezentaltuk.

O
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Ennek a szakasznak a hatralev6 részében az alaptest megvaltoztatdasanak
kérdésével foglalkozunk. Bar altalaban a széban forgd projektiv terek egy
rogzitett alaptest felett vannak értelmezve, és ez a test mindvégig valtozatlan
marad, mégis bizonyos kérdésekben hasznos lesz tisztazni, milyen viszonyban
all két projektiv tér, ha a hozzajuk tartozoé alaptestek koziil az egyik részteste
a masiknak. A alkalmazdsokban ez a szitudcié a leggyakrabban a valds és a
komplex szamtest viszonylataban fordul el6, ezért ezt az esetet alaposabban
is megvizsgaljuk.

Legyen tehat az F test a G részteste. A G folotti vektortereket automatiku-
san F folotti vektortereknek is tekinthetjitk. Ugyanezt a vektorterek projek-
tivizaltjairdl mar nem mondhatjuk, hiszen az ekvivalenciarelacié, amelyet a
projektiv tér szarmaztatasaban bevezetiink, kiilonboz6 a kétféle test esetében.
A G folotti projektiv terekben viszont ki tudunk jel6lni bizonyos részhalma-
zokat, amelyeket F f6lotti projektiv tereknek tekinthetiink.

8.2.13. Definicié (Résztér). Legyen P = P(W) projektiv tér a G test
folott, d = dim P, azaz d + 1 = dimg W. Vdlasszunk P-ben egy Ay, Ay, ...,
Agy1 projektiv bazist és a hozzd tartozé aj, as, ..., agy1 € W vektorrend-
szert (amely bazis W-ben G folott). Ezek a vektorok F folott is linedrisan
fliggetlenek, ezért az F-beli egyiitthatokkal vett linedris kombindcidik egy
(d+1)-dimenziés V' C W vektorteret alkotnak F {6l6tt. Ha u,v € V —{0}-ra
v = Au valamilyen A € G-vel, akkor kénnyen ellenérizhet6 médon csak A € F
lehetséges. A V' —{0} halmazra szoritkozva tehat az F f616tti ekvivalenciarela-
ci6 azonos a G {6lottivel, és ezért az F f6lotti P(V') projektiv tér részhalmaza
P-nek. Az ilyen médon keletkezé P-beli részhalmazokat a P projektiv tér F
folotti d-dimenzids résztereinek (vagy F-résztereinek) nevezziik.

Vildgos, hogy egy résztérben felvett (F {6lotti) projektiv bazis egyittal az
egész térben is projektiv bazis (G folott).

Az F folotti alacsonyabb dimenzi6ji részterek (vagy F-alterek) szdrmazta-
tasa céljabdl tekinthetjiik egyrészt P altereinek az F-résztereit, masrészt az
F-részterek altereit F f6lott. Konnyen lathaté, hogy a kétféle eljarassal ugyan-
azokhoz a P-beli részhalmazokhoz jutunk.

A P-beli k-dimenziés F-altereket tehdt olyan Ag, A1, ..., Agy1 pont-(k +
+ 2)-esekkel lehet egyértelmiien kijelolni, amelyek projektiv bézist alkotnak
P valamely (G folotti) k-dimenzids alterében. Az Ay, ..., Agy1 fiiggetlen

pontrendszer kifesziti azt G f6lotti k-dimenzids alteret, amelyen beliil Ay kii-
16nb6z6 kijeloléseihez kiilonb6z6 k-dimenzids F-alterek tartozhatnak. Tehat
példdul mig két kiilonbozé P-beli pont egyértelmtien definiél egy (G f6lotti)
egyenest, az F-egyenesek egyértelmi megadasahoz harom G f6lott kollinea-
ris pont kijelolése kell. Ezt a jelenséget a &k = d = 1 esetben jol illusztral-
ja a P1(C) komplex projektiv egyenes (azaz a szokdsos azonositds 1tjan a
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Riemann-szdmgdmb), amelyben a valds egyenesek pontosan a gdmbon fekvé

korok, 1. 8774

Vizsgaljuk most meg a forditott helyzetet: tegyiik f6l, hogy F < G mellett
most egy F {olotti P projektiv tér adott, amelybol szeretnénk — lehetdleg
természetes médon, tehat bazis vagy koordinatak hasznélata nélkiil — olyan
G f6lotti projektiv teret szarmaztatni, amelynek P résztere. Az egyszeriliség
kedvéért szoritkozzunk az F = R, G = C esetre.

8.2.14. Definicié (Komplexifikdcid). Valds vektorterek és valds projek-
tiv terek komplexifikédltjat értelmezziik. Legyen el6szor adott az R feletti W
vektortér. A W @ W direkt 6sszeget C feletti vektortérré tessziik. Ehhez (az
R feletti miiveletek megtartdsa mellett) csak annyit kell tisztdzni, hogy az
1 € C elemmel vald szorzas hogyan hat az (u,v) € W @ W parokon. A méso-
dik komponenst képzetes résznek gondolva kézenfekvd az i(u,v) = (—v,u)
definiciéval élni. Az igy nyert C-vektorteret W komplexifikdltjanak nevezziik,
és WC-vel jeloljiik. A W = W @ {0} azonositas mellett a komplexifikalt vek-
tortér W€ = W @ iW alakban is frhaté. Nyilvanvalé, hogy W-beli vektorok
egy rendszere pontosan akkor linedrisan fiiggetlen, illetve bazis, ha W -ben
C folott tekintve az.

Legyen most P = P(W) val6s projektiv tér. P komplexifikdltjdnak a komp-
lexifikalt vektortér C feletti projektivizaltjat, azaz a P€ = P(W©) komplex
projektiv teret nevezziik. Ekkor P valéban valés résztere PC-nek. Ennek alap-
jan a tovabbiakban egy valds projektiv teret mindig felfoghatunk egy komplex
projektiv tér (konkrétan a komplexifikalt projektiv tér) résztereként.

Ha U < W linedris altér, akkor UC automatikusan altér a W€ komplex
vektortérben. Ezért ha S a P valés projektiv tér altere, akkor S€ altér a PC
komplex projektiv térben. fgy a valos tér altérhédléja részhdléként foghaté fel
a komplexifikalt tér altérhaléjaban.

Megjegyzés. Az éltalénos F < G esetben egy F {6lotti W vektortérbdl a
WG =W ® gG konstrukciéval nyerjik a G folotti WS vektorteret, ahol ®@p
az F feletti tenzori szorzatot jeloli. (Az F = R, G = C esetben ez a 8.2.14-ben
leirt komplexifikaciéva specializdlodik.) A projektiv terek esetében a definicié

8.2.14| mintajat koveti: P(W)SG = P(WS).

8.3. Projektiv transzformaciok

8.3.1. Definicié (Projektiv leképezés). Legyen ¢ : W — W' tetszOleges
linedris leképezés. Ekkor a [p][w] = [¢(w)] formuldval definidlt leképezést a
¢ altal indukélt [] : P(W) — P(W’) projektiv leképezésnek nevezziik. Al-
taldban [¢] nincs az egész P(W) téren értelmezve, csak a P(Ker ¢) projektiv
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altér komplementerén, hiszen a [p(w)] kifejezésnek nincs értelme w € Ker
esetén.

Eszrevehetjiik, hogy egy projektiv tér sajat magdba mend projektiv leképe-
zéseinél a fixpontokat éppen az indukélé linedris leképezés (nemzérus sajat-
értékhez tartozo) sajitvektorai reprezentédljdk.

Nyilvdnvald, hogy [idw] = idp(w), tovabbd ¢ : W — W' és ¢ : W' — W
esetén [¢) o ] = [Y)] o [¢]. Ezek miatt ha ¢ invertdlhatd, akkor [¢] is bijektiv
és o] 7t =[e71].

Konnyen meggondolhaté, hogy F = R vagy C esetén a projektiv leképezések
folytonosak a projektiv terek természetes topoldgidjara nézve.

8.3.2. Példa. A 8.3.1-beli észrevételek alapjan projektiv leképezéssel nem
lehet egy projektiv tér egészét alacsonyabb dimenzidju projektiv térbe ké-
pezni. Az elemi geometridban megszokott, alacsonyabb dimenziéju altérre
torténd vetitések példaul a projektiv geometriaban sziikségképpen nincsenek
mindeniitt értelmezve.

Tekintsiik példaként a valés projektiv sikot és egy abban fekvé projektiv egye-
nest. Mar a topoldgiai viszonyokbdl is lathatd, hogy az egyenes nem ,retrak-
tuma” a projektiv siknak, azaz nem lehet a sikot az egyenesre folytonosan
ravetiteni, ugyanis a stk fundamentélis csoportjanak (Zs-nek) nincs sziirjek-
tiv homomorfizmusa az egyenes fudamentélis csoportjdra (Z-re). Ha viszont
a sikbol elhagyunk egy az egyeneshez nem tartozo tetszéleges pontot, akkor
a maradék halmaznak mar van projektiv leképezése az egyenesre. (Topologi-
kusan ez a leképezés a nyilt Mobius-szalag vetitése a kdzépvonaldra.)

8.3.3. Definicié (Projektiv transzformadcid). A bijektiv projektiv leké-
pezéseket, tehat azokat, amelyeket linearis izomorfizmusok indukalnak, pro-
jektiv transzformacioknak vagy projektivitasoknak nevezziik.

Projektiv transzformaciondl barmely projektiv altér képe nyilvan ugyanak-
kora dimenzi6ju projektiv altér.

A projektiv transzforméacidkat nevezhetjiikk projektiv izomorfizmusoknak is,
hiszen bijektivek és inverziik is projektiv transzformacio.

Valés vagy komplex esetben a projektiv transzforméaciok homeomorfizmusok.

8.3.4. Példa. Rogzitsiink a d-dimenziés P = P(W) projektiv térben egy
tetsz6leges k-dimenzids S C P projektiv alteret; legyen S = P(U), ahol U <
< W. Az S-et tartalmazé (k+1)-dimenziés P-beli alterek halmaza természe-
tes médon azonosithaté a P(W/U) projektiv térrel, hiszen az U-val torténd
faktorizalas bijekciot 1étesit az U-t tartalmazé W-beli (k4 2)-dimenzids lines-
ris alterek halmaza és a W/U faktortér egydimenzids linedris alterei halmaza
kozott.
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Ha most kijeloliink egy S-t6l diszjunkt, (d — k — 1)-dimenziés T alteret P-
ben, akkor a [8.1.6}(3)-beli bijektiv megfeleltetés (és fgy a 8.1.6.(4)-beli is)
projektiv transzformécié P(W/U) és T kozott. Valéban, ha T' = P(V'), akkor
a feltevések miatt W az U és V alterek direkt dsszege, és a ¢ : W/U — V
természetes faktorizalé izomorfizmus a széban forgé megfeleltetést indukélja.

O

Ugyanazon alaptest f6lott barmely két egyenlé dimenzidja projektiv tér izo-
morf. Ilyenkor természetesen az altérhaldk is izomorfak. Ennek az észrevé-
telnek a kovetkezményeként a projektiv sikgeometria alabbi nevezetes tulaj-
donsagat kapjuk.

8.3.5. Allitas (A dualitas elve). Tegyiik f6l, hogy egy a projektiv sik
pontjairdl, egyeneseirél és a kéztiik fonnallé illeszkedési viszonyokrol szolo
allitas igaz. Ekkor az az un. dualis allitds is igaz, amelyet 1igy nyeriink, hogy
az eredeti allitasban a ,,pont” és az ,egyenes” szavakat egymassal felcseréljiik.
Bizonyitas: Valoban, az eredeti allitas a dudlis projektiv sikra vonatkozéan
is igaz, és azt az ottani objektumokra megfogalmazva alapjan éppen a
dualis allitast kapjuk. O

Megjegyzések. (1) Az illeszkedési llitdsok dualizdldsa leggyakrabban csak né-
mi atfogalmazas dran végezhetd el a szavak mechanikus cseréjével. Példaul a
»Barmely két kiillonboz6 ponton at egy és csak egy egyenes fektethetd” allitast
el6szor ilyen alakban fogalmazzuk meg: ,,Barmely két kiilonb6z6 ponthoz egy
és csak egy olyan egyenes létezik, amely mindkét pontra illeszkedik”, majd
alkalmazzuk a dualizalasi eljarast és a ,,Barmely két kiilonboz6 egyeneshez
egy és csak egy olyan pont létezik, amely mindkét egyenesre illeszkedik” al-
litast kapjuk, amelyet végiil atfogalmazhatunk a gordiilékenyebb , Barmely
két kiilonb6z6 egyenesnek egyetlen kozos pontja van” alakra.

(2) A dualitds elve lehet6vé teszi, hogy tételekbdl dualizdlds ttjan tdjabb
tételeket nyerjiink. Erre a [84] szakaszban ldtunk majd érdekes példakat.

(3) Vannak természetesen a dualitds elvének magasabb dimenziéji projektiv
terekre vonatkozo véaltozatai is, ezek megfogalmazasatol nehézkességiik miatt
eltekintiink. A dualis allitdsban nyilvan a ,k-dimenzids altér” kifejezést kell
a ,(d — k — 1)-dimenzids altér” kifejezésre kicserélni.

(4) Bér a W vektortér izomorf a W* dudlis vektortérrel, és igy a P = P(W)
projektiv tér is izomorf a P* = P(W™*) dudlis projektiv térrel, nincs kozottik
természetes izomorfizmus. Konkrét izomorfizmus 1étesitéséhez dltalaban vala-
milyen tovabbi struktira folvétele sziikséges W-n, illetve P-n. Ilyen struktira
lehet példaul egy nemelfajulé szimmetrikus bilinearis fiiggvény W-n, ami az
an. polaritas segitségével projektiv izomorfizmust szarmaztat majd P és P*
kozott (1. a[0.2] szakaszt).
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Ez aldl az altalanos elv aldl kivételt jelentenek a d < 1 esetek. Ha dim W =1,
akkor ugyan W és W* még mindig nem temészetes médon izomorfak, de bar-
mely két izomorfizmus egymas konstansszorosa, ezért projektivizdlas utan az
izomorfizmus egyértelmii. Ez persze nem meglepd, hiszen a 0-dimenziés pro-
jektiv terek pontok, és persze barmely két pont természetes médon izomorf
projektiv tér.

Erdekesebb a d = 1 eset. Ilyenkor P* elemei, P-beli hipersikok 1évén, azono-
sak P elemeivel, és igy természetes P — P* bijekciot kapunk. Ez a bijekcio
projektivitds, hiszen indukalhaté alkalmas ¢ : W — W* linedris izomorfiz-
mussal. Egy ilyen ¢ leképezésnek az x € Ker ¢(x) kovetelményt kell teljesite-
nie minden x € W-re. Magat ¢-t nem tudjuk természetes iton szarmaztatni,
de kénnyen meggondolhaté, hogy (dim W = 2 esetén) barmely két ilyen li-
nearis leképezés egyméds konstansszorosa. A kivdnt ¢ linedris izomorfizmus

megadhaté a matrixszal, ha W-ben tetszOlegesen felvesziink egy

0 —
1 0
bézist, és W*-ban az ehhez tartozé dualis bazist hasznaljuk.

8.3.6. Allitas. A ¢,v : W — W’ linedris izomorfizmusokra [p] = [¢)] ponto-
san akkor all, ha alkalmas A € ¥* skalarral 1 = A\p.

Bizonyitds: 1 = Ay esetén nyilvdnvaléan [¢] = [¢]. A megforditdshoz tegyiik
fel, hogy [¢] = [¢] és tekintsiik a 1)~ o p € GL(W) linedris automorfizmust.
Ekkor [yt o] = [¢] "1 o[p] = idw miatt a ¢! o leképezésnek minden W-
beli nemzérus vektor sajatvektora, igy csak az identitas skalarszorosa lehet.
O

8.3.7. Definicié (Projektiv csoport). A P — P projektivitdsok a kompo-
z{cié miiveletére nézve csoportot alkotnak. Ha P = P(W), akkor ezt a csopor-
tot a W vektortér projektiv csoportjdnak nevezziik és PGL(W)-vel jeloljiik.
A @ Allités alapjan PGL(W) = GL(W) /F*idy. Ha W = F akkor
PGL(F™1) helyett szokds PGL(d+1,F)-et is irni, ez tehat a (d+1) x (d+
+ 1)-es invertdlhaté matrixok alkotta csoportnak a nemzérus skaldrmatrixok
normalosztéja szerint vett faktorcsoportja.

8.3.8. Tétel. Legyenek Ao, Ay, ..., Agy1 6s Ay, A, ..., Ay, projektiv
bdzisok a P, illetve P' projektiv térben. Ekkor létezik egy és csak egy olyan
f: P — P’ projektiv transzformdcid, amelynél f(A;) = A, (i=0,1,...,d+
+1).

Bizonyitds: Legyen P = P(W), P’ = P(W') és vélasszunk az alappontokhoz
a Definici6 szerint a;, as, ..., agy1 € W, illetve a, ay, ..., aj; , € W'
reprezentans vektorokat. Létezik olyan ¢ : W — W' linedris izomorfizmus,
amelyre p(a;) = a} (i =1,...,d+ 1), ekkor automatikusan [p](A4;) = A} és
[e](Ao) = [0(2F2) ai)] = [ af] = A, tehit f = [¢] megfelels.
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Tegyiik fel, hogy ¢,¢ : W — W’ és mind f = [¢], mind g = [¢)] az 4;
pontokat rendre A’-be viszi. Ekkor a (¢! o ¢)(a;) vektorok is az A; pon-
tokat reprezentaljak (i = 0,1,...,d + 1) és kielégitik a Definici6 kove-
telményeit, ezért a Lemma alapjan alkalmas A skalarral minden i-re
(=1 o @)(a;) = Aay, azaz ¢(a;) = A(a,). gy ¢ = Aip, ahonnan f =g. O

8.3.9. Koévetkezmény. A PGL(W') csoport egyszeresen tranzitivan hat a
P(W)-beli rendezett projektiv bdzisok halmazdn. O

Az aldbb kovetkezd példa a projektiv transzfomaciok legfontosabb tipusa. A
projektiv geometriat mint tudomanyteriiletet az az igény hivta életre, hogy
ez a transzformaciétipus matematikailag kezelheto legyen. Maga a projektiv
geometria elnevezés is innen szarmazik.

8.3.10. Definici6 (Centrélis vetités, perspektivitas). Legyen H és H' C
C P két hipersik a P projektiv térben és legyen C' € P — (H U H') tetsz8leges
pont. A H hipersiknak H’-re torténé C kozépponti centrdlis vetitésén azt az
f: H— H' leképezést értjiik, amelynél minden A € H pontra C, A és f(A)
kollinearis.

Ez a kovetelmény (4) miatt egyértelmiien definidlja minden A € H-ra
az f(A) € H' pontot. Az is rogton latszik, hogy f bijektiv és inverze a H’
hipersik centralis vetitése H-ra ugyanabbdl a C kozéppontbdl.

A centralis vetités fogalmédra haszndlatban van a perspektivitds elnevezés is.
Két alakzatot (ponthalmazt) perspektivnek neveziink, ha alkalmas perspek-
tivitassal egyméasba vihetdk.

8.3.11. Allitas. A centrélis vetités projektiv transzform4cio.

Bizonyités: Haszndljuk a [8.3.10}beli jel6léseket. Legyen H = P(U) és H' =
= P(U’), ahol U és U’ linedris hipersikok W-ben, tovabbd C' = [c], ahol
a ¢ € W vektor linedrisan fiiggetlen U-tdl is és U’-tél is. Jeloljiik ¢-vel a
W-beli ¢ irdnyd parhuzamos vetitést U-rél U’-re, ekkor ¢ : U — U’ linedris
izomorfizmus. Alh’tjuk, hogy f = [p]. Valéban, tetszleges a € U vektorra
©(a) benne van a ¢ és a kifeszitette 2-dimenziés linedris altérben, azaz [c],
[a] és [p(a)] kollinedris. O

Megjegyzés. A [8.3.11] Allitas rogton kovetkezik a (4)-ben és ben

(k =1 mellett) vizsgélt projektiv megfeleltetés kétszeri alkalmazédsédval is.

Ennek a szakasznak a végén kitériink a projektiv transzforméacioknak az alap-
test lesziikitésével, illetve kib6vitésével kapcsolatos viselkedésére.
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8.3.12. Tétel. Legyenek P és P’ projektiv terek G {516tt, és legyen F < G
résztest.

(1) Ha f : P — P’ projektiv transzformécid, akkor f a P tér F-résztereit
a P’ tér F-résztereire képezi.

(2) Ha Q C P, Q' C P’ F-részterek, akkor barmely Q — Q' projektiv
transzformacié egyértelmiien kiterjeszthet6 P — P’ projektiv transz-
formaciova.

(3) Ha P-ben régzitiink egy Q részteret ¥ folott, akkor bdrmely P-beli
F-résztér el6all mint Q képe a P alkalmas projektivitasanal.

Bizonyitas: Mindharom allitéds kozvetleniil kovetkezik a résztér definiciéjabdl
a[83.8 Tétel felhaszndlasdval. O

A tétel kovetkezményeként kapjuk, hogy a komplex projektiv terek barmely
valés részteriikbol szarmaztathaték komplexifikacidval.

8.3.13. Ko6vetkezmény. Ha Q tetszéleges valds résztér a P komplex pro-
jektiv térben, akkor létezik egyetlen olyan Q€ — P komplex projektiv izo-
morfizmus, amely identikus Q-n.

Bizonyitas: A Tétel (2) &llitdsat alkalmazhatjuk Q' = Q vélasztdssal
az identikus leképezésre. O

8.3.14. Definicié (Valés projektiv transzformacié komplexifikiltja).
Legyenek P = P(W) és P’ = P(W’) valés projektiv terek és legyen f =
= [¢] : P — P’ projektiv transzformdacié. Az R {6lott linedris ¢ : W — W’
leképezést a o€ (u + iv) = ¢(u) + ip(v) formuldval kiterjeszthetjiik egy C-
linedris WS — W’C izomorfizmussa. Az altala indukalt f€ = [¢€] : PC —
pc komplex projektiv transzforméaciét nevezziik f komplexifikaltjanak.

Ha bézist valasztunk W-ben és W'-ben (és ezaltal WC-ben és W€ ben is),
akkor ezekre a bazisokra nézve ¢ és € matrixa a definiciébél kiolvashatéan
ugyanaz. A P = P’ = P(R*!) esetben a P? — P? projektivitdsok komp-
lexifikdcijdban emiatt rdismerhetiink a PGL(d + 1,R) C PGL(d + 1,C)
természetes tartalmazdasra.

A komplexifikalt transzformacié aldbbi tulajdonsdgai is azonnal adédnak a
definiciébol.

8.3.15. Allitas. Legyenck P, P’ és P valés projektiv terek, f : P — P’ és
g : P' — P" projektiv transzformécick. Ekkor

(1) fc‘P:fv
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(2) id$ =idpo,
(3) (fHC=(C)" 6
(4) (9o f)®=g0ofC. O

Megjegyzés. A [8.3.15ben felsorolt tulajdonsdgok a komplexifikdcios eljards
Ltermészetes” voltat mutatjak.

8.4. Az affin geometria és a projektiv geometria kapcso-
lata

Az el6z6 szakasz 8.2.3| pontjaiban lattuk, hogy projektiv térben hiper-
stk komplementere természetes moédon affin térnek tekintheté. Most a for-
ditott irdanyu kapcsolatot tisztdzzuk: megmutatjuk, hogy barmely affin tér
felfoghat6 egy hozzéd természetes moédon tartozd projektiv térben egy hiper-
sik komplementereként. Ennek a hipersiknak az elemei lesznek az affin térhez
csatolt ,,végtelen tavoli” pontok. Ezt a kibovitési eljarast projektiv lezarasnak
nevezziik.

Az szakaszban tisztdaztuk, hogy az affin tereket egy természetes kibdvitési
eljaras révén vektorterekben fekvo affin hipersikoknak tekinthetjiik. Ha X
véges dimenzids affin tér F {olott és V = 27 akkor X jeloli az X linedris
kiterjesztését, amelyben V linedris hipersik, X pedig V-vel parhuzamos, tole
kiilonbéz6 affin hipersik. A konstrukeié természetességén azt értjiik, hogy
barmely f X — X' affin leképezés f X — X ’ linedris 1ekepezest indukal,
melyref|X fesf|V: L(f), tovabbazdxfzdxesgoffgof
érvényes. Specidlisan ha Y C X affin altér, akkor Y-nak az X-be torténd
inklizidja injektiv Y = X homomorfizmust indukal, amelynek segitségével
dgy tekinthetjiik, hogy Y CX.

8.4.1. Definicié (Projektiv lezaras, idedlis hipersik, idedlis pont). Az
X (véges dimenzi6s) affin tér projektiv lezardsan az X = P(X) projektiv teret
értjiik. A cox = P(V) C X projektiv hipersikot az X idealis hipersikjdnak
nevezziik.

Az A [A] (A € X) megfeleltetés bijektiv X és az X — cox halmaz kozott;
az X affin teret ennek a bijekcidénak az utjan azonositjuk az idedlis hipersik
komplementerével.

Az idedlis hipersik elemeit az affin tér idedlis pontjainak nevezziik. Ha hangsi-
lyozni akarjuk, hogy nem idedlis pontokrdl van szé, akkor az affin tér elemeit
kozonséges pontoknak mondjuk.
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8.4.2. Allitas. Az X — cox halmaz természetes aflin struktirdja azonos X
affin strukturajaval.

Bizonyitds: Alkalmazzuk a Példaban tett megéllapitdsokat a W = X
vektortérre és az X C X affin hipersikra. O

Megjegyzések. (1) és Osszevetésével tehdt az affin terek pontosan
a hipersikok komplementerei projektiv terekben.

(2) Ha F = R vagy C, akkor a projektiv lezdras valéban lezérést jelent a
természetes topoldgiara nézve, hiszen ekkor egy hipersik komplementere stirti
halmazt alkot a projektiv térben.

8.4.3. Példak

e Az F? koordindtatér mint affin tér esetében Fd = F? x F = Fat+1,
amelyben az F¢ affin tér F9 x {1}-gyel, azaz az z441 = 1 egyenletii affin
hipersikkal van azonositva. A projektiv lezaras tehat ilyenkor a P(F+1)
standard projektiv tér. Az idedlis pontokat az 441 = 0 feltétel jellemzi.
A kozonséges pontok esetében a [8.2.6fbeli x441 térkép adja vissza az
eredeti Fébeli koordinatakat. A koordinatdk atirdsi szabalyai tehdt:

affinrél homogénra: (x1,...,24) = [z1 ... 24 : 1], illetve
P ) . 3 T4
homogénrdl affinra: [x1 :...: x4 Tgp1] — (de ey zd+1)'

Hae; (i=1,...,d+ 1) jeloli a standard bazist F¢*l-ben, A; = [e;] és
Ao = [e1+...+eq41], akkor a fenti homogén koordindték az Ay, Ay, .. .,
Agy1 projektiv bézisra vonatkozé projektiv koordinatdkkal azonosak.
(Ez a projektiv bazis két pont kivételével idedlis pontokbdl all.)

A d = 1 specidlis estben az F alaptestnek mint affin egyenesnek a
projektiv lezérdsaval az F = F U {oor} = P(F?) projektiv egyenest
kapjuk. Az idedlis hipersik itt egyetlen pont, amelyet a tovabbiakban
az index nélkiili oo jellel jeloliink. A fenti koordindtdzassal co = [1 : 0].
A komplex test projektiv lezirasit, C-t Riemann-féle szamgombnek
szokdas nevezni.

e Tegyiik fel, hogy d + 1 nem osztéja char F-nek. Legyen az Ay, ..., Agy1
pontrendszer affin bazis az X affin térben és jelolje Ay az ﬁAl +
+...+ ﬁAdJrl sulypontot. Ekkor az Ag, Ay, ..., Ag41 pontrendszer
projektiv bazis az X projektiv lezarasban, és az erre a béazisra vonatkozé
projektiv koordindtak (kozonséges pontokra szoritkozva) éppen az X-
beli baricentrikus koordinatdk az Aj, ..., Agy1 affin bézisra nézve.

8.4.4. Definicié (Affinitdsok projektiv kiterjesztése). Ha f : X — X’
affin izomorfizmus, akkor az f = [f] : X — X' projektiv transzformécioét f
projektiv kiterjesztésének nevezziik.
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8.4.5. Allitas
1) flx=1f;
(2) floox = [L(f)]-

Bizonyitas: Rogton kovetkezik az f linedris kiterjesztésére vonatkozo f| x =
= f és f|v = L(f) megallapitdsokbdl, 1. 1.7.6.(1)-(2). O

Az X affin altérben fekvd affin alterek projektiv lezdrasai természetes médon
X-ban fekszenek. Az alabbi &llitas az affin alterek idedlis pontjainak legfon-
tosabb tulajdonsigait foglalja Gssze:

8.4.6. Allitas
(1) HaY C X affin altér, akkor Y C X projektiv altér és coy = cox NY.

(2) Az Y +— Y megfeleltetés bijektiv X affin alterei halmaza és X-nak a
nem oo x-ben fekvd projektiv alterei halmaza kézott.

(3) Tetszbleges Y, Z C X affin alterekre coy = 00z < Y || Z.

Bizonyitas: Ha Y C X affin altér, akkor Y < X , valamint 7 =Yn ?
Emiatt a coy = P(?) és cox = P(XZ) projektivizaltakra kovetkezik (1) és
(2). Az Y és Z alterek pedig pontosan akkor parhuzamosak, ha ? = ?,
innen (3) kovetkezik. O

Megjegyzés. (3) specidlis eseteként azt kapjuk, hogy X idedlis pontjai
bijektiv kapcsolatban allnak az X-beli egyenesek parhuzamossagi osztalya-
ival. Ez az Osszefiiggés az alapja annak a klasszikus geometriai eljarasnak,
amely az affin terek projektiv kibovitését az idedlis pontok hozzavétele atjan
szarmaztatja.

8.4.7. Allitas. Ha H, H, hipersikok a Py, illetve P, projektiv terekben,
és adott az f : P, — Hi — P, — Hs affin izomorfizmus, akkor létezik
(egyetlen) olyan g : Py — Py projektiv transzformécid, amelynél g(Hy) =
= Hy és f = g|p,—m,. Specidlisan, egy projektiv térben valamely hipersik
komplementerének a (sajat magdba képezs) affinitdsai pontosan azoknak a
projektivitasoknak a lesziikitései, amelyek a hipersikot onmagéaba képezik.

Bizonyitds: Legyen ¢ = 1,2-re P, = P(W;) és H; = P(V;), ahol V; < W;
linedris hipersik. A [8:2:3}ban leirt médon vélasszunk V;-vel parhuzamos X; C
C W;, 0 ¢ X; hipersikokat és azonositsuk P; — H;-t X;-vel. Vegyiink fel egy
Ay, Aq, ..., Ag affin bézist X;-ben, éslegyen B; = f(A;) € X5 (j =0,...,d),
ekkor a B; pontok is affin bazist alkotnak Xo-ben. Az A; pontok mint Wi-beli
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vektorok, a Bj-k mint Ws-beliek bézist alkotnak ezekben a vektorterekben;
legyen ¢ : Wi — Wy az a lineéris izomorfizmus, amelynél ¢(4;) = B; (j =
=0,...,d). Ekkor g = [p] nyilvan a kivant projektiv transzformacié. Miutan
X5 generatorrendszer Wi-ben, az igy definidlt ¢ linedris leképezés nem fiigg
az affin bazis specidlis valasztdasatol. Ha pedig X7 és X5 helyett mas, veliik
parhuzamos hipersikokkal azonositjuk a P — Hy, illetve P; — H; affin tereket,
akkor az azokkal definidlt ¢ nyilvan csak skalarszorzéban fog eltérni. Ezért g
egyértelmi. O

Megjegyzés. A Allités alapjan tgy tekinthetjiik, hogy ha a P projektiv
térben adott a H hipersik, akkor P azonos a P — H affin tér projektiv le-
zarasaval. Az affin terek kozotti affinitdsok pedig pontosan azok a projektiv
leképezések (pontosabban: azoknak a projektiv leképezéseknek a megszori-
tésai), amelyek ideélis pontokat idedlis pontokba, kézonségeseket kzonsége-
sekbe visznek.

8.5. Illeszkedési tételek

A projektiv geometridban gyakran alkalmazhaté bizonyitasi elv, hogy egy
altalunk kivalasztott hipersikot idedlis hipersiknak tekintiink, és a maradék
affin térben affin geometriai eszkozokkel kivitelezziik a bizonyitast. Ennek a
modszernek az alkalmazasara latunk példakat a projektiv geometria néhany
nevezetes illeszkedési tételében.

8.5.1. Tétel (Papposz tétele, projektiv viltozat). Legyen P projektiv
sik, L1 és Ly két kiilonbozé P-beli egyenes, A1, B1, Cy € L1, As, By, C5 €
€ Ly hat kiilbnb6z6 pont, amelyek L1 és Lo metszéspontjatdl is kiilonbéznek.
Ekkor az A = <B1, CQ> N <B2, Cl>, B = <01,A2> N <CQ, A1> és C = <A1, BQ> N
N (As, By) pontok kollinedrisak.
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Bizonyitas: A tétel feltevései mellett egyrészt A és B két kiilonboz6 pont, és
igy tekinthetjiik az L = (A, B) egyenest, mésrészt L nem halad 4t a megadott
hat pont egyikén sem. Azt kell beldtnunk, hogy C € L. Tekintsiitk a P — L
affin sikot, ennek A és B idedlis pontjai. Ezért (By, Ca) || (C1, Bz), valamint
(Ch, Ag) || (A1, Cy), azaz teljesiilnek az affin Papposz-tétel (1.5.5) feltételei.
Ezt alkalmazva (Ay, Ba) || (B1, A2), azaz C € L kovetkezik. O

8.5.2. Tétel (Desargues tétele, projektiv valtozat). Legyenek egy (tet-
széleges dimenzidji) projektiv térben S, Ay, By, Cy, Aa, By, Cy olyan kii-
I6nboz6 pontok, amelyekre az S, Ay, By, Cq, illetve az S, As, Bo, Cy pontok
kozott barmely harom fiiggetlen, tovabba amelyekre az S, Ay, As, az S, Bi,
Bs, és az S, Cy, Cy ponthdrmasok kollinedrisak. Ekkor az A = (B1,C1) N
N (By,Cy), B = (C1, A1) N{(Cq, As), C = (Ay, By) N {As, By) ponthdrmas is
kollinearis.

Bizonyitds: Legyen P = (S, Ay, B1,C1, Aa, By, Cs), ekkor a tétel feltevései
miatt 2 < dim P < 3.

Ha dim P = 3, akkor (A, By, C1) és (As, Bo, C5) két kiilonbozd sik, amelyek a
dimenziéformula alapjan egyenesben metszik egymast. Erre a metszésvonalra
A, B, C' mindegyike illeszkedik, hiszen az ket el6allité egyenesparok egyik
tagja az egyik sikon, masik a masikon fekszik.

Legyen most dim P = 2. A tett feltevések miatt A # B, ezért tekinthetjiik az
L = (A, B) egyenest; azt kell megmutatnunk, hogy C' € L. A megadott hét
pont koziil legfeljebb S illeszkedhet L-re, a tobbi a tételben tett kikotések mi-
att nem illeszkedik ra. A P— L affin sikban teljesiilnek az affin Desargues-tétel
(1.5.6) feltételei (mégpedig metszé egyenesekkel, ha S ¢ L, és parhuzamos
egyenesekkel, ha S € L). Ezért ezt a tételt alkalmazva (A1, Bs) || (Aa, By),
azaz C € L kovetkezik. O

Megjegyzések. (1) A Desargues-tétel tomorebb megfogalmazasa céljdbdl a
perspektiv haromszogek fogalmat ismertetjiik. A projektiv geometriaban hé-
romszogdn egy nem-kollinearis pontharmast értiink: a harom pont a harom-
sz0g csucsal, a paronként kifeszitett egyenesek a haromszog oldalai.
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Duélis médon is tekinthetjiik a hdromszogeket: hdromszogoén harom egy sik-
ban fekvé és nem egy ponton athaladé egyenest is érthetiink, ahol ezek az
egyenesek a haromszog oldalai, a paronként vett metszéspontok pedig a ha-
romszog csucsai. A pontossdg kedvéért az eredeti értelmezés szerinti harom-
szoget pontharomszognek, a dualis valtozatot vonalhdromszognek is nevez-
hetjiik, de ez a két fogalom végiil is — a csucsokkal és oldalakkal egyiitt —
ugyanolyan fajta alakzatot eredményez.

Legyen P projektiv sik. Azt mondjuk, hogy a P-beli A; B;C; pontharomszog
és a szintén P-beli A BoCo ponthiromszog az S € P pontra nézve perspek-
tiv, ha az S, A1, Ao, az S, B, Ba, és az S, Cq,Cy ponthdrmas is kollinedris.
Ennek a feltételnek a dualizdlasaval nyerjiik az egyenesre nézve perspektiv
vonalharomszogek fogalmét.

Ezzel a széhaszndlattal a Desargues-tétel sikbeli valtozatdnak az allitasa gy
fogalmazhatd, hogy (a ben tett nemelfajuldsi kikotések mellett) ha két
haromszog pontra nézve perspektiv, akkor ugyanaz a két haromszog egyenesre
nézve is perspektiv.

(2) A Papposz-tétel is és a Desargues-tétel sikbeli valtozata is pontokrdl,
egyenesekrdl, és a koztiik fonndlld illeszkedési viszonyokrol szdl, ezért alkal-
mazhatjuk rdjuk a dualitds elvét (1. , és igy ujabb illeszkedési tételeket
kaphatunk. Vegyiik észre, hogy a Desargues-tétel dudlisa éppen a tétel meg-
forditasa: azt allitja, hogy a projektiv sikban egyenesre perspektiv haromszo-
gek pontra is perspektivek. Ezért a Desargues-tételt gyakran ,akkor és csak
akkor” formaban mondjak ki.

A projektiv terek illeszkedési strukturija az affin terekéhez hasonld szere-
pet jatszik. Az affin terekrdl tudjuk, hogy az illeszkedést megérz6 bijektiv
leképezések lényegében (testautomorfizmustdl eltekintve) az affin struktirat
is megorzik. Hasonlét allithatunk projektiv terekrdl is: ezt a tételt nevezik
a projektiv geometria alaptételének. Ennek a tételnek a bizonyitasa az affin
geometria alaptételére tamaszkodik és szintén a bevezetében emlitett sémét
koveti.

8.5.3. Definicié (Kollinedcid). Legyenek P és P’ egyenld dimenziéji pro-
jektiv terek F folott. Egy f : P — P’ leképezést kollinedciénak neveziink, ha
bijektiv és kollinearis pontokat kollinearis pontokba képez.

A projektiv transzformécidk nyilvan kollinedciék. Az egydimenzids esetben
minden bijektiv leképezés kollineacié. Vannak més tipusu kollineaciok is, eze-
ket a szemiaffin leképezések mintdjara értelmezhetjiik.

8.5.4. Definicié (Szemiprojektiv transzformacié). Ha P = P(W) és
P’ = P(W'), akkor egy f : P — P’ leképezést szemiprojektiv transzforméci-
6nak neveziink, ha létezik olyan ¢ : W — W' bijektiv szemilinedris leképezés,
hogy barmely w € W-re f([w]) = [¢@(W)].

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

250 PROJEKTIV GEOMETRIA

(Emlékeztetdiil: ¢ : W — W’ szemilinedris, ha alkalmas o : F — F testauto-
morfizmussal o(Ax + uy) = c(AN)p(x) + o(w)e(y) (x,y € W, A\, un € F).)

Nyilvan barmely projektiv transzformacié szemiprojektiv. Kénnyen ellendriz-
hetd, hogy szemiprojektiv transzformacidk inverze, kompozicidja is szemipro-
jektiv, tovabba hogy barmely szemiprojektiv transzformécié kollinedcié.

8.5.5. Példa. Nevezetes példat kapunk szemiprojektiv, de nem projektiv
transzforméciora a valds projektiv terek komplexifikaltjan. Legyen W valés
vektortér, P = P(W) és P€ = P(WC). Az u +iv — u — iv leképezést,
amely C folott szemilinedris és bijektiven képezi WC-t énmagdra, és amely-
nek W a fixponthalmaza, W-re vonatkoz6 komplex konjugédlasnak nevezziik
a komplexifikalt vektortérben. Az altala indukélt P€ — PC szemiprojektiv
transzforméciot a P valds résztérre vonatkozd komplex konjugalasnak nevez-
zitk. A P valds résztér itt is a komplex konjugélds fixpontjaibdl all.

Valamivel dltaldnosabban ha P tetsz6leges valds résztér a P’ komplex pro-
jektiv térben, akkor beszélhetiink a P-re vonatkoz6 komplex konjugaldsrol
P’-ben, hiszen [8.3.13| alapjan feltehetjiik, hogy P’ = PC.

8.5.6. Tétel (A projektiv geometria alaptétele). Tegyiik fel, hogy
charF # 2 és dim P = dim P’ > 2. Ekkor bdrmely P — P’ kollinedcié
szemiprojektiv.

Bizonyitds (védzlat): Legyen f : P — P’ adott kollinedci6. El6szor azt 1atjuk
be, hogy az f leképezésnél hipersik képe hipersik. Ez lényegében ugyanugy
torténhet, ahogyan az affin geometria alaptételének (1.6.7) bizonyitdsa sordn
az els6 harom lépést tettiik.

Szemeljiink ki most P-ben egy H hipersikot, legyen P = P(W), P’ = P(W'),
H=P(V), f(H)=P(V'), ahol V < W, illetve V' < W’ linedris hipersikok.
Tekintsiik a g = f | p— g leképezést, amely kollinedcié a P — H affin térrél a
P’ — f(H) affin térre. Az affin geometria alaptételét g-re alkalmazva kapjuk,
hogy ¢ szemiaffin leképezés. Konnytii meggondolni, hogy nem csak az affin
leképezések, hanem a szemiaffin leképezések is kiterjesztheték a projektiv
lezérdsok kozti szemiprojektiv leképezéssé. Ilyen médon adédik ag: P — P’
szemiprojektiv transzformacié. Végiil a kollinearitastartds felhasznalasaval

ellenérizhetd, hogy g nem csak a P — H halmazon, hanem H-n is azonos
f-fel. O

8.5.7. Kovetkezmény. A legalabb 2 dimenzigju valos projektiv terek koré-
ben a kollineacick azonosak a projektiv transzformaciokkal.

Bizonyitas: Az affin esethez hasonléan barmely valds szemiprojektiv transz-
formécié projektiv, miutan az R testnek az identikus leképezés az egyetlen
automorfizmusa. O
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Az alaptétel azt a képet sugallja, hogy a projektiv tér szerkezetét mar az illesz-
kedési struktira lényegében meghatirozza. Ennek kovetkeztében a projektiv
geometria hatékonyan targyalhaté axiomatikus kiindulépontbdl is, mégpedig
viszonylag egyszerti, csupan illeszkedési allitasokbdl allé6 axiémarendszer se-
gitségével. A szakasz hétralevo részében errdl az axiomatikus targyaldasmodrol
tesziink megjegyzéseket. A kés6bbiekben nem az axiomatikus projektiv geo-
metridt folytatjuk, hanem a [8.6] szakasztol kezdve projektiv téren ismét a
vektortér projektivizalasaval nyert teret értjitk majd.

Szoritkozzunk el6szor a kétdimenziés esetre. Projektiv siknak neveziink egy
halmazt (amelynek elemeit pontoknak nevezziik), ha adott rajta egyenesnek
nevezett részhalmazok egy rendszere, amelyre az aldbbi harom axiéma érvé-
nyes:

(1) Bérmely két kiilonboz6 ponthoz egyértelmiien 1étezik olyan egyenes,
amely a két pontot tartalmazza.

(2) Béarmely két egyenesnek létezik kozos pontja.

(3) Létezik négy olyan pont, amelyeket paronként kiilonbozd egyenesek tar-
talmaznak.

A projektiv sik illeszkedési tulajdonsigai koziil sok minden méar ebbdl a ha-
rom axiémébdl is levezethetd (példdul az egyenesrdl egyenesre torténd cent-
rélis vetitések bijektiv volta, vagy a dualitds elve). Nevezetes tény viszont,
hogy sem a Papposz-tétel, sem a Desargues-tétel nem kovetkezik ezekbdl az
axiémakbdl, 1éteznek ugyanis olyan modelljei ennek az axiémarendszernek,
amelyekben ezek a tételek nem érvényesek.

Felvetodik tehat a kérdés, hogy az axiémakon til vajon milyen tovabbi felté-
telek mellett lesz egy projektiv sik sziikségképpen izomorf a linedris algebrara
épitett projektiv sikok valamelyikével (amelyeket a megkiilonboztetés érde-
kében most klasszikus projektiv sikoknak neveziink).

Az axiomatikus projektiv geometria egyik legszebb eredménye az a Hilberttol
szarmazé tétel, hogy ha az (1), (2), (3) axiémédk mellé magit a Desargues-
tételt vesszilk negyedik axioma gyanant, akkor mar majdnem kovetkezik,
hogy a sik klasszikus projektiv sik. Az egyetlen eltérés annyi, hogy nem fel-
tétlentil test feletti, hanem csak ferdetest feletti vektortér projektivizalasaval
nyerhetd a projektiv sik. (Nem nehéz meggondolni, hogy ha egy ferdetestben
a szorzas mivelete nem kommutativ, a folotte vett vektortereket akkor is le-
het ugyanigy projektivizdlni, és az igy nyert struktirak eleget tesznek mind
a négy axiéménak.) Erdekes médon a Papposz-tétel még ebbél az erdsebb
axiomarandszerbdl sem kovetkezik. Ha viszont a Desargues-tétel helyett a
Papposz-tételt hasznédljuk negyedik axiémaként, akkor ebbdl az axiémarend-
szerbdl egyrészt a Desargues-tétel is kovetkezik, mésrészt pedig a projektiv sik
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madr izomorf lesz egy klasszikus projektiv sikkal (azaz a széban forgé ferdetest
ekkor mér sziikségképpen kommutativ, azaz test). Erdemes megkeresni az af-
fin Papposz-tétel bizonyitdsanak azt a pontjat, ahol az alaptest kommutativ
volta 1ényeges szerepet jatszik.

A magasabb dimenzidjui projektiv tereket sem nehéz axiomatikusan kezelni.
Az axiémak tételes folsorolasatdl itt eltekintiink, és megelégsziink az axioma-
rendszer tartalmi ismertetésével.

A d-dimenziés projektiv tér megaddsdhoz minden k = —1,0,...,d-re ki kell
jeldlniink az alaphalmazban részhalmazoknak (a k-dimenziés altereknek) egy-
egy rendszerét oly médon, hogy azok eleget tegyenek néhany természetes ko-
vetelménynek: csak egyetlen (—1)-dimenzids és egyetlen d-dimenziés altér van
(mégpedig az iires halmaz, illetve az egész tér), a 0-dimenzids alterek pon-
tosan az egypontu részhalmazok, ugyanaz a részhalmaz nem lehet egyszerre
kétféle dimenziéju altér, tovabba alterek metszete altér. Ezeken kiviil két 1é-
nyegi axiéma hatdrozza meg az illeszkedési viszonyokat: az egyik a[8.1.5}beli
dimenziéformula, a mésik pedig a sikbeli (3) axiéméhoz hasonlé ,nemelfaju-
lasi” feltétel, amely azt koveteli meg, hogy létezzen d + 2 dltaldanos helyzetl
pont.

AB5.2] Tétel bizonyitdsabol kiolvashatd, hogy d > 3 estén a Desargues-tétel
mar egyszeri illeszkedési megfontoldsokbdl levezethetd. Ezért a legalabb ha-
romdimenziés axiomatikus projektiv geometriaban a Desargues-tétel minden
tovébbi feltevés nélkiil is igaz. Emiatt ha a dimenzié legaldbb 3, akkor az
axiomatikus projektiv tér a fenti értelemben ,majdnem” klasszikus projektiv
tér, azaz ferdetest feletti vektortér projektivizaldsabdl szarmazik. Az axio-
matikus projektiv geometria (kiilonosképpen a véges geometria) nehéz és sok
esetben megoldatlan kérdései tehdt mind a sik geometridjahoz kothetdk.

8.6. Kettosviszony

Ahogyan az euklideszi geometridban a pontparok kozti tavolsag, illetve az
affin geometridban a kollinearis pontharmasokra értelmezett osztéviszony a
legalapvet6bb numerikus invarians, igy a projektiv geometridban a kollinea-
ris pontnégyesek korében alabb definidlandé kettdsviszony a pontok kozti vi-
szony legfontosabb jellemzGje. Miutan kollinedris pontnégyesekrol beszéliink,
ebben a szakaszban feltessziik, hogy az F alaptest legalabb haromelemii.

8.6.1. Definicié (Kettdsviszony). Legyen L tetsz6leges projektiv egyenes
és A, B, C, D € L négy kiilonb6z6 pont. Miutan az L egyenesen az A, B,
C pontok, az F egyenesen pedig a oo, 0, 1 pontok projektiv bézist alkot-
nak, a 8.3.8. Tétel szerint 1étezik olyan egyértelmiien meghatarozott fapc :
: L — F projektiv transzformécio, amelynél fapc(A) = 0o, fapc(B) =0 és
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fapc(C)=1. Az A, B, C és D pontok (ebben a sorrendben vett) kettésvi-
szonydn az fapc(D) € F testelemet értjitk. Ezt az elemet az (ABCD) jellel
jeloljiik.

Rogton kovetkezik a definiciébdl, hogy a kettGsviszony a 0 és 1 értékeken kiviil
barmilyen més testelem lehet; s6t a fenti fapc leképezés megszoritasaval
nyert D — (ABCD) hozzdrendelés bijekcié az L — {A, B,C} halmaz és az
F — {0,1} halmaz kozott.

Ha F < G testbévités, és A, B, C, D kiilonboz6, kollinearis pontok egy G
feletti projektiv tér valamely F-részterében, akkor az f4pc leképezés a ponto-
kat tartalmazé F-egyenest az F C G részegyenesbe képezi, és gy (ABCD) €
€ F. Tehat példaul komplex projektiv terekben a valds egyeneseken fekvo
pontnégyesek kettosviszonya is valds.

8.6.2. Allitas. F = R esetén az (ABCD) kettésviszony pontosan akkor
negativ, ha az {A, B} és {C, D} pontpdrok elvilasztjik egymaést.

Bizonyitas: Valéban, fapc projektiv transzformacié 1évén megérzi az elva-
lasztési relaciét, és az R valés projektiv egyenesen a {0, co} pontpar pontosan
akkor vélasztja el az {1, z} pontpdrt, ha x < 0. O

8.6.3. Tétel. Egy leképezés két projektiv egyenes kézott pontosan akkor
projektiv transzformacio, ha bijektiv és kettGsviszonytarto.

Bizonyitds: Tegyiik fol elészor, hogy f : L — L' projektiv transzformacio.
Legyen A, B,C, D € L négy kiilonb6z6 pont, A’, B’, C' és D’ rendre az f-
nél szarmazd képeik. Ekkor az fapc leképezés az fapcr o f kompozicidéval
egyenld, hiszen mindketté projektiv transzformécié és megegyeznek az A,
B, C projektiv bazison. Ezért fapc(D) = farpc(D'), azaz (ABCD) =
= (A'B'C'D").

Legyen most ¢ : L — L' tetsz6leges kettOsviszonytarto bijekcid. Régzitsiink
az L egyenesen egy A, B, C projektiv bézist, jeloljiikk rendre A’-vel, B’-vel
és C'-vel a @-nél szdrmazé képeiket. Ekkor ¢ bijektiv volta miatt A’, B’, C’
is projektiv bazis az L’ egyenesen. Ezért létezik olyan f : L — L’ projektiv
transzformécié, amelynél f(A) = A', f(B) = B’, és f(C) = C". Azt allitjuk,
hogy ¢ = f (és ezzel igazoljuk, hogy ¢ valéban projektiv transzformaécio).
Legyen D € L — {A, B,C} az L egyenes tetszéleges tovéabbi pontja, ekkor
¢ és [ kettésviszonytartésat kihaszndlva fap e (p(D)) = (A'B'C'¢(D)) =
= (ABCD) = (A/B/O/f(D)) = fA/B’C’ (f(D)), ahonnan (p(D) = f(D) ]

8.6.4. Kévetkezmény (Papposz—Steiner-tétel). Perspektiv pontnégye-
sek kettdsviszonya egyenlS. Azaz: ha az A, B, C, D kollinedris pontok ké-
pei valamely centrélis vetitésnél rendre A’, B', C' és D', akkor (ABCD) =
= (A'B'C'D"). O
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8.6.5. Példa. Tekintsiink a P(W*) dudlis projektiv térben négy kiilonbsz6
kollinearis pontot, azaz egy P(W)-beli hipersiksor Hy, Ho, H3 és H, tagjait.
Jeloljitk T-vel a hipersiksort tarté (d — 2)-dimenziés projektiv alteret P(W)-
ben, és legyen S tetszéleges P(W)-beli egyenes, melyre SNT = (. Messe az
S egyenes a négy hipersikot rendre az A;, Ay, A3 és A, pontokban. Ekkor
éS alkalmazédsédval (A1A2A3A4) = (H1H2H3H4) adodik.

Amikor a kettOsviszonyt konkrét esetekben meghatarozzuk, legtobbszor nem
a[B:6.1}beli definiciét hasznaljuk. Az aldbbi tétel a kett6sviszony olyan kiszd-
mitasi médszereit mutatja meg, amelyeket egyrészt vektorok és koordinatak
ismeretében, mésrészt (az euklideszi geometridban) tavolsdgok ismeretében
lehet jél alkalmazni.

8.6.6. Tétel

(1) Ha A = [a],B = [b],C = [c], D = [d] kiilénb6z4 kollinedris pontok,
valamint ¢ = \ja+ b, d = Aa + psb, akkor

M1 M2
ABCD) = — : =,
( O ) )\1 )\2

(2) Ha A,B,C, D egy X affin egyenes négy kiilénbéz6 pontja, akkor (az X
projektiv egyenesre vonatkozéan)

_ (480
(ABCD) = (ABD) "
Specialisan a, b, c,d € F-re
c—a d-—a
bed) = : .
(abed) = 3=+ 54

(3) Ha A, B,C egy X affin egyenes hdrom kiilénbéz8 pontja, akkor
(ABCoox) = —(ABC).

Bizonyitds: (1): Jeloljiik dtmenetileg [ABC D]-vel azt az F-beli elemet, ame-
lyet tetszdleges négy kiilonb6z6 kollinedris pontra a [8.6.6)(1)-beli formuldval
hatarozunk meg. El6szor is ennek a formulanak van értelme, mert a pontok
kiilonb6z6 volta miatt az egyiitthatok egyike sem 0, és igy szabad osztani
veliik. Vegyiik észre tovabbd, hogy [ABCD] j6l definidlt, azaz értéke csak a
szoban forgd pontoktdl fiigg, attél nem, hogy milyen vektorokkal reprezen-
taljuk Oket. Valoban, akar a-t, akar b-t, akar c-t, akar d-t helyettesitjiik egy
skalarszorosaval, az egyiitthaték oly médon véltoznak, hogy a képletben a
valtozasok kiejtik egymast.
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Most meggondoljuk, hogy az [ABC D] mennyiség invaridns a projektiv transz-
formdcidkra nézve. Tegyiik fol, hogy az L = P(W), L' = P(W’) projektiv
egyenesek kozti f : L — L' projektiv transzforméciét a ¢ : W — W’ linedris
leképezés indukalja, tovabba A, B, C, D € L négy kiilénb6z6 pont, amelyek-
hez rendre az a, b, ¢ és d reprezentans vektorokat valasztottuk W-ben. Ekkor
az f(A), f(B), f(C), f(D) € W képpontokat rendre a ¢(a), p(b), ¢(c), ¢(d)
vektorok reprezentaljak. Miutdn ¢ izomorfizmus, az [f(A)f(B)f(C)f(D)]-t
el6allit6 képletben ugyanazok a \;, u; egyiitthatok szerepelnek, mint [ABC D]
esetében, ezért [f(A)f(B)f(C)f(D)] = [ABCD).

Ezek utan elég lesz mar csak azt ellendrizni, hogy az F egyenesen barmely
x # 00,0,1 elemre [0001z] = . Valéban, ha ezt tudjuk, akkor tetszéleges A,
B, C, D-re (ABCD) = fABC(D) = [0001 fABC(D)] = [ABCD]
Hasznéljuk az F = P(F?) egyenesen a co = [1:0],0=[0:1], 1 =[1:1] és
x = [z : 1] pontok szdmdra rendre az a = (1,0), b = (0,1), ¢ = (1,1), illetve
d = (z,1) reprezentans vektorokat F2-ben. Ekkor ¢ = a+ b és d = za + b,
azaz A\; = i1 = pio = 1 és A2 = z, ahonnan valéban [co01x] = x.

(2): Allitsuk el§ C-t és D-t A és B affin kombindcidjaként: C = M\ A +
+ B, D = XA + psB. Tudjuk (L. [1.4.2), hogy ilyenkor (ABC) = pu1/\
és (ABD) = pug/A2. Haszndljuk az X affin egyenes X linedris kiterjesztését
és reprezentdljuk a négy pontot magukkal az A, B, C, D vektorokkal. Ekkor
(1) felhasznélasival kozvetleniil a (2) &llitast kapjuk.

(3): Legyen most is C' = A\ A+p1 B a C pont elééllitasa A és B affin kombind-
cibjaként. A B— A € X vektor az X egyenes irdnyvektora, igy cox = [B—A].
Az (ABCoox) kett8sviszony (1) szerinti meghatdrozasdhoz haszndlt egyiitt-
haték tehdt Ap, p1, —1 és 1. fgy (ABCoox) = —p1 /M = —(ABC). O

A kettOsviszony beli definicidjaban (és a 8.6.6. Tételbeli kiszdmitasi elja-
rasokban is) a négy pont mas-mds szerepet jatszik, ezért sorrendjiik lényeges.
Az aldbbi allitds segitségével folderitjiik, hogyan fiigg a kettOsviszony értéke
a négy pont sorrendjétdl.

8.6.7. Allitas
(1) (BACD) = (ABDC) = 1/(ABCD);
(2) (ACBD) =1— (ABCD).

Bizonyitas: A 8.6.6}(1)-beli kiszamitasi eljardsra hivatkozunk; legyen A =
=a],B=[b],C =|[c],D =[d].

(1): Akdr c-t cseréljiik 61 d-vel, akédr a-t cseréljiik f61 b-vel, a [8.6.6](1)-beli
hanyados a reciprokara valtozik.
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(2): Ha ¢ = Mja+ b és d = Asa + usb, akkor a-t és c-t bazis gyandnt
hasznélva

1
b:—ﬁa—k—c és d:<A2—)\1M2)a+M2C.
M1 M1 M1 H1

Innen

1 2 A — Ao |_H He

(ACBD) =

-1 - At — Aipi2 A1ft2 A1 . A2 B
O

8.6.8. Kévetkezmény. (ABCD) = X esetén az A, B, C, D pontok permu-
tacicihoz tartozo dsszes kettdsviszonyérték :
1 1 1 A
A= 1=, — 1=, ——
X 1= Ao —1
Bizonyitds: Valdban, a négy pont dsszes permutécidja el6all a [8.6.7 ben sze-
replé harom transzpozicié szorzataként, ezért a keresett értékek A-bdl a re-
ciprokképzés és az 1-bol valé kivonds ismételt alkalmazasaval allnak el§. A
felsorolt hat érték valéban el6all ilyen modon, és koziiliik a kétféle 1épés egyike
sem vezet ki. O

A fenti hat kettésviszonyérték koziil bizonyosak egybeeshetnek A specidlis
megvalasztasa esetén. Ilyen specidlis érték a A\ = —1, amelyhez a pontok
permutdcidit is tekintetbe véve még a 2 és 1/2 értékek tartoznak. Ahhoz,
hogy ezek az értékek egydltaldn felléphessenek kettésviszonyként (azaz 0-t6l
és 1-t61 kiilonbozzenek), illetve hogy az alaptestben egydltaldn értelmezhetk
legyenek, sziikséges, hogy ott lehessen 2-vel osztani. Ezért ennek a szakasznak
a hatralev§ részében feltessziik, hogy char F # 2.

8.6.9. Definicié (Harmonikus négyes, harmonikus tars). Legyen A,
B, C, D valamely projektiv tér négy kiilonb6z6 kollinearis pontja. Ezek har-
monikus négyest alkotnak, ha (ABCD) = —1.

A Allités folytan ilyenkor az (BACD), (ABDC), (BADC), (CDAB),
(DCAB), (CDBA), (DCBA) kettOsviszonyok is mindannyian egyenlék
(—1)-gyel (és a tobbi permutdcidhoz tartozéd érték 2 vagy 1/2). Ebbdl lat-
hatd, hogy a kett8sviszony —1 volta ténylegesen egy az {A, B} és {C, D}
(rendezetlen) pontparok kozott fenndllé szimmetrikus viszonyt fejez ki. (A
valds projektiv geometridban ezt a viszonyt harmonikus elvéalasztasnak szo-

kés nevezni, 1. )

Ha A, B és C harom kiilonb6z6 kollinedris pont, akkor egyetlen olyan D pont
létezik, melyre (ABCD) = —1; ezt a D pontot a C' harmonikus tdrsdnak

= 1-(ABCD).
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nevezziik az A és B pontokra nézve. Nyilvan ilyenkor D-nek C' a harmonikus
térsa, tovabba A és B is egymds harmonikus tdrsai C-re és D-re nézve.

8.6.10. Példak. Az aldbbi klasszikus geometriai jellegii példdkban az els6
kivételével feltessziik, hogy F = R.

e Ha F az L affin egyenes A és B pontja kozti felezOpont (azaz F az
$A + 3B affin kombinacid), akkor F' harmonikus tarsa A-ra és B-re
nézve a ooy, idedlis pont.

Ez W(?’) kozvetlen kovetkezménye, figyelembe véve, hogy (ABF') =
=1.

e Ha Y és Z az euklideszi sikban fekvé M és N metszd kozonséges egye-
nesek két szogfelezdje, akkor (MNY Z) = —1.

Messiik el ugyanis az egyik szogfelez6t egy ra merdleges, a metszéspon-
ton at nem haladé egyenessel, alkalmazzuk erre az egyenesre az el6z6
példa megéllapitasat, majd hivatkozzunk 8.6.5-re.

e Ha az euklideszi sikban az A BC' hiromszog C-beli belsé és kiils6 szogfe-
lez6je az (A, B) egyenest a @ és R pontokban metszi, akkor (ABQR) =
=—1.

Ez az el6z6 példa kozvetlen kovetkezménye a Papposz—Steiner-tételre
hivatkozva.

e Ha az euklideszi (vagy inverziv) egyenesen az A és B (kiilonboz8) pon-
tok egymads inverzei a {Q, R} pontparra (mint 0-dimenziés gombre)
vonatkozéan, akkor (ABQR) = —1.

Ez kénnyen kiszdmolhat6[8.6.5(2) alapjén, de az el6z8 példabdl is szdr-
maztathaté a kovetkezé médon. Tekintsiik a [@, R] szakaszra mint 4t-
mérore allitott kort az euklideszi sikban, ez Apolléniosz-kor az A és B
alappontokra nézve. Ezért ennek a kornek egy tetszOleges tovabbi C
pontjaval (C, Q) és (C, R) az ABC héromszog belsd és kiilsd szogfelezd
egyenesei.

8.6.11. Definicié (Involicid). A P = P(W) projektiv tér mésodrendd
projektivitdsait (tehdt a PGL(W) csoport masodrendii elemeit) a tér invo-
ldcidinak nevezziik.

Megjegyzés. Az involicié szot ennél jéval dltalanosabban is szokds érteni:
tulajdonképpen barmilyen matematikai struktira méasodrendii automorfiz-
musai involiciok. Példaul az affin geometridban az affin szimmetriak, az euk-
lideszi geometridban az ortogonalis szimmetridk az involicidk.
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8.6.12. Definicié (Harmonikus involicid). Rogzitsiik a nemiires S, T C
C P projektiv altereket tgy, hogy SNT = @ és dimS + dimT = d — 1
teljestiljon. Definidljuk a h = hgp : P — P leképezést (az S és T éltal
meghatdrozott harmonikus involiciét) a kovetkez6képpen. Legyen X € P
tetszbleges. Ha X € S UT, akkor legyen h(X) = X. Ha X ¢ SUT, akkor
egyértelmiien talalhaték olyan @ € S és R € T pontok, amelyekre X, @ és R
kollinearis. (Valéban, a dimenziéformula alkalmazasaval ezek a pontok
egyértelmiien adédnak a {Q} = SN (T, X), {R} =T N (S, X) képletekbdl.)
Legyen végiil h(X) az X harmonikus térsa a @), R pontokra nézve.
Nyilvanvald, hogy h bijektiv leképezés és h o h = idp.

8.6.13. Példa. Ha d = 1, akkor S és T két kiilonbozé pont. Legyen F = R és
legyen P egy euklideszi egyenes projektiv lezartja. Ha S és T egyike az idedlis
pont, akkor a hgr leképezés tiikrozés a masik pontra, ha pedig mindkettd
kozonséges pont, akkor (a 8.6.10-beli negyedik példa alapjan) hsr az {S,T}
parra vonatkozé inverzié.

8.6.14. Allitas. A harmonikus involiicié projektiv transzforméacio.

Bizonyités: Haszndljuk a [8.6.12}beli jeloléseket. Legyen P = P(W), U,V <
<W,S=PU),T= P(V). Ekkor a dimenzidkra tett feltevés és SNT =0
miatt W = U + V direktosszeg-felbontas. Legyen ¢ : W — W az a linedris
leképezés, amelyre ¢|y = idy és p|v = —idy. Azt dllitjuk, hogy h = [¢].
Nyilvén a [¢] transzformécié pontonként fixen hagyja S-et és T-t, {gy csak
azt kell ellen6rizni, hogy bdrmely A € S, B € T, X € (A,B), X # A/B
esetén (ABX [p](X)) = —1 teljesiil. Legyen A = [a], B = [b], X = [x],
ekkor alkalmas « és 8 egyiitthatokkal x = aa+ 8b és ¢(x) = aa— Sb. Ezért
(ABX [¢)(X)) = (8/a) : (—B/a) = —1. O

8.6.15. Allitas. Ha az F alaptest algebrailag zart, akkor barmely projektiv
involiicié harmonikus involiicio.

Bizonyitds: Tegyiik fol, hogy f : P(W) — P(W) projektiv involicié. Ekkor
f =1[p], ahol p € GL(W) és ¢*> = X -idw alkalmas A # O-val. Jelolje VA a A
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egy négyzetgyokét F-ben, és legyen 1) = (1/V/\) - ¢, ekkor 1 € GL(W), f =
= [¢], és ? = idy . Miutéan a v leképezés a W vektortér linedris involicidja,
-nek 1 és —1 a sajatértékei, és W felbomlik e két sajatértékhez tartozd
U és V sajataltér direkt osszegére. Ekkor bizonyitdsahoz hasonléan
f=hsr,ahol S=P(U) é T = P(V). O

Megjegyzések. (1) A |8.6.15 Allitas bizonyitéséban F algebrai zartsagabol
csak annyit hasznéltunk ki, hogy F-ben barmely elemnek létezik négyzetgyo-
ke.

(2) A Allit4s nem érvényes akdrmilyen test f6lotti projektiv geometri-
aban. Példdul az euklideszi sfk egy kozonséges tartéponti sugdrsordn (mint
a dudlis projektiv stk egy egyenesén) a tartépont koriili w/2 szogii forga-
tés olyan projektiv involiciét definidl (az in. ortogonélis involiciét), amely
nem harmonikus, hiszen nincsen fixpontja. Ugyancsak ortogondlis involicié-
nak nevezziik az euklideszi sik idedlis egyenesén egy kozonséges pont koriili
derékszogli forgatassal értelmezett projektivitast, ennek ugyanigy nincsen
fixpontja.

A (korabban tett) char F # 2 kikotés is 1ényeges, hiszen példdul a kételemii
test f6lotti projektiv egyenes involicidinak csak egyetlen fixpontja van.

8.6.16. Definicié (Teljes négyoldal, teljes négyszig). Altaldnos hely-
zetlinek mondunk a projektiv sikon négy egyenest, ha nincs koztitkk harom,
amely egy ponton halad dt. Azt mondjuk hogy a projektiv sikon négy &l-
talanos helyzetli egyenes teljes négyoldalt alkot. A négy egyenest a teljes
négyoldal oldalainak nevezziik. A teljes négyoldalnak hat csicsa van: az ol-
dalak paronként vett metszéspontjai. Két csics atellenes, ha nincsenek egy
oldalon; gy a hat cstics harom atellenes parba sorolédik. Az atellenes cstcs-
péarok Osszekoto egyeneseit a teljes négyoldal atldegyeneseinek nevezziik, ez
harom darab egyenes. Ezek metszéspontjait atlés pontoknak nevezziik.
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Ezeknek a fogalmaknak a dualizdlasaval rendre a teljes négyszoget és an-
nak alkotdelemeit nyerjiik: a projektiv sikon négy &dltaldnos helyzetli (azaz
harmanként nem kollinedris) pont alkot teljes négyszoget, ennek hat oldala
harom &tellenes parba rendezddik, az atellenes oldalak metszéspontjaiként
adodik a harom &tlés pont, ezek 6sszekoto egyenesei az atlos egyenesek.

8.6.17. Allitas (Fano tétele). Bdrmely teljes négyoldal harom &tléegyenese
nem egy ponton halad at, azaz a teljes négyoldalnak harom kiilonbozé atlos
pontja van.

Bizonyitas: Hagyjuk el az egyik atléegyenest és dolgozzunk a maradék af-
fin sikban. Itt a négy oldal két parhuzamos egyenesparra valik; betlizziik a
(kozonséges) metszéspontjaikat ugy, hogy (A, B) || (C, D), és (B,C) || (D, A)
legyen. Ekkor AB = DC miatt az %A—i— %C’ affin kombinacié egyenld az %B +
+ 1D affin kombinaciéval. Ezért ez a pont illeszkedik az (A4, C) dtléegyenesre
is és a (B, D) &atléegyenesre is, tehdt a teljes négyoldal 4tlés pontja. Miutan
az affin sik k6zonséges pontjardl van szo, ez a pont nem illeszkedhet az idedlis
atléegyenesre. O

Megjegyzések. (1) A bizonyitds (a felezOpont konstrukcidjaval) lényegesen
kihasznalta, hogy charF # 2. A Allitésra a ennek a feltételnek az
elengedésével nevezetes ellenpéldét szolgaltat az un. Fano-féle sik: a kételemii
test folotti projektiv sik.

Itt a hét egyenes koziil négy altalanos helyzetiit kivdlasztva a maradék harom
egyenes sziikségképpen egy ponton halad &at, és ezek az egyenesek éppen a
kivélasztott teljes négyoldal 4tlés egyenesei.

(2) A dualités elvére hivatkozva rogton kovetkezik, hogy barmely teljes négy-
sz0g hérom atlés pontja nem kollinedris, azaz a teljes négyszognek harom
atlés egyenese van.

Az alabbi allitas azt mutatja, hogy bizonyos pontnégyesek harmonikus vol-
tara mar az illeszkedési tulajdonsagokbdl is kovetkeztethetiink. Kétféle bizo-
nyitast is adunk, mindketto a projektiv stkgeometria egy jellegzetes moszerét
hasznalja.
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8.6.18. Allitas (A teljes négyoldal tétele). Birmely teljes négyoldal bér-
melyik atléegyenesén a két atlos pont egymas harmonikus tarsai a két csicsra
nézve.

Elsé bizonyitas: Tegyiik fol, hogy az A, B csicsok és a P, (Q &atlés pontok
illeszkednek egy atléegyenesre, azt akarjuk beldtni, hogy (ABPQ) = —1.
Legyen C, D a négyoldal tovabbi két dtellenes csicsa, E az (A, C) egyene-
sen, F' az (A, D) egyenesen 1évé tovdbbi cstics, R pedig a harmadik 4tlés
pont. Vetitsiik az (A, B) egyenest elszér a C' pontbdél mint kézéppontbdl
az (E, F) atléegyenesre, majd onnan a D pontbdl mint kézéppontbdl vissza
az (A, B) egyenesre. Ekkor a Papposz—Steiner-tétel kétszeri alkalmazdsdval
(ABPQ) = (EFPR) = (BAPQ). 1tt[86.7(1) miatt (BAPQ) = 1/(ABPQ),
tehdt (ABPQ) olyan testelem, amely egyenld a sajit reciprokdval. Mivel a
kett8sviszony értéke 1 nem lehet, (ABPQ) = —1.

Masodik bizonyitas: Ha egy teljes négyoldal egy kiszemelt atléegyenesén ki-
vanjuk a harmonikus elvalasztst beldtni, akkor bizonyitasahoz hason-
I6an hagyjuk el a masik két atldegyenes egyikét a projektiv sikb6l. A maradék
affin sikban a kiszemelt 4tléegyenesen bizonyftésa szerint a kozonsé-
ges atlos pont a két csics kozotti felez6pont. A 8.6.10-beli els6 példa szerint
ennek a pontnak az ideélis atlés pont a harmonikus tarsa. O

Megjegyzés. A bizonyitdsok dualizdldsaval lathatd, hogy érvényes a teljes
négyszog tétele is: barmely teljes négyszog barmelyik atlés pontjahoz mint
tartoponthoz tartozé sugdrsorban a két atlos egyenes egymadas harmonikus
tarsai a két oldalegyenesre nézve. Fz az észrevétel tulajdonképpen azt jelenti,
hogy a pontnégyesek, illetve a sugarnégyesek harmonikus viszonya egymas
dudlisai.

8.7. A projektiv egyenes geometrijja

Olyan projektiv transzformacidkat vizsgalunk, amelyek egy egyenest képez-
nek dnmagara, illetve amelyek valamely projektiv sik egy egyenesét képezik
ugyanannak a siknak egy masik egyenesére.
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8.7.1. Definicié (Tortlinearis fiiggvény). Vdlasszunk egy tetszbleges A =

= (Z Z) € GL(2,F) invertdlhat6 2 x 2-es métrixot. Az A altal 1étesitett

tortlinedris fiiggvénynek nevezziik azt az f : F — F leképezést, melyre z € F
esetén

ar +b d
N ata hac=0vaugya:7fé—g7
flx) = d

o0, ha ¢#0, = ——,
c
valamint u
—, hac#0,
floo)=q¢
oo, hac=0.

Megjegyzés. A oco-nel végzett miiveletekre vonatkozé értelemszerti megalla-
podésokkal (pl. 1/0 = 00, 1/00 =0, co+1 = 00, co/o0 = 1) az f(x) = (ax +
+ b)/(cx + d) formula az Gsszes esetet feloleli. Ha F = R vagy C, akkor a
0o-t8l kiilonboz6 pontok korében értelmezett ©: — (ax +b)/(cx + d) fiiggvény
egyértelmiien terjeszthetd ki folytonos F — F leképezéssé, mégpedig éppen
aBZ I ben leirt médon.

8.7.2. Tétel. A 8.4.3-beli F = P(F?) azonositdas mellett barmely A €
€ GL(2,F) mdtrix &ltal létesitett tortlinedris fiiggvény azonos az [A] pro-
jektiv transzformacioval.

Z . Az egyenes pontjai esetében az x = |27 :
: 9] azonositds azt jelenti, hogy xo # 0 esetén z = [x : 1] = x1/x9, illetve
29 = 0 esetén = [1 : 0] = co. Ekkor a fenti megjegyzésben emlitett egysze-
riisitésekkel élve

{a b} {xl} B [axl + bxg] _ar1+bry  ar+b

= = . O
c d| |xo cr1 + dxa cx1+dry cx+d

Bizonyitas: Legyen A = (Ccl

8.7.3. Kovetkezmény. A tortlinedris fiiggvények a kompozicié miiveletére

nézve csoportot alkotnak, amely az F = P(F?) azonositds kévetkeztében
éppen a PGL(2,F) projektiv csoporttal azonos. O

A Ko6vetkezmény lehetévé teszi, hogy a valds, illetve a komplex esetben
az egyenes projektiv geometriajat kapcsolatba hozzuk az euklideszi egyenes,
illetve stk Mobius-transzformdcidival és inverziv geometridjdval. Ezekben az

esetekben a projektiv lezaras azonos az inverziv bovitéssel: R = R U {oo} =
=Rt é C=CU{x} =R?>U{o0} = (RH".
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Az aldbbi megallapitdsok szerint a valds egyenes projektiv geometridja azo-
nosnak tekinthetd az egydimenzids inverziv geometridval, a komplex egyenes
projektiv geometridja pedig a kétdimenzids irdnyitastarto inverziv geometri-
dval, a kettd kozti kapcsolatot pedig a Poincaré-kiterjesztés (1. adja.

8.7.4. Tétel
(1) PGL(2,R) = M(R).
(2) PGL(2,C) = M*(R2).

(3) Ha f € PGL(2,R) irdnyitdstarté Mobius-transzformécio, akkor az
f€ € PGL(2,C) komplexifikdlt transzformécié a p§(f) Poincaré-kiter-
jesztéssel azonos. Ha f irdnyitdsvalts, akkor fC a p§(f) és a komplex
konjugalas kompozicidja.

(4) Legyen [A] € PGL(2,R) tetszdleges. Ekkor [A] mint Mobius-transzfor-
madacié pontosan akkor irdnyitastarté, ha det A > 0.

Bizonyitds: (1) és (2): A C tartalmazdshoz elég észrevenni, hogy barmely
tortlinedris fiiggvény eléll x — x + a, x — bx és x — 1/x alaku leképezések
kompozicidjaként, amelyek mindegyike a megfelelé Mobius-csoportban van.

A projektiv csoport tehat mindkét esetben részcsoportja a megfelel6 Mobius-
csoportnak, emellett a projektiv csoport tranzitivan hat a projektiv egyene-
sen. A oo elem stabilizdtora az egyenes affin csoportja, amely a valés esetben
az euklideszi egyenes hasonlésagaibdl, a komplex esetben az euklideszi sik
irdnyitdstarté hasonlésagaibdl all. Emiatt a forditott irdnyd tartalmazés az
aldbbi Lemm#&bdl kovetkezik.

(3): Mind €, mind p§(f) Mobius-transzformacié a C* inverziv sikon, to-
vabbd a két leképezés egybeesik az RT egyenesen. Ezért az egyértelmii-
ségi lemma miatt legfeljebb a komplex konjugalasban térhetnek el egymastol.
Azt, hogy azonosak-e vagy sem, a Poincaré-kiterjesztés iranyitastarté, illetve
-valté mivolta donti el: ha irdnyitasvaltd, akkor kell kompondalni a komplex
konjugalassal. A p§ (f) kiterjesztés pedig pontosan akkor irdnyftdsvalté a C+
sikon, ha f irdnyitasvalté az R* egyenesen.

(4): Elegendd azt ellendrizni, hogy a PGL(2,R) = M(R)-beli tiikrozése-
ket és inverzidkat negativ determindnsi matrixok reprezentaljak. Miutdn a
Moébius-csoportban az Gsszes tiikkrozés és inverzié konjugalt, ezt elég egyetlen
tiikkrozés, példaul a 0-ra vonatkoz6 x — —xz tiikkrozés esetében latni. Ennek

0 ?), amelynek a determindnsa valéban nega-

tiv. O

a tiikkrozésnek a matrixa (
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8.7.5. Lemma. Tegyiik fel, hogy a G csoport hat az X halmazon, és H <
< G olyan részcsoport, hogy a hatas H-ra torténd lesziikitése tranzitiv X -en,
tovabba valamely x € X-re H, = G,. Ekkor H = G.

Bizonyitas: Legyen g € G tetszOleges. A H csoport tranzitivitdsa miatt 1étezik
olyan h € H, amelyre h(gx) = x. Ekkor hg € G, = H, < H,{gy g€ H. [

Megjegyzés. szerint tehat a C Riemann-szamgoémb projektiv transzfor-
méciéi kortarté leképezések. Az R valés tengelyt ezek a leképezések a gombon
fekv6 korokbe képezik, ezért a 8.3.12. Tételre hivatkozva latjuk, hogy ezek
a korok pontosan a komplex projektiv egyenes valds részegyenesei. Ezéltal
a sikbeli inverziékra vonatkozdan is 14j interpretaciét nyertiink: az inverziv
sikon a tengelyes tiikrozések és az inverziok pontosan a valds részegyenesekre
vonatkozo komplex konjugaldsok.

8.7.6. Definicié (Elliptikus, parabolikus, hiperbolikus projektivi-
tés). Legyen P projektiv egyenes és f : P — P projektiv transzformécié.
Azt mondjuk, hogy az f projektivitas elliptikus, parabolikus, illetve hiperbo-
likus, ha f-nek 0, 1, illetve 2 fixpontja van P-ben.

Miutdn az egyenesen hdrom kiilénboz6 pont projektiv bazist alkot, a[8.3.8] Té-
tel alapjan az egyenes barmely nem-identikus projektivitdsanak legfeljebb 2
fixpontja lehet, ezért az vagy elliptikus, vagy parabolikus, vagy hiperbolikus.

8.7.7. Példak

e Legyen r az E euklideszi siknak egy kozonséges pont koriili (nem 7
egész szamu tobbszorosével torténd) forgatdsa. A kozéppontra mint tar-
tépontra illesztett sugarsoron r elliptikus projektivitast indukal. Ha az

7 : E — E projektiv kiterjesztést megszoritjuk a cop idedlis egyenesre,

ezzel elliptikus projektivitast kapunk a cop valés projektiv egyenesen.

Ezeknek a konstrukcidknak a specidlis esetei a[8.6.1516t koveté masodik

megjegyzésben emlitett ortogonalis involicidk.

e Legyen t valamely X affin egyenes (nemtrividlis) eltoldsa. Ekkor a ¢ :
: X — X projektiv kiterjesztés parabolikus projektivitas, hiszen cox
az egyetlen fixpontja. Megforditva, ha F' jeloli a P projektiv egyenes
tetszOleges parabolikus projektivitdsdnak a fixpontjat, akkor ennek a
projektivitdsnak a P — {F'} affin egyenesre torténd lesziikitése sziikség-
képpen eltolds, hiszen az egyenes affinitasai kozott csak az eltolasoknak
nincs fixpontja.

e Ha h tetszbleges (1-t6l kiilonboz6 ardnyt) homotécia az X affin egye-
nesen, akkor a h : X — X projektiv kiterjesztés hiperbolikus projekti-
vitds. Megforditva, ha F' a P projektiv egyenes valamely hiperbolikus

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

8. A PROJEKTIV TER SZERKEZETE 265

projektivitdsanak az egyik fixpontja, akkor ennek a projektivitasnak a
P—{F} affin egyenesre torténd lesziikitése homotécia, hiszen az egyenes
fixponttal biré affinitdsai homotécidk.

Megjegyzés. Egyes szakirodalmi forrasok régebbi keletli terminolégiat kovet-
ve a komplex projektiv egyenes két fixponttal biré projektiv transzformacioit
nem hiperbolikus, hanem loxodromikus transzformacioknak nevezik. Ennek
az a magyarazata, hogy ha egy ilyen transzformacié fixpontjai a Riemann-
szamgomb két atellenes pontja, akkor a transzformaciét iterdlva a pontok
képei tipikus esetben egy gémbi spiralis, in. loxodréma mentén sorakoznak.
A loxodrémék torténeti jelentéségét az adta, hogy ezek a gomb foldrajzi koor-
dindtavonalait allandé szogben metszé gorbék, ezért a tengerhajozas szamara
fontos és kénnyen navigalhaté itvonalak.

8.7.8. Allitas. Tegyiik fel, hogy F = R és legyen f = [A] a P(R?) valds
projektiv egyenes nem-identikus projektivitdsa, ahol A € GL(2,R). Ekkor f
pontosan aszerint elliptikus, parabolikus, illetve hiperbolikus, hogy

2 2 2
<tr2A> < det A, <t1"2A> = det A, illetve (trQA) > det A.

Bizonyitas: A fixpontok szdma a linedrisan fiiggetlen sajétvektorok szdméval,
az pedig a karakterisztikus polinom gyokeinek a szaméval egyenld. A karak-
terisztikus polinom A2 — (tr A)\ + (det A), ezért a gyokok szdma aszerint
0, 1, vagy 2, hogy a (tr A)? — 4(det A) diszkriminans negativ, zérus, illetve
pozitiv. O

8.7.9. Példa. Az elliptikus, parabolikus, illetve hiperbolikus elnevezéseket az
aldbbi észrevételek indokoljék. Jelolje t € R-re A(t), B(t) és C(t) a kovetkezd
2 x 2-es méatrixokat:

cost —sint 1 0 cht sht

Alt) = (sint cost ) ’ B(t) = (t 1) ’ )= (sht cht) ’
Rogton lathatd, hogy t ¢ Zm-re A(t) elliptikus, ¢ # O-ra B(t) parabolikus,
C(t) hiperbolikus projektivitdst létesit a P! = P(R?) valdés projektiv egye-
nesen. Azt sem nehéz meggondolni, hogy az egyenes barmely irdnyitastartd
(azaz pozitiv determindnsu linedris transzformécié altal indukalt) projektivi-
tasa alkalmas bézist valasztva e harom matrix valamelyikével adhaté meg.
At — A(t),B(t),C(t) hozzarendelések folytonos homomorfizmusok az R

additiv csoportbél GL(2,R)-be és igy az R csoportnak egy-egy folytonos és
projektiv hatésat definidljak a valds projektiv egyenesen.

Ezeknek a hatasoknak a megértéséhez segitséget ad a transzformaciék komp-
lexifikdltja. Tekintsiik ugyanezeket a métrixokat GL(2, C) elemeinek, és vizs-
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galjuk a komplex projektiv egyenesen altaluk létesitett projektiv transzfor-
méciokat (azaz[8.7.4}(2) szerint Mobius-transzformacidkat), illetve a fenti R-
hatas C-beli orbitjait.

A t — [A(t)] hatds orbitjai az ¢ és —i alappontokhoz tartozé (Apolléniosz-
féle) elliptikus korsor tagjai. Errél a kovetkez6képpen gyézédhetiink meg. Az
A(t) matrixnak C {6lott (z,1) és (1,4) sajatvektorai, ezért A(t)-t (a t para-
métertdl fiiggetleniil) C f6lott azzal a transzforméciéval diagonalizalhatjuk,
amely az ¢ = [i : 1] és —i = [1 : i] pontokat a 0 és oo pontokba viszi.
it

A diagonalizdlt hatds (métrixalakban az 60 eoit] , tortlinedris alakban az
x — e*'x transzformdciok) orbitjai a 0 koriili koncentrikus korsort alkotjdk.
A diagonalizalé Mobius-transzformécié inverze ezt a koncentrikus koérsort a
fenti elliptikus korsorba képezi.

24t

A ¢t — [B(t)] hatés orbitjai a valés tengelyt 0-ban érinté parabolikus korsort
alkotjak olyan moédon, hogy a koérsor tartopontja egyelemii orbit, a tobbi
orbit pedig a korsor tagjai ettdl a pontjuktél megfosztva. Magyardzat: a C2-
beli két bazisvektor felcserélése (azaz az x — 1/x Mobius-transzformécid) a

0 1

leképezésbe) konjugdlja, amelynek az orbitjai a valds tengellyel parhuzamos
sugdrsort alkotjdk (a {oo} egyelemii orbittal egyiitt). Ennek a képe az x —
1/x leképezésnél a fenti parabolikus korsor.

A t — [C(t)] hatds orbitjai az 1 és —1 tartépontu hiperbolikus kérsort alkot-
jak olyan médon, hogy a korsor tartépontjai egyelemi orbitok, a tobbi orbit
pedig a korsor tagjainak e pontok kozotti {vei. Magyardzat: a C(t) méatrix
sajatvektorai a (1,1) és (—1,1) vektorok, ezért C(t)-t (mar R folott) az a
transzformdacié diagonalizélja, amely az 1 = [1 : 1] és —1 = [—1 : 1] pon-

et

0
{0} és {oo}, valamint a 0 tartéponti sugdrsor nyilt félegyenesei. Ennek a
sugarsornak a képe a diagonalizalé leképezés inverzénél a fenti hiperbolikus
korsor. O

[B(t)] transzforméciét [1 t] -be (illetve tortlinedris alakban az z +— x +t

tokat viszi 0-ba és oo-be; a diagondlis alak [ eot], amelynek az orbitjai
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Megjegyzés. Altaldban valamilyen geometriai téren egyparaméteres transzfor-
maciocsoportnak szokas nevezni az R additiv csoport olyan folytonos hatdsat,
amely a térre jellemz6 transzformécidkbdl dll. Példdul az euklideszi sikgeo-
metridban egyparaméteres transzformécidcsoportot alkotnak valamely rogzi-
tett pont koriili forgatdsok (ha a forgdsszoggel ardnyos paraméterrel paramé-
terezziik Gket), illetve valamely rogzitett egyenesdlldssal parhuzamos eltolé-
sok (ha az eltoldsi tévolsiggal ardnyos paraméterrel paraméterezziik Oket).
Konnyti megmutatni, hogy ezeken kiviil nincs mas egyparaméteres transz-
forméciécsoport az euklideszi sikon. Az egyparaméteres transzforméaciocso-
portok orbitjai a vizsgdlt geometridban Kkitiintetett szerepet jatszé gorbék.
Az euklideszi sik esetében ezek (az ,elfajulé” egyponti orbitoktdl eltekintve)
pontosan a korok és az egyenesek. A [B.7.9] Példdban a valds projektiv egyenes
egyparaméteres transzforméaciécsoportjait irtuk le. Ezeknek a C-beli orbitjai
olyan gorbék, amelyek fontossagat majd a hiperbolikus geometridban is latni
fogjuk.

A kovetkezd tétel a projektiv egyenes involiciéit (azaz masodrendii projekti-
vitdsait) irja le. Miutdn a kett8sviszony és a harmonikus pontnégyesek szere-
pet jatszanak a bizonyitasban, feltessziik, hogy az alaptest karakterisztikaja
kiilonbozik 2-t6l.

8.7.10. Tétel. Tegyiik fel, hogy char F # 2 és legyen P projektiv egyenes F
folott. Ekkor:

(1) Ha P valamely projektivitdsa egy pontpdrt felcserél, akkor involicid.
Azaz, ha f : P — P projektiv transzformacié és létezik olyan A, B €
€ P, A # B, melyekre f(A) = B és f(B) = A, akkor f o f =idp.

(2) P bédrmely involiicidja vagy elliptikus, vagy hiperbolikus, azaz nem lehet
pontosan egy fixpontja.

(3) P hiperbolikus involicidi pontosan a harmonikus involicick P-ben.

rozza, és ez a két pontpar tetszélegesen el6irhatd. Azaz, ha A, A’, B,
B' e Pés{A, A'}n{B, B'} =, akkor létezik egyetlen olyan f : P — P
involicié, amelynél f(A) = A’ és f(B) = B'.

(Megjegyezziik, hogy itt nem kell feltenni, hogy A # A’ vagy B # B’.)

(5) Az egyenes projektivitdsal csoportjaban az involiciék generdtorrend-
szert alkotnak.

(6) Ha F = R és A, B, C, D a valds projektiv egyenes négy kiilénbizé
pontja, akkor az A-t B-vel és C-t D-vel felcseréld (és (4) alapjén egyér-
telmtien létez8) involicié elliptikus, ha (ABCD) < 0, és hiperbolikus,
ha (ABCD) > 0.
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(7) HaF = R és P egy euklideszi egyenes projektiv lezdardasa, akkor P-n a
harmonikus involiciok azonosak a pontparokra vonatkozé inverzickkal
(illetve tiikrozésekkel, ha a pdr egyik tagja oc.)

Bizonyités: (1): Legyen C € P—{A, B} tetszéleges, belatjuk, hogy f(f(C)) =
= C. Feltehetjiik, hogy D = f(C) # C. Ekkor A, B, C és D négy kiilénbozd
pont és tekinthetjiik a kettGsviszonyukat. A Tételt és (1)-et alkal-

mazva

(ABCD) = (f(A) f(B) f(C) f(D)) = (BAD f(D)) = (AB f(D) D),

ahonnan C = f(D) kovetkezik.

(2): A beli mésodik példa szerint a parabolikus transzformdciék pon-
tosan az affin egyenes nemtrivialis eltolasai. Marpedig char F' # 2 esetén az
affin egyenesen nincsen mésodrendii eltolds, hiszen affin koordinatézas mel-
lett egy masodrendii eltolds csakis olyan zérustdl kiilonbozo x € F elemmel
torténhetne, amelyre 2z = 0).

(3): Ha S és T az f involiicié két kiilonbz6 fixpontja, akkor barmely tovabbi
X € P pontra @ miatt A = (ST X f(X)) = (ST f(X)X), ahonnan
A =1/, azaz A = —1. Ezért f = hgp harmonikus involicid.

(4): Ha A = A’ és B = B’, akkor (3) alapjan ez a két fixpont f-et egyértel-
miien meghatarozza. Ha a két pontpar koziil legalabb az egyik nem egybeeso,
példaul B £ B’, akkor A, B, B’ és A’, B’, B projektiv bazisok. Ezért egyértel-
miien létezik olyan f : P — P projektiv transzformécid, amelyre f(A) = A,
f(B) = B’ és f(B') = B. Ez az f felcseréli B-t B’-vel, ezért az (1) allitds
miatt involicid, és igy f(A') = A is teljesiil.

(5): Megmutatjuk, hogy barmely f : P — P projektiv transzformdci6 el64ll
legfeljebb két involicié szorzataként. Legyen f adva az A, B, C projektiv
bézissal és az A’, B’, C’ képpontokkal. Feltehetjiik, hogy sem A, sem B nem
fixpontja f-nek, ugyanis P legaldbb négyelemti, igy A és B kivalasztdsanal
elkeriilhetjiik f esetleges fixpontjait. Ezért az A és B’ pontok egyike sem esik
egybe a B és A’ pontok egyikével sem. Tekinthetjiik tehat a (4) allitds alapjan
azt az i : P — P involiciét, amely A-t B’-vel és B-t A’-vel cseréli f6l. Legyen
D =i(C), ekkor A’ és B’ egyike sem esik egybe D és C egyikével sem, ezért
ismét a (4) allitdst alkalmazva vehetjiik azt a j : P — P involiciét, amely
A’-t B'-vel és D-t C'-vel cseréli {6]. Nyilvdn f = j o 4.

(6): Vigyiik 4t az A, B, C, D pontokat a 8.6.1-beli fapc : P — R projektiv
transzformdciéval rendre a oo, 0, 1, ¢ elemekbe, ahol t = (ABCD). Elég
belatni, hogy a kérdéses i : P — P involucio6 helyett a j = fapcoio f,gé;c :
: R — R involiicié elliptikus, ha ¢ < 0 és hiperbolikus, ha ¢ > 0. Legyen
tortlinedris alakban j(x) = (ax + b)/(cx + d); itt j(0) = oo miatt d = 0,
valamint j(co) = 0 miatt @ = 0, tovdbbd j(1) = ¢ miatt ¢t = b/c. A j leképezés
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képlete tehdt x — t/z. Egy ilyen leképezésnek nincs valds fixpontja, ha t < 0,
és két valés fixpontja van (mégpedig £+/1), ha t > 0.

(7): Azonnal adddik (3), (4) és[8.7.41(1) osszevetésébol. O

Megjegyzések. (1) Meggondolhatd, hogy az (1)—(4) allitdsok egyike sem ma-
rad igaz a charF # 2 feltétel elejtésével. A kételemil test folotti egyenes
projektivitasai koziil példaul pontosan az involicidk parabolikusak.

Ratériink olyan projektiv transzformacidk vizsgédlatara, amelyek egy sik két
kiilonb6z6 egyenese kozott vannak értelmezve. A szakasz hatralevé részében
legyen tehdt P projektiv sik, legyenek L, L' C P egyenesek, L # L', és
{M}=LnNnL.Haf:L— L projektiv transzformécis, akkor X € L-re
X' € L' jelolje az f(X) pontot.

8.7.11. Allitas. f pontosan akkor perspektivitds, ha M’ = M.

Bizonyitds: Perspektivitdsnal nyilvdnvaléan M’ = M, ezért csak a forditott
irdnyt allitdst kell bebizonyitani. Tegyiik tehdt fol, hogy M’ = M. Vélasszunk
az L egyenesen két egymdastdl és M-t6l is kiillonb6z6 pontot, A-t és B-t. Ekkor
(A, A") és (B, B’) két kiilonboz6 egyenes; legyen C' a metszéspontjuk, nyilvan
C nem illeszkedik sem L-re, sem L'-re. A C kozéppontu perspektivitdsndl az
A, B, M projektiv bézis az A’, B’, M' pontokba keriil, {gy a 8.3.8. Tételbeli
unicitdsi tulajdonsdg miatt f azonos ezzel a perspektivitassal. O

8.7.12. Tétel. Legyen f : L — L’ tetszbleges projektivitds. Ekkor az (X,Y")N
N (X', Y) metszéspontként el64ll6 pontok halmaza, ahol X,Y € L, X #Y,
egyenes.

Bizonyitas: Rogzitsiink harom kiilonb6z6 pontot, A-t, B-t és C-t az L egyene-
sen gy, hogy az A, B, C, A’, B’, C' pontok mind kiilonbézzenek az M met-
szésponttol. Alkalmazzuk Papposz tételét erre a két pontharmasra. Jeloljiik
T-vel a Papposz-féle egyenest, azaz T' = (B*, C*), ahol B* = (A, B')n(A’, B)
és C* = (A, C"YyN (A", C). Legyen tovabba A* =T N (A, A").

[—_A
B C

A*

L A B’ X Y

Vegyiik észre, hogy az f leképezés el6all két centralis vetités kompozicidja-
ként. Vetitsiik el8szor az L egyenest T-re az A’ kdzéppontbdl, majd T-t L'-re
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az A kozéppontbol. A vetitések A-t, B-t és C-t elészor az A*, B*, C* € T
pontokba, majd rendre A’-be, B’-be, illetve C’-be viszik. Ezért a [8.3.8] Té-
telbeli unicitdsra hivatkozva a kompozicié f-fel egyenld.

Tekintsiik most az L egyenes két tetszoleges, A-t0l és egymastdl is kiillonbozd
X és'Y pontjat. Alkalmazzuk ismét Papposz tételét most az A, X, Y és az
A, X' Y’ ponthdrmasra. A Papposz-tételbeli hdrom metszéspont koziil kettd
(mégpedig (A, X") N (A", X) és (A, Y')N(A"Y)) az elébbi észrevétel miatt a
T egyenesre illeszkedik, ezért a harmadik, (X,Y”’) N (X', Y) is illeszkedik ra.
Ezzel belattuk, hogy az dsszes (X,Y’) N (X', Y) alakd metszéspont egy egye-
nesre, mégpedig a fent eléallitott T-re illeszkedik. Megforditva, T" barmely
pontja a fenti konstrukciéban el6all X *-ként alkalmas X € L mellett, ezért
ha X* # A*, akkor X* = (4, X’) N (X, A). Végiil A* is el64llithaté ilyen
modon, ha a konstrukciéban példaul A és B szerepét folcseréljiik. O

8.7.13. Definici6 (Steiner-tengely). A[8.7.12] Tételbeli egyenest az f pro-
jektiv transzformacié Steiner-tengelyének nevezziik.

Az aldbbi észrevétel rogton adédik a Steiner-tengely definicidjabdl.

8.7.14. Allitas. A Steiner-tengely az L egyenest az f~Y(M) pontban, L'-t
az f(M) pontban metszi. Akkor és csak akkor halad &t M-en, ha f perspek-
tivitas. O

A Tétel bizonyitasaban lényeges szerepet jatszott, hogy a két egyenes
kozott adott projektiv transzformaciot el¢ tudtuk allitani két perspektivi-
tas egymasutanjaként olyan médon, hogy elGszor az els6 egyenest a Steiner-
tengelyre, majd a Steiner-tengelyt a masodik egyenesre vetitettiik. Ezt az
észrevételt érdemes kiilon allitasként is rogziteni.

8.7.15. Kévetkezmény. Barmely f : L — L' projektivitds el6all legfeljebb
két perspektivitas egymasutanjaként. Ha adott f Steiner-tengelye, T, vala-
mint egy A € L pont az A" = f(A) képével, melyekre A, A’ ¢ T, akkor f
azonos az A', illetve A kézépponti L — T és T — L' vetitések kompozicid-
javal. O

Tekintsiik most a dudlis projektiv sik két egyenesét, azaz két (kiilonbozo)
sugarsort, S-et és S’-t a P sfkban. A dualitds elve miatt a [8.7.11H8.7.15 beli
fogalmak és megdllapitdsok az S — S’ projektiv transzformdacidkra vonatko-
zban is értelemmel birnak és érvényesek. Egy ilyen transzformécié (a definicié
dualizdlasa szerint) akkor perspektivitds, ha létezik olyan C' C P egyenes,
hogy minden X € S-re az X, X' és C egyenesek egy ponton haladnak 4t.
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8.7.16. Definicié (Steiner-centrum). A Tétel dualizalasaval azt
kapjuk, hogy barmely f : S — S’ projektiv transzforméaciéndl az (X N
NY’, X' NY) alakd egyenesek (ahol X,Y € S) sugérsort alkotnak. Ennek
a sugdrsornak a tartépontjat nevezziik f Steiner-centruménak. A Steiner-
centrum akkor és csak akkor kollinearis a két sugarsor tartopontjaval, ha f
perspektivitas.

8.7.17. Definicié (Projektiv képzédmény). Legyen adott egy f : X —
X' projektiv transzformécié a P-beli S sugdrsorrdl a szintén P-beli S # S
sugarsorra. Az f projektiv képzédményének nevezziik az

(XNnX': XeSycCP

ponthalmazt a P projektiv sikon.

Ha f perspektivitds, akkor a tartépontokat Osszekoté M egyenesre (azaz
amelyre {M} = SN S') M = M’ 4ll; ebben az esetben M-et kihagyjuk
a projektiv képz6dmény definiciéjaban szamitasba vett X egyenesek koziil.
Egyébként X N X’ mindig pontot allit eld.

Perspektivitasok esetében a projektiv képzédmény a perspektivitds definici-
6jébol kozvetleniil adédéan egyenes. (Pontosabban egy pont hijdn egyenes,
hiszen ha a perspektivitdst a C' egyenes szarmaztatja, akkor a C'N M pont
nem tartozik a halmazhoz.)

Megjegyzés. Ha f nem perspektivitds, akkor S és S’ tartépontja is hozzatar-
tozik a projektiv képzédményhez, hiszen ezek eléallnak f~1(M) N M, illetve
M N M’ alakban. A Steiner-centrum &ltaldban nem eleme a képz6dménynek ;
kés6bbi ismereteink birtokdaban kénnyen igazolhaté lesz, hogy akkor és csak
akkor tartozik hozzda, ha perspektivitasrél van szo.

Nevezetes tény (1. , hogy a projektiv képzodmények egy a projektiv
geometridban kitiintetett szerepet jatszo gorbecsaladhoz, az igynevezett ma-
sodrendii gérbékhez tartoznak. Az aldbbi példa ezt a tényt az euklideszi sik-
geometria egy jol ismert tételével hozza kapcsolatba.

8.7.18. Példa. Legyen S és S’ két kiilonbozé metszd sugdrsor az irdnyitott
euklideszi sikon, legyen a € R, o ¢ Zm és f feleltesse meg S tetszbleges X
elemének azt az X' € S egyenest, amely X-bdl « irdnyitott szogli forgatdssal
nyerhet6. Ekkor f projektivitas, és projektiv képzédménye a keriileti szogek
tétele alapjan kor.

8.7.19. Tétel. Legyen f olyan projektiv transzformdcié az S és S’ kiilénbézé
P-beli sugarsorok kozott, amely nem perspektivitas. Ekkor f projektiv kép-
zédménye olyan ponthalmaz P-ben, amely alkalmasan valasztott projektiv
koordindtdkban az 179 = 3 homogén mésodfoki egyenlettel adhaté meg.
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Bizonyitas: Eloszor megvalasztjuk a P-beli projektiv bazis alappontjait: le-
gyen A; az S sugérsor tartopontja, Ao az S’sugdrsor tartépontja, és Az az
f Steiner-centruma. Az Ag egységpont megvialasztisihoz kiszemeliink egy
olyan E € S egyenest, amelyre A, A3 ¢ E. Ekkor (8.7.14 duédlisa alapjén)
Ay, As ¢ E' is teljesiil. Igy E # E'; legyen Ag = EN E'.

Ezen adatok felvétele utdn a[8.7.15}ben leirt eljards dualizdldsdval az S-beli
egyenesek f-nél szarmazoé képét a kovetkezOképpen szarmaztathatjuk:

X € Srelegyen U = X NE, X*=(A3,U), V= ENX*, és végiill X' =
= <A27 V>

Projektiv koordinatédkkal A; = [1:0:0], Ao =[0:1:0], A3=1[0:0:1]
és Ag = [1:1: 1]. Tegyiik fl, hogy az X N X’ pont koordindtéi [zy : a2 :
: x3]. Miutdn U € E' = (Ay, As), az U pontot reprezentdls vektor az Ap-t
és az Ao-t reprezentalé vektorok linedris kombinacidja, ezért e vektor elsd és
harmadik koordindtdja egyenld. Ugyanakkor U kollineéaris A;-gyel és X N X'-
vel is, ezért ez a vektor az (1,0,0) és az (x1,x2,x3) vektorok kombingcidja.
Ezért U = [x3 : x2 : x3]. Hasonld médon V € E = (Ag, A1) és V € (A2, X N
N X') miatt V = [z : a3 : a3]. Végiil U, V és A3 kollinedris (mindhdrman
illeszkednek az X* egyenesre), ezért az Sket reprezentdld vektorok linedrisan
osszefiiggdk, azaz x11y = 3.

Megforditva, ha valamely P-beli pont x7, z2, 3 koordinatai kielégitik az
112 = 73 egyenletet, akkor az U = [w3 : x2 : 23] és V = |21 : x3 : 23]
pontokra érvényesek a fenti kollinearitdsok, ezért az X = (A;,U) egyenes
f-nél szérmazé képe az X' = (As, V) egyenes, és {gy X N X' = [z7 : 29 : x3).
Az [x1 : x5 : x3] pont tehdt hozzdtartozik a projektiv képzédményhez. O

9. Kupszeletek

A projektiv terekben fekvé ponthalmazokat legtobbszor egyenleteik segit-
ségével adjuk meg, illetve tanulményozzuk. Amikor homogén koordinatakat
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hasznélunk egyenletek felirasara, figyelemmel kell lenniink arra, hogy a pont
a koordinatait nem hatirozza meg egyértelmiien. Legyen példaul egy F' :
: F1 5 F fiiggvény az F(xq,...,74.1) = 0 egyenlet bal oldala. Ennek az
egyenletnek csak akkor van értelme P?-ben, ha csak az [X1 ...t xgqq] €
€ P ponttdl fiigg, hogy ez az egyenléség fonnéll-e, és nem az azt reprezen-
tal6 (x4, ..., xqe1) vektortdl. Az F fiiggvényre tehdt érvényben kell lennie az
alabbi ,homogenitéasi” tulajdonsagnak:

ha F(x1,...,2441) =06 A€ F, X #£0, akkor F(Azy,...,Azqe1)=0.

Vildgos, hogy ha F' homogén polinomfiiggvény, akkor eleget tesz ennek a
kovetelménynek. Ezért a tovabbiakban csak homogén polinomok &ltal meg-
adott egyenletek vizsgdlatara szoritkozunk. Ezek koziil az els6foktuakat, azaz
a homogén linedris egyenleteket mar jol ismerjiik: barmely homogén line-
aris egyenlet hipersikot definidl, barmely hipersiknak van homogén linedris
egyenlete, és ezt az egyenletet a hipersik nemzérus konstans szorzé erejéig
egyértelmiien meghatarozza. Hasonldéan egyszerii tételeket nem varhatunk a
magasabb fokd homogén polinomidlis egyenletekre vonatkozdan, mert egy-
részt a fok novekedésével az esetek geometriai attekintése igen nehézzé valik,
masrészt magasabb fok esetén — az els6fok esettol eltéréen — mér az is szamit,
hogy milyen test f6lott dolgozunk. Az aldbbiakban elsésorban a masodfoki
egyenlettel leirhaté alakzatokra, az in. méasodrendili hiperfeliiletekre vonat-
kozé ismereteket tekintjiik at. Miutdn az ehhez kell6 szamoldsokban gyakran
szitkség lesz a 2-vel vald osztédsra, a tovabbiakban feltessziik, hogy char F ##
= 2. A legtobb példaban és alkalmazéasban az alaptest a valds vagy a komplex
szamtest lesz.

9.1. Masodrendii hiperfeliiletek

Homogén mésodfoku egyenleteket vizsgdlunk a P = P(W) projektiv térben,
ahol W vektortér F felett, dim W = d + 1. Az ilyen egyenletek , koordinata-
mentes” kezeléséhez a bilinedris fiiggvények és a kvadratikus alakok adjak az
algebrai hatteret.

9.1.1. Definicié (Kvadratikus alak, Q(W)). Egy W — F fiiggvényt kvad-
ratikus alaknak neveziink, ha valamely W-beli bazisra vonatkozo6 koordinatak
fliggvényeként felirva homogén méasodfoku polinomfiiggvény.

Ha masik béazisra tériink at W-ben, akkor az j koordinatakat linearis he-
lyettesitéssel nyerjiikk az eredetiekbdl. Ezért egy kvadratikus alak barmely
bézisban folirva a koordinatdk homogén masodfoku polinomfiiggvénye.
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A W-n értelmezett kvadratikus alakok vektorteret alkotnak F folott, ezt a
vektorteret Q(W)-vel jeloljiik.

9.1.2. Emlékeztetd (Szimmetrikus bilinedris fiiggvények). Barmely
B : W xW — F szimmetrikus bilinedris fiiggvény a g(w) = 5(w, w) képlettel
szdrmaztat egy g € Q(W) kvadratikus alakot. Barmely ¢ kvadratikus alakhoz
egyértelmiien 1étezik olyan 8 szimmetrikus bilineéris fiiggvény, amely g¢-t ilyen
moédon szdrmaztatja, mégpedig S(u,v) = (q(u+ v) — g(u) — q(v)) /2.

Ha aj, ..., ag41 bdzis W-ben, akkor S (illetve ¢) métrixa erre a bdzisra
vonatkozéan az az M szimmetrikus matrix, amelyre M;; = S(a;,a;) 4,5 =
=1,...,d+ 1. Nyilvan 8 és M kolcsonosen egyértelmiien meghatarozzak

egymast, és barmely F f6lotti (d 4 1) x (d + 1)-es szimmetrikus métrix el6all
ilyen médon. Ezért a Q(W) vektortér izomorf a (d + 1) x (d 4 1)-es szim-
metrikus métrixok vektorterével, igy dim Q(W) = (d + 1)(d + 2)/2. Ha az
A € GL(d + 1,F) métrixszal baziscserét hajtunk végre, akkor 8 métrixa az
1j bazisra vonatkozéan az ATM A szorzat lesz.

A g kvadratikus alak (illetve a 8 szimmetrikus bilinedris fiiggvény) rangjan a
maétrixanak a rangjat értjiikk. A fenti transzforméciés formula alapjan a rang
nem fiigg a bazis valasztdsatdél. Azt mondjuk, hogy ¢ (illetve 3) elfajuld, ha
a rangja kisebb a d + 1 dimenziénal. Ellenkez6 esetben nemelfajulé kvadra-
tikus alakrdl (illetve szimmetrikus bilinedris fiiggvényrél) beszéliink, ennek
det M # 0 sziikséges és elégséges feltétele. A 5 szimmetrikus bilinedris fiigg-
vény akkor és csak akkor elfajuld, ha a magja nemtrividlis, azaz 1étezik olyan
w # 0 vektor W-ben, hogy barmely v € W vektorra S(w,v) = 0.

Péld4ul ha a ¢ kvadratikus alak reducibilis (azaz két linedris forma szorzata:
q = aq - ag, ahol ag,ap € W*), és d > 2, akkor ¢ elfajuld. Valéban, ilyenkor
8 magja a Ker ay N Ker ay altér W-ben, ami legalabb egydimenzids.

9.1.3. Definicié (M&asodrendii hiperfeliilet, masodrendii gérbe). A P
projektiv tér masodrendi hiperfeliiletén a P (Q(W)) projektiv tér egy elemét
értjiik. A masodrendii hiperfeliiletet masodrendii gorbének mondjuk, ha d =
= 2.

A masodrendii hiperfeliileteket tehdt nemzérus kvadratikus alakok reprezen-
taljak. Altaldban a [q] jelolést hasznaljuk rajuk, ahol ¢ € Q(W) kvadratikus
alak, g # 0.

9.1.4. Definicié (Masodrendii hiperfeliilet képe). Legyen [g] mdsod-
rend(i hiperfeliillet P-ben. A [q] képén (vagy képhalmazdn) azt a k[g] C P
ponthalmazt értjiik, amely a ¢ altal adott egyenletet kielégité pontokbdl all,
tehat

klg) ={[w] € P(W) : q(w) =0}.
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Megjegyzés. A [0.1.3beli és a [0.1.4}beli definici kiilsnvélasztdsa ttjan is
hangsilyozni kivanjuk, hogy maéasodrendii hiperfeliilletnek nem P-beli pont-
halmazt tekintiink, hanem azt az egyenletet, amely a ponthalmazt megadja.
(Nem tesziink kiilonbséget két egyenlet kozott, ha egymés nemzérus skaldrral
vett tobbszorosei.) Erre a megkiilonboztetésre dltaldban sziikség van. Példdul
R f6l6tt barmely g definit kvadratikus alakra k[¢] = 0, mig (> 2 dimenzié-
ban) a definit kvadratikus alakok nem mind egyméds skaldrszorosai. Viszont
ha F algebrailag zart, akkor az algebrédbdl ismert nullhelytétel alapjdn k[g1] =
= k[go]-b8l kovetkezik, hogy [q1] = [g2]-

9.1.5. Példa (Masodrendii hiperfeliiletek az egyenesen). Ha d = 1,
qg € QW), q # 0, akkor egy k[g]-hoz nem tartozé pontot idedlis pontnak
tekintve affin koordindtdzas mellett a kvadratikus alak q(x) = ax? + bz + ¢
b;LQ bé 2), igy a g(z) = 0 egyenlet diszkrimi-
nansa 4det M. Ezekbél kovetkezik, hogy k[g] legfeljebb két pontbdl all, és
pontosan akkor egyeleml, ha g elfajulé. Ha k[g] # 0, akkor a k[q] halmaz [g]-t
egyértelmiien meghatérozza. Algebrailag zart F esetén k[g] nem lehet iires.

alakui. Itt ¢ métrixa M =

9.1.6. Definicié (Projektiv ekvivalencia, projektiv invaridns).
A P(Q(W))-beli [q1], [g2] mésodrendii hiperfeliileteket projektiven ekviva-
lensnek mondjuk, ha a W vektortér alkalmas ¢ € GL(W) transzformécidjaval
[q2] = [q1 0 ).

A (p,q) — qo ¢! hozzdrendelés a GL(W) csoport hatdsat definidlja a
Q(W) vektortéren, majd projektivizalds utdn a mésodrend(i hiperfeliiletek
P(Q(W)) projektiv terén. Amikor a mdsodrendi hiperfeliiletek projektiv osz-
talyozasardl beszéliink, tulajdonképpen ennek a hatasnak az orbitjait vessziik
szdmba. Két masodrendii hiperfeliilet pontosan akkor projektiven ekvivalens,
ha azonos orbithoz tartozik.

Masodrendii hiperfeliiletek valamely tulajdonsagat vagy szamszerii jellemzo-
jét projektiv invaridnsnak nevezziik, ha megegyezik barmely két projektiven
ekvivalens masodrendii hiperfeliilet esetén. Példaul a mésodrendii hiperfeliilet
elfajulé vagy nemelfajul6 volta projektiv invaridns.

9.1.7. Emlékeztetd (Kvadratikus alak diagonalizilédsa). Felidézziik azt
az algebrdbdl ismert tételt, hogy (barmilyen test f6lotti vektortérben) bér-
mely bilinearis fiiggvényhez taldlhatd ortogonalis béazis, azaz olyan bazis,
amelyben a bilinedris fiiggvény matrixa diagondalis. Ha a w € W vektor ko-
ordinatai egy ortogondlis bazisban x1, x2, ..., 2441, akkor

2 2 2
q(W) = a127 + ax5 + ... + Q41T
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alkalmas a1, as,...aq4+1 € F egytitthatokkal. A koordindtédk sorrendjét meg-
valaszthatjuk gy, hogy a1,...,a, # 0 és ary1 = ... = agy1 = 0 teljesiiljon,
itt az r (> 1) szdm a ¢ kvadratikus alak rangja.

Ennek alapjan a komplex, illetve a valés test f6lott a masodrendi hiperfelii-
letek projektiv osztalyozasa egyszertien elvégezheto.

Ha F = C, akkor alkalmas bazis valasztdsaval elérhetd, hogy a1 = ... = a, =
= 1 legyen. Emiatt komplex projektiv térben a masodrendl hiperfeliiletek
egyetlen projektiv invaridnsa a rang, amely 1 és d + 1 kozott barmely egész
szdm lehet. (Azt a megallapitdst, hogy a rang az ,egyetlen” projektiv invari-
ans, agy kell érteni, hogy barmely projektiv invarians a rangbdl szarmaztat-
haté. Ez abbdl kovetkezik, hogy C {6lott barmely két egyenlé rangi W-beli
kvadratikus alak ekvivalens.)

Ha F = R, akkor alkalmas bézisban a; = ... = ar = 1és a1 = ... =
= agy; = —1, ahol k+1 = r. Itt a k és [ szamok a Sylvester-féle tehetetlenségi
tétel szerint g-nak invaridnsai (azaz barmely ortogondlis bazisban felirva a
pozitiv és a negativ egyiitthatdk széma k, illetve 1). A (—1)-gyel torténd
végigszorzas felcseréli k és | szerepét. fgy valés projektiv térben a masodrendii
hiperfeliileteket projektiv ekvivalencia erejéig jellemzik a (k,l) rendezetlen
péarok, ahol 0 < k+1 < d+ 1.

9.1.8. Példak. Az alabbi példékban a ben leirt osztdlyozas egyes ala-
csony dimenzids eseteit tekintjiik at, és geometriailag azonositjuk a képhal-
mazokat.

e Masodrendi gorbék a komplex projektiv sikon:

* Ha r = 1, akkor 27 = 0 (egyenes).
* Ha r = 2, akkor 27 + 22 = 0 (egyenespdr).

* Ha r = 3, akkor 2% + 23 + 23 = 0 (ezt a gorbét komplex kipsze-
letnek szokés nevezni; meggondolhatd, hogy a képe homeomorf az
S? gémbbel, 1. a utani megjegyzést).

e Masodrendii gorbék a valds projektiv sikon:

* Ha r = 1, akkor 27 = 0 (egyenes).
* Har = 2, akkor 27 +23 = 0 (pont), vagy z7 — 2% = 0 (egyenespar).
* Ha r = 3, akkor 2% + 2% + 23 = 0 (iires), vagy 2% + 2% — 23 = 0

(val6s nemelfajulé kupszelet, korrel homeomorf).

e Vegyiik szdmba a valés mdsodrend(i feliileteket (d = 3) a nemelfaju-
16 (r = 4) esetekre szoritkozva. Projektiv ekvivalencia erejéig hdrom
lehet6ség van:
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* Ha k = 4, akkor 2% + 23 + 2% + 23 = 0 (iires).

* Ha k = 3, akkor 2% + 23 + 23 — 27 = 0 (gémbbel homeomorf, nem
tartalmaz egyenest).

* Ha k = 2, akkor 2% + 23 — 2% — 22 = 0 (térusszal homeomorf,
tartalmaz egyenest).

9.1.9. Definicié (Kup). Legyen V < W linedris hipersik és c € W -V,
jeldlje  : W — V a ¢ irdnyu vetitést. Ha g € Q(V) tetszbleges kvadratikus
alak, akkor ¢ = gom € Q(W). Ha [q] masodrend{i hiperfeliilet a P(V) térben,
akkor a P(W)-beli [¢] mésodrendii hiperfeliiletet a [g]-ra &llitott [c] csicsi
kipnak nevezziik.

Ha k[q] # 0, akkor k[g] a k[g]-beli pontokat [c]-vel 6sszekotd egyenesek egye-
sitése. (Ha k[q] = 0, akkor k[q] = {[c]}.)

A [q] kvadratikus alak mindig elfajuld, ugyanis a ¢ vektor a g-hoz tartozd
szimmetrikus bilinedris fiiggvény magjdban van. Megforditva, barmely elfaju-
16 méasodrendi hiperfeliilet el6allithaté alkalmas hipersikban adott alkalmas
méasodrendii hiperfeliiletre alkalmas csiccsal allitott kipként. Valéban, a kup
csucsat egy tetszéleges, a szimmetrikus bilinedris fliggvény magjaban fekvo
c # 0 vektor reprezentalhatja, V pedig tetszéleges, c-t nem tartalmazé hi-
persik lehet.

9.1.10. Példa. Tekintsiik az R? euklideszi koordindtatérben az
P22 — 22 =0

egyenleti F' forgaskup-feliiletet. Homogén x1, x2, x3, x4 koordinatdkra
szerint atirva az egyenlet

2 4ai—ai=0
alakot 6lt. Az egyenlet bal oldaldt tekinthetjiik egy R3-beli ¢ kvadratikus
alaknak és egy R*-beli ¢ kvadratikus alaknak is; ekkor § = g o 7, ahol 7 :
: R* —» R? a standard vetités. fgy F mint mésodrendii feliilet valéban kip,
amelynek a csicsa a [0:0: 0 : 1] pont, azaz az R? euklideszi tér origéja.

9.1.11. Definici6é (Szelet). Ha ¢ € Q(W) és V < W, akkor nyilvén ¢|y €
€ Q(V). Emiatt ha [¢] masodrend{i hiperfeliilet a P(W) projektiv térben
és a P(V) C P(W) projektiv altérre P(V) ¢ k[g|, akkor [g|y/] masodren-
di hiperfeliilet P(V)-ben, és klg|v] = k[¢] N P(V). Ezt a [¢|v] mésodrendii
hiperfeliiletet a [¢] mdsodrend{i hiperfeliilet P(V)-ben keletkezd szeletének
nevezziik.

A [9.1.9beli [g] kipnak a P(V) hipersikban keletkezd szelete [q]. Emiatt
a ,kupszelet” elnevezés tulajdonképpen barmelyik méasodrendii hiperfeliile-
tet megilletheti. A tovdbbiakban (a hagyomdanyos sz6hasznalathoz igazodva)
kipszeleten sikbeli masodrendli gorbét értiink.
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9.1.12. Példa (Projektiv képz6dmény mint kipszelet). alapjén
tudjuk, hogy a projektiv stk két kiilonboz6 sugarsora kozott adott projektiv,
de nem perspektiv megfeleltetés képz6dménye alkalmasan véalasztott projek-
tfv koordinatarendszerben az x1x9 = 7% egyenlettel adhaté meg. Az ennek
megfelel6 kvadratikus alak matrixa

0 1/2 0
M={1/2 0 0|,
0 0 -1

ahonnan det M # 0 kovetkezik. A projektiv képzédmény tehat nemelfajuld
kupszelet.

A projektiv mésodrendii hiperfeliiletekkel kapcsolatos ismereteinket felhasz-
néalhatjuk az affin, illetve az euklideszi geometriaban is, amikor ottani ma-
sodfoku egyenletekkel definialt alakzatokat vizsgalunk. A projektiv esethez
képest a dont6 kiilonbség egyrészt abban all, hogy az egyenletek — affin, il-
letve Descartes-féle koordinatakban felirva — mar nem feltétleniil homogén
polinomok, masrészt abban, hogy a méasodrendii hiperfeliiletek ekvivalencia-
jat joval kevesebb megengedett transzformacio segitségével értelmezziik, ezért
az osztalyozds finomabb, és joval tobb osztaly keletkezik.

9.1.13. Definicié (Affin masodrendii hiperfeliilet, projektiv lezaras).
Legyen X affin tér F felett, ekkor X-beli masodrendi hiperfeliiletnek te-
kintjiik az X projektiv tér masodrendi hiperfeliiletei koziil azokat, amelyek
X-beli képe nem tartalmazza a cox idedlis hipersikot.

Azonositsuk az X affin teret affin koordinatdk bevezetése titjan az F? koor-
dindtatérrel. Az x1, o, ..., x4 koordindtdkban felirt inhomogén méasodfoki
polinomidlis egyenlet altalanos alakja

d

d
Zaiixf—i—Q Z aij$i$j+22bi$i+czo,
=1

1<i<j<d i=1

ahol a mésodfoku tagok egyiitthatéi (azaz az a;; € F elemek) koziil nem
mindegyik zérus. (Itt is kihasznéltuk, hogy charF # 2, amikor a kés6b-
bi kénnyebb kezelhet6ség érdekében a vegyes masodfoki és a linearis tagok
egyiitthatéit elfeleztiik.)

Vezessitk be az M = (a;;) € F™?¢ szimmetrikus egyiitthatématrixot és a
b = (b1,...,by) € F¢ egyiitthatévektort, ezekkel az egyenlet tomor alakja az
x = (z1,...,zq) vektorra felirt

x Mx+2b'x+¢=0
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vektoregyenlet. Ez az egyenlet akkor mdsodfokd, ha M # 0. Egészitsiik ki az
M métrixot az M € FE@+Dx(d+1) grimmetrikus matrixsza és az x vektort az
X € Fat1 vektorrs az

M b . (%
= <bT c) , illetve X = <1>

formulakkal. Ekkor a ben bevezetett F¢ ¢ Fd = P(F4t1) azonosités-
nal az x vektornak az [X| pont felel meg. Tekintsiik az M métrixszal adott
q kvadratikus alakot F?*!-en, ekkor a k[g] N F¢ ponthalmaz éppen a fenti
inhomogén egyenlet megoldasaibdl all. Az M # 0 kiévetelmény g-ra nézve
pedig azzal egyenértékii, hogy ¢ nem azonosan zérus az x441 = 0 hipersi-
kon, azaz F? idedlis hipersikjin. Tehat az affin mésodrendii hiperfeliiletek
pontosan azok az alakzatok, amelyek affin koordindtdkban inhomogén ma-
sodfoku egyenletekkel frhaték le. A [¢] projektiv mésodrendii hiperfeliiletet
a fenti masodfoki egyenlettel adott affin hiperfeliilet projektiv lezardsanak
nevezziik.

S

9.1.14. Definicié (Affin ekvivalencia). Legyen az f : F¢ — F9 affinitds
az x = f(x') = Ax' + v (x' € F%) formuldval adva, ahol A € GL(d,F)
és v € F%. Az x képpont akkor és csak akkor elégiti ki a beli vektor-
egyenletet, ha

0 = (AX' +v) ' M(AX' +v) + 2bT(AX' +Vv) + c=
= X "(ATMAX + 2 (Mv+b)TA)x" + (v Mv +2b'v + ¢) =
_ X/T <+ Qb/TX/ +
azaz ha x kielégiti az M’ = ATMA, b = AT(Mv +b) és ¢ = vI Mv +
+2b v +c adatokkal felirt inhomogén mésodfoki vektoregyenletet. Tehéat az
affinitdsok az affin mésodrend(i hiperfeliileteket affin masodrendi hiperfelii-
letekbe transzformaljak. Affin ekvivalensnek mondunk két affin masodrendi

hiperfeliiletet, ha alkalmas affinitassal az itt leirt médon egymasba transzfor-
malhatok.

9.1.15. Tétel. Barmely affin madsodrendi hiperfeliilet affin ekvivalens az
alabbi harom masodrendii hiperfeliilettipus valamelyikével:

L a123 + ...+ a2 =0;
II. alx%—i—...—i—akxi:l;

II1. alx% +...+ akx% =Tpi1;
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Mindharom esetben k > 1, 1.-ben és1l.-ben k < d, IIl.-ban k < d—1, tovabba
Az F = C esetben megkovetelhets, hogy minden i-re a; = 1 legyen, F = R
esetén pedig hogy a; = +1 legyen.

Bizonyitds: Megmutatjuk, hogy a[0.1.13}beli dltaldnos masodfoku egyenletbsl
a[9.1.14} ben leirt affin dtalakitdsok alkalmas sorozatan keresztiil eljuthatunk
a harom tipus valamelyikéhez.

Az els6 1épésben diagonalizaljuk az M egyiitthatémétrixot. Ez azt jelenti,
hogy alkalmas 1j bazisra valé attérés utan az egyenlet

alx% + ... +akxﬁ + 211 + ... + bazg) +¢=0

alakd, ahol az a; egyiitthat6k mind kiilonboznek zérustdl (i = 1,...,k). Az
i=1,...,k koordinatédkban teljes négyzetté kiegészitéssel (azaz az x, = x; +
+b; /a; helyettesitéssel) elérhetd, hogy zérustdl kiilonbozé b; egyiitthatd csak
j > k mellett szerepelhessen az egyenletben.

Ha most minden j-re b; = 0, akkor ¢ = 0 esetén az egyenlet mar I. tipusuy,
ha pedig ¢ # 0, akkor dtrendezve és végigosztva a II. alakra hozhato.

Ha a b; egytitthaték kozott van 0-tdl kiilonboz6, akkor (az z1, . . ., ) koordi-
natdkat megtartva és) az m;C_H = 2(bgt1Zk+1 + - ..+ baxq) + ¢ helyettesitéssel
élve az egyenletet a III. alakra hozhatjuk. O

Megjegyzések. (1) Az affin mésodrend(i hiperfeliilethez tartozé kvadratikus
alak rangja a 9.1.15. Tételbeli 1. tipus esetében r =k, a Il.-ban r =k + 1, a
III.-ban pedig r = k + 2. Nemelfajulé méasodrend hiperfeliiletet csak a II.,
k=d, ésalll., k=d—1 esetekben kapunk.

(2) Konnyen lathaté (tetszbleges F esetén), hogy kiilonbozé tipushoz tartozd
affin masodrendi hiperfeliiletek nem lehetnek affin ekvivalensek. Az egyes ti-
pusokon beliil az affin ekvivalenciaosztalyok szdma a testtol fiiggéen mas és
més lehet. A komplex és a valds esetben viszont [0.1.7thez hasonléan az osz-
talyok konnyen szdmba vehetok a rang, illetve az elgjelek megoszlasa szerint.

9.1.16. Példak

e A komplex affin mdsodrendi gorbék (F = C, d = 2) osztdlyozdsa (az
ot osztaly koziil csak az utolsé kettd nemelfajuld):
I k=1: 2% =0 (egyenes);
k=2: 2% + 23 = 0 (metsz8 egyenespdr);
II. k=1: 22 = 1 (parhuzamos egyenespar);

k=2: 22 +23 = 1 (komplex ellipszis);
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1. k=1: 22 = x5 (komplex parabola).

e A nemelfajulé valés affin masodrendii gorbék (F = R, d = 2, r = 3)
osztalyozasa:

I 2% + 2% =1 (ellipszis);

22 — 23 =1 (hiperbola);
—x? — 23 =1 (lires);

II1. 2% = x5 (parabola).

o A nemelfajulé valés affin mésodrendii felilletek (F =R, d =3, r = 4)
osztalyozasa:

I 2% + 2% + 2% = 1 (ellipszoid);
1(

23 + 23 — 2% = 1 (egykopenyii hiperboloid);

23 — a3 — 2% = 1 (kétkopenyti hiperboloid);

—z% — 23 — 23 =1 (iires);

1. 22 + 23 = x5 (elliptikus paraboloid);

22 — 23 = x3 (hiperbolikus paraboloid).
Rétériink az euklideszi terekben definidlt affin masodrendi hiperfeliiletekre
és azok euklideszi osztalyozasdra. A szakasz hdtralevl részében feltessziik,
hogy F = R.

9.1.17. Definicié (Euklideszi ekvivalencia). Legyen E euklideszi tér. Két
E-beli affin masodrendii hiperfeliilet euklideszi értelemben ekvivalens, ha affin
ekvivalens és az dttranszformaldst megvaldsité affinitas egybevagdsag.
Ortonormalt koordinatarendszer bevezetésével feltehetjiik, hogy E a termé-
szetes euklideszi struktiraval elldtott R? koordinatatérrel azonos. A

beli f(x') = Ax’ + v affin transzformécié tehdt pontosan akkor létesit euk-
lideszi ekvivalenciat, ha A € O(d).

9.1.18. Emlékeztets (Fotengelytétel). Felidézziik a valés szimmetrikus
maétrixok fontos tulajdonsagat: barmely valés szimmetrikus méatrix alkalmas
ortogonalis méatrixszal is diagonalizalhaté, azaz ha M € R4*4 és M T = M,
akkor létezik olyan A € O(d), hogy ATM A diagonalis.

Vegyiik észre, hogy A € O(d) esetén ATM A = A~' M A, emiatt a kvadratikus
alak attranszformalt matrixa hasonlé az eredetihez. Ezért az M métrix sajat-
értékei a masodrendii gorbének euklideszi invaridnsai, és a diagondlis alaku
matrixban a diagonélis elemek éppen ezek a sajatértékek.
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9.1.19. K6vetkezmény. Barmely euklideszi térbeli affin masodrendii hiper-
feliilet euklideszi értelemben is ekvivalens a[9.1.15 Tételbeli tipusok valame-
lyikével. Két I. tipusi masodrendii hiperfeliilet akkor és csak akkor ekvivalens
euklideszi értelemben, ha az egyiitthatok rendszere (sorrendtdl eltekintve)
aranyos. Két I1. vagy I1I. tipusi mdsodrendii hiperfeliilet akkor és csak ak-
kor ekvivalens euklideszi értelemben, ha az egyiitthatdk rendszere (sorrendtél
eltekintve) megegyezik. O

9.1.20. Példa (A mdsodrendii gérbék euklideszi osztilyozasa). Te-
kintsiik 4t d = 2 mellett a lehetséges eseteket. A hagyomaéanyos jeloléseket
hasznéljuk: a koordinatakat most x és y jeldli, a, b # 0 konstansok.

I k=1: 2% =0 (egyenes);

2 2 2

2
k=2: o) + 7= 0 (pont), poi i 0 (metsz6 egyenespdr);
z? z?
II. k=1: — =1 (pdrhuzamos egyenespar), —— = 1 (iires);
a a
z? g2 a2 . 2 g2
ECN— 2) ¥+b72 = 1 (elhpSZlS)7 ﬁ*bﬁ = 1 (hlperbola), 7;*[)? = 1
iires) ;
22
II. k=1: — =y (parabola). O
a

9.1.21. Emlékeztetd (Kupszeletek az elemi geometridban). Felidézziik
az ellipszis, a parabola és a hiperbola szokdsos definiciéjat és néhany elemi
tulajdonsagat. Legyen E euklideszi sik, p jelolje a tavolsagfiiggvényt E-n.

Ellipszis:

Rogzitjitk az Fy # F5 pontokat E-ben és az a > ¢ szamot, ahol ¢ = p(F, Fy)/2.

Az Fy, F; fokuszi, 2a nagytengelyt ellipszisen az
{A€E : p(A Fi)+p(A, F,) =2a}

ponthalmazt értjitkk. Ha a Descartes-féle koordinatarendszer tengelyei az
(F1, Fy) egyenes, illetve az [Fy, Fp] szakasz felez6 merdlegese, akkor az el-
lipszis egyenlete
2 2

g + yf =1

a? = b2
alaku. Itt a b > 0 konstanst az a® = b? + c? egyenléség hatdrozza meg, és az
ellipszis kistengelyének a hossza 2b-vel egyenlo.

Parabola:
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Rogzitjik a V C E egyenest és az F' € E—V pontot. A V vezéregyenesti, F'
fékuszi parabolan az

{AcE: p(AV)=p(A F)}

ponthalmazt értjiik. Ha a Descartes-féle koordindtarendszer tengelyei egy-
részt a parabola szimmetriatengelye, azaz az F-b6l V-re bocsatott merdleges
egyenes, masrészt az a V-vel parhuzamos egyenes, amely felezi F' és V' tavol-
sagat, akkor a parabola egyenlete

y2 = 2px

alakud, ahol p = p(F, V) (a parabola paramétere).

Hiperbola:
Rogzitjiik az I} # Fy pontokat E-ben és az a < c¢ pozitiv szamot, ahol
c = p(F1, Fy)/2. Az Fy, F {6kuszi, 2a valds tengelyti hiperbolén az

{A€E: |p(A,Fy) - p(A, Fy)| = 2a)

ponthalmazt értjitkk. Ha a Descartes-féle koordinatarendszer tengelyei az
(F1, F») egyenes, illetve az [F, Fy] szakasz felez6 merélegese, akkor a hiper-

bola egyenlete
2 2
x
S -5=1
a b2
alaki. Itt a b > 0 konstanst a ¢ = a? + b? egyenl6ség hatdrozza meg. A
hiperbola aszimptotai az y = j:gx egyenletli egyenesek.

Az ellipszis, a parabola és a hiperbola nevezetes tulajdonsiga, hogy a ha-
romdimenzids euklideszi térben felvett forgaskuipoknak a kip csicsan 4t nem
meno sikokkal vett sikmetszetei éppen ezek a gorbék. Valéban, [9.1.9H9.1.11|
ben tett megéllapitdsainkbdl és a 9.1.20-beli osztalyozasbdl ez kovetkezik.

Attekintjﬁk, hogyan lehet a valds projektiv térrel és annak transzformécidival
kapcsolatban mar megismert komplexifikacios eljarast kiterjeszteni a valés
térben adott méasodrendi hiperfeliiletekre. Ehhez el6szor bilinearis fliggvé-
nyek és kvadratikus alakok komplexifikacidjat értelmezziik. Ennek a szakasz-
nak a hétralevé részében feltessziik, hogy F = R, és W€ jeloli a W valds

vektortér komplexifikaltjat (1.18.2.14)).

9.1.22. Allit4s. Legyen 5 : W x W — R bilinedris leképezés. Ekkor létezik
egyetlen olyan B€ : W€ x W€ — C leképezés, amely C folott bilinedris, és
amelyre € | wxw = (. Ha 3 szimmetrikus, akkor 3€ is az. Ha 3 nemelfajuld,
akkor (€ is az.
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Bizonyitas: Ha a kivant tulajdonsagi S€ létezik, akkor tetszdleges uy, vy, ug,
vy € W-re az (ug + ivy,ug + iva) € WC x W€ elemparon a

BC(uy + ivy, uy + iva) = B(ur, uz) — B(vi, va) +i(B(u1, va) + B(us, v1))

értéket kell felvennie. Az egyértelmiiség ebbdl rogton adddik. Masrészt ez
a formula a keresett SC fiiggvény definiciéjaul is szolgalhat. Szimmetrikus
B esetén BC szimmetridja is kiolvashaté a formulabél. Ha W-ben R folott
bézist valasztunk, akkor ez egytttal W€ szdméra is bazis C folott, tovabba
BC métrixa erre a bazisra nézve azonos lesz 3 métrixdval. EbbSl az utolsé
allitas is kozvetleniil kovetkezik. O

9.1.23. Definicié (Valds kvadratikus alak komplexifikdltja). Ha ¢ €
€ Q(W) valds kvadratikus alak, legyen 8 : W x W — R a ¢-t szdrmaztatd
szimmetrikus bilinedris fiiggvény, és tekintsiik a 9.1.22 szerinti 3€ komple-
xifikélt szimmetrikus bilinedris fiiggvényt. A hozza tartozé (komplex értékii)
kvadratikus alakot ¢ komplexifikdltjanak nevezziik és ¢C-vel jelsljiik.
Nyilvdnvald, hogy ¢€ | = g, tovdbba hogy egy W-bél vélasztott bazisban
¢© métrixa ugyanaz, mint ¢-é.

9.1.24. Definici6é (Valés masodrendii hiperfeliilet komplexifikiltja).
Ha adott a [¢] € P(Q(W)) mésodrendfi hiperfeliilet a P = P(W) valds pro-
jektiv térben, akkor [q] komplexifikaltjan [¢]€ = [¢C]-t, azaz a ¢ kvadratikus
alak komplexifikaltja altal reprezentalt komplex méasodrendii hiperfeliiletet
értjiik a P€ = P(W©) komplexifikélt térben.

A ¢€ |w = q észrevételbdl kovetkezik, hogy a komplexifikalt masodrendii hi-
perfeliilet képhalmazanak a P valds résztérbe esé része megegyezik az eredeti
hiperfeliilettel, vagyis k[¢€] N P = k[q].

Megjegyzések. (1) A 24—bcn leirt komplexifikdcids eljards annak a ké-
zenfekvé moddszernek a koordindtamentes megfogalmazasa, ahogyan valds
egylitthatds polinomidlis egyenleteket egytuttal komplex egyenleteknek is te-
kinthetiink. Ha koordinatakat hasznalunk és a valés masodrendii hiperfeliile-
tet egyenlettel adjuk meg, akkor a komplexifikalt hiperfeliilet gy szarmazik,
hogy ugyanazt az egyenletet a komplex koordinatakra vonatkozé egyenletnek
tekintjiik.

(2) A komplexifikdlt masodrendii hiperfeliilet képe egészen més jellegii pont-
halmaz is lehet, mint az eredeti valés hiperfeliilet. Vegyiik példaul a valés mé-
sodrendfi gorbék koziil az {ires alakzatot definidlé 23423422 = 0 egyenletet,
ennek a gorbének a komplexifikaltja, a komplex kupszelet végtelen sok pontot
tartalmaz (példdul az Gsszes [cosa : sina : ] alaki pontot), és homeomorf
egy gombfeliilettel. Vagy tekintsiik a valds sikon az egyetlen [0 : 0 : 1] pont-
bél 4ll6 alakzatot definidlé x? + 22 = 0 egyenletet, ennek a komplexifikaltja
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két komplex egyenes (mégpedig x1 + ixe = 0 és 1 —ixy = 0) egyesitése,
amelyek ebben a valés pontban metszik egymaést.

9.2. Polaritas

A nemelfajulé masodrendii hiperfeliiletek igen érdekes és a geometriai alkal-
mazasok szempontjabdl kiillondsen hasznos megfeleltetést 1étesitenek a pro-
jektiv tér pontjai és hipersikjai kozott. Ezt a megfeleltetést most részletesen
megvizsgaljuk.

Rogzitiink P = P(W)-ben egy [¢] € P(Q(W)) nemelfajulé masodrendii hi-
perfeliiletet. Jelolje 5 : W x W — F a q kvadratikus alakhoz tartoz6 szimmet-
rikus bilinedris fiiggvényt. Legyen ® : W — W* a -nak természetes mdédon
megfeleltetett linedris izomorfizmus, azaz S(u,v) = ®(u)v (u,v € W).

9.2.1. Definicié (Konjugdlt pontok). Az X = [x], Y = [y| € P pontokat
konjugélt pontoknak nevezziik [¢]-ra nézve, ha 8(x,y) = 0.

A pontok konjugéltsiaga szimmetrikus reldacié. Egy pont akkor és csak akkor
konjugélt énmagdval, ha k[g]-hoz tartozik.

9.2.2. Allitas
(1) Bdrmely P-beli pont konjugéltjai hipersikot alkotnak P-ben.

(2) Bédrmely P-beli hipersikhoz egyetlen olyan P-beli pont Iétezik, amely a
hipersik minden pontjanak konjugaltja.

Bizonyitds: (1): Valéban, rogzitett X = [x] € P mellett Y = [y] € P ponto-
san akkor konjugaltja X-nek, ha 0 = B(x,y) = ®(x)y, azaz X konjugéltjai
aP (Ker (CI)(X))) hipersikot alkotjak.

(2): Ha adott a H = P(Kera) hipersik, ahol o € W*, akkor csak olyan
X = [x] € P lehet H minden pontjdnak konjugéltja, amelyre Kera C
C Ker (®(x)), ahonnan [®(x)] = [a] kovetkezik. Tehdt csakis X = [@~!(a)]
jOhet széba. Masrészt az igy definidlt X pont nyilvan megfeleld. O

9.2.3. Definicié (Polaris, pélus). Az X € P pont [¢]-ra vonatkozé po-
larisanak nevezziik azt a P-beli hipersikot, amely X konjugaltjaibdl all. A
H C P hipersik [g]-ra vonatkozé pdlusdnak nevezziik azt a P-beli pontot,
amelynek H a polérisa.

Ezt a hozzdrendelést [g]-ra vonatkozé polaritdsnak nevezziik. A polaritds te-
hit P — P* és P* — P bijektiv leképezéseket 1étesit, amelyek egymas inver-
zei. (Itt P* = P(W*) a P dudlisa, 1. [8.1.4])
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Ha homogén koordinatakkal adjuk meg az x vektort és B jeloli a ¢ kvadratikus
alak métrixat, akkor 9.2.2.(1) bizonyitdsabol kiolvashatd, hogy az X = [x]
pontnak a [g]-ra vonatkozé poldrisa az a hipersik, amelynek az egyenletében
az egyliitthatok a Bx vektor koordinatai.

9.2.4. Allitas
(1) A polaritéds projektiv transzformédcié P és P* kozitt.

(2) A polaritds illeszkedéstartd, azaz ha az A € P pont illeszkedik a H C P
hipersikra, akkor H pdlusa illeszkedik A poldriséra.

Bizonyitds: Az (1) allitds igazoldsdhoz vegyiik észre, hogy polaritdst a @ :
: W — W* linedris izomorfizmus indukalja, ezért projektivitas. A (2) alli-
tas ebbél azonnal kovetkezik. Az illeszkedéstartast konnyen meggondolhatjuk
anélkiil is, hogy (1)-re hivatkoznénk: ha A € H, akkor H pdlusa és A konju-
galt pontok, és emiatt H pdlusa hozzatartozik A polaris hipersikjahoz. [

Megjegyzés. A klasszikus projektiv geometria széhasznélatdban a P — P*
kollineaciokat korrelacioknak nevezik. Nem nehéz belatni, hogy ha egy kor-
reldcié projektiv transzformacié P és P* kozott, és kétszeri alkalmazasa P
identikus leképezését adja, akkor az valamely egyértelmiien meghatarozott
nemelfajulé masodrendii gorbére vonatkozo6 polaritas: a korrelaciobdl a @ li-
nearis izomorfizmusra, majd abbdl a S nemelfajulé szimmetrikus bilinearis
fiiggvényre kovetkeztethetiink vissza.

9.2.5. Példa (Gombre vonatkozd polaritds euklideszi térben) Legyen
most F = R, és P = P(R9*!) = R4, az R? euklideszi tér projektiv lezardsa.
Tekintsiik az S?~! euklideszi egységgombre mint masodrendii hiperfeliiletre
vonatkozé polaritast a P? projektiv térben. Az S !-et definidlé kvadratikus
alak matrixa, és egyuttal a hozza tartozo ® leképezés métrixa a standard ba-

zisra vonatkozoan diagondlis, mégpedig rendre az 1,...,1, —1 atléelemekkel.
Valamely a = (a1,...,aq) € R? kizonséges pont (azaz homogén koordina-
tékra dtirva az [a; : ... : aq : 1] pont) polérisa tehdt az a hipersik, amelynek

a1x1+...+aqrqg—xgr1 = 0 a homogén egyenlete. Atirva Re-beli Descartes-
féle koordinatakra az
a1x1+ ...+ aqgrg =1

affin hipersikot kapjuk. Az a # 0 esetben ehhez a hipersikhoz pontosan azok
az x € R? pontok tartoznak, amelyekre x - a = 1. Vegyiik észre, hogy ez
a hipersik hatdrolja azt az F, félteret, amely a poldris halmazok [3.4.1}beli
konstrukciéjaban szerepel (a szokésos (R?)* = R? azonosités mellett).
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9.2.6. Definicié (Erint8). Legyen L C P egyenes. Azt mondjuk, hogy
L érinti a [g] masodrendii hiperfeliiletet, ha L-nek és k[g]-nak egyetlen kozos
pontja van, vagy L C k[qg|. Az els6 esetben a koz6s pontot L érintési pontjanak
nevezziik.

9.2.7. Allitas. Legyen A € k[g] és L C P egy A-n dthaladé tetszéleges
egyenes. Ekkor L pontosan akkor érinti [q]-t, ha része A polarisénak.

Bizonyitds: Legyen A = [u] és rogzitsiik az L egyenes egy A-tdl kiilonbozo
B = [v] pontjit. Ekkor az L egyenes A-t6l kiilonbozé pontjai a Au + v alaku

vektorokkal reprezentalhaték, ahol A € F tetszéleges. Egy ilyen pont akkor
és csak akkor illeszkedik k[g]-ra, ha

0 =qg(hu+v) = g(u)+2X-B(u,v) +q(v) =2)-8(u,v) +q(v),

ami linearis egyenlet A\-ra nézve.

Ha a B(u, v) féegyiitthaté nem zérus, akkor egyetlen megoldds van, azaz L-
nek és k[g]-nak két kozos pontja van. Ilyenkor tehdt L nem érintd, és — miutdn
A és B nem konjugaltak — L nem része A polarisanak.

Ha f(u,v) = 0, akkor vagy nincs megoldds, vagy minden A megoldds. Mind-
két esetben L érintd, és S(u, Au+v) = Ag(u) + S(u,v) = 0 miatt L része A
polarisdnak. O

9.2.8. Kovetkezmény. Bdarmely A € k[q]-ra [¢]-nak az A ponton dthaladé
érintéi hipersikot sépornek, mégpedig A poldrisat. O

9.2.9. Definicié (Erint8hipersik). A H C P hipersikot [¢] érint8hipersik-
jadnak mondjuk, ha H pdlusa illeszkedik k[g]-ra. A pdélust H érintési pontjs-
nak, H-t pedig az ebben a pontban huzott érintéhipersiknak nevezziik.

Megjegyzés. A Allités bizonyitasabdl kiolvashatd, hogy egy L = P(U)
egyenes (és igy egy H = P(V) hipersik is) akkor és csak akkor érinti a [¢]
mésodrend{i hiperfeliiletet, ha a ¢|y (illetve a ¢|y) kvadratikus alak elfajuld.
Kézenfekvd tehat egy tetszdleges nemiires S = P(V) C P projektiv altérre
azt mondani, hogy S érinti [g]-t, ha ¢|y elfajuld. Specidlisan pontok esetére
ez a k[g]-ra vald illeszkedést jelenti.

9.2.10. Allités. Legyen B € P — klqg] tetszbleges pont és jelblje H a B pold-
ris hipersikjdt. Ekkor a B ponton keresztiil [q]-hoz hiizhatd érintéegyenesek
pontosan az (A, B) alaki egyenesek, ahol A € H Nk|q].

Bizonyitas: Ha L érinté és B € L, akkor jelolje A az L érintési pontjat. Ekkor
miatt A és B konjugdltak, ezért A € H Nk|q].
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B
A

Megforditva, ha A € H Nklq], akkor A és B konjugaltak, ezért miatt az
(A, B) egyenes érintd. O

9.2.11. K6vetkezmény. Jelslje H = P(V) a B € P — k[q] pont poldrisét.
Ha B-bél lehet érint6t hizni [q]-hoz, akkor a B-bél [g)-hoz hiizott érinték a
H-beli nemelfajulé [q|y] médsodrendii hiperfeliiletre dllitott B csicsid kipot
soprik.

Bizonyitds: Valéban, a kévetkezmény H N klg] = k[g|y] miatt [9.2.10}bsl
adédik. O

9.2.12. Kévetkezmény. Ha d = 2 és A a P projektiv siknak a [q] nemelfa-
Jjulé kipszelet képéhez nem tartozo pontja, akkor A-n keresztiil [q]-hoz vagy
két érinté hiizhatd, vagy egy sem.

Bizonyitds: Ha A ¢ k[q], akkor A nem tartozik hozzd a poldrisdhoz. Ezért
A poldrisa nem érintéegyenes, azaz [g]-nak ezzel az egyenessel vett szelete
nemelfajulé masodrendii hiperfeliilet A polaris egyenesén. Az egyenesen egy
nemelfajulé médsodrendii hiperfeliilet képe csak 0 vagy 2 pontbdl dllhat (1.
[9.1.5)), igy [9.2.11| miatt A-n &t vagy 0, vagy 2 érinté huzhatd. O

Megjegyzések. (1) Ha F algebrailag zart (pl. F = C), akkor csak a két érintd
esete fordulhat elé.

(2) Ha F = R és k[q] # 0, akkor a [9.2.12}beli két eset aszerint 4ll el8, hogy
az A pont a kupszeletnek kiils§ vagy belsé pontja. A valds projektiv sikon
egy nemelfajuld, nemiires kupszelet zart gérbe, amely a sikot két tartoményra
végja; ezek koziil az egyik tartalmaz egyenest (ez a kipszelet kiilseje), a mdsik
nem (ez a kipszelet belseje). Ebbél rogton latszik, hogy egy projektivitéds a
kupszelet belsejét szitkségképpen a képkupszelet belsejére, kiilsejét a kiilsejére
képezi. Kénnyen meggondolhatd, hogy ezek nem is homeomorf tartomanyok:
a kupszelet belseje a nyilt korlemezzel, mig kiilseje a nyilt Mobius-szalaggal
homeomorf.

(3) Legyen P az F euklideszi stk projektiv lezdrdsa. Egy P-beli nemelfajulé
és nemiires képhalmazui kupszelet aszerint ellipszis, parabola vagy hiperbola
projektiv lezarasa, hogy E idedlis egyenesének 0, 1, illetve 2 kézos pontja van
a gorbével. Az idealis egyenes érinti a parabolat. A hiperbola idealis pontbeli
érint6i az aszimptotak.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

9. KUPSZELETEK 289

9.2.13. Tétel. Legyen A, B € k[q| két kiilonbiz6 pont és tegyiik fel, hogy
az (A, B) egyenes nem fekszik k[g]-ban. Az (A, B) szel§ két tovabbi X ésY
pontja akkor és csak akkor konjugdlt [g]-ra nézve, ha (ABXY) = —1.

A

Y L

Bizonyitds: Legyen L = (A, B). A tett feltevések mellett nyilvan {A, B} =
= LNklg]. Az L egyenesnek barmely A-tdl és B-t6l kiilénbsz6 X pontjahoz
egyértelmiien taldlhaté olyan Y € L pont, amely X-nek konjugdltja, hiszen X
polarisa egy X-et nem tartalmazé hipersik, amely igy L-et egyetlen pontban
metszi. A konjugdltsdg szimmetrikus reldcid, ezért az L—{ A, B} halmaz pont-
jait parokba allitja. Ugyancsak parokba &llitja ezeket a pontokat az {A, B}-re
vonatkozé harmonikus viszony is. Azt kell belatnunk, hogy a két parba &llitas
azonos. Ehhez elegendd annyit beldtni, hogy ha (ABXY) = —1, akkor X és
Y konjugaltak, hiszen a megforditds ekkor mar indirekt uton nyilvanvalé.

Tegyiik fel tehat, hogy (ABXY) = —1. Vélasszunk reprezentdns vektorokat
eldszor X és Y szaméra: X = [x], Y = [y], majd {rjuk fel A egy reprezenténs
vektordt a = Ax + py alakban. Ekkor (ABXY) = —1 miatt a b = Ax — py
vektor a B pontot reprezentdlja. Miutdn A és B a [¢] mdsodrendii hiperfeliilet
pontjai, g(a) = 0 és ¢g(b) = 0, azaz

0 BOX + py, Ax + py) = Nq(x) + 2\ - B(x,y) + °q(y)
és 0 = BOx—puy,  x—puy) = Nq(x) — 2 \u- B(x,y) + 12q(y),

ahonnan 4\u - B(x,y) = 0 kovetkezik. Itt A\, u # 0, igy char F # 2 miatt
4 # 0. Ezért B(x,y) =0, azaz X és Y konjugéltak. O

9.2.14. Példa (Polaritas az egyenesen). Tegyiik fol, hogy d = 1 és [¢]
nemelfajulé méasodrendi hiperfeliilet az L projektiv egyenesen. Miutan a hi-
persikok most pontok, a [g]-ra vonatkozé polaritds pontoknak pontokat felel-
tet meg, tehat egy p: L — L leképezésként foghato fel.

Ha k[q] # 0, azaz [q] képe valamely {A, B} pontpar az L egyenesen, akkor
a|9.2.13] Tétel alapjan ez a leképezés éppen az A, B fixponti harmonikus
involicié.

Ezt az észrevételt kiterjeszthetjitk az altaldnos esetre is (amikor k[g] = 0
is lehet). Tekinthetjitk ugyanis a polaritds altal [9.2.4] (1) szerint adott L —
L* projektivitast. Ezt azaltal tudjuk L — L leképezésnek tekinteni, hogy
dim L = 1-nek koszonhetden természetes azonositas all fenn L és L* kozott
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(1. a [8:3.5] uténi negyedik megjegyzést). Ez az azonositds is projektivitds,
ezért az egyenesen értelmezett p : L — L polarités is projektivitds. Miutan a
pontok konjugaltsdga szimmetrikus relacid, p involicié az L egyenesen.

AQ:2.13] Tétel alabbi kovetkezménye jelentSs szerepet fog jatszani a[0.4] sza-
kaszban, és késObb a hiperbolikus geometria projektiv modelljével kapcsolatos
vizsgalatainkban.

9.2.15. Kovetkezmény. Legyen A € P —Xk|q| és legyen H az A pont poldris
hipersikja [q)-ra nézve. Ekkor a ha g : P — P harmonikus involicié a k[q]
halmazt énmagara képezi. O

A19.2.13] Tételnek szamos érdekes alkalmazasa ismeretes a kupszeletek elemi
geometridjaban. Ezek koziil az alabbi allitast emeljiik ki.

9.2.16. K6vetkezmény. A valds affin sikon egy ellipszis, parabola vagy hi-
perbola parhuzamos hirjainak felez6pontjai kollinedrisak.

Bizonyitas: Valéban,[9.2.13|miatt mindegyik felez6pont konjugéaltja a hirokat
tarté egyenesek kozos idedlis pontjanak, ezért illeszkedik ennek az idealis
pontnak a poldariséra. O

Ennek a szakasznak a hatralevd részében azt vizsgaljuk meg, hogyan lehet
a dualitds elvét (L. a Allitést) olyan allitasokra kiterjeszteni, amelyek-
ben kipszeletek is szerepelhetnek. Vildgos, mit kell a kupszelet fogalmanak
dudlisan érteniink: mésodrendli gorbét a dudlis projektiv sikban. A kérdés
az, hogy ennek a képhalmaza (mint a dudlis sikban fekvé ponthalmaz) mi-
féle egyeneshalmazt jelent az eredeti sikban. Ezt a kérdést azaltal tessziik
konkréttd, hogy tovébbra is rogzitettnek tekintiink a P projektiv sikban egy
[¢] nemelfajulé mésodrendii gorbét, amely a rd vonatkoz6 polaritds révén
egy P — P* projektiv izomorfizmust rogzit. A dudlis sikban fekvé kupszelet
képhalmazéra tehdt ugy tekinthetiink, mint valamely P-beli [r] kipszelethez
tartoz6 pontok [g]-ra vonatkozé poldrisainak a halmazéra. Ha ez az [r] kip-
szelet nemelfajuld, akkor a kérdésre a védlaszt az alabbi tétel adja meg. A tétel
nem csak sikban, hanem tetszoleges dimenziéban érvényes. Rogzitettnek te-
kintjiik tehdt a d-dimenziés P projektiv térben a [¢] nemelfajulé mésodrendii
hiperfeliiletet.

9.2.17. Tétel. Legyen [r] € P(Q(W)) nemelfajulé mdsodrendii hiperfeliilet.
Ekkor létezik P-ben olyan [s] nemelfajulé mésodrendii hiperfeliilet, hogy a

H = {A poldrisa [¢]-ra nézve : A € k[r]}

hipersikhalmaz pontosan az [s| hiperfeliilet érintéhipersikjaibdl 4ll.
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Bizonyitds: Abban a specidlis esetben, amikor [r] éppen megegyezik a [q]
masodrendii hiperfeliilettel, a Definicié alapjan [s] is vélaszthaté [g]-
val azonosnak.

Az ltaldnos esetben megmutatjuk, hogy [r]-nek egy alkalmas projektiv transz-
formdaciéndl szdrmazé képe lesz [s]. Ehhez Gssze kell vetniink az [r]-re vonat-
kozé polaritast a [¢]-ra vonatkozéval.

Jelolje ppy és pig az [r]-re, illetve [g]-ra vonatkozé P — P* polaritast, ezek
9.2.41(1) szerint projektiv transzformécidk. A P* duélis projektiv tér elemeit a
P-beli hipersikokkal tekintjiik azonosnak, ezéltal a tételbeli H hipersikhalmaz
a pig (k[r]) részhalmazzal azonos P*-ban. Nyilvdn H = pyy (p[;]1 (ppr (k[1]))),
és itt a M) = ppy(k[r]) halmazrdl az eldljaréban tisztdzott specidlis eset
miatt mar tudjuk, hogy egy mdsodrenddi hiperfeliilet (nevezetesen [r]) érin-
téhipersikjaibol dll. A H hipersikhalmaz pedig a #Hj,) halmaznak a py, o p[;]l :
: P* — P* projektiv transzformacional szarmazé képe.

Gondoljuk meg, hogy barmely g : P* — P* projektiv transzformécié vala-
mely (egyértelmiien meghatérozott) f : P — P projektiv transzformdciénak
az yadjungaltja”, azaz az f altal a hipersikok halmazén 1étesitett leképezés.
Valéban, ha g = [¢], ahol ¢ € GL(W™*), akkor ¢ linedris algebrai értelemben
vett adjungdltja, tehdt az a ¢ € GL(W) leképezés, amelyre ¢(a) = aop (o €
€ W*), indukélja f-et, hiszen f(P(Kera)) = P(¢(Kera)) = P(Ker¢(a)) =
= g([]) tetszbleges o« € W*, o # 0 esetén.

Létezik tehat olyan f = [¢] : P — P projektivitas, amelynél a () halmaz-
hoz tartozo6 hipersikok éppen a H-beliekre képezodnek. Ezért H pontosan az
[r] mésodrend{i hiperfeliilet f-nél szérmazd képének, azaz annak az [s] m4-
sodrendti hiperfeliiletnek az érintShipersikjaibél 4ll, amelyre s = ro@~t. [

Megjegyzések. (1) Ha W-ben rogzitiink egy bézist, amelyre vonatkozéan ¢
métrixa B, és r matrixa C, akkor a tétel bizonyitdsiban szarmaztatott s
kvadratikus alak matrixa BC~!B. Ennek alapjan a tétel 4llitdsat nem volna
nehéz csupan matrixokkal térténd szamolas utjan ellendrizni.

(2) A tételben csak [s] 1étezését allitottuk, egyértelmiiségét nem. Az iires
képhalmazi maéasodrendi hiperfeliilet példdja mutatja, hogy az egyértelmii-
ség éltaldban nem is igaz. Viszont ha az alaptest algebrailag zért, akkor [s]
egyértelmiien létezik.

(3) A Tételbdl konnyen kovetkezik az a konvex geometriai tétel, hogy
euklideszi vektortérben egy origd kozépponti ellipszoidtest polaris halmaza
szintén ellipszoidtest (vo.[9.2.5). Konnyen ellendrizhetd ugyanis (példdul az
(1) megjegyzést hasznalva), hogy ha [q] az egységgdmb és [r] egy origd ko-
zéppontu ellipszoid, akkor [s] is origd kozéppontu ellipszoid.
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9.2.18. Definicié (Vonalkiipszelet). Legyen d = 2. A P projektiv sikban
vonalkipszeleteknek nevezziik a P* dudlis projektiv sik masodrendii gorbéit.

Egy P-beli vonalkipszelet képhalmazanak azt a P-beli egyeneshalmazt te-
kintjiik, amely a széban forgé maéasodrendii gorbe P*-beli képhalmazanak
P-ben megfelel. A Tétel alapjan tudjuk, hogy barmely nemelfajulé
vonalkipszelet képhalmaza valamely (eredeti értelemben vett) nemelfajuld
kupszelet érintéegyeneseibdl dll. A tovdbbiakban, ha erre a megkiilonbozte-
tésre sziikség van, az eredeti P-beli kiipszeleteket pontkiipszeletnek is nevez-
hetjiik.

9.2.19. Példa (Projektiv képz6dmény mint vonalkuipszelet). A
Tétel és a Példa dualizdldsaval, valamint a[0.2.17] Tétel alkalmazasa-
val nyerjiik, hogy ha a projektiv sik két kiilonb6zé egyenese kozott adott egy
projektiv, de nem perspektiv megfeleltetés, akkor ennek a képzédménye, az-
az az egymasnak megfeleltetett pontokat Gsszek6to egyenesek rendszere egy
nemelfajulé vonalkipszelet képhalmaza, tehat valamely, a projektiv sikban
fekvé nemelfajulé pontkipszelet érintéibol 4ll.

9.2.20. Példa (Parabola). Konkrét példa gyandnt tekintsiik az euklideszi
sik két nem parhuzamos egyenesét, mozogjon rajtuk egy-egy pont egyenletes
sebességgel gy, hogy a metszésponton kiilonbozo pillanatokban haladnak
at. Minden id6pillanatban kossiik 6ssze a két pontot egy egyenessel. Az igy
nyert egyenesek mindannyian egy nemelfajulé kipszeletet érintenek. A két
egyenes kozti megfeleltetés affin, ezért az euklideszi sik projektiv lezardsaban
az idealis pontjaikat egymasnak felelteti meg. Emiatt az idedlis egyenes érinti
a projektiv képzédményt, ami igy csak parabola lehet.

9.3. Kiupszeletsorok

9.3.1. Definicié (Masodrendii hiperfeliiletsor). Legyen P = P(W) pro-
jektiv tér, d = dim P > 1. A P-beli masodrendi hiperfeliiletek a P(Q(W))
projektiv teret alkotjak. Ennek a projektiv térnek az egyeneseit P-beli ma-
sodrendii hiperfeliiletsoroknak nevezziik.

Ha tehat ¢; és g2 két linedrisan fliggetlen kvadratikus alak a W vektortéren,
akkor a ¢1(x) = 0 és g2(x) = 0 egyenleti masodrend(i hiperfeliiletek egyértel-
miien foglalhatok masodrendi hiperfeliiletsorba, mégpedig abba, amelynek a
tagjait a A\1q1(x)+A2g2(x) = 0 egyenletek {rjdk le, ahol a A1 és Ay egyiitthatok
koziil nem mindketto 0.

Ha d = 2, akkor a méasodrendli hiperfeliiletsort kupszeletsornak, ha d = 1,
akkor masodrendii pontparsornak nevezziik.
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Megjegyzés. Egy masodrendii hiperfeliiletsornak dltalaban elfajuld tagjai is
vannak. SOt az is el6fordulhat, hogy egy mésodrendli hiperfeliiletsor Gsszes
tagja elfajulé. Szokas magdt a masodrendii hiperfeliiletsort nemelfajulénak
nevezni, ha létezik legaldbb egy nemelfajuld tagja. Példaul a projektiv egye-
nesen barmely médsodrend{i pontparsor nemelfajulé (ha ugyanis 2 = 0 és
23 = 0 két elfajulé pontpar egyenlete, akkor az dltaluk generalt pontpar-
sorhoz hozzdtartozik 2% + 22 = 0 is, amely char F # 2 miatt nemelfajulé
pontpér egyenlete). Altaléban, ha valamilyen rogzitett bazisra vonatkozdan
g1 métrixa My, ga-é Mo, akkor a ([q1], [¢2]) C P(Q(W)) masodrendii hiperfe-
lilletsor elfajulo tagjait a det(A; My + AaMa) = 0 egyenlet hatérozza meg. Ez,
ha nem azonosan zérus, akkor homogén (d + 1)-edfoki polinomidlis egyen-
let a (A1, \2) egyiitthatoparra nézve. Igy algebrailag zart test folott példaul
minden mésodrendii hiperfeliiletsor tartalmaz elfajuld tagot (s6t alkalmasan
definialt multiplicitassal szamolva a nemelfajulé masodrendt hiperfeliiletso-
rok pontosan (d + 1)-et). Péaros d esetén R f6lott is van nemtrividlis gyok,
ezért példaul a valés projektiv sikon barmely kipszeletsornak sziikségképpen
van elfajulé tagja.

9.3.2. Definicié (Tartépont). Legyen Q mésodrendd hiperfeliiletsor P-
ben. Az A € P pontot Q tartépontjdnak nevezziik, ha minden [¢] € O-ra
A € K[q].

Nincs minden mésodrendii hiperfeliiletsornak tartépontja: ha k[g1] Nk[ge] =
= (), akkor Q@ = {[q1], [g2])-nak nyilvin nem lehet tartépontja.

9.3.3. Allitas. Legyen Q masodrendii hiperfeliiletsor P-ben és A € P. Ekkor
vagy A tartépontja Q-nak, vagy pedig pontosan egy olyan [q] € Q létezik,
amelyre A € k[q|.

Bizonyitds: Legyen Q = ([q1], [¢2]). Ha A = [a] és ¢1(a) = g2(a) = 0, akkor
g(a) = 0 barmely ¢ = A\1q1 + A2g2-re, azaz A tartépontja Q-nak. Ha pedig
q1(a) és ga2(a) koziil legaldbb az egyik nem 0, akkor a Ajgi(a) + Aaga(a) =
= 0 egyenletnek ardnyossig erejéig egyértelmiien létezik nemtrividlis (A1, A2)
megolddsa (mégpedig A\ = g2(a), Ao = —q1(a)), ezekkel és ardnyossag erejéig
csak ezekkel az egyiitthatékkal lesz g(a) = 0. O

Megjegyzés. Amikor a projektiv sik kupszeletsorait vizsgaljuk, illetve alkal-
mazzuk, azok legtobbszor tartépontjaik segitségével vannak megadva. Ennek
a feltételeit tisztazzuk az alabbiakban.

9.3.4. Tétel. Legyen d = 2 és tegyiik fol, hogy A1, As, Az, Ay a P pro-
jektiv sik négy kiiléonbéz6 pontja, amelyek nem illeszkednek egy egyenesre.
Ekkor azok a mdsodrendii gorbék, amelyek athaladnak az Ay, Ao, Az, Ay
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pontokon, kupszeletsort alkotnak P-ben, amelynek ez a négy pont tartopont-
ja. Ha a négy pont kozétt nincs harom kollinearis, akkor a kipszeletsornak
mas tartopontja nincsen.

Bizonyitds: Legyen i = 1,2,34-re A; = [a;], ekkor a g(a;) = 0 feltétel ho-
mogén linearis egyenlet g-ra. Belatjuk, hogy ez a négy egyenlet linedrisan
fliggetlen. Ebb&l mér kovetkezik, hogy kupszeletsort kapunk, ugyanis ekkor
dimQ(W) = 6 miatt a {g € QW) : ¢q(a;) = 0 (i = 1,2,34)} altér 2-
dimenzios, és igy projektivizaltja egyenes.

Megmutatjuk példaul, hogy a negyedik egyenlet fiiggetlen az elsé haromtol,
és ugyanilyen médon nyerheté barmelyikiik fiiggetlensége a tobbitol. Legyen
1<4,j5 <4-rel;; =0 az (A;, A;) egyenes homogén linedris egyenlete. Te-
kintsiik az Ay, As, Az pontok altal pdronként kifeszitett egyeneseket. Akar
kollinearis ez a harom pont, akar nem, mindig lehet két olyan pontpart ko-
ziilitk kivdlasztani, hogy A4 nem illeszkedik az dltaluk meghatdrozott (egy
vagy két) egyenesre. Legyen példaul {41, As} és { Az, Az} két ilyen pontpér.
Ekkor 112 . 123 S Q(W), (112 . 123)(a1) = (112 . 123)(a2) = (112 . 123)(a3) = 0, de
(l12 - l23)(a4) # 0. Emiatt a negyedik egyenletnek fiiggetlennek kell lennie az
els6 hdromtdl, hiszen kiilonben (I12 - l23)(a4) = 0 kovetkezne.

Az Ay, Ay, Az, A4 pontok nyilvanvaléan tartopontjai a széban forgd kup-
szeletsornak. Tegyiik fol, hogy a négy pont kozott nincs harom kollinedris,
beldtjuk, hogy més tartépont nincsen. Tekintsiik az [l12 - I34] és [l13 - lo4] mé-
sodrendii gorbéket. Mindkett6 egyenesparra elfajulé kipszelet. Mindkett6 a
kupszeletsorhoz tartozik és mar ennek a két kupszeletnek sincs az A, As,
Az, A4 pontokon kiviil més kézos pontja. O

Megjegyzés. Nyilvanval6, hogy ha a [0.3.4}beli négy pont kézdtt van hérom
kollinearis, akkor a keletkezd kupszeletsor minden tagja elfajul6. Ha példdul
A, Ay és Az egy L C P egyenesre illeszkedik, akkor kénnyen meggondolha-
t6, hogy a kipszeletsor tagjai pontosan azok az egyenesparok, amelyek L-bol
és egy tetszbleges, Ay-en athaladd egyenesbdl allnak. Ha a négy pont kozott
semelyik hdarom sem kollinedris, akkor a kipszeletsor nemelfajulé (1. ,
és harom elfajulé tagja van, mégpedig a négy pontra illesztheté harom egye-
nespar.

9.3.5. Definicié (Ko6ri pontok). Tekintsiik az E euklideszi stk E projektiv

lezarasat, valamint annak komplexifikaltjat, az E komplex projektiv sikot.
A oop idedlis egyenesen az ortogondlis involiciénak (kozonséges pont koriili
/2 szogl forgatdsnak) valds fixpontja nincsen, de a komplexifikalt ideélis
egyenesen alapjan két fixpontja van. Ezt a két oog—beli pontot az F
sik kori pontjainak nevezziik.

Vezessiik be az x1,xs Descartes-féle koordinatakat E-ben, ekkor az idealis
egyenes pontjai homogén koordinatakkal megadva [z1 : zo : 0] alakidak. Az
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ortogonélis involicié az [z1 : x2 : 0] ponthoz [~z : x1 : 0]-t rendeli, ezért
1 _O métrixnak a (0 harmadik koordindtdval kiegészitett)
sajatvektorai reprezentdljdk. Ezért a két kori pont (a Descartes-féle koordi-
nitarendszer megvélasztasatdl fiiggetleniil) homogén koordindtdkkal felirva
[1:7:0]és[l:—i:0].

Nem nehéz meggondolni, hogy a kori pontokat nemcsak az ortogondlis invo-
lacié, hanem minden E-beli forgatas, s6t F-nek minden iranyitastarté hason-
16ségi transzformécidja is fixen hagyja, az irdnyitasvalté hasonlésagok pedig

fixpontjait a (O

felcserélik Sket. Ezek a tulajdonsdgok jellemzik is a hasonlésigokat az E
komplex projektiv sik azon projektivitdsainak a korében, amelyek E-t sajit
magaba képezik (azaz amelyek komplexifikdciéval keletkeznek E valamely
valés projektiv transzformacijabol).

A kori pontok elnevezését az alabbi észrevétel magyarazza. Tekintsiik az R?
euklideszi koordinédtasikon az

2 2
a112] + 201271272 + a22%3 + 2a1371 + 2a2372 +azz3 =0

affin masodrendii gorbét. Ez a gorbe akkor és csak akkor kor (megengedve
most a zérus sugaru, elfajuld ,,pontkor” és a negativ sugarnégyzetii . képzetes
kor” esetét is), ha a11 = age # 0 és a1 = 0. Ez a feltétel pedig azzal egyen-
értékii, hogy a két kori pont kielégiti a[8.4.4] szerint homogén koordindtdkra
atirt egyenletet. Az euklideszi sikon tehat egy valds kupszelet pontosan akkor
kor (esetleg egypontil vagy képzetes kor), ha a projektiv lezardsanak a komp-
lexifikdltja dthalad a két kori ponton. (Vegyiik észre, hogy ha az egyik kori
ponton athalad, akkor a mésikon is, hiszen az Ec-beli komplex konjugalés a
két kori pontot felcseréli, mig a valés kupszelet komplexifikaltjat 6nmagara
képezi.)

A kori pontok és a kupszeletek érdekes kapcsolatat mutatja a kovetkez6 példa.

9.3.6. Példa. Legyen K ellipszis, parabola vagy hiperbola az E euklideszi
sikban, jelolje K° a K projektiv lezarasanak a komplexifikaltjat Ec-ben.
Htzzunk érintéket K egy fokuszabdl K -hez az E- komplexifikélt projektiv
térben. Azt allitjuk, hogy ennek a két egyenesnek az idedlis pontjai éppen
a kori pontok. A szdmolast csak az ellipszis esetében vazoljuk, a mésik két
kupszelet hasonlé médon kezelhetd.

Feltehetjiik, hogy az ellipszis a Descartes-féle koordinatarendszerhez képest
a szerinti kanonikus helyzetben van, azaz egyenlete 22/a? + y*/b* =
= 1 alaku, fékuszai a (£¢,0) pontok. Az ellipszist definidlé kvadratikus alak
matrixa diagonalis, az atléban rendre az 1/a?, 1/b%, —1 elemekkel. Ezért a
[c:0: 1] homogén koordindtdji fokusz polérisinak az egyenlete alapjan
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(c/a*)z1 — x5 = 0. Ez az egyenes az ellipszis komplexifikdltjét az [a? : ib? : c]

és [a? : —ib? : ¢] pontokban metszi (felhasznalva, hogy ¢? = a? — b?). Ezek a
pontok tehat a [c : 0 : 1] fékuszbdl hiizhaté érintdk érintési pontjai (1. [0.2.10).
A fékuszt ezekkel a pontokkal 6sszekoto egyenesek, azaz a kérdéses érinték
egyenletei tehdt —ib%z1 + b%xo + ib%cxs = 0, illetve ib%x; + b2y —ib%cxs = 0.
Ezek idedlis pontjai valéban az [1:¢: 0], [1: —i : 0] kéri pontok. O

9.3.7. Példa (Korsorok). Legyen K, és Ky két kor az E euklideszi sikon.
Hasznaljunk Descartes-féle koordinatakbdl szarmaztatott homogén koordi-
natdkat az E projektiv sikon, és legyen q;(x) = 0, illetve g2(x) = 0 a korok
egyenlete, ahol q1,q2 € Q(R?). A ¢F és ¢§ komplexifikalt kvadratikus alakok
altal az EC komplex projektiv sikon generdlt kupszeletsornak alapjan
mindkét kori pont tartépontja. Ezért a valds részsikra, azaz E-ra szoritkozva
a kupszeletsor minden nemelfajulé tagja kor. Miutdn két koregyenlet alkal-
mas kombindcidjaként a hatvanyvonalbdl és az idealis egyenesbdl 4116 elfajuld
mésodrendli gérbe egyenlete is el6dll, és ilyen gérbébdl a kipszeletsor csak
egyet tartalmazhat, a széban forgé korrendszer barmely két tagjanak kozos a
hatvényvonala (megengedve az iires hatvdnyvonal, azaz koncentrikus korok
esetét is). Tehat a K, és Ko altal generdlt kupszeletsor kérsor.

Az E euklideszi sikon a korsorok tehat tigy éllnak elé, hogy olyan E-beli
kupszeletsoroknak tekintjiik az E-be es6 részét, amelyek komplexifikdltjanak
a két kori pont tartépontja. A koncentrikus koérsoroknak nincs tovabbi tarté-
pontja, az érintkez6 korsoroknak egy tovabbi tartépontja van, az Apolléniosz-
féle és a metsz6 korsoroknak kettd. A metsz6 korsor esetében a két tovabbi
tartopont a valds sik pontjai, az elliptikus korsoréi nem valds pontok, amelyek
(csakdgy, mint a kori pontok) egymds komplex konjugaltjai.

9.3.8. Allitas. Ha a projektiv sikon adott 6t kiilonbozé pont kozdtt van
olyan négy, amelyek kozott nincs harom kollinedris, akkor egy és csak egy
olyan kipszelet létezik, amely athalad az 6t adott ponton.

Bizonyitas: Legyenek a pontok Aj, As, Az, A4, As Ggy, hogy Ay, As, As,
A, ko6zott nincs harom kollinedris. Tekintsiik az Ay, As, A3z, A4 pontokon
dthaladé kupszeletek alkotta kipszeletsort, ennek[0.3.3]és[0.3.4 miatt egyetlen
tagja halad at As-0n is. O

9.3.9. Definici6 (Altalénos helyzetli pontok). A projektiv stk pontjai-
nak egy rendszerét altalanos helyzetiinek mondjuk, ha a pontok k6zott nincs
hérom kollinearis.

Négy pont akkor és csak akkor altalanos helyzetii, ha projektiv bazist alkot.
Egy legalabb négyelemii pontrendszer akkor és csak akkor altalanos helyzetii,
ha barmely négy pontja projektiv bazis.
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9.3.10. Kovetkezmény. Ha a projektiv sikon adott 6t altalanos helyzetii
pont, akkor egy és csak egy olyan nemelfajulé kiipszelet létezik, amely athalad
az Ot adott ponton.

Bizonyitas: Valdban, a szerinti kupszelet ebben az esetben nem lehet
elfajuld, hiszen elfajulé kupszelet barmely 6t pontja kozott van harom kolli-
nearis. O

9.3.11. Példa (Projektiv képz6dmény). Legyenek A, A’, By, By és B3
altaldnos helyzeti pontok a P projektiv sikon. Tekintsiik az A, illetve A’
tartépontu S, illetve S” sugéarsort P-ben. Definidljuk az f : S — S’ projekti-
vitdst az (A, B;) — (A", B;) (i = 1,2,3) hozzarendeléssel. Allitjuk, hogy ennek
az [ projektivitdsnak a projektiv képzédménye az A, A’, By, By és B3 ponto-
kon dthaladé kiupszelet. A konstrukcié folytdn a képzédmény dthalad a nem
kollinedris By, By és Bz pontokon, ezért f nem lehet perspektivitds. A kép-
z6dmény ilyenkor az A, A’ tartépontokon is dthalad, tovdbba a[8.7.19] Tétel
és a Példa szerint a projektiv képzédmény nemelfajulé kipszelet.

Ha az A, A’, By, By és Bs pontokat eleve egy nemelfajulé kiipszelet pontjai
koziil valasztjuk, akkor ezek automatikusan altalanos helyzetli pontok, és a
[0.3.10}beli egyértelmiiségi tulajdonsdg miatt a fenti konstrukeié visszaadja az
eredeti kupszeletet.

Ha példaul By, By és B3z harom nem kollinedris pont az E euklideszi sikon és
A, A" az E kori pontjai, akkor a képzédmény a Bj Bs B3 haromszog koré irt

—=C . . . , , P
kor. (Pontosabban ez a kor az E~ komplexifikdlt projektiv sikban keletkezd
projektiv képzédménynek az F valds részsikba esd részhalmaza.)

Vegyiik észre, hogy az (A, A’) egyenesnek az f-nél vett &sképe, illetve képe
a kiipszelet A-beli, illetve A’-beli érintdje. Valéban, ezeknek az egyeneseknek
a megfelel6 tartépontokon kiviil nem lehet més kozos pontja a kipszelettel,
ezért érintdk. O

Ratériink a kupszeletsorok és az egyenes involucidi kozti kapcsolat vizsga-
latara. Az egyenes esetében egy masodrendii pontparsor akkor érdekes, ha
nincsen tartépontja; ezt tisztdzza az alabbi tétel.

9.3.12. Tétel. Legyen Q masodrendii pontparsor az L projektiv egyenesen.
Ekkor két eset lehetséges: vagy

(1) létezik olyan A € L pont, hogy minden [q] € Q-ra k[q] = {A, B} és itt
minden B € L el6adll, vagy pedig

(2) létezik olyan f : L — L projektiv involicié, hogy a Q-hoz tartozé
pontpérok pontosan az {X, f(X)} (X € L) alakban el64ll6 pérok.
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Bizonyitas: Ha Q-nak van tartépontja, akkor csak egy tartépontja lehet, je-
16]jiik a tartépontot A-val. Ekkor alapjén az {A, B} pdr minden B €
€ L — {A}-ra el8all Q-ban. Allitjuk, hogy a Q pontparsornak létezik elfajulé
tagja, mégpedig az {A, A} = {A} pont. Valéban, tetszéleges, A-tdl és egy-
mdstél kiilonbozd B, C € L pontokat vélasztva, majd B =1[0:1],C =[1:0],
A = [1: 1] koordinatazdst hasznilva az {A, B} par egyenlete 23 — z129 = 0,
az {A,C} paré 3 — x122 = 0, a két egyenlet 6sszege pedig az A pontot add
elfajulé (rq — x2)? = 0 egyenlet. Ezzel belattuk, hogy a tételbeli (1) eset all
fonn.

Tegyiik {61 most, hogy Q-nak nincs tartépontja, bebizonyitjuk a (2) tulajdon-
sdgot. Szemeljiink ki Q-bdl egy olyan pontpart, {A, A’}-t, amelyre A # A’
(Ilyen pontpér biztosan létezik, hiszen az egyenesen egy masodrendii pontpér-
sor nem allhat csupa elfajul6 pontparbdl.) Koordindtdzzuk az L egyenest gy,
hogy A =1[0:1] és A’ = [1: 0] legyen (azaz affin koordindtdzdst hasznélva
A =06és A = 0). Ekkor az { A, A’} pontpar egyenlete 2125 = 0. Tekintsiik a
pontparsor egy mésik tagjat, legyen annak az egyenlete ax? +brz2+cz3 = 0.
A pontpérsor {A, A’}-t6l kiilénbozd tagjait az ax? + (b + N)z12e + cx3 = 0
kombinaciék adjak meg, ahol A € F tetszileges. Affin koordindtara &dtirva
ezek az egyenletek ax? + (b + \)x + ¢ = 0 alakiak. Barmely )\ esetén az
egyenlet két gyokének a szorzata c-vel egyenld. Tekintsiik L-en a valasztott
koordindtazés szerinti f(x) = ¢/x involiciét, ekkor a pontpérsor minden tag-
ja (beleértve {A, A'}-t is) {X, f(X)} alakban &ll el§. Miutdn a pontparsor
lefedi L-et, az osszes {X, f(X)} pontpar hozzd is tartozik. O

9.3.13. Kévetkezmény (Desargues involiciététele). Legyen Q médsod-
rendii hiperfeliiletsor a P projektiv térben, valamint L C P olyan egyenes,
amely nem halad 4t Q egyetlen tartdpontjan sem, és semelyik [q] € Q-ra sem
fekszik k[q]-ban. Legyen f : L — L az a leképezés, amely L egy tetszlleges
X pontjahoz hozzarendeli a Q sor X-en athaladé tagjanak L-lel vett masik
meszéspontjat (illetve magdt X-et, ha L érinti a széban forgé médsodrendii
hiperfeliiletet). Ekkor f projektiv involiicié az L egyenesen.

Bizonyitas: Valéban, Q-nak az L egyenesre torténd lesziikitése masodrendii
pontpérsor L-ben, amelyre a Tétel (2) esete érvényes. O

9.3.14. Definicié (Desargues-involiicié). A [9.3.13tban tett feltevések és
jelolések mellett az ott szdrmaztatott f involdciot a Q-hoz tartozé Desargues-
involiciénak nevezziik az L egyenesen.

9.3.15. Kévetkezmény (Desargues tétele a teljes négyszogrol). Adott
a projektiv sikon egy teljes négyszog, valamint egy L egyenes, amely nem ha-
lad 4t a teljes négyszog egyik csicsan sem. Ekkor a teljes négyszég harom
szemkoztes oldalparja harom olyan pontpart metsz ki L-bél, amelyek L va-
lamely involiciéjahoz tartoznak.
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Bizonyitas: Legyenek Ay, Ao, Az és Ay a teljes négyszog csucsai és tekintsiik
az altaluk mint tartépontok altal definidlt kipszeletsort. Ha I;; = 0 jeloli
az (A;, A;j) egyenes homogén linedris egyenletét, akkor [lia - l34], [l13 - l24] és
[114 - 123] mindhdrman ehhez a kiipszeletsorhoz tartoznak, {gy specialis
eseteként addédik az allitas. O

Ennek a szakasznak a hatralevo részében példakat mutatunk arra, hogy a
kupszeletsorokkal kapcsolatos projektiv geometriai ismeretek birtokdban ho-
gyan kaphatunk érdekes tételeket az euklideszi stkgeometriaban ellipszisekrol,
parabolédkrol és hiperboldkrol. A példak hétterében a Desargues-féle involicid
alabbi tulajdonsaga all.

Legyen Q és L adott gy, mint [9.3.13}ban, és legyen [¢] € Q a mdsodrendi
hiperfeliiletsor olyan nemelfajulé tagja, amelyet L nem érint. Ekkor a [g]-ra
(pontosabban, [¢]-nak a [¢|v] nemelfajulé szeletére, ahol L = P(V)) vonat-
koz6 konjugaltsig szerint egy piq : L — L projektiv involiiciot létesit.
Az L egyenesen tehat egyszerre tobb projektiv involicidt is tekinthetiink, a
Desargues-involiicié mellett az &sszes ilyen py, involiciot.

9.3.16. Allitas. A Desargues-involiicié felcserélheté mindegyik olyan py, in-
voliiciéval, ahol [q] € Q nemelfajulé és L nem érintdje [q]-nak.

Bizonyitas: Tegyiik fel, hogy L Nk[g] # 0, ekkor ez a metszet két pontbdl all,
legyenek ezek A és B. A py, involiciénak A és B fixpontjai, a D Desargues-
involiici6 pedig ezt a két pontot felcseréli. Ezért a D o pjg projektivitds is
felcseréli A-t B-vel, és igy (1) miatt D o py, is involticié. Az 4llitds igy
rogton kovetkezik abbdl az észrevételbdl, hogy egy csoportban két kiilonb6zo
masodrendil elem pontosan akkor felcserélhetd, ha a szorzatuk maéasodrendii.

Ha L-nek nincs kozos pontja k[g]-val, akkor &ttériink az F alaptestrdl annak
F algebrai lezdraséra, tekintjiikk a W vektortér és a P(W) projektiv tér W¥,
illetve P(WF) természetes kibévitését F folotti vektortérré, illetve projektiv
térré, tovabba Q, [q], L, pjq és D ottani természetes kiterjesztését. (Ezeknek
a fogalmaknak a formdlis értelmezésétol itt eltekintiink; szemléletes minta-
ként szolgdl az a kép, ahogyan a komplexifikalt fogalmakat szarmaztatjuk
az R felettiekbdl.) A kiterjesztett véltozatban az egyenesnek mar van két
kozos pontja a hiperfeliilettel, ezért a kiterjesztett involicidk a fenti gondo-
latmenet alapjan felcserélhetok. Az eredetiek ezek megszoritasai, tehat azok
is felcserélheték. O

Az alabbi két példaban az E euklideszi sik projektiv lezardsaban tekintiink
egy-egy olyan kupszeletsort, amelyet négy specidlisan valasztott tartéponttal

adunk meg a Tétel alapjan.
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9.3.17. Példdk (ortocentrikus tartépontok, kéron 1évé tartépontok)

e Tekintsiink az E euklideszi sikon egy ortocentrikus pontnégyest, azaz
egy (nem derékszogii) hdromszog hérom csicsdbdl és magassagpontja-
bol 4116 pontrendszert. Legyen ez a négy pont a Q kipszeletsor négy tar-
tépontja. A kupszeletsor hdrom elfajulé tagja egy-egy merdleges egye-
nespar. Tekintsiik F idealis egyenesén a Desargues-involicioét. Ez csak
az ortogonadlis involicio lehet, hiszen a harom elfajulé kupszelettel vett
metszetként adédo pontparok az ortogondlis involiciéhoz tartoznak.

Az idedlis egyenes Desargues-involiciéja tehat elliptikus. Meggondol-
hatd, hogy a valds projektiv egyenesen egy elliptikus involicioval fel-
cserélhet6 involicié csak hiperbolikus lehet. (A legegyszer(ibben ezt
a kovetkezd szakaszban targyalandé kupszeleti involiciokra vonatkozd
Kovetkezmény segitségével lehet beldtni.) A kiipszeletsor barme-
lyik tagjara vonatkozé konjugdlasnak tehat két fixpontja van az idealis
egyenesen, raadasul ezek a fixpontok merdleges irdnyokhoz tartozo ide-
alis pontok. Az idedlis egyenes ezért Q mindegyik tagjat két, egymaéasra
meroleges iranyu pontban metszi. Emiatt Q mindegyik nemelfajulé tag-
ja derékszogl hiperbola.

Azt az euklideszi geometriai kdvetkezményt kaptuk tehat, hogy egy
ortocentrikus pontnégyesre illesztheté barmely nemelfajulé kipszelet
derékszogl hiperbola. A négy pont altal kifeszitett hat egyenes pontjain
kiviil a stk barmely pontjan at egyetlen ilyen hiperbola fektethets. [

e Vilasszunk most négy pontot valamely E-beli K koron ugy, hogy az
Oket paronként 6sszekotd hat egyenes kozott ne legyen két parhuzamos
(azaz a keletkezd hirnégyszog ne legyen trapéz). Legyen most Q az a
kupszeletsor, amelynek ez a négy pont a tartépontja. Vizsgaljuk ismét a
Desargues-involuciét az idedlis egyenesen. A K-hoz tartozé konjugdlt-
sdgl involici6 az ortogondlis involicid, és szerint a Desargues-
involicié ezzel felcserélhetd. Emiatt a Desargues-involicié hiperbolikus,
és fixpontjai, F és Iy, egyméasra merdleges irdnyokhoz tartoznak. Ez azt
jelenti, hogy az idedlis egyenes kettét érint Q tagjai koziil, azaz két pa-
rabola tartozik Q-hoz, amelyek tengelyei merdlegesek. Tekintsiik most
Q egy elfajuld tagjat, azaz a hurnégyszog egyik szemkoztes oldalpar-
jat, vagy az atléparjat. A Desargues-involicié az Fy és Fy fixpontokra
vonatkoz6 harmonikus involicid, ezért ennek az egyenesparnak az ide-
alis pontjai harmonikus tarsak Fi-re és Fh-re nézve. Miutan Fy és Fy
meroleges iranyokhoz tartoznak, ez csak ugy lehetséges, hogy Fj és Fy
az egyenespar szogfelezoihez tartozo idealis pontok.

E megallapitasok kovetkezményeként azt az euklideszi geometriai tételt
kaptuk, hogy barmely (trapéztdl kiilonbsz6) hirnégyszégben mindkét
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szemkozti oldalpar két-két szogfelezGje, valamint az &tlok szogfelezoi
egyallasiak, és ez a két szogfelezbirany megegyezik a hirnégyszog csu-
csaira illeszthetd két parabola tengelyiranyaval. O

A kovetkezb két példaban a kipszeletsor fogalmanak a dualizélasdval nyert
alakzatok, ugynevezett vonalkipszelet-seregek szerepelnek. A kupszeletsor
definicigjat dualizalva kapjuk a vonalkipszeletsor fogalmat. Ezekre a [9.3.1}
[9.3.4}ben, illetve a[0.3.9H0.3.16} ban foglaltak dudlis formdban minden tovabbi
nélkiil érvényesek.

A [0:2.18ben lefrtak szerint a vonalkipszeletsor mindegyik nemelfajulé tagja-
nak a képe valamely pontkupszelet érint6ibol all. Ilyen médon barmely nemel-
fajulé vonalkupszeletsor pontkipszeleteknek egy csaladjat szarmaztatja. FEzt
szokas vonalkupszelet-seregnek nevezni. A vonalkupszelet-seregek adltalaban
egészen mas jellegii kiipszelethalmazok, mint a kipszeletsorok; ezt az aldbbi
példék is aldtamasztjik.

Vonalkipszelet-seregek megaddsédhoz (tartépontok helyett) tartéegyeneseket
lehet haszndlni; példaul a sik négy rogzitett, altalanos helyzetii egyenesét
érint6 kupszeletek halmaza vonalkupszelet-sereg. Az alabbi két konkrét példa
is igy keletkezik.

A Desargues-féle involicidtétel egyenesek helyett sugarsorokrdl szdl: a projek-
tiv sik egy tipikus sugdrsoran (amelynek a tartépontja elkeriil bizonyos speci-
alis helyzeteket, példaul a vonalkipszelet-sereg tartéegyeneseinek a pontjait)
projektiv involiciot 1étesitiink azatal, hogy parba allitjuk egyazon kipszelet
két érintGjét.

9.3.18. Példéak (parabolasereg, konfokalis ellipszisek és hiperbolik)

e Tekintsiik az F euklideszi sik egy ABC' haromszogének a harom ol-
dalegyenesét, valamint a sik idedlis egyenesét. Ez négy altaldanos hely-
zetli egyenes az E projektiv sikon, tehdt mint tartéegyenesek egy K
vonalkipszelet-sereget hatdroznak meg. K Gsszes nemelfajuld tagja pa-
rabola, hiszen az idealis egyenes érinti 6ket. Harom elfajulé vonalkip-
szelet tartozik hozza, mégpedig az a harom sugarsorpar, amelyeket az
ABC haromszog valamelyik csicsara és a szemkozti oldal idedlis pont-
jara lehet illeszteni. Felhasznaljuk a parabolaknak azt az elemi geomet-
riabdl ismert tulajdonsagat, hogy a sik valamely pontjabdl a parabo-
lahoz huzott két érinté akkor és csak akkor merdleges egymasra, ha a
pont illeszkedik a vezéregyenesre. Tekintsiik a IC-hoz tartozé paraboldk
koziil kettének a vezéregyenesét, és legyen M ezek metszéspontja. Az
M tartépontu sugarsoron a Desargues-involicidhoz két meréleges egye-
nespar is hozzatartozik, tehat ez a Desargues-involicié az ortogonalis
involicié. Emiatt a szoban forgd 6sszes parabola vezéregyenese dthalad
az M ponton. A IC vonalkipszelet-sereg harom elfajulé tagja esetében
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a Desargues-involiciohoz tartozo egyenespar csak akkor lehet merole-
ges, ha a tartépont a megfeleld6 magassagvonalra illeszkedik. Ezért M
az ABC héromszog magassdgpontja. Tehat a haromszog oldalegyenese-
it érint6 mindegyik parabolanak a vezéregyenese dthalad a hiaromszog
magassagpontjan.

Rogzitsiink két kiilonbozé pontot, Fi-et és Fy-t az E euklideszi sikon.

Tekintsiik Ec—ben azt a négy egyenest, amely e két pont valamelyi-
két koti Ossze a két kori pont valamelyikével. Ezek altalanos helyzetl
egyenesek, tehat vonalkupszelet-sereget hatdroznak meg. A [0.3.6] Példa
alapjan ehhez a K vonalkupszelet-sereghez az Gsszes olyan ellipszis és
hiperbola hozzatartozik, amelynek F; és Fy a fokuszai. A komplexifi-
kalt IC elfajulé tagjai olyan sugdrsorpdrok, amelyek a két kori pontra,
Fi-re és Fy-re, illetve a négy tartéegyenes harmadik (komplex) metszés-
pontparjara vannak illesztve. Tekintsiik az euklideszi sik valamely, az

(Fy, Fy) egyenesre nem illeszkedé X pontjat, és az X tartépontd EC-
beli sugdrsoron a Desargues-involiiciét. Ennél az involiciénél az (X, Fy)
és az (X, F3) egyenes egymdsnak van megfeleltetve, valamint az X-et a
két kori ponttal 6sszekotd két egyenes is egymasnak van megfeleltetve.
Ezért ez az involicié csak az (X, Fy) és az (X, Fy) egyenes szogfele-
zOire vonatkozé tiikrozés lehet. Ez a két szogfelezd tehat a Desargues-
involucié két fixegyenese. Ebbél az a kuszeletek elemi geometridjabol
is jél ismert tény kovetkezik, hogy a kozos fokuszi, X-en dthaladé el-
lipszis és hiperbola X-beli érintdje az X-et a fékuszokkal 6sszekotd két
egyenes két szogfelezd egyenese (amelyek igy egymdsra mer6legesek).

9.4. A kupszeletek projektiv struktaraja

A masodrendii hiperfeliiletek korében a kétdimenzids esetnek, azaz a masod-
rendl gorbéknek kitiintetett jelentésége van. Ez abbdl fakad, hogy a kup-
szeleteken a kettOsviszony fogalma értelmezhetd, és ez az egyenessel szoros
kapcsolatot mutaté projektiv strukturaval ruhdzza fel 6ket. Ez a struktira
lehetévé teszi a [9.1.7] szakasz eredményei koziil j6 néhdnynak az dtvitelét
kipszeletek esetére, tovabba eszkozt ad a keziinkbe ahhoz, hogy egyszerii
bizonyitast adjunk a projektiv sikgeometria néhany nevezetes tételére.

Ebben a szakaszban P = P(W) projektiv sfkot jelol. Rogzitiink P-ben egy
[q] € P(Q(W)) nemiires, nemelfajulé kipszeletet, amelynek a képhalmazéra
bevezetjiik a K = k|g| jelolést.
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9.4.1. Allitas. Legyen A, B,C,D,T, T’ € K hat kiilénbsz8 pont a kipsze-
leten. Jelélje E, F, G, H, illetve E', F', G', H' a T-t, illetve T'-t az A, B,
C, D pontokkal sszekitd egyeneseket. Ekkor (EFGH) = (E'F'G'H’).

Bizonyitds: Az E — E', F — F', G — G’ hozzérendelés megad egy projek-
tivitdst a T tartépontil sugarsorrél a T” tartéponti sugarsorra. Miutén T,
T', A, B és C altalanos helyzet{i pontok, alapjan ennek a projektivi-
tasnak a projektiv képzodménye K. Ezért ez a projektivitas a H egyeneshez
H'-t rendeli. Az allitas igy a projektivitas kettésviszonytarté tulajdonsigdbol
kovetkezik. O

9.4.2. Kiegészités. A Allitdsban megengedhetjiik, hogy T vagy T’
egybeessen A, B, C vagy D valamelyikével. Ha ilyenkor Osszekoté egyene-
sen a kipszelet T-beli, illetve T'-beli érintéjét értjiik, akkor (EFGH) =
= (E'F'G'H’) tovdbbra is érvényben van.

Bizonyitas: Valdban, a Allités bizonyitasaban értelmezett projektivi-
tdsnal alapjén a T-beli érint6 (azaz a T-t T-vel Osszekoté egyenes)
a (T,T') egyenesbe, a (T,T") egyenes pedig a T’-beli érintébe (azaz a T'-t
T’-vel 6sszekotd egyenesbe) képezddik. O

9.4.3. Definicié (Kupszeleti kett8sviszony). Ha adott A, B, C és D, a
K kupszelet négy kiilonb6z6 pontja, akkor valasszunk egy tetszoleges T' €
€ K tartopontot és tekintsiik a T-t a négy adott ponttal rendre 6sszekotd F,
F, G, H egyenesek alkotta sugarnégyest. Az A, B, C, D pontok kipszeleti
kett8sviszonyén az (ABCD)x = (EFGH) € F testelemet értjiik.

A és Allitasok alapjan (ABCD)g csak a négy ponttdl és K-tol
fligg, a T tartépont specidlis megvélasztasatél nem. A definiciéban megen-
gedhetjiik, hogy T egybeessen a négy pont valamelyikével, 1.

9.4.4. Definicié (Kupszelet vetitése egyenesre). Ha kiszemeliink egy
T € K pontot és egy T-n at nem haladé L C P egyenest, akkor K-nak a
T kozéppontbdl L-re torténé vetitésén azt a p : K — L leképezést értjiik,
amely K tetszbleges A pontjahoz a T-t A-val Gsszekoto egyenes L-lel vett
metszéspontjat rendeli.

Ez a vetités nyilvan bijektiv és kettésviszonytarto.

Megjegyzés. Tudjuk, hogy az egyenes projektiv strukturajat a kettosviszony
adja. A kupszeleti kettdsviszony ugyanilyen jellegli struktiraval latja el a
kiipszeleteket mint ponthalmazokat. A [9.4.4}beli vetités segitségével konkrét
izomorfizmust létesithetiink a kupszelet és az egyenes projektiv struktirdja
kozott. Konnyen meggondolhato, hogy a valds és a komplex esetben a vetités
homeomorfizmus a projektiv sik megfelel6 részhalmazai kozott. fgy lathaté
be példaul, hogy barmely nemelfajulé komplex kipszelet homeomorf az S?2
gombfeliilettel.
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9.4.5. Definici6é (Kupszeleti projektivitas). Kipszeleti projektivitdsnak
nevezziik azokat a K — K bijekcidkat, amelyek megorzik a kupszeleti ket-
tésviszonyt. A kupszeleti projektivitdsok nyilvan csoportot alkotnak a kom-
pozicié miiveletére nézve.

Ha rogzitjik K-nak egy L egyenesre torténd p : K — L vetitését, akkor a
kipszeleti projektivitdsok pontosan a p~! o f o p alaki leképezések, ahol f :
: L — L projektivitds. Emiatt K kupszeleti projektivitasainak csoportja a
PGL(2,F) projektiv csoporttal izomorf.

Ha a P projektiv sik valamely g : P — P projektivitdsandl g(K) = K, akkor
g-nek a K-ra tortén6 g|x : K — K megszoritdsa kiipszeleti projektivitds K-n,
hiszen g megérzi a sugdrnégyesek kettdsviszonyét. Késdbb belatjuk (1.[9.4.17)),
hogy barmely kupszeleti projektivitas el64ll ilyen moédon.

9.4.6. Tétel (Pascal tétele). Legyen Ay, As, As, A4, A5 és Ag a K kiipsze-
let hat kiilénboz8 pontja. Ekkor az X = (A1, As) N (A4, As), Y = (Ay, A3) N
N (A5, Ag), Z = (A3, Ag) N (A, A1) metszéspontok kollinedrisak.

Bizonyitds: Legyen U = (Ag, Ag) N (Ay, As) és V = (A3, Ay) N (45, Ag).
Vetitsiik K-t az As kozéppontbdl az (A4, As) egyenesre, valamint az Ag ko-
zéppontbdl az (Asz, Ay) egyenesre. Az Ay, Az, Ay, As pontok ezeknél a ve-
titéseknél rendre X-be, U-ba, As-be és As-be, illetve Z-be, Az-ba, As-be és
V-be keriilnek. Ezért

(XUALAs) = (A1 A3 AL A5k = (ZA3A4V).
Vetitsiik az Y kozéppontbdl az (A4, As) egyenest az (A3, A4) egyenesre, ekkor
U az A3 pontba, As a V pontba képezddik. Jeloljiik Z’-vel az X pont képét,
azaz az (X,Y) N (As, A4) metszéspontot. Ekkor
(XUA4A5) = (Z' A3 ALV),

ahonnan Z’' = Z, azaz X, Y és Z kolline4ris volta kdvetkezik. O
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Megjegyzések. (1) Szokas Pascal tételét ugy is fogalmazni, hogy egy kipszelet-
be beirt hatszog szemkozti oldalegyeneseinek a metszéspontjai kollinearisak.
(2) A Tételben feltettiik, hogy a hat pont mind kiilonbéz6. Ezt a felté-
telt bizonyos korlatok kozt gyengiteni lehet, azaz meg lehet engedni a pontok
kozott bizonyos egybeeséseket. Nem nehéz arrél meggy6zodni, hogy ha a hat
pont koziil olyanok esnek egybe, amelyek a ciklikus felsorolasban nem szom-
szédosak, akkor a tétel allitdsa — ha egyaltalan értelmes — trivialisan teljestil.
Azok az esetek érdekesek, ahol a felsorolds szerint szomszédos pontparok es-
hetnek csak egybe. Ilyenkor (9.4.2-vel 6sszhangban) egy ilyen egybeesd péar
Osszekotd egyenesén az ottani érintét kell érteni. A tételnek ilyen mddon
hérom 1j valtozata fogalmazhaté meg aszerint, hogy egy, kettd, vagy harom
szomszédos par esik egybe a hat pont koziil. Meggondolhatd, hogy 9.4.6. bizo-
nyitésa ezekben az esetekben is helyes. (A hdrom egybeesd pontpar esetében
ehhez a kettésviszony fogalmat is ki kell terjeszteni bizonyos fajta egybeesések
esetére.)

Azok a fogalmak és allitdsok, amelyeket ebben a szakaszban bevezettiink,
illetve bebizonyitottunk, mind dualizalhatok. Kiemeljiik ezek koziil a Pascal-
tétel dualisat, amely tehat a dualitds elve miatt nem igényel kiilén bizonyitast.
A dualis tétel egy nemelfajulé vonalkipszelethez tartozé hat egyenesrél szol,
ezért a[0.2.17] Tétel alapjdn ezeket tekinthetjiik ugy, mint egy pontkutpszelet
érintOit.

9.4.7. Tétel (Brianchon tétele). Legyen E1, Es, E3, E4, E5 és Eg a K
kipszelet hat kiilonbozé érintGje. Ekkor az (E1NEy, E4NEs), (EaNEs, E5N
NEg), és (EsNEy, EgNEy) dsszekots egyenesek egy ponton haladnak at. O

Megjegyzések. (1) A Brianchon-tétel tigy is fogalmazhato, hogy egy kupszelet
koré irt hatszog {6atléi egy ponton mennek at.

(2) Elldthatjuk a Brianchon-tételt is az egybeesések esetére vonatkozd kiegé-
szitésekkel. Ha két, a ciklikus felsorolds szerint szomszédos érinté egybeesik,
akkor metszéspontjukon a kozos érintési pontot kell érteni. Vegyiik észre, hogy
abban az esetben, amikor harom szomszédos pdr is egybeesik, a Pascal-tétel
és a Brianchon-tétel lényegében ugyanazt éllitja: két hdromszog (nevezete-
sen az érintéegyenesek alkotta haromszog, illetve az érintési pontok alkotta
hdromszog) egyenesre, illetve pontra vonatkozé perspektivitdsiat mondja ki.

Most a Pascal-tétel felhasznaldsaval a 8.7.12—-8.7.15-beli megallapitasokat visz-
sziik at a kupszeleti projektivitasok esetére. Legyen adott a g : K — K kup-
szeleti projektivitds. Az egyszeriiség kedvéért egy tetszéleges A € K pont
képét g(A) helyett A’-vel jeloljiik.
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9.4.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy a g : K — K kupszeleti projektivitas nem
identikus. Ekkor az (X, Y") N (X', Y) (ahol X,)Y € K, X #Y, X éY ko-
ziil nem mindkettd fixpontja g-nek) alakban metszéspontként el6&llé pontok
halmaza egyenes.

Bizonyitds: A Tétel bizonyitasat annyiban kell csak médositani, hogy
Papposz tétele helyett Pascal tételét hasznaljuk fol. O

Megjegyzés. A[9.4.8] Tételben is a kupszelet két pontjat dsszekotd egyenesen
egybees6 pontok esetében az érintét kell érteni.

9.4.9. Definicié (Steiner-tengely). A Tételbeli egyenest a g kip-
szeleti projektivitas Steiner-tengelyének nevezziik.

Az aldbbi észrevétel rogton adédik a Steiner-tengely definicidjabdl.

9.4.10. Allitas. A Steiner-tengely és K kozos pontjai éppen a g kipszeleti
projektivitas fixpontjai. O

9.4.11. Definicié (Kupszeleti involicié). A méasodrendii K — K kip-
szeleti projektivitasokat kiupszeleti involicidknak nevezziik K-n.

9.4.12. Példa. Legyen F' a P projektiv sik K-hoz nem tartozé rogzitett
pontja. Tekintsiik K-nak az F' pontbdl torténd ,atvetitését”, azaz azt az ip :
: K — K leképezést, amely egy tetsz6leges A € K ponthoz az (F, A) egye-
nesnek a K-val vett médsik metszéspontjat rendeli (illetve sajat magét, ha ez
az egyenes érinti K-t). Ekkor ip kipszeleti involiicié K-n, hiszen 9.2.15 alkal-
mazdsaval ip = hp 1|k, ahol L az F polarisa K-ra nézve, és hp r harmonikus
involucié. O

47

Nevezetes tény, hogy minden kupszeleti involicié a 9.4.12-beli médon szér-
maztathatoé.

9.4.13. Tétel (Frégier tétele). Barmely g : K — K kiipszeleti involiiciéhoz
talalhato egyetlen olyan F' € P — K pont, amellyel g = ip.
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Bizonyitas: Legyen {A, A’} és {B, B’} két kiilonbozé, involiciéban 4116 pont-
par és tekintsiik az F' = (A, A’)N (B, B’) pontot. Ekkor F' ¢ K és ip ezt a két
pontpart szintén involiciéba &llitja. Miutan az involiciét — akar egyenesen,
akdr kipszeleten — két pontpéar egyértelmilen meghatarozza (1. (4)),
g = ip kovetkezik. Az F pont egyértelmiisége nyilvanvalo. O

9.4.14. Definicié (Frégier-pont). A beli F pontot a g: K - K
kipszeleti involicié Frégier-pontjanak nevezziik.

A valés projektiv sikon egy kipszeleti involicié nyilvan elliptikus, ha Frégier-
pontja a kipszeletnek bels6é pontja, és hiperbolikus, ha kiilsé.

9.4.15. Allitas. Kiipszeleti involicié esetén a Frégier-pont a Steiner-tengely
polusa.

Bizonyitas: Legyen az F' Frégier-pont poldrisa az L egyenes. Az ip atve-
tités felcseréli a Steiner-tengely pontjait szarmaztaté egyenesparokat, ezért
a Steiner-tengely pontonként fixen marad a hp; harmonikus involiciénal.
Emiatt a Steiner-tengely az L egyenes. O

9.4.16. K6évetkezmény. Két kiilonbozo kiipszeleti involicié akkor és csak
akkor felcserélhetd, ha Frégier-pontjaik konjugaltak.

Bizonyitas: Tekintsiik az ip és ig kipszeleti involicidékat K-n, ahol F' # G.
Valasszunk egy X € K pontot, amely nincs rajta sem az (F, G) egyenesen,
sem F polariséan. Legyen X' = ip(X), Y =ig(X'), és Y’ = ip(Y), ekkor X,
X', Y és Y’ négy kiilonboz8 pont.

Ha ip és ig felcserélhetdk, akkor ig(Y') = ZG(ZF(Y)) = iF(ic;(Y)) =
= ip(X’) = X, ahonnan X, Y’ és G kollinedris. fgy G = (X,Y’) N (Y, X'),
azaz G illeszkedik i Steiner-tengelyére. Ezért 9.4.15 miatt F' és G konjugdl-
tak.

Megforditva, ha F és G konjugéltak, akkor [9.4.15] miatt G illeszkedik ip
Steiner-tengelyére. Ezért az X, X', Y és Y’ pontokon ig o ip és ip o ig
megegyezik, amib6l mér kovetkezik, hogy ig oip = ip oig. O
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9.4.17. Tétel. Barmely f : K — K kiipszeleti projektivitashoz egyértelmiien
létezik olyan g : P — P projektiv transzformdcio, amelyre f = g|k.

Bizonyitds: A kipszeleti involiicick és 9.4.13 alapjan kiterjeszthetdk
harmonikus involiiciokké. A kipszeleti involicick [8.7.10} (5) miatt generdtor-
rendszert alkotnak a kupszeleti projektivitasok csoportjaban, ezért barmely
kupszeleti projektivitas kiterjeszthetd a sik projektiv transzformécidjava. A
kiterjesztés egyértelmiisége abbdl kovetkezik, hogy barmely nemiires és nem-
elfajulé kupszelet tartalmaz négy altalanos helyzetii pontot, azaz projektiv
bézist. O

A kupszeleti kettésviszony — kori kettésviszony néven — az inverziv geomet-
ridban is szerepet jatszik. Fontossdgat a kori kettGsviszony invarianciatétele
(1. 9.4.21) adja, amelyet projektiv geometriai tételeink kovetkezményeként
kapunk.

9.4.18. Definicié (Kori kett8sviszony). Legyen Et az E euklideszi tér
inverziv bévitése. Ha A, B, C, D négy kiilénb6zd pont ET-ban, amelyek egy
korre vagy egy egyenesre illeszkednek, akkor e négy pont kori kettésviszonyat,
az (ABCD) € R szamot a kovetkez&képpen értelmezziik:

— Ha A, B, C, D egy E-beli K kor pontjai, akkor K-t kipszeletnek te-
kinthetjiik K sikjdnak a projekt{v lezardsdban, és (ABCD)-t mint az
(ABCD)k kipszeleti kettésviszonyt definialjuk.

— Ha A, B, C, D egy E-beli L egyenes pontjai (megengedve, hogy egyikiik
a 0o pont is lehessen), akkor L-et (a oo pontjdval egyiitt) valés projektiv
egyenesnek tekinthetjiik, és az ott értelmezett (ABC D) kett&sviszonyt
nevezziik a négy pont kori kettosviszonyanak.

9.4.19. Lemma. Ha G C E hipergomb, akkor a G-beli gombi tiikrézések a
G-beli pontnégyesek kori kettGsviszonyat megtartjak.
Bizonyitds: Legyen 7 : G — G goémbi tiikrozés. Tekintsiik az E projektiv
lezdrdsban a H = (G’) hipersikot és annak G-re vonatkozé pélusit, az F €
€ FE pontot, valamint az ezek altal adott hg y harmonikus involiciét az E
téren. Ekkor 7¢v = hp g | g A hp g leképezés, projektiv transzforméci6 1évén,
megorzi a kiupszeleti kettdsviszonyt, ezért 7 megorzi a kori kettosviszonyt.
O

9.4.20. Lemma. Ha G C E hipergémb és v : G — H™ sztereografikus
vetités G-r6l valamely E*-beli HT hipersikra, akkor v megtartja a G-beli
pontnégyesek kori kettésviszonyat.

Bizonyitas: Jeloljitkk O-val a v vetités kozéppontjat. Legyen K C G tetszdleges
kor és K’ = v(K). Két esetet kiilonboztetiink meg aszerint, hogy O € K,
illetve O ¢ K.
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Ha O € K, akkor K’ egyenes H*'-ban, legyen LT ez az egyenes. Ekkor az
(O, L) sik projektiv lezdrdsaban a v [k leképezés éppen a ben értel-
mezett vetités a K kupszeletrdl az L = Lt egyenesre, tehdt (a [9.4.18 ban
megkovetelt értelemben) kettOsviszonytarté K-n.

Ha O ¢ K, akkor pedig tekintsiik az S = (K) és S’ = (K') sikokat és az O

kozépponti p : S — ', vetitést a haromdimenziés (O, S) projektiv altérben.
Ekkor v | x = p| i, és mivel p projektivitds, v is kettésviszonytarté K-n. O

9.4.21. Tétel. A Mobius-transzformécick (akdr egy gomb Mobius-transzfor-
mdcidi, akdr az inverziv tér Mdébius-transzformécici) megtartjak a kori ket-
tésviszonyt.

Bizonyitas: A gombi Mobius-transzformaciok esetében a tétel azonnal kovet-
kezik a lemmabdl, hiszen a Mobius-transzforméciok csoportjat ebben
az esetben a gombi titkrézések generaljdk.

Az inverziv tér Mobius-transzforméciéi az allitds szerint v o p o v~}
alakban frhatdk, ahol p gémbi Mobius-transzformacié, v pedig sztereografikus
vetités. Ezért az el6z8 megdllapitdsbol és a Lemm4bdl a tétel allitdsa
az inverziv térre is kovetkezik. [
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Hiperbolikus geometria

A hiperbolikus geometria felfedezéséhez az a geometria megalapozdsaval kap-
csolatos sok évszazados kérdés vezetett, hogy vajon a parhuzamossagi axiéma
levezetheté-e a tobbi axidmabol. A tagadd valaszt olyan konkrét matema-
tikai strukturak létezése bizonyitja, amelyekben az axiomatikus geometria
alapfogalmai értelmezve vannak, és amelyekben az axiémék a parhuzamossa-
gi axiéma kivételével mind teljesiilnek, mig maga a parhuzamossagi axiéma
nem. Ilyen matematikai struktirakra — évtizedekkel Bolyai és Lobacsevszkij
munkajat kovetéen — elészor Klein és Beltrami, majd késébb Poincaré adott
nevezetes példakat. Ezeket nevezziik a hiperbolikus geometria modelljeinek. A
hiperbolikus geometridval itt nem axiomatikusan, hanem modelljeinek konst-
rukcidjan és tulajdonsiagain keresztiil ismerkediink meg. Ebben a felfogasban
a hiperbolikus tér tehdt — hasonléan az affin, az euklideszi vagy a projektiv
térhez — konkrét matematikai konstrukcié eredménye lesz. Ez a targyalasmod
nagymértékben épit a geometria megel6z6 fejezeteire, és megteremti azokat
a kapcsolédasi pontokat, amelyeken keresztiil a hiperbolikus geometria szer-
vesen kotodik a modern matematikai kutatdshoz elsGsorban az algebra, a
topoldgia és a differencidlgeometria teriiletén.

Az aldbbiakban el6szor megismerkediink a hiperbolikus geometria legfonto-
sabb modelljeivel, kitériink néhany érdekes specidlis kérdésre a hiperbolikus
sikgeometridban, majd a hiperbolikus tér jellegzetes alakzatait és izometrikus
transzformaci6it tanulmanyozzuk.

10. A hiperbolikus geometria modelljei

A tanulményainkban eddig szerepelt geometriai rendszerek (affin, euklideszi,
goémbi, inverziv, projektiv geometria) esetében vizsgdlataink targydt elsésor-
ban a geometria alabbi f6 alkotéelemei jelentették:

e a tér illeszkedési strukturdja, azaz az alterek rendszere,
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e a geometriara jellemz6 transzforméaciok csoportja,

e az invaridns mennyiségek, példaul affin geometridban az osztéviszony,
projektiv geometridban a kettOsviszony, euklideszi geometridban a ta-
volsag, szog, térfogat.

Ugyanezt a mintat kovetjiik, amikor a hiperbolikus geometria modelljeit tar-
gyaljuk: elGszor rogzitjiikk a modell alaphalmazat és benne az altereket hor-
doz6 részhalmazokat, majd definidljuk, hogy milyen leképezéseket tekintiink
a modell transzforméacidinak, és végiil megadjuk a legfontosabb invaridnst, a
modell metrikajat.

A hiperbolikus geometria szédméara modellek hiaromféle tipusat készitjiik el.
Bar ezek mind egymassal izomorf matematikai struktirdk lesznek, mégis ér-
demes mindegyiket ismerni, mert gyakran eléfordul, hogy kiilonféle geomet-
riai kérdések megvalaszolasahoz mas-mas modellekben kapunk hatékony ma-
tematikai eszkozt.

10.1. Projektiv modell

Legyen W (d + 1)-dimenziés valds vektortér, és tegyiik fel, hogy a ¢ € Q(W)
nemelfajulé kvadratikus alak (d,1) tipust, azaz ¢ diagondlis alakjdban d po-
zit{v és 1 negativ egyiitthato szerepel (1. . Ebben a szakaszban adottnak
tekintiink és rogzitiink egy ilyen (W, ¢) part. A d-dimenziés hiperbolikus geo-
metria modelljét a P = P(W) projektiv térben a [¢] mésodrendii hiperfeliilet
(illetve a K = k[g] C P ponthalmaz) segitségével definidljuk.

10.1.1. Definicié (A projektiv modell illeszkedési struktiurija). A
modell alaphalmaza az

X={[x]eP :qx)<0}

halmaz, azaz a q(x) = 0 egyenletii K hiperfeliilet bels§ pontjai halmaza.
Az X halmazt d-dimenzids hiperbolikus térnek nevezziik. Ha S C P olyan k-
dimenzids projektiv altér, amelyre SNX # (), akkor az Y = SNX részhalmazt
k-dimenzids hiperbolikus altérnek tekintjiik X-ben.

Az SN X #  feltétel egyenértékii médon tgy is fogalmazhatd, hogy S =
= P(V), ahol V. < W olyan (k + 1)-dimenziés linedris altér, amelyre a q|v
kvadratikus alak (k,1) tipusi. Emiatt a hiperbolikus alterek maguk is pro-
jektiv modellek a megfelel6 dimenziéban.

Ha Y C Y hiperbolikus altér, akkor (a ban bevezetett jeloléssel 6ssz-
hangban) (Y) jeloli azt a P-beli projektiv alteret, amelyre ¥ = SN X.
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A 0-dimenziés hiperbolikus alterek X pontjai, az egydimenzidsakat hiper-
bolikus egyeneseknek, a kétdimenzidsakat hiperbolikus sikoknak, a (d — 1)-
dimenzidsakat hiperbolikus hipersikoknak nevezziik X-ben.

Megjegyzések. (1) Mar most latszik hogy a parhuzamossdgi axiéma nem tel-
jesiil a hiperbolikus geometridban, s6t az axiéma tagadasianal egy formalisan
er0sebb allitds érvényes benne. A hiperbolikus sik egy kupszelet belseje, a
benne fekvo hiperbolikus egyenesek ennek a kipszeletnek a nyilt hirjai. Nyil-
vanvald, hogy nem csupan létezik olyan egyenes és rd nem illeszked6 pont,
hogy a sikjukban tobb egyenes is htizhaté a ponton at, amely az elsé egyenest
nem metszi, hanem ez a tulajdonsaga barmely egyenesbdl és ra nem illeszked6
pontbdl allé parnak megvan.

(2) A modell egyenesei valds projektiv egyenesek valodi nyilt intervallumai.
Ezért a hiperbolikus egyeneseken automatikusan adott az elvalasztasnak, il-
letve rendezésnek a valds affin egyenesbol 6rokolt fogalma. A koordinata-
rendszer alkalmas megvélasztdsdval (1. elérhetd, hogy a modell a d-
dimenziés valds affin térben fekiidjon. Ennek alapjan minden tovabbi nélkiil
beszélhetiink szakaszokrdél, félegyenesekrdl, félsikokrol, félterekrdl, szogtarto-
manyokrol, haromszogekrol, konvexitasrél, konvex burokrél a hiperbolikus
térben. Ezek a fogalmak nem fiiggnek az affin struktira megvélasztdsatol, az-
az attol, hogy mely K-t elkeriil6 projektiv hipersikot valasztjuk idealis hiper-
siknak. A koordinatdk specidlis megvélasztasdval a modell a d-dimenziés euk-
lideszi koordinatatér egységgémbjébe is helyezheto. Ebben a speciilis esetben
a modell kiilon elnevezést kap.

10.1.2. Definicié (Cayley—Klein-modell). Legyen a ¢ € Q(R*!) kvad-
ratikus alak a
P T

formuldval definidlva. Ekkor a szokdsos R4 = P(R9*1) azonositds (1. |8.4.3)
mellett K = S%! az RY euklideszi tér origd koriili egységgombje, X az
egységgomb belseje. Ebben a specidlis esetben a projektiv modellt Cayley—
Klein-féle modellnek nevezziik.

Nyilvan barmelyik projektiv modell alkalmas projektiv transzforméaciéval a
Cayley—Klein-modellbe vihet6. Ha egy projektiv transzformacié egy projektiv
modellt egy mésikba visz, akkor azt izomorfizmusnak nevezziik a két modell
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kozott. Az adott dimenziéju projektiv modellek tehdt mind izomorfak egy-
méssal, és igy koztiik a Cayley—Klein-modellel.

10.1.3. Definicié (A projektiv modell kongruenciai, G(X)). Egy f :
: X — X leképezést a modell kongruencidjanak neveziink, ha létezik olyan
F : P — P projektiv transzformdci6, amelyre F|x = f. Més sz6val a mo-
dellt 6Gnmagéra képez6 izomorfizmusokat hivjuk kongruencidknak. Két X-beli
részhalmazt kongruensnek mondunk, ha alkalmas kongruencidval egyikiik a
masikra képezheto.

A kongruencidk nyilvan csoportot alkotnak a kompozicié miiveletére nézve,
ezt a csoportot G(X)-szel jeloljiik. Miutdn X-b6l lehet projektiv bézist vé-
lasztani P szdmdra, az F|x megszoritds egyértelmiien meghatdrozza F-et.
Ezért G(X) a PGL(W) projektiv csoport részcsoportjaként foghaté fol.

10.1.4. Allitas. Ha d # 1, akkor G(X) mint PGL(W) részcsoportja ponto-
san a K masodrendii hiperfeliiletet 6nmagéara képezS P-beli projektivitasok-
bal all.

Bizonyitas: Miutan a projektivitdsok homeomorfizmusok és K az X hatéra,
az X-et onmagara képezd transzformdciok természetesen K-t is onmagéara
képezik. A megforditdashoz vegyiik észre, hogy d # 1 esetén a tér valamely
pontja pontosan akkor belsé belsé pontja K-nak, ha a polarisa diszjunkt
K-t6l. (Ezt a koordindtak beli megvalasztasa mellett alkalmaza-
séval rogton lathatjuk.) Ezért ha a tér valamely projektivitdsa K-t onmagéra
képezi, akkor a bels6 pontokat bels6 pontokba kell, hogy képezze. O

Megjegyzés. A d = 1 eset kivételes jellegét az magyardzza, hogy olyankor
a kvadratikus alak tipusa (1,1), itt a két szdm egyenlé volta miatt a K-t
megérzé projektivitdsok kozott olyan szimmetridk is fellépnek, amelyek fel-
cserélik a pozitiv g-értékeket ad6 vektorokat a negativakkal, azaz K kiilsejét
a belsejével.

10.1.5. Példa (Hiperbolikus tiikr6zés). Legyen H C X hiperbolikus hi-
persik, és legyen Z € P a (H) projektiv hipersik pélusa [g]-ra nézve. A hy (g
harmonikus involticié a Kévetkezmény szerint K-t énmagara képezi,
igy miatt (d # 1 esetén) X kongruencidjit szdrmaztatja. Ez a d = 1
esetben is igy van, mert H fixen marad, tehat K belseje nem képezddhet a
kiilsejére. Az igy definidlt oy = hyz (gy|x € G(X) kongruencidt a H hiper-
sikra vonatkozo6 hiperbolikus tiikrozésnek nevezziik X-ben.

A harmonikus involicié definiciéjabdl adédéan a oy tiikkrozés masodrendii a
G(X) csoportban, és a H hipersik a oy fixpontjaibdl 4ll.

Megjegyzés. Ha Z € X, akkor Z polarisa, az S C P projektiv hipersik, disz-
junkt K-t6l (és igy X-télis). A hz s harmonikus involiicié ekkor is masodren-
dii kongruenciat szarmaztat X-en, csak ennek most Z az egyetlen fixpontja.
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Az euklideszi analdgia alapjin ezt a kongruencidt a Z pontra vonatkozé ko-
zéppontos szimmetrianak nevezhetjiik.

10.1.6. Definicié (Hipersik és egyenes merdlegessége). Azt mondjuk,
hogy egy L C X hiperbolikus egyenes meréleges egy H C X hiperbolikus
hipersikra (jelben L L H), ha a (H) projektiv hipersik [¢]-ra vonatkozé pSlusa
illeszkedik az (L) projektiv egyenesre.

Az X hiperbolikus tér kongruenciai megtartjdk a merdlegességet, hiszen az
Oket szarmaztatd projektivitasok a polaritast megdérzik.

(H) ()

A d = 2 esetben mind H, mind L egyenes. A merdlegesség ilyenkor szim-
metrikus reldci6, mert azzal egyenértékii, hogy (H) és (L) pélusai konjugdlt
pontok [g]-ra nézve.

10.1.7. Allitas. Legyen H hiperbolikus hipersik X -ben. Ekkor:

(1) Ha L C X hiperbolikus egyenes és L 1 H, akkor H-nak és L-nek
egyetlen kézds pontja van, tovabbd oy (L) = L.

(2) Bdrmely A € X ponthoz egyértelmiien létezik olyan L C X hiperboli-
kus egyenes, hogy L | H.

Bizonyitds: (1): A (H) projektiv hipersik pélusa nem illeszkedik (H)-ra, mert
ez csak az érintShipersikok esetén van {gy. Ezért az (L) projektiv egyenes nem
fekszik benne a (H)-ban, tehdt egyetlen kozos pontjuk van a P projektiv
térben. Ez a metszéspont alapjén K belsejébe esik, mert (H) pdlusa
kiils6 pont. A oy (L) = L allitds is magatdl értetédik a ogy-t szdrmaztatd
harmonikus involicié definiciéja alapjan.

(2): Legyen Z a (H) projektiv hipersik pdlusa [g]-ra nézve. A keresett L egye-
nest el6allité projektiv egyenesnek az A ponton is és Z-n is 4t kell haladnia,
tehét csak L = (A, Z)N X lehetséges. Mdsrészt az {gy definialt L hiperbolikus
egyenes nyilvan megfelels is. O

10.1.8. Lemma. Tetszblegesen adott A, B € X, A # B pontokhoz talalhaté
olyan hiperbolikus tiikrézés, amely A-t és B-t folcseréli.
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Bizonyitds: Tekintsiik az (A, B) projektiv egyenes és K metszéspontjait, U-t
és V-t.[8.7.10}(4) alapjan létezik az (A, B) egyenesen olyan g projektiv in-
voliicié, amely A-t B-vel, és U-t V-vel cseréli fol. Miutdn az {A, B} pér és
az {U,V} pér nem vélasztjak el egymadst, [8.7.10}(6) alapjan ennek az invold-
ciénak két fixpontja van. A fixpontok elvalasztjak U-t és V-t, ezért egyikiik
K kiilsejében van, legyen ez a fixpont Z. Legyen S a Z pont polérisa, és
tekintsitk a H = S N X hiperbolikus hipersikot. A hz ¢ harmonikus invold-
cié az (A, B) egyenesen [8.7.10}(3) miatt azonos g-vel, ezért a op = hzs|x
hiperbolikus tiikrozés felcseréli A-t B-vel. O

Megjegyzés. A bizonyitasban konstrudlt H hiperbolikus hipersikra az euk-
lideszi analégia alapjan ugy gondolhatunk, mint az A és B pontok felezd
merdleges hipersikjara. A merdlegesség a konstrukcié alapjan valdéban fenn-
all, és a tavolsag modellbeli definiciéja utén nyilvanvalé lesz, hogy
H tényleg felezi az [A, B] szakaszt.

10.1.9. Tétel. A G(X) csoport tranzitivan hat az X halmazon, és a pontok
stabilizatora az O(d) ortogondlis csoporttal izomorf.

Bizonyitds: A tranzitivitds rogton kovetkezik [I0.1.8}bol. A stabilizator azono-
sitasa céljabdl feltehetjiik, hogy X a Cayley—Klein-modell, és a tranzitivitas
miatt elegendé az 0 € RY origét fixen hagyé kongruencidkat, azaz a G(X)o
részcsoportot meghatarozni G(X)-ben.

A modell euklideszi szimmetridi (projektiv kiterjesztés, majd lesziikités 1t-
jan) G(X)-hez tartoznak, és a Sym (S9~1) = O(d) csoportot alkotjak. Ezért
nyilvén O(d) < G(X)o.

A forditott irdnyu tartalmazés bizonyitdsa céljabdl tegyiik fol, hogy a Cayley—
Klein-modell valamely f : X — X kongruencidjira f(0) = 0. Legyen F €
€ PGL(d+1,R) az f-et szdrmaztaté projektivitds. Miutdn F-nek 0 fixpontja
és F(S971) = 8971 a 0 pont S? !-re vonatkozé poldrisa, azaz az RY tér
idedlis hipersikja is invaridns F-nél. Ezért alkalmazéasaval F egy R-
beli (ugyancsak F-fel jelolt) affinitds projektiv kiterjesztése. Ez az F affinitds
az origét fixen hagyja, tehdt linedris. Miutdan F(S9~1) = S9!, a vektorok
normdjat F' megtartja, ezért F ortogondlis. Tehat G(X)o < O(d). O
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Megjegyzések. (1) Figyeljiink {61 arra a parhuzamra, amely a harom klasszikus
geometria (euklideszi, gdmbi és hiperbolikus) transzforméciéi csoportjanak a
téren valé hatdsdban megmutatkozik. A Tételben megfogalmazott tu-
lajdonsig a Tétel alapjan az euklideszi terek izometriacsoportjara, és
a[L.7.11] Tétel kovetkeztében a gémbi terek izometriacsoportjdra is érvényes.
Ez a kozos tulajdonsag a haromfajta klasszikus tér egyenlé mértéki” homo-
genitdsat fejezi ki. A Lemma és a[I0.1.9] Tétel aldbbi kivetkezményei
is ezeknek a tereknek a rokonsdgéara utalnak.

(2) A stabilizatorok O(d)-vel val6 izomorfidja azt jelenti, hogy a klasszikus
geometridk ,infinitezimalis méretekben” egyformak. Konkrétan ez azt jelenti,
hogy a tér valamely pontjat fixen tartd transzformaciok ugyanolyan jellegiiek,
ugyanugy osztalyozhatdk, ugyanazokat az algebrai tulajdonsagokat mutatjak
fol mindharom esetben. Példdul a két-, illetve hdromdimenziés hiperbolikus
geometria esetében — az euklideszi geometria mintdjara — valamely pont sta-
bilizatordban az SO(2), illetve SO(3) részcsoporthoz tartozé kongruencidkat
tekinthetjiik a hiperbolikus sik, illetve tér e pontot fixen tarté forgatasainak.

10.1.10. K6vetkezmények

(1) A G(X) csoportban a hiperbolikus tiikrozések generdtorrendszert al-
kotnak: barmely kongruencia eléallithaté legfeljebb d + 1 hiperbolikus
tiikrézés szorzataként.

(2) Ertelmezziik a hiperbolikus térben a zdszl6 fogalmét ugyantgy, ahogyan
azt az euklideszi tér esetében a Példéaban tettiik. Ekkor a G(X)
csoport egyszeresen tranzitivan hat a zaszlok halmazan.

(3) Minden régzitett k mellett barmely két X -beli k-dimenzids hiperbolikus
altér kongruens.

Bizonyitds: (1): Feltehetjiik, hogy X a Cayley-Klein-modell. Legyen f €
€ G(X) tetszéleges. Ha f(0) = 0, akkor f-et egy R%-beli ortogonélis transz-
formdcié szdrmaztatja. A[£.3.14] Tétel szerint ez a transzformdcié legfeljebb d
darab linedris tiikrozés szorzata. Ebben a szorzatban mindegyik tényezo X-re
lesziikitve hiperbolikus tiikrozést ad, ezért f eléall legfeljebb d hiperbolikus
titkrozés szorzataként. Ha f(0) = a # 0, akkor alapjéan vdlasszunk
olyan o hiperbolikus tiikrézést, amelyre o(a) = 0, és allitsuk el6 a o o f
kongruencidt legfeljebb d tiikrozés szorzataként. Ezt a szorzatot balrdl o-val
szorozva, [ kivant eléallitasat kapjuk.

(2): Most is a Cayley—Klein-modellben dolgozunk. Legyen Z, az origéban
az R%beli standard ortonormalt koordinatarendszerhez illesztett zaszlé. Ha
Z tetszoleges zaszlé X-ben, akkor alkalmas kongruencia a Z-beli félegyenes
kezdépontjit atviszi az origéba, majd egy alkalmas O(d)-beli transzformécié
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Z képét Zy-ba. Ezzel a tranzitivitast beldattuk, hiszen mindkét transzformacio
G(X)-ben van.

Ha egy kongruencia Zp-t helyben hagyja, akkor csak identikus lehet, hiszen
az origé fixpontja, tehat a kongruencia [10.1.9} szerint O(d)-beli, és O(d)-r6l
tudjuk, hogy egyszeresen tranzitiv az origébeli zaszlok halmazan.

(3): Nyilvanval6 médon kovetkezik (2)-b6l. O

10.1.11. Példa (Hiperbolikus eltolds). Legyen L C X hiperbolikus egye-
nes. Ha Z az (L) projektiv egyenesnek a K kiilsejéhez tartozé pontja, és S
a Z polaris hipersikja, akkor az (L) egyenest a hz g harmonikus involicié
onmagara képezi. Ezért a H = S N X hipersikra vonatkozé oy hiperbolikus
titkrozésnél oy (L) = L. Ha két ilyen pontot, Z;-et és Zo-t valasztunk, akkor
a két tiikrozés kompoziciéjat, a oz, o oz, kongruenciat az L egyenes mentén
torténd hiperbolikus eltoldsnak nevezziik X-ben.

alapjan magétol értetédik, hogy az L egyenes mentén toérténd hiperbo-
likus eltolasokkal L barmely pontjabdl barmely masik pontjaba el lehet jutni.
(Az is igaz, hogy ezek a transzformécidk részcsoportot alkotnak G(X)-ben,
de ez most még nem nyilvédnvalg.)

Ertelmezni szeretnénk a tavolsdgmérést a projektiv modellben. A tavolsig-
gal szemben természetes elvards, hogy kongruens pontparok tavolsdga egyen-
16 legyen, valamint hogy a hiperbolikus egyeneseket a tavolsagmérés a valds
szamegyenessel tegye izometrikussd. Az alabbi tétel szerint ezeknek a kiva-
nalmaknak lényegében egyféleképpen lehet eleget tenni.

10.1.12. Tétel. Az X halmazon Ilétezik olyan p metrika, amelyre az alabbi
két feltétel teljestil:

(1) p invaridns a G(X) csoport hatdsdra nézve (azaz X minden kongruen-
cidja izometrikus leképezés),

(2) ha L C X hiperbolikus egyenes, akkor az (L, p|Lxr) metrikus tér izo-
metrikus a standard metrikaval ellatott R szamegyenessel.

Ha p; és p az (1) és (2) feltételeknek megfeleld metrikak X-en, akkor py =
= A\p;1 alkalmas X\ konstanssal.

Bizonyitas: A kivant metrika 1étezését az alabbi tn. Cayley-féle tavolsigfor-
mula segitségével igazoljuk. Legyen A, B € X. Ha A = B, akkor természe-
tesen p(A, B) = 0. Ha A # B, akkor legyen U és V az (A, B) egyenes két
metszéspontja K-val, és definidljuk p(A, B)-t a

p(4,B) = | m(UV AB)|
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képlettel. Miutdn U és V nem vélasztja el A-t és B-t, a kettdsviszony pozi-
tiv (L , tehdt vehet6 a logaritmusa. A kettésviszony nem lehet 1-gyel
egyenld, tehat a formula pozitiv értéket ad. Akar U és V, akdr A és B fel-
cserélése a kettOsviszonyt a reciprokdra valtoztatja, ezért egyrészt p(A, B)
értéke nem fiigg az U és V jelolések kiosztasatdol, masrészt p szimmetrikus
az A és B valtozokban. Ahhoz, hogy p valéban metrika legyen, mar csak a
haromszog-egyenlotlenség teljesiilése sziikséges. Ezt joval konnyebb lesz egy
késobb targyalandé modell felhasznaldsdaval ellendrizni, ezért a nem kollinea-
ris pontokra vonatkozé esetét kiilén allitas (1. [10.1.17 (1)) forméjdban rogzit-
jik, és indoklasat egyelére fiiggbben hagyjuk. Kollinearis pontharmasokra a
haromszog-egyenl6tlenség kovetkezni fog a tételbeli (2) tulajdonsdgbdl, ame-
lyet alabb bebizonyitunk.

A G(X)-hatdssal szembeni invariancia bizonyitdsa céljabdl tegyiik fel, hogy
A, B, U, V' rendre az A, B, U és V képei valamely kongruencidnél. Ekkor
a p(A’, B')-t definidlé formuldban az {U’,V'} = (A’, B') N K pontpérnak kell
szerepelnie a kongruencia egyenestarté volta miatt. Ezért p(A’, B') = p(A, B)
a kongruencia kettésviszonytartasabol kovetkezik.

Tekintsiik most a p metrika megszoritasat valamely L hiperbolikus egyenesre,
beldtjuk a (2) kovetelmény teljesiilését. Miutédn a kongruencidkra vonatkozd
invarianciat mar tisztaztuk, feltehetjiik, hogy X a Cayley—Klein-modell, és
L az els6 koordindtatengelyen a (—1,1) intervallum. Ennek tetsz6leges a # b
elemeire a Cayley-féle tavolsdgformula szerint

nl—a lnl—b

p(a,b)—|1n(—11ab)|—‘ln<a+1 : b“)‘

1+4+a 1+
P— 1 —
l1—-a 1-0

Ezért az a ¢ : (—1,1) — R fiiggvény, amelyet a o(z) = In ((1+ z)/(1 — z))
képlet definidl, tavolsdgtarté az L hiperbolikus egyenes és R kozott. Konnyen
ellenérizhetd, hogy az y — (e¥ — 1)/(e¥ + 1) fiiggvény a ¢ inverze, ezért a ¢
fliggvény sziirjektiv. Tehat L valéban izometrikus a szamegyenessel.

Ratériink az egyértelmiiségi allitas bizonyitasara. Ehhez el6szor a valés szam-
egyenes alabbi tulajdonsagat gondoljuk meg:

Ha p eltoldsinvaridns metrika az R szamegyenesen, amellyel az (R, p) metri-
kus tér izometrikus a standard R metrikus térrel, akkor p a standard metrika
konstansszorosa.

Legyen f : R — R izometria a két metrikus tér kozott, azaz olyan bijekcid,
amelynél minden z,y € R-re p(z,y) = |f(z) — f(y)|. Feltehetjiik, hogy f
novo fiiggvény (példdul ha kell, kicserélhetjitk a (—1)-szeresével), {gy x < y-
ra p(z,y) = f(y) — f(z) érvényes. Az x — p(0,x) fiiggvény pozitiv z-re p
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eltolasinvariancidja miatt additiv az x valtozoban:

p(0, 2 +y) = p(—z,y) = f(y) — f(—z) = (f(y) — £(0)) + (f(0) — f(—x)) =
= P(O, y) + p(*SC,O) = p(oﬂ :ZZ) + p(Ovy) .

Ezért alkalmas A > 0 konstanssal minden pozitiv z-re p(0,z) = Az, amibél
most mar tetszéleges x < y esetén p(x,y) = p(0,y—z) = Ay — ) kovetkezik.
Ezzel a szamegyenesre vonatkozo segédallitast belattuk.

Szemeljiik ki a modell valamely L egyenesét, és tekintsiik p; és po megszo-
ritdsit ezen az egyenesen. A tételben megkovetelt (2) tulajdonsdg miatt a
p1|Lxr megszoritdst felfoghatjuk mint a szdmegyenes standard metrikdjat.
Ezen az L mentén torténd (X-beli) hiperbolikus eltoldsok mint R standard
eltoldsai hatnak. Ezekre nézve pa|r« 1 is invaridns, tehét a segédallitds miatt
p2|lnxr = AL p1|nx 1 érvényes alkalmas (L-t6] esetleg fiiggd) Ar konstanssal.

Végiil igazoljuk, hogy Ap valéjaban nem fiigg L valasztasatol. Ez annak a
ténynek a nyilvanval6 kovetkezménye, hogy X-ben barmely két egyenes kong-
ruens, és a kongruencidkra nézve mind p;, mind ps invarians. O

A tétel alapjan tehat a projektiv modellben a tavolsagmérés a mértékegység
megvalasztdsa erejéig egyértelmii. A mértékegységet az aldbbi definiciéval

rogzitjiik.

10.1.13. Definicié (Hiperbolikus tdvolsig, természetes tavolsigegy-
ség). Tetszbleges A, B € X pontokra A és B hiperbolikus tdvolsdgan a

ha A=1B

| In(UV AB)

07
pp(A7 B) = 1

3 , ha A#B é {UV}=(AB)NK
szamot értjiik. A p index arra utal, hogy ezt a metrikat a projektiv mo-
dellben értelmeztitk. Az 1/2 szorzé jelenlétének érdekes matematikai héttere
van; ebben a pillanatban a legegyszeriibb magyarazata az, hogy ezaltal va-
lik a projektiv modell a késébb definidlandé modellekkel izometrikussa. A p,
metrikdhoz tartozé tavolsagegységet (azaz barmelyik 1 hosszisdgu hiperbo-
likus szakaszt) a hiperbolikus tér természetes tavolsiagegységének nevezziik.

Megjegyzés. A [10.1.12] Tétel bizonyitdsdban explicit izometridt mutattunk
az R szdmegyenes és a Cayley—Klein-modellbeli (—1,1) dtmér6 kozott. Ha a
modellben a p, természetes tavolsagot hasznaljuk, akkor az izometria képlete
Yy (e —1)/(e?¥ + 1) = thy.

10.1.14. Allitas. A hiperbolikus tavolsag X-en a P projektiv térbdl érokolt
topologiat indukalja.
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Bizonyitas: Miutan a modellek kozti izomorfizmus homeomorfizmus az alap-
halmazok kozott, az allitast elegendd a Cayley—Klein-modellre vonatkozdan
ellendrizni, és elég abban egyetlen pontnak, példaul az origénak a kornyeze-
teit 6sszehasonlitani. Legyen a Cayley—Klein-modell valamely x pontjanak az
origdtél mért euklideszi tavolsdga a = ||x||, ekkor a bizony{tdsdhoz
hasonl6 szamoléassal

1 1 1
pp(0,x) = 3 ’1n(—1 1 Oa)} =3 In ta

1—a’

Errél a fiiggvényrdl latszik, hogy a 0 alkalmas kérnyezetében alkalmas ¢ és co
pozitiv konstansokkal értéke cia és coa kozott marad. Ezért a két metrika (p,
és az euklideszi) az origénak ugyanazokat a kirnyezeteit szdrmaztatja. O

10.1.15. Definicié (Hiperbolikus szdg). Legyen M és N két félegyenes
az X projektiv modellben, amelyek kozos kezdépontja az A pont. Az M
és N altal bezart szoget a kovetkezoképpen értelmezziik. Vélasszunk olyan
f izomorfizmust X és a Cayley—Klein-modell k6zott, amelynél az A pont
az origéba kerill. Az M és N félegyenesek képe, f(M) és f(N), ennél az
izomorfizmusnal két, az origébdl kiindulé félig nyilt egységszakasz az R¢ ko-
ordindtatérben. Az ezek éltal bezart szoget nevezziik M és N szogének. A
definici6 korrektségének tisztazasa céljabol valasszunk egy mésik g izomorfiz-
must, amelyre szintén g(A) = 0, és ellenérizziik, hogy g segitségével ugyanazt
a szoget kapjuk. Valéban, a Tétel stabilizatorrol szélo allitdsa miatt
az M-bol és N-bol all6 félegyenespar g-nél keletkez& képe csak egy (az egy-
ségegdmb belsejére megszoritott) ortogonédlis transzformdciéban (nevezetesen,
go f~l-ben) tér el az f szerinti képtél, ezért g(M) és g(N) kdzott a szog
ugyanakkora, mint f(M) és f(N) kozott.

A hiperbolikus szog nyilvdnvaléan invarians a modell kongruencidira nézve.

Az euklideszi tér egységgombjére vonatkozé polaritasra (1. hivatkozva
rogton lathatd, hogy ha az X-beli L egyenes merdleges a H hiperbolikus
hipersikra a[10.1.6] definici6 értelmében, tovdbbda M C H és N C La HNL
metszéspontbdl indulé félegyenesek, akkor M és N szoge értelmében
is w/2.

Két metsz6 egyenes hajlasszogét az euklideszi geometridban hasznalatos de-
finici6 mintajara értelmezziik: a metszéspontbdl indulé félegyenesek koziil
vélasztunk egyet-egyet, és az altaluk bezart (legfeljebb) kétféle szog koziil a
kisebbet (nem nagyobbat) tekintjiik.

A hiperbolikus térben harom nem kollineéris pont haromszoget feszit ki. Be-
szélhetiink a haromszog szogérol mint valamely csicsbol kiinduld, a mésik
két csucson dthalado két félegyenes altal bezédrt szogrél. Az alabbi tételt egy
maésik fajta modell appardtusdval fogjuk késébb bebizonyitani (1. ,
egyelére bizonyitas nélkiil hasznaljuk fol.
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10.1.16. Tétel (Hiperbolikus koszinusztétel) Legyenek az X-beli ABC
hdromszog oldalai a = p,(B,C), b = p,(C,A) és ¢ = pp(A, B), valamint
legyen o az A csucsnal levé szog. Ekkor

cha =chbchec—shbshe cosa. O

10.1.17. Kévetkezmények

(1) Haaz A, B, C € X pontok nem illeszkednek egy hiperbolikus egyenesre,
akkor p,(A, B) + pp(A,C) > p,(B,C).

(2) Hiperbolikus derékszigii hdromszégben az dtfogd hosszabb bdarmelyik
befogonal.

(3) Ha az (X, p,) metrikus tér egy f izometridja egy H C X hiperbolikus
hipersikot pontonként fixen hagy, akkor vagy f =idx, vagy f = og.

Bizonyitds: (1):[10.1.16] jeloléseivel o < 7 miatt cosa > —1, ezért a tételbol
cha < chbche+shbshe=ch(b+c), és igy a < b+ c kovetkezik.

(2): Ha[10.1.16}ban a = m/2, akkor cha = chbchc > chb, amibél a > b
kovetkezik.

(3): Legyen A € X — H tetsz6leges pont. Bocsdssunk merélegest re
hivatkozva az A pontbol H-ra, legyen ez az L hiperbolikus egyenes, és le-
gyen B a doféspontja. Tetsz6leges tovabbi C € H, C' # B ponttal az [A, C]
szakasz az ABC' derékszogii haromszog atfogéja, ezért (2) alapjan p,(A, B) <
< pp(A,C). Azt kaptuk tehdt, hogy tetszéleges A ponthoz egyértelmien 1é-
tezik H-ban hozza legkozelebbi pont, mégpedig az A-n dthaladé L merdleges
egyenes doféspontja. Miutan f a H hipersikot pontonként fixen tartja, ebbol
az kovetkezik, hogy f(A)-hoz ugyanaz a doféspont tartozik, mint A-hoz, azaz
f(A) € L. Az L egyenesen csak olyan pont johet sz6ba mint f(A), amelynek
a B-t6l mért tévolsédga p,(A, B)-vel egyenls. Ha A ¢ H, két ilyen pont van:
A és o (A). Akdrmelyik eset all is fonn, az f folytonossidga miatt barmely
A ponttal egyiitt az A pont egy egész kornyezetében f-nek egybe kell esnie
idx-szel, illetve og-val. A H szerinti félterek Osszefiiggd volta miatt ezért f
egy egész féltéren egybeesik idx-szel, illetve opg-val, és akkor ez nyilvan az
egész X-en is igy van. O

10.1.18. Tétel Az (X, p,) metrikus tér izometridi azonosak az X projektiv
modell kongruenciaival.

Bizonyitas: Egyfeldl (1) éppen azt jelenti, hogy G(X) < I(X, pp).
A forditott tartalmazas bizonyitasa céljabol pedig a Lemmara és a
(2) Kovetkezményre hivatkozva elegendd egyrészt azt belatni, hogy
(X, pp) izometridi a zédszldkat zdszlékba viszik, masrészt azt, hogy ha egy
izometria egy zaszlot onmagara képez, akkor identikus.
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El6szor is a szigori haromszog-egyenlotlenséghbol és az egyenesek R-rel izo-
metrikus voltabdl kovetkezik, hogy az izometridk a modell egyeneseit egyene-
sekbe képezik, és megdrzik rajtuk a pontok elvélasztasat. Ebbdl a dimenzid
szerinti indukciéval konnyen ellenérizhetd, hogy a hiperbolikus alterek és a
benniik fekvé félterek képe is ugyanilyen jellegli halmaz. Ezért zaszl6 képe
z4sz106.

Legyen Z = (Fy, Fa, ..., Fy) z4sz16 X-ben (azaz minden k < d-re Fj, féltér
abban a k-dimenziés hiperbolikus altérben, amely az Fy; félteret hatarolja),
és tegyliik fel, hogy az f € I(X,pp) izometridndl f(Z) = Z. Arra akarunk
ebbdl kovetkeztetni, hogy f = idx. Ehhez k szerinti indukciéval minden k-ra
belatjuk, hogy f identikus az Fj-t tartalmazd k-dimenziés altéren. Ez k = d
esetén éppen azt jelenti, hogy f =idx.

A k =1 esetben a[l0.1.12}(2) feltételbdl kévetkezik, hogy f valéban identikus
az F félegyenesen, mert a valds szamegyenes egy félegyenesének az identitds
az egyetlen izometridja. Az indukcids 1épésben (3)-at lehet alkalmaz-
ni a soron kovetkez6 altérre mint megfelelé dimenziéju projektiv modellre
vonatkoztatva. O

10.1.19. Definicié (Idedlis hatar, végtelen tavoli pont). Az X projektiv
modellt definidlé masodrendi hiperfeliilet K képhalmazat szokds a modell
idedlis hatdranak nevezni, és 0 X-szel jelolni. Elemeit a modell végtelen tdvoli
(vagy idedlis) pontjainak nevezziik.

A természetes topoldgiaval ellatott P valés projektiv térben a dX halmaz
topologikus értelemben valéban az X C P nyilt halmaz hatéara, és homeo-
morf az S9! gombbel, az X = X U 0X lezdras pedig a d-dimenziés zart
gombtesttel.

Ha Y C X hiperbolikus altér, akkor 9Y = Y N0X az Y idedlis hatdra. Az X
végtelen tavoli pontjai koziil Y elemeir6l azt mondjuk, hogy az Y altérhez
tartoznak.

Vegyiik észre, hogy barmely X-beli egyenesnek pontosan két végtelen tavoli
pontja van, tovabba hogy X barmely két killonboz6 — akar kozonséges, akar
végtelen tavoli — pontjadhoz egyértelmiien lehet olyan hiperbolikus egyenest
taldlni, amelyhez ez a két pont hozzdtartozik. A (2) Allités értelem-
szerll kiterjesztésével az X-beli hipersikokra 0X pontjaibdl is egyértelmiien
lehet meréleges egyenest bocsatani.

Megjegyzés. A projektiv modellek kozti izomorfizmusok természetes médon
értelmezve vannak az egész X lezdrdson, és ott homeomorfizmusok. Az X
hiperbolikus metrikaja viszont nem terjeszthet6 ki az idedlis hatarra: meg-
mutathatd, hogy (d > 2 esetén) dX-en nem létezik olyan, a topoldgidjat
indukél6 metrika, amely invaridns G(X) hatdsara nézve.
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A modell ideélis hatara és annak viselkedése a modell izometridi soran lénye-
gében minden, a hiperbolikus térrel kapcsolatos informéciét magaban hordoz.
Ez annak koszonhetd, hogy a 0 X halmazbdl ki lehet vélasztani egy projektiv
bézist a befoglalé P tér szdmara, és a modell barmely izometridjat egyértel-
milen meghatarozza, hogy ez a bazis hova keriil. A hiperbolikus sik esetében,
azaz amikor d = 2, a K kupszeleten 9.4 szerint a projektiv egyenes struk-
turdja a természetes (azaz a G(X)-hatdsra nézve invaridns) struktira. Az
altaldnos esetben ennek a struktiranak a felderitése vezet el a modellek ko-
vetkez6 tipusahoz.

10.2. Konform modellek

Legyen ebben a szakaszban E d-dimenzids euklideszi tér, ahol d > 1. A most
targyalandé modellek konstrukciéjaban a tér inverziv geometridja dont6 sze-
repet jatszik. Emlékeztetiink arra, hogy E7T jeloli az E tér inverziv bovitését
(L . Legyen K C FE rogzitett hipergbmb. A K gémbot felfoghatjuk mint
egy az el6z6 szakaszban el6irt tipusu ¢ kvadratikus alak képhalmazat a P =
= E projektiv térben. Ezaltal a K gémb X-szel jellt belsején a d-dimenziés
hiperbolikus geometria projektiv modellje &ll el6, és tekinthetjiik a G(X) =
= I(X, pp) izometriacsoport hatdsit a modell K = 0X idedlis hatardn. A
kovetkezd modell, az in. Poincaré-féle gobmbmodell konstrukcidjdban ezt a
csoporthatdst megtartjuk, de K belsejében az el6z6t6l eltéré moédon értel-
mezziik a modell strukturajat.

10.2.1. Tétel. d > 2 esetén a G(X) csoport hatdsa a K halmazon azonos az
M(K) Mébius-csoport hatdsdval (I.[5.3.2). Specidlisan G(X) = M(K).
Bizonyitds: G(X) hatdsit a K halmazon ugy értelmeztiik, hogy egy f :
: X — X hiperbolikus kongruencidhoz el6szor az 6t szdrmaztaté (és egyértel-
miien 1étez8) F : P — P projektivitast rendeltiik, majd az F|x megszoritdst
tekintettiik.

Ha f = oy € G(X) hiperbolikus tiikrozés egy H C X hiperbolikus hiper-
sikra, akkor definicié szerint a hozzd tartozé F harmonikus involicié P-ben,
mégpedig F' = hz gy, ahol Z a (H) hipersik pélusa K-ra nézve. Ezért F|g
gombi tiikrozés K-ban a (H) N K gémbre vonatkozéan (1. [5.2.14). Mivel
a G(X) csoportban (1) szerint a hiperbolikus tiikrézések generdtor-
rendszert alkotnak, G(X) hatdsa K-n az a transzformdciécsoport, amelyet a
K-beli gombi tiikkrozések generédlnak, vagyis az M(K) Mébius-csoport. [

Megjegyzés. A tételhez sziikséges volt feltenni, hogy a tér dimenzidja legalabb
2, hiszen a Mobius-csoportot a 0-dimenzids gémbok esetében nem értelmez-
tiik, és nem is lehetne tgy értelmezni, hogy a tétel igaz legyen. Ez az oka
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annak is, hogy a most targyalandé modell bizonyos tulajdonsigait az egy-
dimenziés esetben masképp kell kezelni, mint az egynél magasabb dimenzio
esetében.

10.2.2. Definicié (A Poincaré-féle gémbmodell illeszkedési strukti-
raja). A Poincaré-féle gombmodell (illetve kérmodell, ha d = 2) alaphalma-
za a K hipergdmb belseje, tehat azonos a K-hoz tartozé projektiv modell
X alaphalmazaval. Ha 1 < k < d — 1, akkor k-dimenzids altérnek neveziink
minden olyan G N X alakban el6all6 részhalmazt, ahol G olyan k-dimenzids
gomb vagy affin altér, amely merélegesen metszi a K hipergémbot.

Miutéan az X alaphalmazon kétféle modellt is értelmeziink, és a kétféle érte-
lemben vett alterek kiilonboznek egymdstol, az egyértelmi fogalmazas érde-
kében a Poincaré-féle modellhez tartozé altereket — ebben a szakaszban, amig
ezt a két modellt hasonlitjuk ¢ssze — P-altereknek nevezziik.

Allapodjunk meg egyrészt abban, hogy maga az E tér is merGlegesen metszi
K-t, mésrészt abban is, hogy egy 0-dimenziés gomb vagy affin altér (azaz
E*-beli pontpar) akkor és csak akkor merSleges K-ra, ha a K-ra vonatkozo
inverzio a két pontjat folcseréli. Ezaltal a P-alterek fenti definicigja értelem-
mel bir a k = d és k = 0 esetekben is. Természetesen az egyetlen d-dimenziés
P-altér maga az X alaphalmaz, mig a 0-dimenziésak az alaphalmaz egyelemi
részhalmazai, amelyeket a tér pontjaival azonositunk.

A Poincaré-féle gpmbmodellben az egydimenzios P-altereket P-egyeneseknek,
a kétdimenziésakat P-sikoknak, a (d — 1)-dimenziésakat P-hipersikoknak hiv-
juk.

Megjegyzés. A szokasos illeszkedési és rendezési tulajdonsagok most kevésbé
nyilvanvaléak, mint a projektiv modell esetében. Mar az az alapvetd tény
is, hogy barmely két kiilonboz6 ponton at egyetlen P-egyenes halad, bizonyi-
tast igényel. Ezeket a tulajdonsagokat azaltal tisztazzuk, hogy megadunk egy
X — X bijektiv leképezést, amely a projektiv modell illeszkedési struktira-
jat atrakja a Poincaré-féle ggmbmodell illeszkedési strukturajara. A Poincaré-
modell tovabbi struktiraelemeit is annak szem el6tt tartasaval értelmezziik,
hogy ez a leképezés izomorfizmus legyen a két modell kozott.
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10.2.3. Definicié (A @ leképezés). Helyezziik el az F euklideszi teret mint
hipersikot egy eggyel nagyobb dimenziéju E euklideszi térben; a konkrétsag
kedvéért legyen példaul £ = E x R. Tekintsiik F-ben azt a K hipergombot,
amely kozos kozéppontu és egyenld sugaru K-val, és legyen

Y =K N (Ex(0,+00)),

vagyis az a fels6 féltérbe esé d-dimenzids nyfilt félgomb, amelynek K a hatara.
Jelolje p : E — E az ortogonalis vetitést az E hipersikra, ekkor p |y bijektiven
képezi az Y zart f8lgombot az X zdrt gombtestre.

Legyen D a K hipergémb ,,déli pélusa”, vagyis D = (C,—1) € E x R, ahol
C a K kozéppontja. Jelolje v : K - EtaD kozéppontu sztereografikus
vetitést. Ekkor a

P=(vly)o(ply) i X =2 X éa ®=(|y)oply) T X=X

leképezés homeomorf médon képezi az X nyilt, illetve az X zéart gombtestet
sajat magara, emellett @ | x = idg.

10.2.4. Allitas. A ® leképezés izomorfizmus a projektiv modell és a Poincaré-
modell illeszkedési struktirai kozott.

Bizonyitas: Csak azt kell ellenérizni, hogy ha M C X k-dimenzids hiperbo-
likus altér a projektiv modellben, akkor ®(M) szintén k-dimenzids P-altér
a Poincaré-modellben. Ez &k = 0 és k = d esetén nyilvanvalo, igy feltehet-
jiik, hogy 1 < k < d — 1. Az els§ 1épésben keletkezd (p\v)*l(ﬁ) halmaz
k-dimenziés zért félgomb, amelyet a (k + 1)-dimenziés Fpy = (M) x [0, +00)
affin féltér metsz ki a K hipergombb6l. Miutan (Fys) L E, ez a félgomb
merllegesen metszi K-t. Tudjuk, hogy a v sztereografikus vetités gomb- és
szogtartd, tovibbd a K halmazt helyben hagyja. Ezért ennek a félgombnek
a v-nél szdrmazé képe, a ® (M) = ®(M) halmaz, egy a K-t merdlegesen

metsz6 k-dimenziés E-beli gdmbnek vagy affin altérnek az X-be es6 része,
tehdt egy k-dimenzids P-altér lezarasa. O

A Allitas kovetkezményeként az illeszkedéssel és a rendezéssel kapcso-
latos projektiv modellbeli fogalmakat a ® leképezés segitségével atvihetjiik a
Poincaré-féle gombmodellre. Beszélhetiink tehat szakaszokrél, félegyenesek-
r6l, félsikokrdl, félterekrol, szogtartomanyokrdl, hdromszogekrdl, sth. ebben
a modellben is.

10.2.5. Definicié (A Poincaré-féle gémbmodell kongruencidi). Te-
gyiik fel elOszor, hogy d > 2, a d = 1 esetet kiilon fogjuk térgyalni. Te-
kintsiik a K hipergémb M&bius-transzforméciéinak E+-ra térténd Poincaré-
kiterjesztését (1. [5.3.9), azaz a p& : M(K) — M(E) injektiv homomorfiz-
must. A kiterjesztett Mobius-transzformaciék K belsejét énmagara képezik,
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ezért vehetjiitk az X-re vald lesziikitésiiket. Az igy nyert leképezéseket tekint-
jikk a Poincaré-féle gombmodell kongruencidinak.
A kongruencidk csoportja d > 2 esetén tehat az M (K) Mobius-csoport, amely
a

po A (pR(p) (4 (pe M(K), A€ X)

szabaly szerint hat a modell alaphalmazan.

Legyen most d = 1. Ilyenkor a Poincaré-modell illeszkedési struktirdja azo-
nos a projektiv modell illeszkedési strukturdjaval. Definicié szerint tekint-
siik az egydimenzids projektiv modell kongruencidit egytuttal az egydimenzids
Poincaré-féle gombmodell kongruencidinak.

10.2.6. Példa (Tiikrozés a Poincaré-modellben). Tegyiik fel elAl'szor,
hogy d > 2. Ha H C X hiperbolikus hipersik a projektiv modellben, akkor a
oy tikrozés K-n gombi tiikkrozést szarmaztat (1. . A gombi tiikrozések
Poincaré-kiterjesztései az ET inverziv térben hipersikra vonatkozé tiikrézé-
sek vagy inverzidk aszerint, hogy K kozéppontja illeszkedik-e H-ra vagy sem.
Ezért ha a Poincaré-féle gombmodellben tekintiink egy G N X P-hipersikot,
akkor a ra vonatkozé modellbeli tiikrézés azonos a o¢ | x transzforméciéval,
ahol o¢g euklideszi titkrozés, ha G tartalmazza K kozéppontjat (és igy hi-
persik ET-ban), egyébként pedig a K-t merSlegesen metsz6 G hipergémbre
vonatkozoé inverzio.

Ha d = 1, akkor H pont X-ben. A projektiv modellben a Példaban
mar értelmeztiik a H-ra vonatkozdé tiikrozést, tekintsiik ugyanezt a leképezést
tiikrozésnek az egydimenziés Poincaré-modell értelmében is. A H hipersik
pélusaa Z € E* pont, és a hz g harmonikus invohicio’(?) miatt azonos
az ET inverziv egyenesen a {Z, H} pontparra vonatkozé inverziéval (illetve
titkrozéssel, ha Z = oo, azaz ha H az X nyilt intervallum koézéppontja). A
beli megallapoddssal 6sszhangban ez egy K-ra merdleges (0-dimenzids)
gbémbre vonatkozé inverzio.

10.2.7. Tétel. A Poincaré-féle gombmodell kongruencidi pontosan a ® o f o
o®~!: X — X leképezések, ahol f : X — X a projektiv modell kongruenci-
ain fut végig.

Bizonyitas: Tudjuk, hogy a két modell kongruenciacsoportja izomorf, sét az
egydimenziés esetben definicié szerint azonosak, a d > 2 esetben pedig a
[10:271] Tétel szerint a K hipergdmbre valé megszoritds azonositja 8ket. Ezért
elegendd azt beldtni, hogy az f + ® o f o @1 megfeleltetésnél a projektiv
modell tiikrozései a Poincaré-modell tiikrozéseibe mennek at, hiszen ezek a
tiikrozések generaljak a megfelel§ kongruenciacsoportokat.

Legyen tehét oy € G(X) hiperbolikus tiikrézés, ahol H C X hipersik a
projektiv modellben. Azt &llitjuk, hogy ® o o o &~ egy E-beli Mobius-
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transzformécié megszoritdsa X-re. (Ha ez {gy van, akkor persze csak a W(H)
P-hipersikra vonatkoz6 tiikrézés lehet a Poincaré-modellben.)

A ® leképezés @ = (v]y)o(p|y)~! definiciéja alapjén a @ ooy o @~ transz-
formaciot két 1épésben allitjuk eld, elészor a (p|y) !, majd a v |y vetitéssel
konjugaljuk og-t. Belatjuk, hogy mindkét 1épésben Mobius-transzformaciot
kapunk (pontosabban annak Y-ra, illetve X-re valé megszoritasat).

A projektiv modellbeli o hiperbolikus tikrézést a hyz gy : E — E har-
monikus involicié szdrmaztatja, ahol Z € E a (H) hipersik pélusa K-ra
nézve. Az elsé 1épésben vegyiik észre, hogy az E = E x R euklideszi tér
projektiv lezdrdsdban a (Z,0) pont K-ra vonatkozé poldrisa a (H x R) hi-
persik, azaz az E-re mer6legesen allitott, H-t tartalmazé hipersik. Ezért a
(ply) toomgo(p|y) leképezés a h(z.,0),(rxr) harmonikus involiicié megszo-
ritdsa Y-ra, azaz egy K-beli gémbi tiikrozésnek (mégpedig az F' | gombi
tiikrozés Poincaré-kiterjesztésének) a megszoritdsa. A mésodik 1épésben pe-
dig azért marad Mobius-transzformdcié az eredmény, mert sztereografikus
vetitéssel konjugalunk. O

10.2.8. Kovetkezmény. Ha d = 1, akkor az f + ® o f o ®~ ! Ileképezés
automorfizmus a G(X) csoportban.

Bizonyitas: Az egydimenzids esetben a két modell kongruenciai azonosak, és
a Tétel szerint ilyenkor is ® felelteti meg &ket egyméasnak. O

10.2.9. Definicié (A Poincaré-féle gombmodell metrikdja). Tetszdle-
ges A, B € X pontokra definidljuk a modellbeli tavolsdgot a

0, ha A=B

’)’“(A’B){ |m(@UVAB)|, ha A#B

formulaval, ahol az A # B esetben az U és V pontokat az A-n és B-n atha-
ladd, K-t mer6legesen metsz6 kor vagy egyenes metszi ki K-bél, (UV A B)
pedig a négy pont kori kettdsviszonydt jeloli. (A py jeldlésben a k index ar-
ra utal, hogy ez a metrika konform modellhez tartozik, 1. a [[0.2.13] uténi
els6 megjegyzést.) Miutdn a kori kettOsviszonyt a Mobius-transzformdciok
9.4.21] szerint megtartjak, a py tdvolsdgfiiggvény invaridns a Poincaré-modell
kongruencidira nézve. Nem kell ellenOrizniink, hogy a pj fiiggvény valéban
metrika az X halmazon, mert ez (és az is, hogy X-nek az euklideszi térbél
orokolt topolégidjat szarmaztatja) azonnal kovetkezik az aldbbi Té-
telb6S1[10.1.12bre és[10.1.14}re hivatkozva. A tételt egy lemméval készitjiik el6,
amely a @ leképezésnek a kettosviszonnyal szembeni viselkedésérol szél.
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10.2.10. Lemma. Tekintsiik a ® leképezésnek az egydimenzids Cayley—
Klein-modellhez tartozé valtozatdt, azaz a ® : (—1,1) — (—1,1) leképezést.
Ha a,b € (—1,1) tetszdleges kiilonboz8 pontok, akkor

2

(—11®(a) ®(b))” = (~11ab).

Bizonyitds: Nézzilk az R2-beli egységkort, amelynek az elsé koordindtatenge-
lyen fekvd nyilt dtmérdje a széban forgd (—1,1) intervallum. Az elsé tengelyre
torténd merdleges vetités inverze az (x,0) pontot a felsé félkor (x,v1 — x2)
pontjaba viszi, a (0,—1) déli pélusbdl torténd kdzéppontos vetités pedig a
fels6 félkor (x,y) pontjit az (3:/(1 + y)70) pontba képezi. Ezekbdl

@ () -
)= ————.

141 — 22
Elég beldtni, hogy barmely = € (—1,1)-rea (—11z) osztdviszony a (—11 ®(x))
osztoviszony négyzetével egyenld, hivatkozhatunk ugyanis a kettGsviszony
8.6.6| (2)-beli kiszamitdsira az osztéviszonybdl. Az osztéviszony definicidja
alapjén (—11z) = (1+x)/(1 — x), és ezzel

1
(—110(x)) = L+ o) _ ; 1+W = %jz
IR sy

1—(x)
Ennek a négyzete valéban (1 + z)/(1 — x)-szel egyenld. O
10.2.11. Tétel. Tetszbleges A, B € X pontokra
Pk ((I)(A),(I)(B)) = pp (AaB) i

azaz a ® leképezés izometria a két modell kozott.

Bizonyitas: Feltehetd, hogy K az R koordinétatér orig koriili egységgémb-
je, azaz a projektiv modell a Cayley—Klein-modell. A metrikdk invariancidja
miatt azt is feltehetjiik, hogy A pont és B az els6 koordinatatengely a, illet-
ve b koordindtaju pontjai, ahol —1 < a,b < 1. Ekkor ®(A) és ®(B) szintén
az elsé koordindtatengelyen vannak, és koordindtdik a Lemmadban
szerepld ®(a), illetve ®(a) szdmok.

A lemmébdl (—11®(A) ®(B) )2 = (— 11 AB) kovetkezik, amibél logarit-
musokra attérve a tétel allitasat kapjuk. O

Megjegyzés. A ® elképezésre a (—1,1) intervallum esetében explicit képletet

kaptunk a [10.2.10} Lemma bizonyitasdban. Erdemes ezt a képletet a th™?! :
: (=1,1) — R leképezéssel, amely izometria a projektiv modell metrikdja és

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



© Typotex Kiadd

330 HIPERBOLIKUS GEOMETRIA

a szamegyenes kozott, atrakni R-re. Az x = tht jelolést haszndlva

T tht
th™ (®(z)) = th' ———— =th ' ———— =
(¢() 1+vV1—2a2 1++vV1—th%¢
= th! thtl L. LA th‘1728h%;h% .
1+ L cht+1 2ch? L 2

Tehét a @ leképezésnek a szdmegyenesen az 1/2-del valé szorzds felel meg.

A Poincaré-modell soron kovetkezd, legnevezetesebb tulajdonsiga annak a
kortilménynek a kdzvetlen folyoménya, hogy a modell kongruenciai szégtarto
transzformacidk az alaphalmazon.

10.2.12. Definicié (Szdg a Poincaré-féle gpmbmodellben). Ha M és
N két kozos kezdéponti P-félegyenes, akkor M és N szogét mint a @1 (M)
és ®~1(N) projektiv modellbeli félegyenesek dltal bezart hiperbolikus szoget
értelmezziik.

Ezaltal a @ leképezés szogtartd a két modell kozott.

10.2.13. Tétel. Legyen M és N két kézos kezdSponti P-félegyenes a Poincaré-
modellben. Ekkor M és N szdge egyenl6 az euklideszi szogiikkel, vagyis az
E euklideszi térben annak a két érinté félegyenesnek a szogével, amelyeket a
kézos kezdSpontban az M és N korivekhez (illetve esetleg egyenes interval-
lumokhoz) hizunk.

Bizonyitas: Ha a kozos kezdépont éppen K kozéppontja, akkor a hiperbolikus
szog [10.1.15}beli definicija alapjén igaz az allitds. Ha nem, akkor vigyiik &t
a két P-félegyenest a Poincaré-modell alkalmas kongruencigjaval ilyen hely-
zetbe. Miutdn a kongruencidak szogtarték a modellbeli értelemben is és az
euklideszi értelemben is, a modellbeli sz6g egyenlo az euklideszi szoggel az
eredeti helyzetben is. O

Megjegyzések. (1) A Poincaré-féle gombmodellt gyakran a hiperbolikus geo-
metria (egyik) konform modelljének nevezik. Konform leképezésnek dltaldban
a szogtarto leképezéseket (példdul a Mobius-transzformécidkat) hivjak. A mo-
dellre vonatkozdan a konform jelz6 arra a szogtartasi tulajdonsagra utal, amit
a [10.2.173] Tétel mond ki. Ha az euklideszi tér részhalmazaként allitunk el
egy modellt, akkor annak szdgtarté volta azt jelenti, hogy a sz6gek modellbeli
mértéke egyenld az euklideszi térben mért szogekkel.

(2) Ha a Poincaré-féle ggmbmodellt valamely Mobius-transzforméciéval egy
masik alaphalmazra képezziik, és a struktira minden elemét ezzel a transz-
forméciéval atvissziik az 1j alaphalmazra, akkor magéatdl értet6dé médon
djabb, az el6z6vel izomorf modellt kapunk, amely tovabbra is szogtarto lesz.
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Az aldbbiakban ilyen médon szdrmaztatjuk a konform modellek tovabbi két
valtozatat.

(3) Erdemes arra folfigyelni, hogy a Poincaré-féle gombmodellben a P-alterek
nem automatikusan a modell alacsonyabb dimenziéju véltozata szerinti struk-
turdt viselik. Ez {gy van a K-bdl affin altér dltal kimetszett (vagyis a modell-
goémb kozéppontjdt tartalmazd) hiperbolikus alterek esetében, a tébbire vo-
natkozéan viszont csak a (2)-beli elven mondhatjuk, hogy azok énmagukban
tekintve is modellek.

10.2.14. Definicié (Poincaré-féle félgbmbmodell). A ® leképezés defini-
cidjaban (1. bevezettiik az Y , koztes” halmazt, amelyre most atvihet-
jikk a modell struktirdjat. Az Y alaphalmaz tehat d-dimenzios nyilt félgémb.
A struktira szdrmaztatdsira akar a (p|y)~' : X — Y, akdr a (v|y) ! :
: X — Y leképezést haszndlhatjuk; az els6 esetben az X-en értelmezett
projektiv modellbdl, a masodikban az X-en értelmezett Poincaré-modellbol
kapjuk ugyanazt a struktirat Y-on. A hiperbolikus geometria igy konstrualt
modelljét Poincaré-féle félgombmodellnek nevezziik.

A félgbmbmodellben a hiperbolikus alterek maguk is nyilt félgombok, amelye-
ket az E-re merdleges affin alterek metszenek ki Y-bdl. A modell kongruencia-
it a d > 2 esetben tigy is kaphatjuk, hogy a K gémb Mobius-transzformdcioi-
nak a K gombre torténd Poincaré-kiterjesztését szoritjuk meg Y-ra. Specid-
lisan a hipersikokra vonatkozé tiikrozéseket K olyan gombi tiikrozései szol-
galtatjak, amelyekhez az E* hipersikban fekvd csticst érint8kup tartozik. A
félgbmbmodell metrikdjét ugyanaz a[10.2.9bbeli formula adja, mint az X-beli
Poincaré-modell esetében. Végiil, miutdn a (v|y)~! : X — Y izomorfizmus
konform leképezés X és Y kozott, a félgombmodell is szogtarté modell.

10.2.15. Definicié (Poincaré-féle féltérmodell). Vilasszunk egy P € K
pontot és tekintsiink (tetszélegesen valasztott P koriili alapgémbbel) egy o :
: ET — E7 inverziét. Ez az inverzié K-t egy HY C E™T affin hipersikba
viszi, az X halmazt pedig a H szerinti egyik nyilt féltérbe. Masoljuk at o
segitségével az X-en adott Poincaré-féle gombmodell strukturdjat az U =
= o(X) féltérre. Az inverzi6 szogtarté volta miatt ilyen médon a hiperbolikus
geometria tjabb szogtarté modelljét kapjuk, a Poincaré-féle féltérmodellt.

Vilagos, hogy a ¢ inverzié helyett barmely olyan ET-beli Mobius-transzforma-
ciét is hasznalhattunk volna, amelynél K egy pontja a oo pontba keriil.

A féltérmodell hiperbolikus alterei a H hipersikot mer6legesen metszé gém-
boknek és affin altereknek az U-ba esd részei, amelyek igy tehat vagy nyilt
félgombok, vagy nyilt félterek valamely H-ra merdleges affin altérben. A leg-
alabb 2-dimenzids esetben a kongruencidk H Mobius-transzformaciéibol szér-
maznak Poincaré-kiterjesztés, majd U-ra torténd lesziikités utjan. A metrikat
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a[0.4.21] Tétel miatt itt is a[10.2.9 beli képlet definidlja. A Poincaré-féle fél-
térmodell , kanonikus” véltozatdban alaphalmaz gyanant az R%beli

U:{x:(xl,...,xd)ERd : $d>0}

fels6 félteret véalasztjuk, amelynek az R4~1 C R hipersik a hatdra. A modell
idedlis hatdra ilyenkor tehat az (RY1)* inverziv tér, izometriacsoportja az
M4~ Mébius-csoport.

10.2.16. Példak. A Poincaré-féle féltérmodell a d = 2 és a d = 3 esetben
kozvetlen kapcsolatot teremt egyfeldl a hiperbolikus sik- és térgeometria, més-
felél a valds, illetve komplex projektiv egyenes geometridja kozott. Ennek a
kapcsolatnak a leirdasahoz mindkét esetben a fenti kanonikus koordindtazasu
modellt hasznaljuk.

e Legyen d = 2. A (1) Tétel alapjan az RT idedlis hatdr Mobius-
transzforméciéi pontosan a projektiv transzforméciék az R = Rt va-
16s projektiv egyenesen, és igy a hiperbolikus sik izometriacsoportja a
PGL(2,R) projektiv csoporttal azonos. Ha a modellt magéban foglalé
R? sikot a szokdsos médon a C komplex sikkal, azaz R komplexifi-
kaltjaval tekintjitk azonosnak, akkor [8.7.4] (3)—(4) alapjén a PGL(2,R)

izometriacsoport az

az+b
———, ha detA>0

Az { 2T A= (" ") cqrL@R), zeU
az+b c d

7 ha det A <0

cz +

tortlinedris (illetve tort-szemilinedris) leképezésekkel hat az U komplex
felso félsikon.

Tekintsiik példaképpen a beli

cost —sint 1 0 , __(cht sht
A(t)_(sint cost)’ B(t)_(t 1)’ o8 C(t)_<sht cht)
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matrixokkal a PGL(2, R) csoportban értelmezett egyparaméteres transz-
formdciéesoportok hatdsat az U modellben. A R7.9tben tisztazottak
alapjan a Tételt koveté masodik megjegyzést figyelembe véve
az A(t) métrix az ¢ € U pont koriili 2¢ szogii forgatdst szarmaztatja.
Ugyancsak alapjan C(t) hiperbolikus eltolds a —1 és 1 € 9U vég-
telen tavoli pontokat 6sszekot6 hiperbolikus egyenes, azaz U-beli félkor
mentén. A ((— 14 (C(t)i) 1) kori kettésviszonyrdl kdzvetlen szdmo-
lassal megallapithatd, hogy értéke e~ 2t-vel egyenld, ezért a t paramé-
ter az ezen egyenes mentén mért eléjeles tavolsaggal ardnyos. A B(t)
maétrixszal adott transzformaciénak egyelére nem adtunk nevet. Mind-
harom transzformdaciécsoport esetében [B:7.9tben megallapitottuk, hogy
az U-beli pontokat egy-egy korsor tagjai mentén mozgatjak. Valamivel
egyszeriibb a B(t) métrixok helyett a transzponadltjaikkal megadott egy-
paraméteres transzformaciécsoportot atlatni: a pontok U-beli orbitjai
a OU egyenessel parhuzamos egyenesekbol all6 sugdrsorhoz tartoznak.
(Ezek természetesen nem egyenesek a modellbeli értelemben.)

Legyen d = 3. A modell idedlis hatdra most az (R?)* inverziv sik, ame-
lyet a C* = C komplex projektiv egyenessel azonositunk. A harom-
dimenziés hiperbolikus tér kongruenciacsoportjaban az iranyitastartéd
Mébius-transzformdcick a 2 indextt M*(R?) részesoportot alkotjdk,
amelyet [8.7.4}(2) alapjan a PGL(2,C) projektiv csoporttal azonosi-
tunk. A hiperbolikus tér irdnyitastart6 izometridi tehét a modell idedlis
hatdran, a CT inverziv sikon az

_ az+b _(a b +
[A].z»—)CZer (A_<c d)EGL(2,C),z€C)

tortlinearis leképezésekkel hatnak, ahol a formulaba beleértjiik a oo-nel
kapcsolatos értelemszerti megallapodédsokat (1. 8.7.1).

Megjegyezziik, hogy barmely invertalhaté 2 x 2-es komplex méatrixhoz
taldlhaté olyan 1 determindnsd métrix, amely vele ekvivalens (azaz
ugyanazt a projektivitdst létesiti a komplex egyenesen), hiszen csak a
determindns négyzetgyokével kell osztani. Ez azt jelenti, hogy PGL(2, C)
= PSL(2,C). A szakirodalomban a hdromdimenziés hiperbolikus tér
irdnyitdstarté izometriacsoportja ezért legtébbszor PSL(2,C) néven
szerepel.

10.3. Hiperboloidmodell

A projektiv modellt hatdrolé masodrendii hiperfeliiletet a W vektortérben
egy nemelfajulé kvadratikus alakkal adtuk meg. A kvadratikus alakhoz tar-
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toz6 szimmetrikus bilinedris fiiggvény részletesebb vizsgalataval, a tér struk-
turajanak ,finomhangolasdval” Gjabb modellt definidlunk, amely ravilagit a
hiperbolikus geometria és a gombi geometria kozti mélyebb rokonsagra.

Eloljaréban felidézziik azokat az indefinit valés kvadratikus alakokkal és szim-
metrikus bilinedris fliggvényekkel kapcsolatos linedris algebrai ismereteket,
amelyeket a modell konstrukcigjaban felhasznalunk.

10.3.1. Emlékeztetd (Valés kvadratikus alakok, g-ortogonalitas). Le-
gyen ¢q kvadratikus alak a W véges dimenzids valds vektortéren. A g-hoz tar-
toz6 szimmetrikus bilinedris fiiggvényt most a skaldris szorzds szokdsos ( , )
jelével jeloljiik, tehdt g(x) = (x,x). Két vektort, x-et és y-t g-ortogondlisnak
(vagy egyszeriien csak ortogondlisnak) mondunk, ha (x,y) = 0.
Izotrép vektornak mondjuk az x € W vektort, ha sajat magéra ortogonélis,
azaz ha q(x) = 0. Definit ¢ esetén ilyen csak a zérusvektor lehet. Altalaban
viszont az izotrép vektorok halmaza elég sokat elarul a kvadratikus alakrol,
s6t bizonyos esetekben skalarszorzo erejéig egyértelmiien meghatarozza g-t
(1. [10:3:10). Az izotrép vektorok halmaza kip abban az értelemben, hogy
barmely elemének barmely skalarszorosat tartalmazza. Ha ¢ indefinit, akkor
ez a kup hiperfeliillet W-ben, amely elvélasztja egymastdl azt a két W-beli
nyilt halmazt, amelyek egyikén ¢ pozitiv, masikdn ¢ negativ. Valamely V <
< W linedris altéren a ¢| v megszoritott kvadratikus alak akkor és csak akkor
definit, ha V' az origotdl eltekintve elkeriili az izotrép vektorok kupjat.
Tetszéleges V. < W altérre V4 jelsli a V' altér g-ortogonélis kiegészité-
jét, amely azokbol a W-beli vektorokbdl all; amelyek V' minden elemére g-
ortogondlisak. Altalaban a V+ altér nem fiiggetlen V-tél, de ha igen, azaz
V NV+ = {0}, akkor V1 direkt kiegészitdje V-nek W-ben. A g kvadratikus
alak pontosan akkor nemelfajulé, ha W+ = {0}, sét 4ltaldnosabban valamely
V < W altéren q|y pontosan akkor nemelfajulé, ha V NV+ = {0}.
Egy ¢ : W — W linearis leképezés g-ortogonalis, ha q o ¢ = ¢, vagy ekvi-
valens feltétellel (p(x), p(y)) = (x,y) minden x,y € W-re. A g-ortogonalis
W — W lineéris leképezések egy O(q) < GL(W) részcsoportot, a g ortogo-
nélis csoportjat alkotjak. Ha valamely W-beli bazisra nézve ¢ matrixa M, ¢
matrixa A, akkor ¢ pontosan akkor g-ortogonalis, ha ATMA = M.
Az RF*H koordindtatéren a standard (k,[) tipust kvadratikus alakhoz, azaz
a

gx)=af +.. . 42— — . — Ty
kvadratikus alakhoz tartozé ortogonédlis csoportot O(k,!)-lel jelsljiik. Béar-
mely nemelfajulé kvadratikus alak alkalmas bézisban ilyen alaku, és ezért
ortogonélis csoportja O(k,1)-lel izomorf.

Megjegyzés. Ha q nemelfajulé kvadratikus alak W-n, akkor a W-hez asszo-
cidlt P(W) projektiv térben a ¢(x) = 0 egyenlet{i masodrend(i gorbére vo-
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natkozé konjugaltsag éppen a W-beli g-ortogonalitds projektiv megfeleldje:
szerint [x] és [y] € P(W) akkor és csak akkor konjugdltak [g]-ra nézve,
ha (x,y) = 0. Emiatt egy [x] € P(W) pont poldrisa a P(x1) hipersik, és a
P(V) € P(W) projektiv hipersik pélusa a P(V+) pont.

10.3.2. Definicié6 (Minkowski-tér). Legyen W valds vektortér, dim W =
=d+ 1. A (W,q) part Minkowksi-térnek nevezziik, ha ¢ kvadratikus alak
W-n, amelynek a tipusa (d,1). A jelslésben gyakran g-t nem szerepeltetjiik,
és magat a W vektorteret mondjuk Minkowski-térnek, ha egyértelmi, hogy
mely kvadratikus alak tartozik hozza.

Bérmely (d + 1)-dimenziés Minkowski-tér izomorf a standard (d,1) tipusi
kvadratikus alakkal ellatott R4t koordindtatérrel, amelyet R%!-gyel szokés
jelolni.

Az R%!-ben felirt g(x) = 0 egyenlet d = 1 esetén origéban metszé egye-
nespart, d = 2 esetén forgdskipfeliiletet ad meg, d > 2 esetén pedig ezek
O(d)-szimmetrikus magasabb dimenziés véltozatat.

10.3.3. Elnevezések. Legyen (W, q) Minkowski-tér, dimW = d + 1. Egy
x € W vektort térszeri, idészeri, illetve fényszeri vektornak mondunk, ha
q(x) >0, ¢(x) < 0, illetve g(x) = 0. Az izotrdp, azaz fényszerii vektorok al-
kotta kupot a Minkowski-tér fénykipjanak nevezziik. Az idGszerii vektorok a
fényktp belsejében helyezkednek el és két 6sszefiiggd komponensbdl 4116 nyilt
halmazt alkotnak. Ha d > 1, akkor a térszerli vektorok halmaza sszefiiggo.
Ha V < W altér, dimV = k + 1, akkor a ¢|y kvadratikus alak matrixa-
nak mindig van legalabb k pozitiv sajatértéke. Aszerint, hogy a fennmarado
(k + 1)-edik sajatérték pozitiv, negativ, vagy zérus, a V alteret térszeriinek,
id&szertinek, illetve fényszeriinek nevezziik. (Az egydimenziés alterek esetében
ezek az elnevezések Osszhangban vannak az elézokkel, ha a generalé vekto-
rokra alkalmazzuk.)

Ha V térszerti altér, azaz elkeriili a fénykup belsejét, akkor g| v pozitiv definit,
és euklideszi vektortérré teszi V-t. Ha V id6szert altér, akkor V' belemetsz a
fénykip belsejébe, és (V, q| ) maga is Minkowski-tér. Ha pedig V fényszerii
altér, akkor V a fénykip egyetlen alkotdéjat tartalmazza, amely éppen a gy
elfajulé kvadratikus alak magja.

Ha V térszerti, akkor V' idészerti, és forditva, ha V id8szerdi, akkor V =+
térszerti. Specidlisan ha u € W nem izotrép vektor, akkor az u' hipersik
térszerl, ha g(u) < 0, és id6szerii, ha g(u) > 0. Mindkét esetben u-t az
ut hipersik normélvektoranak mondjuk. A normalvektor egységvektornak
(g(u) = 1) is valaszthat6, ha a hipersik iddszerfi.

Egy V altér akkor és csak akkor fényszerti, ha V* is fényszerti, hiszen Minkows-
ki-térben egy altér fényszert volta azzal egyenértékii, hogy a kvadratikus alak
elfajulé az altéren.
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Megjegyzés. A [10.3.3}beli elnevezések a specidlis relativitdselméletbdl szdr-
maznak, amelynek a tere, a téridé, négydimenziés Minkowski-tér. Az aldbbi
egyenlGtlenség is a specidlis relativitaselmélet jellegzetes vondsa, amely sze-
repet fog jatszani a hiperboloidmodell konstrukcidjaban.

10.3.4. Lemma (Forditott Cauchy—Schwarz-egyenlStlenség). Legyen
x és'y két idbszerii vektor a W Minkowski-térben. Ekkor

[(x,¥)] > Va(x)a(y),

ahol egyenlGség csak akkor all, ha x és 'y linedrisan Gsszefiigglk.
Bizonyitds: Ha x és y linedrisan osszefiiggdk, példdul y = Ax, akkor |[(x,y)| =
= (%, Ay)] = IMa(x)| = V/A%(x)2 = VVa(x)a(y).

Ha x és y linedrisan fiiggetlenek, akkor az dltaluk generalt kétdimenziés V
altérben frjuk fol a ¢| v kvadratikus alak matrixdt az x és y alkotta bazisban:

B = ( q(x) (x, Y>>
xy) ay)
Miutédn V idészerti altér, g| v nemelfajuld és indefinit. Ezért ¢(x) < 0 miatt B
determinansanak is negativnak kell lennie. A det B < 0 egyenlGtlenség pedig

azzal egyenértéki, hogy |(x,y)| > /q(x)q(y). O

10.3.5. Definicié (Lorentz-transzformicié, Lorentz-csoport). Legyen
(W, q) Minkowski-tér. A g-ortogonalis W — W linedris leképezéseket a W tér
Lorentz-transzformdciéinak nevezziik. A Lorentz-transzformaciék O(q) cso-
portja a W tér Lorentz-csoportja.

Barmely Lorentz-transzforméacio a vektorok és alterek térszerti, id6szerti, illet-
ve fényszerli voltat megtartja. Az iddszerd vektorok halmaza két Osszefiiggd
komponensbdl all, amelyeket egy Lorentz-transzforméacié — homeomorfizmus
lévén — vagy onmagukba képez, vagy felcserél. Pozitiv Lorentz-transzforma-
cidknak hivjuk azokat a Lorentz-transzformécidkat, amelyek nem cserélik {6l
a két komponenst. A pozitiv Lorentz-transzformaciék a Lorentz-csoport egy
2 indexti részcsoportjét alkotjdk, amelyet O (q)-val jeloliink.

A W = R%! standard Minkowski-térben a Lorentz-transzformaciék csoport-
ja az O(d,1) métrixcsoport, amelyben a pozitiv Lorentz-transzformaciok az
O™ (d,1) részcsoportot alkotjdk. Ha J jelsli a standard kvadratikus alak mat-
rixat, vagyis azt a (d + 1) x (d + 1) méretii diagondlis matrixot, amelynek
atléelemei rendre 1,...,1, —1, akkor

O(d1) = {A€GL(d+1,R): ATJA=J}, és
Ot(d1) = {AcO(d]): Agy1.4911 >0},
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Miutan det.J # 0, az O(d,1)-et definidlé AT JA = J formuldbdl kovetkezik,
hogy béarmely Lorentz-transzformécié determindnsa +1. Az 1 determinédn-
suak a 2 index®i SO(d,1) részcsoportot alkotjak O(d,1)-ben. A determinédns
pozitiv volta és a Lorentz-transzforméacio pozitivitdsa két fiiggetlen feltétel,
ezért az 1 determindnsui pozitiv Lorentz-transzformécick SO™(d,1) csoport-
ja 4 indext(i részcsoport O(d,1)-ben. Az SO(d) speciélis ortogonalis csoport
Osszefiiggdségét felhaszndlva meggondolhatd, hogy O(d,1)-nek négy dsszefiig-
g6 komponense van, amelyek koziil SO (d,1) tartalmazza az egységelemet.

10.3.6. Definicié (A hiperboloidmodell illeszkedési strukturija). A
(d4+1)-dimenziés (W, ¢) Minkowski-térben tekintsiik a ¢(x) = —1 egyenlettel,
azaz standard koordinatdk bevezetése utan az
x%—l—...—l—mfl—xirl =-1

egyenlettel adott affin masodrendli hiperfeliiletet. Ez az idom d = 0 esetén
két pont, d = 1 esetén hiperbola, d = 3 esetén kétkopenyt forgasi hiperbolo-
id. A magasabb dimenzids esetekben szintén tekinthetjiik kétkopenyti forgasi
hiperboloidnak, és ebben az elnevezésben a ,forgasi” jelz6 az elsé d koordi-
natara vonatkozé O(d)-szimmetridra utal. Ennek a hiperfeliiletnek minden
d > 0 esetén két Osszefiiggé komponense van, amelyeket az origéra vonatkozd
kozéppontos szimmetria egymasba képez. Vélasszuk ki tetszolegesen az egyik
komponenst és jeloljitkk Z-vel. Allapodjunk meg abban, hogy valahanyszor
standard koordinatdk bevezetése mellett dolgozunk, Z-nek azt a félhiperbo-
loidot valasztjuk, amelyik a folsé féltérbe esik, azaz amelynek a pontjaira
ZTat+1 > 0 teljesiil.

A d-dimenziés hiperbolikus geometria hiperboloidmodelljének alaphalmaza
a Z halmaz, ennek elemei a modell pontjai. Ha V' < W idGszerdi linedris
altér, dimW =k + 1, akkor a V N Z C Z részhalmazt k-dimenzidés hiperbo-
likus altérnek tekintjiik a modellben. A 0-dimenzids alterek egypontiak, az
1-dimenzios altereket hiperbolikus egyeneseknek, a 2-dimenziésakat hiperbo-

likus sikoknak, a (d — 1)-dimenziésakat hiperbolikus hipersikoknak nevezziik
Z-ben.
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Viladgos, hogy miért kell W idGszert altereire szoritkozni, amikor Z-bol hiper-
bolikus altereket akarunk kimetszeni: az altér idészerii volta annak sziikséges
és elégséges feltétele, hogy a Z-vel vett metszet ne legyen iires. Masrészt ha
V C W idészerti, akkor (V, q|v) maga is (k + 1)-dimenziés Minkowski-tér, és
benne a V' N Z halmaz a k-dimenziés hiperboloidmodell alaphalmaza. Teh&t
az alterek a hiperboloidmodell megfelel6 alacsonyabb dimenzids példanyai.

Megjegyzés. Ugyanugy, mint a Poincaré-féle gombmodell esetében, ahelyett,
hogy a hiperboloidmodell illeszkedési és rendezési tulajdonsagaival kozvetle-
niil foglalkoznank (ami egyébként egydltaldn nem vona nehéz), inkdbb meg-
adunk egy izomorfizmust a hiperboloidmodell és a projektiv modell kozott.
Ebben a pillanatban ez a leképezés csak az illeszkedés tekintetében izomorfiz-
mus, de a hiperboloidmodell tovabbi struktirajat majd ugy definidljuk, hogy
arra nézve is izomorfizmus legyen.

10.3.7. Definicié (A VU leképezés). A projektiv modell alaphalmazdnak,
X-nek a pontjait a[I0.1.1] Definici6 szerint a W Minkowski-térnek azok az x
vektorai reprezentaljak, amelyekre ¢(x) < 0. A Z hiperboloidmodell elemei
ilyenek, és W-ben barmely egydimenzids id6szerii altér pontosan egy ele-
met tartalmaz Z-bél. Tehat a ¥ : Z — X | projektivizal6” leképezés, vagyis
amelynél x € Z-re ¥(x) = [x], bijektiv.

Az alterek projektiv modellbeli, illetve hiperboloidmodellbeli definicidjat Gssze-
vetve nyilvanvald, hogy W az illeszkedési struktirat megtartja.

>
W

Megjegyzések. (1) A ¥ leképezést a kovetkezd szemléletes médon interpre-
talhatjuk. Legyen W = R%! a standard Minkowski-tér, és mint4jdra
dgyazzuk be R%t mint az R? x {1} affin hipersikot R%'-be, a P(W) pro-
jektiv teret ezaltal azonositva ennek a hipersiknak a projektiv lezarasaval.
Az Rbeli koordinatakkal kifejezve a K masodrendii hiperfeliilet az origd
koriili egységgomb ebben a hipersikban. Tehat X a Cayley—Klein-modell,
amely most a standard Minkowski-tér 4,1 = 1 egyenleti affin hipersikjdban
fekszik, és egyenld ennek a hipersiknak a fénykip belsejébe es6 részével. A
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U : Z — X leképezés pedig minden Z-beli vektorhoz a vele azonos ekvivalen-
ciaosztélyban levé X-beli vektort rendeli. Ez azt jelenti, hogy ¥ kézéppontos
vetités Z-r6l X-re az origdval mint vetitési kozépponttal.

(2) Ugyanidgy, mint a Poincaré-féle gombmodell esetében ®-vel, most a ¥
izomorfizmus inverzének segitségével az alterekkel és a rendezéssel kapcsolatos
fogalmakat (szakasz, félegyenes, félsik, féltér, szogtartomény, haromszog, stb.)
atvihetjiik a projektiv modellrél a hiperboloidmodellre.

10.3.8. Definicié (A hiperboloidmodell kongruencidi). Nyilvinvald,
hogy a pozitiv Lorentz-transzformaciék megorzik a hiperboloidmodell eddig
definialt struktarajat. Ezért kézenfekvo a hiperboloidmodell kongruencidinak
az [ = |z : Z — Z leképezéseket nevezni, ahol o € O1(q). A ¢ — f megszo-
rit6 hozzarendelés nyilvan injektiv, hiszen Z-bol kivalaszthatd a W vektortér
egy bazisa. Ezért a kongruencidk csoportja az O (q) pozitiv Lorentz-csoport.

10.3.9. Tétel. A W leképezés a hiperboloidmodell kongruencidinak pontosan
a projektiv modell kongruencidit felelteti meg, azaz a

e[|y (€0t (q)

hozzdrendelés izomorfizmus O (q) és G(X) kozott.

Bizonyitas: Nyilvanvald, hogy ez a hozzarendelés csoporthomomorfizmust de-
finidl. Az is kénnyen meggondolhatd, hogy ez a homomorfizmus injektiv, hi-
szen az identikus projektiv transzforméaciot csak olyan linearis leképezés in-
dukalhatja, amely ugyanazzal a skaldrral szoroz minden vektort, és a pozitiv
Lorentz-transzformaciék kozott csak az identitas ilyen.

Jéval kevésbé magatdl értet6dd ennek a homomorfizmusnak a sziirjektivita-
sa. Ez pontosan annyit jelent, hogy barmely, X-et 6nmagaba vivé projektiv
transzformacié indukalhaté Lorentz-transzforméciéval, azaz a q kvadratikus
alakot meg6rzé linearis transzforméacidval.

Tegyiik 6], hogy f € G(X) és f = [L,OH « Vvalamely ¢ € GL(W)-vel. Ekkor
[P](K) = K, és a ¢ = q o ¢ kvadratikus alak ugyanazt a K mdsodrendii
hiperfeliiletet &llitja eld, mint ¢g. Az aldbbi Lemma szerint (amely-
ben felismerhetjiik a Hilbert-féle nullhelytételnek bizonyos valés méasodfoku
polinomokra vonatkozé valtozatdt) ekkor ¢’ = Aq alkalmas A valds skaldrral.
Miutén q is és ¢’ is negativ az X halmazon, A csak pozitiv lehet. Tekintsiik a
¢ = (1/VX)p € GL(W) transzformaciét, ekkor tovébbra is f = [¢'], és

go¢’ =qo ((1/VX)p) =(1/N)gop=q

mutatja, hogy ¢’ Lorentz-transzformé&cio. O
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10.3.10. Lemma. Ha egy W valds vektortéren adott két indefinit kvadra-
tikus alak a P(W) projektiv térben ugyanazt a mdsodrendi hiperfeliiletet
allitja el6, akkor a kvadratikus alakok egymas skalarszorosai.

Bizonyitas: Nézziik el6szor a kétdimenzids esetet. Ilyenkor egy indefinit kvad-
ratikus alak mindig Minkowski-teret definidl, és a hozza tartozé fénykip két
izotrop egyenesbdl all. Ha gy vélasztunk bazist W szaméra, hogy a bazis-
vektorok ezt a két egyenest generaljak, akkor a kvadratikus alak matrixa

(a g valamilyen a # 0 konstanssal. Miutdn ez a matrix skalartényezo ere-

jéig egyértelmii, barmely két olyan kvadratikus alak, amelyekhez ugyanez a
fénykup tartozik, aranyos.

Az altaldnos esetben legyen ¢; és g2 a szoban forgd két kvadratikus alak. A
feltétel szerint W-ben ugyanazok az izotrép vektorok go-re nézve, mint ¢-
re nézve. A kétdimenziés eset alapjan tudjuk, hogy barmely V' < W olyan
kétdimenzids altérhez, amelyen mindkét kvadratikus alak indefinit, talalhato
olyan (esetleg V-6l fiigg8) Ay skaldr, hogy ga|v = Av - q1|v .

Viélasszunk ki egy tetszleges nem izotréop x € W vektort, és jeloljiik A-val
a ¢2(x)/q1(x) hanyadost. Bebizonyitjuk, hogy minden y € W-re ¢2(y) =
=A-qi(y)

Ha y izotrép vektor, akkor ¢2(y) = ¢1(y) = 0 miatt nincs mit bizony{tani.
Tegyiik fel, hogy y nem izotrép. Ha ¢ (y) eléjele ellentétes ¢;(x) eldjelével,
akkor az x és y dltal generdlt V kétdimenzids altéren ¢; indefinit, igy V
két izotrép egyenest tartalmaz, és ezért ¢o is indefinit V-n. A kétdimenziés
esetbdl tudjuk, hogy ga|v = Av - q1|v, ezért ezt y-ra és x-re alkalmazva

ey)= - -auly) = q(y) =2 qly).

Ha végiil ¢1(z) ugyanolyan eldjelli, mint ¢;(x), akkor vélaszthatunk olyan
y € W vektort, amelyre ¢;(y) eljele mindkett&vel ellentétes, és az ellentétes
el6jel esetére vonatkozé okoskodast két 1épésben, el6szor x-re és y-ra, majd
y-ra és z-re alkalmazva kapjuk, hogy ¢2(z) = X\ - ¢1(2). O

10.3.11. Példa (Tiikr6zés a hiperboloidmodellben). Legyen H C Z hi-
persik a hiperboloidmodellben, tehat H =V N Z, ahol V' < W id6szerti line-
aris hipersik. Miutdn ¢|y nemelfajuld, tekinthetjiik W-ben a V-re vonatkoz6
g-ortogondlis szimmetridt, vagyis azt a oy € GL(W) linedris transzforméciot,
amely a V @ V' ortogonalis direkt felbontdsban a V-komponenst valtozat-
lanul hagyja és az egydimenziés V-+-komponensben eléjelet valt. Ha u a V
normélvektora (azaz a V1 alteret generélja) és q(u) = 1, akkor x € W-re

oy(x) =x—2(u,x)u.
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Vegyiik észre az analégiat az euklideszi tiikrozés [£.3.10 beli formuldjéval. Koz-
vetlen szdmoldssal (amely formdlisan azonos az euklideszi esetre vonatkozd
szamoldssal) ellenérizhetd, hogy oy Lorentz-transzformécié:

glov(x)) = (x—2(u,x)u,x—2(u,x)u) =
= <X, X> - 4<11, x><u,x> + 4<u,x>2<u,u> =
= q(x).

Miutdn oy-nek van fixpontja a fénykidpon beliil (nevezetesen a modellbeli H
hipersik pontjai a fixpontok), oy pozitiv Lorentz-transzformdcié. Tekinthet-
jik tehdt a oy = oy|z kongruencidt, amelyet H-ra vonatkozé tiikrézésnek
neveziink.

A Allitds bizonyitdsa szerint a oy leképezés a P(V) hipersikhoz és
az [u] ponthoz tartozé harmonikus involiciét indukélja a P(W) projektiv
térben. Miutdn a P(V) hipersiknak a [g]-ra vonatkozé pdlusa az [u] pont,
alapjén a [oy] harmonikus involiciénak az X-re torténd lesziikitése
éppen a projektiv modellbeli tikkrozés a P(V)NX = W(H) hipersikra. Tehat
a U leképezés a op titkrozésnek a projektiv modellbeli oy gy hiperbolikus
tiikrozést felelteti meg, azaz minden x € Z-re

o\p(H)(\I/(x)) = \II(UH(X)) .

Ha x és y a hiperboloidmodell két kiilonb6z6 pontja, akkor az 6ket felcseréld
tiikrozés hipersikjat az y —x vektorral mint normalvektorral lehet el6allitani.
Valéban, ha mér tudjuk, hogy y — x térszerti vektor, akkor az (y —x)+ < W
hipersikot V-vel jel6lve

e 2(y —x,x) ) =
ov(x) = T — (y —x)
2(y,x)+2 (y—x) =y

T 22 (x,y)

Az y — x vektor térszerli voltdhoz a nevezd pozitivitdsa, azaz (x,y) < —1
szitkséges. Ugyanezt hasznalja a hiperboloidmodell alabb kovetkezo tavolsag-
formuléja is; az egyenlétlenséget ott magyardzzuk meg.

10.3.12. Definicié (Téavolsiag a hiperboloidmodellben). Legyen x, y €
€ Z. E két pont modellbeli tavolsdgan a

pn(X,y) :chfl(— (X,y))

szamot értjiik. Megindokoljuk, hogy a jobb oldalon all6 kifejezésnek miért van
értelme, azaz hogy —(x, y) miért legaldbb 1. Vegyiik észre, hogy idészerli x €
€ W mellett az x* hipersik térszerfi volta miatt az idészerti vektorok halma-
zénak az egész x-et tartalmazo komponense ennek a hipersiknak ugyanarra
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az oldaldra esik, mint maga x. Emiatt barmely két x, y € Z pontra (x,y) <
< 0. A forditott Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség (1. felhasznalasaval
ezért valoban —(x,y) = |[(x,y)| = v/a(x)a(y) = 1.

Latszik, hogy pp invaridns a pozitiv Lorentz-transzforméciékra nézve, vala-
mint hogy szimmetrikus és értéke nemnegativ. A forditott Cauchy—Schwarz-
egyenl6tlenségnek az egyenlGség esetére vonatkozo kiegészitésébol kovetkezik,
hogy a 0 értéket csak x =y esetén veszi fol. Tehat ahhoz, hogy metrikat kap-
junk, csak a haromszog-egyenlGtlenséget kell bebizonyitani. Ezt — ugyantigy,
mint a projektiv modell esetében — a hiperbolikus koszinusztétel kovetkezmé-

nyeként kapjuk majd (1. {10.1.16}[10.1.17}(1), illetve [10.3.21]).

10.3.13. Tétel. A ¥ : Z — X leképezés tavolsagtarté modon képezi a py
metrikaval ellatott hiperboloidmodellt a projektiv modellre, azaz tetszdéleges
X,y € Z-re

pp ([, [¥]) = pn (x.y) -
Bizonyitds: Feltehetjiik, hogy x # y, és szoritkozhatunk az x és y altal gene-
ralt V < W altérre. Allitjuk, hogy ebben az altérben vélaszthatunk olyan u
és v izotrép vektorokbdl 4116 béazist, hogy x = u + v. Valéban, a P(V) pro-
jektiv egyenesen a két izotrép egyenes repezentdlta két pont és [x] projektiv
béazist alkot, és az [x] pontot egységpontnak vélasztva megkapjuk a kivdnt
bézist.
Allitsuk elé y-t is a bazisvektorokkal: y = Au + pv. Ekkor x, y € Z miatt

—l=(u+v,ut+v)=2(u,v) é —1=Au+pv, u+pv)=2>uu,v).

Ezekb6l (u,v) = —1/2 és Ap = 1 kovetkezik. Jeloljiik ¢t-vel a pp(x,y) tédvol-
sdgot a hiperboloidmodellben, ekkor
A+t
cht=—(x,y)=—(u+ v, u+pv) = —(A+ pu){u,v) = —

ahonnan A = e vagy A = e~ ! kovetkezik. Masrészt a projektiv modellben
alkalmazhatjuk a kett&sviszony 8.6.6.(1)-beli kiszdmitdsi médszerét:

m(l. A
n{-:=J)|=
12X

1
:§|ln()\2)|:|ln)\|:t. O

1

o (B, 1) = 5 | (] W] I 1) | =

10.3.14. Definicié (Erintévektor, érintétér). Legyen x € Z a hiper-
boloidmodell pontja. Egy v € W vektort a hiperboloidmodell x pontbeli
érintévektoranak neveziink, ha (v,x) = 0. Az x pontbeli érintévektorok az
x* linedris hipersikot alkotjak WW-ben. Ezt a d-dimenziés vektorteret a hiper-
boloidmodell x-beli érintoterének nevezziik, és Ty Z-vel jeloljiik.
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Az érint6terek térszerii hipersikok W-ben, tehat a g kvadratikus alak meg-
szoritdsa euklideszi vektortérré teszi dket. Ezért valamely rogzitett pontbeli
érintOvektorokra szoritkozva hasznalhatjuk mindazokat a fogalmakat, ame-
lyek egy euklideszi vektortérben bevezetheték. Beszélhetiink tehat a Ty Z-beli
vektorok normadjardl, szogérol, és ezeket a szokasos, euklideszi geometriaban
megszokott médon szdrmaztathatjuk a (, ) skaldris szorzatbdl.

Ha a V < W id6szerii linedris altér az S = V N Z hiperbolikus alteret allitja
el6, akkor x € S esetén a TS érintéteret a V' Minkowski-térre vonatkoztatva
allitjuk el6 mint az x vektor ortogonalis kiegészité hipersikjat, ezaltal ilyenkor
TS < T, Z linearis altér.

Megjegyzés. A gombi geometridban tapasztaltakhoz hasonléan az érintétér
nem a Z félhiperboloidot ténylegesen érint6 affin altér, hanem az origén at-
haladé linearis altér. Konnyt meggondolni, hogy Z-t a TxZ altérnek az x
vektorral vett eltoltja érinti: a forditott Cauchy—Schwarz-egyenlotlenség ko-
vetkeztében minden y € Z, y # x vektorral (x,y) < —1, mig (x,x) = —1,
emiatt a Z halmaz az x pontja kivételével az x +xt = {y € W : (y,x) = —
—1} affin hipersiknak az origéhoz képest szigorian a tilsé oldaldn van.

10.3.15. Definicié (Egyenes irdnyvektora és paraméteres megada-
sa) Tekintsiink egy L C Z hiperbolikus egyenest a hiperboloidmodellben, és
legyen x € L. Az L egyenes x pontbeli irdnyvektorainak a zérustol kiilonbozé
u € Ty L érint6vektorokat nevezziik. Ilyenkor x és u azt a V' < W kétdimenzi-
0s id6szerti alteret generdljék, amellyel L = VN Z. Miutan Ty L egydimenziés
vektortér, a u vektort az L egyenes és az x pontja nemzérus skalartényezo
erejéig egyértelmiien meghatarozzak.

Megforditva, ha teszOlegesen adott az x € Z pont és az u € TxZ nemnul-
la érintévektor, akkor egy és csak egy olyan L hiperbolikus egyenes 1étezik
S-ben, amely dthalad x-en és amelynek u irdnyvektora, mégpedig az x és u
generalta V linearis altér metszete Z-vel. Tegyiik fel most, hogy u is egység-
vektor. Ekkor az

r(t) =cht x +shtu

képlet paraméteresen allitja el az L egyenest. Valdban, egyrészt r(t) az x és
u kombindaciéja 1évén hozzatartozik V-hez, masrészt
q(r(t)) = (chtx+shtu,chtx+shtu) = ch’t(x,x) +sh’t (u,u) =
= —ch®t4+sh*t = —1.
Ezért az r(t) gorbe azon a V-beli, ¢(y) = 1 egyenletii hiperboldn mozog,
amelynek L az egyik dga. Miutdn az x = r(0) pontja L-ben van, a paramé-

terezés folytonos volta miatt r(¢) mindvégig L-ben marad. Befutja a teljes L
halmazt, mert az sh fliggvény minden valés értéket felvesz.
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10.3.16. Allitas. A hiperbolikus egyenesek|10.3.15| szerinti paraméterezésé-
nél tetszoleges t1,t2 € R esetén

pr(r(tr),x(ta)) = [t1 — Lo,

azaz a paraméterértékek kiilonbsége a megfelel6 pontok hiperbolikus tavol-
sagat adja meg.
Bizonyitds: Azt kell ellendrizni, hogy a ch(t; — t3) = —(r(t1), r(t2)) formula
érvényes. Valdban,

(r(t1),r(t2)) = (chtyx+shtiu, chiax+shtzu) =
chty chty (x,x) +shtyshty (u,u) =
= —cht;chty +shtyshts = —ch(ty —ta). O

Megjegyzés. Az Allités azt mutatja, hogy (differencidlgeometriai sz6-
hasznélattal élve) az egyenesek fenti paraméteres eldallitdsa {vhossz szerinti
paraméterezés. Differencialhaté paraméteres gorbék esetében az ivhossz sze-
rinti paraméterezést konnyen lathaté mdédon az a tulajdonség jellemzi, hogy
a paraméterezd vektorértéki fiiggvény derivaltja minden pillanatban egység-
vektor. Ez is rogton lathatd az egyenesek paraméterezésérol:

q(r'(t)) = (shtx +chtu,shtx +chtu) = sh?t (x,x) + ch?®t (u,u) =
= —sh®t+ch®t=1.

Ebbdl az észrevételbdl konnyen adddik a[10.3.12}beli tavolsdgformula alabbi
valtozata.

10.3.17. Kovetkezmény. Egy Z-beli egyenes két kiilonbozs, egymastdl a
tavolsdgra levé pontjaban valasszunk u és v egységnyi iranyvektorokat az
egyenes szamara Ugy, hogy azok mindkét pontban a masik felé mutassanak.
Ekkor

cha=—(u,v).

Bizonyitas: Paraméterezziik a két pont kozti szakaszt az u irdnyvektorral el-
latott x kezdéponttal: r(t) = cht x+sht u (0 <t < a). Az el6z6 megjegyzés
alapjan ekkor v = —r’(a) = —shax — chau. Innen valéban (u,v) = —cha
adddik. O

Bar az egyenesek paraméteres eldallitasaban kozvetleniil csak a modellbeli

pontok szamaéra kapunk képletet, a kovetkez6 allitds szerint az egyenes vég-
telen tavoli pontjai (1.]10.1.19) is kdnnyen meghatérozhaték belAlle.
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10.3.18. Allitas. Legyen |10.3.15| szerint
r(t) =cht x+shtu

az x € Z ponttal és az u € Ty Z egységvektorral mint iranyvektorral adott L
egyenes paraméterezése. Vigyiik dt ezt az egyenest az X C P(W) projektiv
modellbe a ¥ leképezéssel. Ekkor a (L) C X egyenes végtelen tavoli pontjai
a modell X lezdrdsaban az A = [x —u] és B = [x + u] pontok. Ha t — —o0,
akkor az [r(t)] pont A-hoz, ha t — +00, akkor B-hez konvergdl P(W)-ben.
Bizonyitds: A g(x £ u) = ¢(x) + g¢(u) = =1 + 1 = 0 szdmolds alapjdn x — u
és x + u valéban az L egyenes két végtelen tavoli pontjat reprezentalja.

A projektiv modellben [r(¢)] = [(1/cht)r(t)] = [x+(sht/cht)u]. Az u vektor
egyiitthatdjdra lims, 1o (sht/cht) = +1 érvényes, ezért lim;, 1oo[r(t)] =
=[xt u.

10.3.19. Definicié (Szég a hiperboloidmodellben). Legyen M és N
két félegyenes Z-ben, amelyek kozos kezdopontja az x € Z pont. Valasszunk
irdnyvektorokat M-hez és N-hez a kezdSpontjukban: olyan u, v € Ty Z vekto-
rokat, amelyekkel egyirdnyu egységvektorokkal és az x kezdponttal a[10.3.15]
szerint felirt paraméterezés nemnegativ paraméterértékekre az M-et, illetve
N-et futja be. Ekkor M és N szbgén az u és a v vektor szogét értjiik, azaz
azt a 0 és 7 kozotti ¢ szoget, amelyre cos p = (u,v)/+1/q(u)q(v).

A hiperboloidmodell kongruenciai szégtartok, hiszen a szog a skaldris szorzat
segitségével van definidlva, amit a Lorentz-transzformdaciék megtartanak.

10.3.20. Allitas. A U leképezés szogtarto, azaz ha a hiperboloidmodellben
az M és N félegyenesek szige ¢, akkor a projektiv modellben a U(M) és
U(N) félegyenesek szdge szintén .

Bizonyitas: Hasznaljuk a standard koordindtdkat, amelyekre vonatkozéan
egyrészt Z a beli egyenlettel adott félhiperboloid az R%! Minkowski-
tér xgy1 > 0 fels6 félterében, masrészt az X Cayley—Klein-modell az x4 = 1
hipersikban fekvd, C' = (0,...,0,1) pont koriili nyilt egységgdmb. Ez a hiper-
stk érinti a félhiperboloidot a C' pontban.

Tekintsiik el0szor azt a specialis esetet, amikor az M és N kozos kezdépontja
éppen a C pont. Ekkor a U(M) és W(N) intervallumok is a C pontbdl indul-
nak ki, és iranyvektoraik azonosak M és N irdanyvektoraival. A szog projektiv
modellbeli definicigja szerint W(M) és U(N) szoge is ennek a két
irdnyvektornak a szogével egyenld, tehat a specidlis esetben igazoltuk az &al-
litéast.

Az §ltaldnos esetben a hiperboloidmodell alkalmas f kongruencidjaval vigyiik
at a félegyenesek kezddpontjiat C-be. Ekkor a W o f o U1 leképezés W(M)
és U(N) kezdbpontjat viszi a ¥(C) = C pontba, és a Tétel szerint
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a projektiv modell kongruenciaja. Mivel a kongruenciadk mindkét modellben
szogtartok, a specidlis esetbdl kovetkezik az allitas. O

Réatériink hiperbolikus haromszogek vizsgalatara. A Z hiperboloidmodellben
harom pont, a, b és ¢, pontosan akkor nem kollineéaris, ha a harom vektor
linearisan fliggetlen. Ilyenkor hiperbolikus haromszoget feszitenek ki, amely
a hdrom vektor &ltal W-ben generalt konvex poliéderkup (triéder) metszete
Z-vel. A haromszog csucsai maguk az a, b, ¢ vektorok, oldalai az ket paron-
ként 6sszek6t6é modellbeli szakaszok, szogei a csticsokbdl indulé oldalparokra
illeszked6 félegyenesparok &ltal alkotott szogek. A hiperbolikus hiromszog
adatainak szokdsos jel6lésével a = pp(b,c), b = pp(c,a), c = pp(a,b), a az a
csticsndl, 8 a b cstcsndl, v a ¢ csticsndl keletkezd szdg. A [10.1.16}ban mér ki-
mondott, de eddig még be nem bizonyitott hiperbolikus koszinusztételt most
djra kimondjuk és bebizonyitjuk.

10.3.21. Tétel (Hiperbolikus koszinusztétel). Barmely hiperbolikus h&-
romszogben az oldalak és a szogek szokdsos jelolése mellett

cha=chbche—shbshccosa.

Bizonyitas: Legyenek a, b és ¢ € Z rendre az a, b, ¢ oldalakkal szemkozti
csticsok. Ekkor a hiperbolikus tdvolsdg [10.3:12 beli definicidja alapjén cha =
= —(b, c). Valasszunk egységnyi irdnyvektorokat az a végpontban az a-bdl
kiindul6 két oldalszakasz irdnyaban, mégpedig u € T,Z mutasson b felé, v €
€ TaZ pedig c felé. Ekkor a sz6g[10.3.19}beli definicidja szerint cos o = (u, v).
Paraméterezziik szerint a hdromszog a-bdl induld oldalait az a kez-
dépontot és az u, illetve v irdnyvektort hasznalva. A Allft4s miatt
ezek a paraméterezések a t = c, illetve t = b helyettesitéssel éppen a b, illetve
a c csucsot allitjak elo:

b = chca+shcu
¢ = chba+shbv.

Alkalmazzuk a Minkowski-tér (, ) bilinedris fiiggvényét a két bal oldalra,
illetve a két jobb oldalra, ebbél, felhasznélva, hogy (a,u) = (a,v) =0, a

(b,c) =chbche (a,a) + shbshc(u,v)

formulét kapjuk, ami (b,c) = —cha, (a,a) = —1, és (u,v) = cos« alapjan
a tétel allitasaval egyenértéki. O

Mivel a modellek kozti @ és U izomorfizmusok minden relevans struktira-
elemet (altereket, tdvolsdgot, szoget) megdriznek, a koszinusztétel mindegyik
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modellben érvényes. Ezzel beldttuk a [[0.1.16}ban kimondott projektiv mo-
dellbeli valtozatot is, és annak legfontosabb kovetkezményét, a [10.1.17)(1)
haromszog-egyenlotlenséget.

10.3.22. Kovetkezmény. A[10.1.13 -ban, [10.2.9-ben és[10.3.12-ben definidlt
Pps Pk, letve py, tdvolsagfiiggvények (egyméssal izometrikus) metrikus térré
teszik a d-dimenziés hiperbolikus geometria modelljeit. O

Megjegyzés. A hiperbolikus koszinusztétel csak akkor érvényes a [10.3.21}beli
alakban, ha a hdromszog oldalainak hosszat a természetes tavolsagmérés sze-
rint adjuk meg. Ha rogzitiink egy pozitiv A ardnyossagi tényezét, és a tér
természetes metrikdja helyett annak A-szorosdt hasznéljuk (azaz a természe-
tes tévolsdgegység helyett annak (1/X)-szorosét vélasztjuk a tdvolsdgmérés
egységének), akkor a koszinusztétel alakja az 4j tdvolsdgmérés értelmében a,
b, ¢ oldalhosszakkal megadott haromszog esetében nyilvan

a b c b c
ch)\—ch)\ch)\ sh)\sh)\cosoz
lesz. Hasonlo jelenséget tapasztaltunk a gémbi trigonometria formulaival kap-
csolatban is. A [0.3] szakasz végén tett megjegyzések alapjdn ez a A konstans
olyasféle szerepet jatszik a hiperbolikus geometridban, mint az alapgémb su-
gara a gombi geometridban. A gémbi és a hiperbolikus trigonometriai formu-
14k kozti szorosabb kapcsolatra kés6bb még visszatériink (1. .

10.4. A hiperbolikus tér

10.4.1. Definicié (HY). A d-dimenziés hiperbolikus geometria alaptere sza-
maéra bevezetjiik a modell valasztasatdl fiiggetlen H? jelolést. HY tehdt azt a
metrikus teret jeloli, amelyrdl a Kovetkezmény szdl, vagyis a termé-
szetes tavolsagméréssel ellatott hiperbolikus teret.

A H? hiperbolikus tér (ellentétben az euklideszi, illetve gombi geometridban
hasznalatos RY, S? jelolésekkel) nem konkrét halmazt, hanem csupan egy
izometria erejéig meghatarozott metrikus teret jelent.

A HY metrikus tér egyértelmiien meghatarozza a hiperbolikus geometria
teljes struktirajat: egyrészt a (1) szigori haromszog-egyenlGtlenség
alapjan a metrikdbdl kikovetkeztetheto, hogy mely ponthadrmasok kollineari-
sak, és ezen keresztiil az alterek meghatdrozhatok, masrészt a[10.1.18] Tétel
szerint a tér kongruencidit az izometridk szolgéltatjdk. Ha k < d és M C HY
tetszbleges k-dimenzids hiperbolikus altér, akkor M az 6rokolt metrikéval HF
egy izometrikus példanya.
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Amikor a hiperbolikus tér tulajdonsigait vizsgaljuk, az dltaldnossag csorbi-
tasa nélkiil barmelyik modell vélasztasival konkrétta tehetjikk a HY teret.

A H? hiperbolikus tér I(H?) izometriacsoportjét is valamely konkrét modell
kivalasztasa azonositja az el6z6 szakaszokban targyalt transzforméaciécsopor-
tok valamelyikével. A Tétel alapjan a ,kongruencia”, ,izometria”,
segybevigdsig” kifejezések H? esetében ugyanazokat a transzformacidkat je-
lentik, tigyhogy a tovabbiakban ezeket altalaban egységesen izometridnak ne-
vezziik. Ez aldl kivétel a két-, illetve haromdimenzids eset, ahol a klasszikus
geometria szohasznélatdhoz igazodva inkabb az egybevagdséag kifejezést hasz-
naljuk.

A projektiv és a konform modellek konstrukcidjaban donté szerepet jatszottak
a modell végtelen tavoli pontjai, és a modell idedlis hatara, amelyet a végtelen
tavoli pontok alkotnak. A Definicié mintajara a H? hiperbolikus tér
idealis hatarat OH%vel, a tér HYUOH? lezarasat pedig Hd-sal jeloljiik. A OH¢
idedlis hatar természetes struktirdja a (d — 1)-dimenzids inverziv geometria,
amelyben Mobius-transzforméciokat indukalnak a tér izometridi. A struktira
természetessége itt azt jelenti, hogy nem fiigg attél, hogyan azonositjuk a H?
teret egy konkrét modellel.

10.4.2. Definicié (Irdnyitistartias és -valtas). A hiperbolikus tér izo-
metridinak irdnyitastartd, illetve irdnyitasvalto voltat értelmezziik. Az egydi-
menzids esetben a hiperbolikus egyenes az euklideszi egyenessel izometrikus,
ezért itt az euklideszi egyenesre vonatkozé definiciét alkalmazzuk. Ha pedig
d > 2, akkor a konform modellekre és az I(H?) 22 M9~ izomorfidra hivatko-
zunk. A Mobius-transzformaciék korében 5.3.12-5.3.14-ben értelmeztiik az
irdnyitastartds és -valtds fogalméat. Ennek alapjan azt mondjuk, hogy HY
egy izometridja iranyitastarto, illetve irdnyitasvaltd, ha a tér idedlis hataran
altala indukalt Mobius-transzformacié az.

Az irdnyitastarté izometridk 2 indexti részcsoportot alkotnak az I(H?) cso-
portban, ezt a részcsoportot I+ (H?)-vel jeloljiik. Az euklideszi sz6hasznalat-
hoz hasonléan az iranyitastarté izometridkat a hiperbolikus geometridban is
mozgasoknak nevezziik. IT(H?) a tér mozgascsoportja.

A hipersikra vonatkozé tiikrozések irdanyitasvaltok, hiszen az idedlis hataron
inverziét létesitenek. Tudjuk [[0.1.10](1)-b6l, hogy a tiikrézések generdljdk az
I(H?) izometriacsoportot, ezért egy izometria pontosan akkor irdnyitéstarto,
ha paros sok tiikrozés szorzataként allithaté eld.

A hiperboloidmodell tiikrozéseit szerint szdrmaztaté g-ortogonélis li-
nedris szimmetridk —1 determindnsuak. A paritdassal kapcsolatos fenti észre-
vétel alapjan tehat a hiperboloidmodell valamely izometridja pontosan ak-
kor irdanyitastartd, ha az azt reprezentalé pozitiv Lorentz-transzformacio de-
termindnsa 1. Ezek a transzformdcidk a 2 indexti SO (q) részcsoportot al-
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kotjék a pozitiv Lorentz-transzformacick Ot (q) csoportjdban. Igy tehat I+
+(H?) = SO*(d,1).

A hiperbolikus terek kozott torténeti szempontbdl a d = 3 esetnek, azaz a
H? térnek azért van kiemelkedd jelentésége, mert ez olyan geometriai rend-
szer, amelyben a klasszikus euklideszi tér alapfogalmai értelmezve vannak, és
ezekre az euklideszi tér axidmai a parhuzamossagi axiéma hijan mind érvé-
nyesek, maga a parhuzamossigi axioma pedig nem. A tizenkilencedik szazad
masodik felében Felix Klein ennek a modellnek a (projektiv geometridn ala-
puld) konstrukcidjaval bizonyitotta be, hogy a parhuzamossigi axiémat nem
lehet levezetni a tobbi axiémabdl. Ezzel lezarta a ,parallelak probléma&janak”
évezredes torténetét, amelyben Klein munkajat évtizedekkel megel6zve Bo-
lyai és Lobacsevszkij mar megtették a hiperbolikus geometria axiomatikus
kiépitésének donté 1épéseit, és az elmélet sok alapveto tételét kidolgoztak.
Ennek a szakasznak a hatralevé részében vazlatosan atgondoljuk az axiémak
teljesiilését a H? térben.

Vegyiik sorra elGszor a klasszikus euklideszi geometria alapfogalmait ugy, aho-
gyan azokat a [0.1] szakaszban tdrgyalt felépitésben bevezettiik. Haszndljuk
a haromdimenzids hiperbolikus térgeometria projektiv modelljét, és rend-
re tisztazzuk, miféle természetes jelentéssel birnak az alapfogalmak ebben a
modellben.

Az £ és S halmazrendszereket, azaz az egyenesek és a sikok rendszerét a
10.1.1} Definici6 adja meg mint hiperbolikus egyeneseket és sikokat.

Az R elvalasztési relaciénak a valés egyenes geometridjabdl szarmazo termé-
szetes jelentése van, hiszen a modellbeli hiperbolikus egyenesek valédi nyilt
intervallumok a befoglal6 valés projektiv tér egyenesein.

A = egybevagdsagi relaciot a projektiv modell [[0.1.3}ban definidlt kongruen-
cidi természetes médon szarmaztatjak: két szakasz, illetve két szogtartomany
egybevagd, ha a modell alkalmas kongruencidja az egyiket a masikra képezi.

Tekintsitk most a klasszikus euklideszi geometria axiémait. Ezek tilnyomo
részérol, nevezetesen az (I1)—(I7) illeszkedési axiémékrdl, az (R1)—(R4) ren-
dezési axiémakrol és az (F') folytonossdgi axiémdardl magatdl értet6ds, hogy
érvényesek a projektiv modellben. A modell alaphalmaza ugyanis (a koor-
dinaték alkalmas megvélasztasdaval) az R3 koordinatatér konvex nyilt rész-
halmaza, és kénnyen ellenérizheté médon ez mar elegendé ahhoz, hogy az
ezekben az axiémékban megfogalmazott tulajdonsdgok R3-bél atéroklodje-
nek az alaphalmazra.

Az egybevigdsagl axiémék kozil (E1), (E3) és (E4) rogton kovetkezik a
kongruencigk csoportjanak erés tranzitivitdsi tulajdonsigaibsl (10.1.9]
(2)), (E2) pedig a tévolsdgmérés tulajdonsagaibdl (10.1.12]).
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Végiil nyilvdnvald, hogy a (P) pdrhuzamossdgi axiéma nem érvényes a mo-
dellben, ahogyan azt mér rogton a[l0.1.1] Definicié utdn megjegyeztiik.

Ezekbol az észrevételekbdl az is kovetkezik, hogy a hiperbolikus sik- és tér-
geometridban mindazok a fogalmak értelemmel birnak, és mindazok a tételek
érvényesek, amelyeket a klasszikus euklideszi geometria axiéméibdl a parhu-
zamossagi axiéma felhaszndlasa nélkiil lehet levezetni. Az elemi sik- és tér-
geometria jelentds része ilyen. Bolyai nyoman ezeket ,abszolit” fogalmaknak
és tételeknek nevezziik. Példaul az abszolut geometria korébe tartozé tény,
hogy a haromszog bels6 szogfelez6i egy ponton haladnak at, vagy hogy kérhoz
kiilsé pontbdl egyenld hosszi érintéket lehet hiizni. Az abszolit geometriai
fogalmak és tételek nem csupan a H2 és H® terekre vonatkozéan, hanem
nyilvan a magasabb dimenziés hiperbolikus tér két-, illetve haromdimenzids
altereiben is ugyanuigy érvényesek.

Megjegyzés. Mindaz, amit a hiperbolikus térrél ebben a szakaszban megal-
lapitottunk, érvényes volna akkor is, ha H?t nem a természetes metrika-
val, hanem annak valamilyen pozitiv konstansszorosdval latndnk el. Ennek
a konstansnak a megvdlasztasa csak a konkrét szamoldsokat, nevezetesen a
hiperbolikus geometria bizonyos képleteinek alakjat befolyédsolja (1. 11.3).

11. A hiperbolikus sik

A hiperbolikus geometria kiilonos vonéasai, az euklideszi geometridtol elté-
r6 jellegzetességei mar a kétdimenzids esetben markansan megmutatkoznak.
Ezért elészor a hiperbolikus sikgeometridval, azaz a H? metrikus tér tulaj-
donséagaival foglalkozunk.

11.1. Parhuzamossag, sugarsorok, ciklusok

A hiperbolikus sik illeszkedési struktirdjat az egyenesek rendszere alkotja.
Ebben a szakaszban az egyenesek kolcsonos helyzetével kapcsolatos fogal-
makat tisztazzuk, ami elvezet bizonyos nevezetes sikgérbék, az tigynevezett
ciklusok definiciéjdhoz.

11.1.1. Definicié (Metszd, parhuzamos, ultraparallel egyenesek). Le-
gyen L és M két kiillonb6z6 egyenes a hiperbolikus sikon. A projektiv mo-
dellt hasznalva tekintsiik a projektiv sik (L) és (M) egyeneseit, ezek metszik
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egymdst a projektiv sik valamely A pontjaban. Aszerint, hogy az A pont
a modell alaphalmazat hatarolé kupszelet bels6 pontja, illeszkedik ra, vagy
kiils6 pontja, mondjuk L-et és M-et metsz6, parhuzamos, illetve ultraparallel
egyeneseknek.

Bizonyos esetekben (példdul a tranzitivitds kérdésében, vagy késébb a sugér-
sorok szérmaztatdsakor) kényelmi okokbdl tekinthetiink két egybeesé egye-
nest is akar metszonek, akar parhuzamosnak, akar ultraparallelnek.

Ha két egyenesnek nincs kozos pontja H2-ben, akkor vagy parhuzamos, vagy
ultraparallel egyenesekrdl van szé. Akkor és csak akkor parhuzamosak, ha az
egyik végtelen tavoli pontjuk kozos.

Konnyen lathaté, hogy az egyenesek parhuzamossaga — az euklideszi geomet-
riatol eltéré6 médon — nem tranzitiv reldcié. Miutan a parhuzamossag kérdésé-
ben a két széban forgd egyenesnek csak egy-egy végtelen tavoli pontja jatszik
szerepet, kézenfekvé médon lehet a parhuzamossag fogalmat akar iranyitott
egyenesek, akar félegyenesek kozott értelmezni, hiszen az egyenes iranyitasa,
illetve a félegyenes kivalasztasa kijeloli az egyenes két végtelen tdavoli pontja
koziil az egyiket. Nyilvanvalé médon az iranyitott egyenesek, illetve a fél-
egyenesek korében definidlt parhuzamossag mar ekvivalenciarelacio lesz. Az
ekvivalenciaosztalyok bijektiv kapcsolatban dllnak OH? elemeivel.

11.1.2. Allitds. A hiperbolikus sikon két kiilénbzé egyenes akkor és csak
akkor ultraparallel, ha létezik olyan egyenes, amely mindkettére merdleges.
Ezt a harmadik egyenest az elsé ketté egyértelmiien meghatéarozza.
Bizonyitas: Hasznaljuk a projektiv modellt, és legyen L és M a két szoban
forgé egyenes. A merdlegesség projektiv modellbeli definiciéja alap-
jan ahhoz, hogy egy tovdbbi N egyenes merdleges legyen L-re is és M-re is,
az (N) projektiv egyenesnek 4t kell haladnia mind (L), mind (M) pélusén.
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Mivel ez a két pont kiillonbozo, a keresett projektiv egyenes egyértelmiien
létezik. Csak az kérdéses, hogy ez az egyenes hiperbolikus egyenest allit-e
el6, azaz belemetsz-e a modellbe. Ez akkor és csak akkor van igy, ha a poélusa
a hatéarolé kupszelet kiils6 pontja. Ez a pdélus a polaritas illeszkedéstartasa
(9.2.4.(2)) miatt (L) N (M), amely akkor és csak akkor kiilsé pont, ha L és
M definicié szerint ultraparallel. O

Megjegyzés. A 11.1.2-beli unicitasi tulajdonsag rogton maga utan vonja, hogy
a hiperbolikus sikon nem létezik téglalap, azaz olyan négyszog, amelynek négy
derékszoge van.

Két egyenes kolcsonos helyzetét a pontjaik kozti tavolsagok segitségével is
jellemezni lehet. Ennek tisztazasdahoz a hiperboloidmodell apparatusat cél-
szerti alkalmazni. A modell kétdimenzids valtozatat haszndaljuk, amelynek
alaphalmaza a Z félhiperboloid a hdromdimenziés W Minkowski-térben. Az
egyeneseket itt normalvektor segitségével is megadhatjuk: ha a V' < W idé-
szerti altér llitja el az L = V N Z egyenest, akkor v € W, V = v esetén
v-t az L egyenes normalvektoranak is tekinthetjiik.

11.1.3. Lemma. Legyen a v egységvektor az L egyenes norméalvektora a
hiperboloidmodellben. Ekkor barmely x € Z pont tavolsaga az L egyenestdl

,oh(x7 L) = chfl(l + (x7v>2) .

Bizonyitds: Tudjuk (1. [10.1.17}(2)), hogy az L egyenes pontjai kéziil az x-bdl
L-re bocséatott merdleges egyenes doféspontja van x-hez a lehetd legkdzelebb.
A hipersikra vonatkozé tiikrozés [10.3.11}beli formuldjabodl kovetkezik, hogy
ez a pont x — (x,v)v alakban &ll el6. A két pont tdvolsdga chfl( - (x,x —
— (x,v)v)) = ch ' (1 + (x,v)?). O

11.1.4. Tétel

(1) Legyen L és M két egyenes a hiperbolikus sikon. Téavolodjon egy M-
en mozgdé pont minden hatdron tul az M egyenes egyik, A-val jelolt
végtelen tavoli pontja felé. Ekkor a mozgo pontnak az L egyenestdl
mért tavolsdga 0-hoz tart, ha A az L-nek is végtelen tavoli pontja,
egyébként pedig végtelenhez tart.

(2) A hiperbolikus sikon két parhuzamos egyenesnek mint a H? metrikus
térben fekvo ponthalmazoknak a tavolsaga zérus. Két kiilonbozé ultra-
parallel egyenes tavolsaga pozitiv, és a koz0s merélegesnek a két egyenes
kozé es6 szakaszaval egyenld.
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Bizonyitds: (1) A hiperboloidmodellben legyen az L egyenes a v egységvek-
torral mint normalvektorral adva, az M egyenest pedig allitsuk el paramé-
teresen a [10.3.15] szerinti

1 1
r(t) = chtx+shtu = 3 e t(x—u)+ 3 el (x +u)
képlettel, ahol u az A felé mutaté egységnyi iranyvektor az L egyenes szamara
egy tetszblegesen vélasztott x € L pontban. Az r(t) € M pont tévolsiga az
L egyenestdl 11.1.3 alapjan
ph(r(t)aL) = Ch_l(l + <I‘(t),v>2) =

ch™! (1 + %(e_%x —u,v)+e(x+u, v>)2> .

Ez a kifejezés t — +o0o0 esetén vagy 0-hoz, vagy +oo-hez tart, mégpedig
pontosan aszerint, hogy benne ¢! egyiitthatdja zérus-e vagy sem. A
Allités szerint az A végtelen tavoli pontot az x + u vektor reprezentalja. Ha
ez a pont az L-nek is végtelen tdvoli pontja, akkor (x + u,v) = 0 és igy
pn(r(t), L) — 0, mas esetben pedig py (r(t), L) — oc.

(2) A pérhuzamos egyenesekre vonatkozo allitds azonnal kovetkezik (1)-bél.
Ha L és M ultraparallel egyenesek, akkor az M-en futé pont L-t6l vald ta-
volsdga (1) alapjan mindkét irdnyban végtelenhez tart. Ezért folytonossagi
okokbol ez a tdavolsag valahol pozitiv minimumértéket vesz fel. A derékszogl
héromszogre vonatkozé egyenldtlenség (1. [[0.1.17](2)) miatt ezt a minimalis
tavolsagot csak a mindkét egyenesre merdleges szakasz reprezentalhatja. [

Megjegyzés. A hiperbolikus sikon két kiillonboz6 egyenes kolesonos helyzetét
a tavolsdgok nyelvén tehat igy lehet jellemezni: ha a két egyenes tavolsidga
pozitiv, akkor ultraparallel egyenesekrdl van sz6, ha zérus, akkor az egyenesek
aszerint metszok, illetve parhuzamosak, hogy van-e k6zos pontjuk vagy sem.

11.1.5. Definicié (Sugdrsor). A hiperbolikus sik egyeneseinek egy halma-
zat sugarsornak nevezziik, ha eléall mint a projektiv sik valamely sugarsora-
nak a nyoma a hiperbolikus sik projektiv modelljében. (A sor nyoma itt és a
kés6bbiekben azt jelenti, hogy a sor azon tagjainak a metszetét tekintjiik a
modell alaphalmazédval, amelyekre ez a metszet nem iires.)
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A projektiv sugarsor tartépontjanak elhelyezkedése szerint beszélhetiink met-
sz0, parhuzamos, illetve ultraparallel sugarsorokrdl. Vilagos, hogy a hiper-
bolikus sik barmely két kiilonboz6 egyeneséhez egyértelmiien 1étezik olyan
sugarsor, amelynek a két egyenes tagja. Ez a sugdrsor a két adott egyenes
kolesonos helyzete szerint lesz metsz6, parhuzamos, vagy ultraparallel tipusu.

A metsz6 sugarsort igy is definidlhatnank, mint a hiperbolikus sik valamely
pontjan athaladé sszes egyenesbol allé rendszert, a parhuzamos sugarsort
mint az Osszes olyan egyenest, amelyhez a sik valamely rogzitett végtelen
tavoli pontja hozzatartozik, és végiil az ultraparallel sugarsort mint valamely
rogzitett egyenesre (a tartépont poldrisdra) merdleges dsszes egyenesbdl allo
sereget. Nyilvanvald, hogy barmely két metsz6 sugarsor egybevagd, barmely
két parhuzamos sugarsor egybevagd, és barmely két ultraparallel sugarsor
egybevagd.

A sugdrsor definicigjaban csak a projektiv modellre tdmaszkodtunk. Most
jellemezziik a sugarsorokat a konform modellekben és a hiperboloidmodellben
is.

11.1.6. Allités. A Poincaré-féle kérmodellben a sugarsorok pontosan azok-
nak a korsoroknak (és sugdrsornak) a nyomai, amelyek minden tagjdt a mo-
dell alapkore merdlegesen metszi.

Részletezve: az euklideszi sik egy K kérsordnak (vagy sugdrsoranak) a nyoma
a K alapkorrel adott Poincaré-modellben

— metsz6 sugarsor, ha K metszé korsor, amelynek a tartépontjai egymas
inverzei K-ra nézve, vagy pedig ha K metsz6 sugdrsor, amelynek a
tartopontja K kozéppontja,

— parhuzamos sugarsor, ha K érintkez6 korsor, amelynek a tartopontja
K-ra illeszkedik, és hatvanyvonala K-nak dtméréje, valamint

— ultraparallel sugdrsor, ha KC Apolléniosz-féle korsor, amelynek mindkét
alappontja K-ra illeszkedik.
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Bizonyitas: A projektiv modellt a Poincaré-féle kormodellel 6sszekapcsold
® leképezés (1. els6 1épésénél az euklideszi sik sugérsoraibol félko-
rok seregei keletkeznek, amelyeket olyan térbeli siksorok metszenek ki a felsé
félgdbmbbdl, amelyek csak a modell sikjara meréleges sikokbol dllnak. A ma-
sodik 1épésben végrehajtott sztereografikus vetitésnél az ilyen siksorok altal
kimetszett gombi korsorok pontosan az allitasban felsorolt sikbeli kérsorokba
képez6dnek. O

Megjegyzés. Konnyen meghatarozhatjuk a sugarsorokat a konform modellek
masik két valtozataban is. A félgombmodell esetében ezt mar tulajdonképpen
megtettiik 11.1.6 bizonyitasa soran. A félsikmodellben K kor helyett egyenest
jelent, és ez a sugarsorok attekintését csak kis mértékben mdédositja: példaul
parhuzamos sugarsort kapunk a K-ra merdleges irdanyt euklideszi parhuzamos
sugdarsor nyomaként is, valamint ultraparallel sugarsort eredményeznek a K-
ra illeszkedd kozéppontu koncentrikus korsorok is.

11.1.7. Allitas. A hiperboloidmodellben a sugarsorokat pontosan azok a
W térbeli siksorok metszik ki Z-bél, amelyeknek a tartéegyenese athalad W
origéjan. A siksor altal kimetszett sugarsor pontosan aszerint lesz metszd,
parhuzamos, vagy ultraparallel, hogy a tartéegyenes idGszerti, fényszerti, il-
letve térszerti altér.

Bizonyitas: A hiperboloidmodell és a projektiv modell kézotti izomorfizmust
létrehozé W projektivizald leképezés nem csak Z-n, hanem az egész W —
— {0} halmazon értelmezve van. A P(W)-beli sugdrsorok Osképei W-beli
kétdimenzids alterek linedris rendszerei, azaz az origon athaladé sikokbl allo
siksorok. A siksor tartéegyenese a sugarsor tartopontjat reprezentalja, ezért
tehdt idOszerli, ha a tartépont a modellhez tartozik, fényszerii, ha végtelen
tavoli, és térszerii, ha a hatarkupszelet kiilsé pontja. O

11.1.8. Lemma. Ha a hiperbolikus sik harom tetszéleges, kiilénbézé pont-
jdhoz elballitjuk a paronkénti szakaszfelezé merdéleges egyeneseket, akkor ez
a hdrom egyenes egy sugarsorhoz tartozik.

Bizonyitas: Dolgozzunk a hiperboloidmodellben. Ha a harom pont x, y és
z, akkor a harom felez6 merélegest hordozé kétdimenzids alterek széamara
szerint normalvektorként szolgdl z —y, x —z és y —x. Ezek linearisan
Osszefiiggd vektorok, tehat a harom altér egy siksorhoz tartozik W-ben. [

11.1.9. Definicié (Sugarsorra vonatkoz6 korrespondencia). Rogzit-
siink egy S sugarsort H?-ben. Azt mondjuk, hogy az A, B € H? pontok
korrespondedl6 pontok S-re nézve (jelben A =g B), ha alkalmas L € S egye-
nessel B = or,(A). Egyenértékii médon gy is fogalmazhatunk, hogy A =5 B
akkor &ll fenn, ha vagy A és B egybeesnek, vagy kiilonbozék és a felezd me-
r6legesiik S-hez tartozik.
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A =g reldci6 nyilvanval6 médon reflexiv és szimmetrikus, tovabba a 11.1.8.
Lemma kovetkeztében tranzitiv is, tehat ekvivalenciarelacié. Ha az S sugar-
sor metsz0, akkor a tartépont egyelemi ekvivalenciaosztalyt alkot, de minden
mas esetben az ekvivalenciaosztalyok végtelenek, hiszen tartéponttdl kiilon-
b6z6 pontot S méas és mas tagjaira tiikrozve csupa kiilonb6zé pontot kapunk.

11.1.10. Definicié (Ciklus, tengely, paraciklus, hiperciklus). A hi-
perbolikus sikon ciklusoknak nevezziik a =g szerinti ekvivalenciaosztalyként
eléallé ponthalmazokat, ahol S valamilyen sugarsor H2-ben. Az egyelemii
ponthalmazok is ciklusok, ezeket elfajulé ciklusoknak nevezziik.

Elfajulé ciklus nyilvan csak a rd mint tartépontra illesztett metsz6 sugéarsor-
bél szarmazhat, de barmely nemelfajulé C' ciklus is az 6t szarmaztaté S su-
garsort egyértelmiien meghatarozza, hiszen az a C-bol vélaszthaté pontparok
felez6 merdlegeseibdl all. Az S-hez tartozo egyeneseket a C' ciklus tengelyeinek
nevezziik. Ezek nyilvanvaléan mind szimmetriatengelyei C-nek.

C C

RERRE

Ha S metszd sugdrsor, akkor az dltala létesitett ciklusok korok (koztiik egy
pontkérrel), mégpedig pontosan azok, amelyeknek S tartépontja a kozép-
pontja.

Ha a C ciklust parhuzamos sugarsor szarmaztatja, akkor C-t paraciklusnak
nevezziikk. Az ugyanazon S parhuzamos sugarsorhoz tartozé paraciklusokat
koncentrikusnak mondjuk, és S végtelen tavoli tartépontjat tekintjik kozos
kozéppontjuknak.

Az ultraparallel sugarsorok altal szarmaztatott ciklusokat hiperciklusoknak
nevezziik. Legyen S ultraparallel sugérsor, és L az az egyenes, amely S minden
tagjara meréleges. Ekkor az S tagjaira vonatkozo tiikrozések L-et 6nmagaban
mozgatjak. Ha C egy & altal szarmaztatott hiperciklus, akkor C' pontjainak
az L-t6l mért tdvolsdgat az S-hez tartozo egyenesek mentén mérjiik. Emiatt C'
vagy magaval az L egyenessel azonos, vagy pedig L egyik félsikjaban az L-t0l
valamilyen rogzitett pozitiv tavolsiagra levé pontokbdl all. Ezért a hipercik-
lusokat gyakran tévolsdgvonalaknak is nevezik. Az L egyenest a hiperciklus
alapegyenesének, pontjainak L-tdl valé tavolsagat a hiperciklus sugaranak
hivjuk.
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11.1.11. Allités. Barmely két paraciklus egybevdgd. Két kor, illetve két
hiperciklus akkor és csak akkor egybevago, ha sugaruk egyenld.

Bizonyitas: A korokre és a hiperciklusokra vonatkozé éllitas nyilvanvaléan
kovetkezik abbdl, hogy a ciklus a tengelyei alkotta sugarsort egyértelmiien
meghatérozza, és azonos tipusu sugarsorok egybevagdk. A paraciklusokra vo-
natkozo allitds indoklasaul hasonlé okbdl elég azt meggondolni, hogy ugyan-
azon parhuzamos sugdrsorhoz tartozé (azaz koncentrikus) paraciklusok egy-
bevagdk. Ha kiszemeljiik ennek a sugdrsornak egy tetszoleges L egyenesét,
akkor az L mentén térténd eltolasok (1. a sugarsor végtelen tavoli
tartépontjat fixen tartjak. Ezért a sugarsort ezek az egybevagdsagok onmaga-
ba képezik, mikozben a hozza tartozé paraciklusokat egymasba viszik. Az L
mentén torténd eltolasok tranzitivan hatnak L-en, ezért a széban forgé para-
ciklusok koziil barmelyik dtvihetd barmelyik masikba alkalmas eltoldssal. [

Az euklideszi sikgeometridban megszoktuk, hogy harom nem kollinearis pont
mindig egy korén van. A hiperbolikus sikon ennek az alabbi moédositott val-
tozata érvényes.

11.1.12. Allités. A hiperbolikus sik barmely harom kiilonb6z6 pontjahoz
egy és csak egy olyan ciklus taldlhato, amelyre mindhdrom pont illeszkedik.
Bizonyitas: A 11.1.8. Lemmabdl rogton kovetkezik a ciklus 1étezése. Az egy-
értelmiiség is nyilvanvald, hiszen a paronkénti felez6 merdlegeseknek hozza
kell tartozniuk a ciklust szarmaztaté sugarsorhoz. O

Erdekes kérdés, hogy a kiilsnféle modellekben a ciklusokat miféle gorbék rep-
rezentaljak. Szép valaszt a hiperboloidmodell és a konform modellek esetében
tudunk adni.

11.1.13. Allitas

(1) A hiperbolikus sik hiperboloidmodelljében a ciklusok pontosan a modell
alaphalmazaul szolgalé Z félhiperboloid nemiires sikmetszetei a befog-
lal6 W Minkowski-tér affin sikjaival.

(2) Két ciklus tengelyei akkor és csak akkor alkotjék ugyanazt a sugdrsort,
ha az ket kimetszé affin sikok parhuzamosak.

(3) Legyen valamely S C W affin sikra SN Z # (. Ha S 4lldsa térszerti,
akkor az S N Z ciklus kor (amely esetleg egyetlen pont is lehet), ha
fényszert, akkor paraciklus, ha id&szerti, akkor hiperciklus.

Bizonyitas: Tekintsiink a hiperbolikus sikon egy S sugérsort, ezt a hiperbo-
loidmodellben 11.1.7 alapjan egy W-beli linearis alterekbol 4ll6 siksor allitja
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elo, legyen V' a siksor tartéegyenese. Nyilvan V és S kolesondsen megha-
téarozzak egymadast. Az S-hez tartozé egyenesekre vonatkozd tiikrozéseket a
siksor tagjaira vett W-beli g-ortogondlis linedris tiikrozések &llitjak eld (1.
, amelyek igy V-t pontonként fixen hagyjak. Ha x,y € Z tetsz6leges
kiilonb6z6 pontok, akkor x =g y azzal egyenértékii, hogy az Oket felcseréld
g-ortogonalis tiikrozés sikja V-t tartalmazza. Ennek a siknak [[0.3.11] alapjdn
y — x normélvektora, ezért x =g y pontosan akkor éll, hay —x 1 V. A
Z-beli =g-osztélyokat tehdt a V1 kétdimenzids altérrel parhuzamos W-beli
affin sikok metszik ki Z-b6l. Ezzel bebizonyitottuk az (1) és (2) éllitasokat.

Ezeknek az affin sikoknak az dllasa aszerint térszerti, fényszert, illetve idGsze-
rii, hogy V id8szerti, fényszerii, illetve térszerii. Ez 11.1.7-re hivatkozva azzal
egyenértékii, hogy a V-re illesztett siksor metsz6, parhuzamos, illetve ultra-
parallel sugarsort definidl, azaz a sikmetszetek korok, paraciklusok, illetve
hiperciklusok. Ez a (3) 4llitast igazolja. O

Megjegyzés. A hiperboloidmodellben a ciklusokat tehat affin masodrendii gor-
bék (illetve azok részei) reprezentéljdk: a koroket ellipszisek, a paraciklusokat
parabolék, a hiperciklusokat félhiperboldk.

11.1.14. Allitas. A Poincaré-féle ksrmodellben a ciklusok pontosan a befog-
lalo euklideszi sik koreinek és egyeneseinek a modellbe esé részei. Részletezve:

— a modell geometridja értelmében vett korok pontosan az alapkor belse-
jében fekvé euklideszi korok,

— a paraciklusok pontosan az alapkort beliilrdl érinté euklideszi kérok az
érintkezési ponttol megfosztva, valamint

— a hiperciklusok pontosan az alapkort metszé euklideszi koréknek a mo-
dellbe esé ivei és az alapkor nyilt hiurjai.

Bizonyitds: A modellbeli titkrozéseket [[0.2.6]alapjan a befoglalé euklideszi stk
inverzioi szarmaztatjak. Tekintsiik azt a C' ciklust, amelyet valamely adott S
sugarsor szarmaztat, és amely a modell valamely adott A pontjan halad at. A
C ciklust ugy éllithatjuk el6, hogy A inverzét tekintjiik az S-et reprezentild
K korsor tagjaira vonatkozdan. Ezzel pontosan a K-ra mer6leges korsor A-n
athalado tagjanak a pontjaihoz jutunk, hiszen merélegesen metszé kor inverze
sajat maga. A C ciklus tehdt mindig kérnek vagy egyenesnek a modellbe es§
része. A 11.1.6-beli esetek szamba vételével pontosan az allitdsban folsorolt
lehetoségek adédnak. O

Megjegyzések. (1) 11.1.14 bizony{tdsabdl az is kiolvashatd, hogy a Poincaré-
féle kormodellben valamely rogzitett sugarsorhoz tartozé ciklusok rendszere
szintén egy euklideszi korsornak, mégpedig a sugarsort reprezental6 euklideszi
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korsorra vagy sugarsorra meréleges korsornak a nyoma. Példaul a hiperboli-
kus sik valamely pontja koriili koncentrikus kérok rendszerét a kormodellben
annak az elliptikus korsornak a modellbe es6 tagjai reprezentaljak, amelyet
a kozéppont mint pontkor és az alapkor general.

(2) Az (1) megjegyzés alapjan a ciklusok szaméra azt az analitikus jellegii
definiciot is hasznalhatnank, hogy a ciklusok a sugarsorok ortogondlis trajek-
téridi (azaz valamely sugdrsor minden tagjat merélegesen metszé gorbék).

(3) Hasonld jellegli dttekintést kaphatunk a ciklusokrdl a félgdmbmodell és a
félsikmodell esetében is, ennek részletezésétdl eltekintiink. A félsikmodellben
a hataregyenessel parhuzamos egyenesek is megjelennek mint paraciklusok,

és ez a tény lényeges szerepet jatszik majd a teriiletszamitds képleteiben (1.
11.5.6).

(4) A projektiv modellben a ciklusokat mdasodrendli gorbék vagy azok ivei
reprezentaljak, specidlisan a Cayley—Klein-modellben az egyenestdl kiillonbo-
z6 ciklusokat mindig ellipszisek vagy ellipszisivek. Pontos meghatarozasuk
legegyszertibben a Poincaré-féle félgombmodell merdleges vetitésével tortén-
het.

11.2. A hiperbolikus sik egybevagésagai

A hiperbolikus tér izometridirél béséges informaciét nyertiink tetszéleges di-
menziéban a modellek bevezetése soran. Célunk most az, hogy a kétdimenzids
esetben geometriai természetl attekintést nyerjiink az egybevagdsagokrol, és
osztalyozzuk azokat ahhoz hasonlé moédon, ahogyan az euklideszi sik eseté-
ben [£:4.9ben tettiik. Ehhez mdr minden sziikséges eldismeret a birtokunkban
van (részben inverz{v geometriai, részben projektiv geometriai tanulmdnya-
inkbdl), most csupédn felidézni és alkalmazni kell ezeket.

A hiperbolikus sik izometridinak analitikus targyaldsdhoz 2 x 2-es matrixokat
lehet haszndlni. Tudjuk, hogy a OH? idedlis hatart a valés projektiv egyenes-
sel, az I(H?) izometriacsoportot a PGL(2, R) projektiv csoporttal tekinthet-
jiikk azonosnak. Erdemes az U komplex felsé félsikkal koordindtazott Poincaré-
féle félstkmodellt hasznalnunk, amelyen szerint a PGL(2,R) csoport
a matrixok altal indukalt tortlinedris, illetve tort-szemilinearis fliggvények
tjdn hat. Az izometridk irdnyitastartd, illetve -valté voltat (4) alapjén
a transzformaciét reprezentdld 2 x 2-es méatrix determindnsanak elGjele donti
el.

11.2.1. Emlékeztetd. Két konkrét izometriatipust mér bevezettiink [[0.1.5}
ben, [10.2.6tban és[10.3.11}ban, illetve [10.1.11fben:
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e Tengelyes tiikrozések: a projektiv modellben harmonikus involiciok, a
konform modellekben inverzidk, a hiperboloidmodellben g-ortogonalis
szimmetridk segitségével definidltuk ¢ket. Ha L C H? egyenes, akkor
oy, jeloli az L-re vonatkozd tengelyes tiikrozést.

e Eltolasok: a sikban olyan izometriak, amelyek egy egyenesre merdleges
két mésik egyenesre vonatkozd egy-egy tengelyes tiikrozés szorzataként
allnak el6. Vegyiik észre, hogy a két tiikortengely ilyenkor ultraparal-
lel, és az altaluk meghatarozott ultraparallel sugarsort a szoban forgd
eltolds bnmagara képezi. Ezért ezt a sugarsort az eltolds invarians sugar-
soranak nevezziik. Az eltolds onmagédban tolja el az invaridns sugarsor
tagjaira meroOleges egyenest, amelyet az eltolds tengelyének neveziink.
A tengellyel egyiitt az eltolas az invaridns sugdrsor dltal eléallitott hi-
perciklusokat is 6nmagukban mozgatja.

A sik mozgésainak két tovabbi tipusat is kaphatjuk két titkrozés szorzataként.

11.2.2. Definicié (Forgatdas). A hiperbolikus sikon forgatdsnak nevezziik
azokat az izometridkat, amelyek két metsz6 egyenesre vonatkozé egy-egy tiik-
rozés szorzataként dllnak el6. Ha a két tengely kiilonbozé (azaz a forgatds nem
identikus), akkor a forgatds kozéppontjinak nevezziik a tengelyek metszés-
pontjat; ilyenkor a forgatdsnak ez az egyetlen fixpontja.

Barmely forgatas a kozéppontja mint tartépont altal meghatdrozott metszé
sugarsort 6nmagaba képezi. Szintén onmagukban mozgatja a forgatasi ko-
zéppont koriili kéroket (6sszhangban azzal, hogy ezek a korok az invaridns
sugdrsorhoz tartozo ciklusok).

A hiperbolikus sik izometriacsoportjdban a pontok stabilizatorai [10.1.9| sze-
rint az O(2) ortogondlis csoporttal izomorfak. A forgatdsok pontosan az
SO(2) részcsoportokhoz tartozé transzformécidk.

11.2.3. Definicié (Paraciklikus eltolas). Paraciklikus eltolasnak nevezziik
a hiperbolikus siknak azokat az izometridit, amelyek parhuzamos egyenesekre
vonatkozo két tiikkrozés szorzataként dllnak elo. Ha a két egyenes kiilonboz6,
tehat a transzformdacié nem identikus, akkor nincs fixpontja, hiszen egy A
pont csak ugy lehetne fix, ha mindkét titkkrozés ugyanabba a B képpontba
vinné, a két egyenes diszjunkt volta miatt A # B, viszont ekkor mindkét
egyenesnek az A és B szakaszfelez6 mer6legesével kellene megegyeznie.

Ha a paraciklikus eltolds nem identikus, akkor a két egyenes altal meghata-
rozott parhuzamos sugarsor invaridans. Emiatt a transzformécié 6nmagukban
mozgatja azokat a paraciklusokat, amelyeket ez a sugarsor allit el6. Ebbdl a
tulajdonsagdbdl ered a transzformécidtipus elnevezése.

Idézziik {6l, hogy az egyenes valamely nem-identikus projektiv transzformaéci-
0jat aszerint nevezziik elliptikusnak, parabolikusnak, illetve hiperbolikusnak,

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

11. A HIPERBOLIKUS SiK 361

hogy 0, 1, vagy 2 fixpontja van (1. 8.7.9). Ez a kategorizalds alkalmas a
hiperbolikus stk mozgésainak az osztalyozaséara is.

11.2.4. Tétel. A hiperbolikus sik barmely nem-identikus mozgasa vagy for-
gatas, vagy eltolas, vagy paraciklikus eltolds, mégpedig aszerint, hogy a sik
idealis hataran altala indukalt projektiv transzformacio elliptikus, hiperboli-
kus, illetve parabolikus.

Bizonyitds: A hiperbolikus stk barmely izometridja [10.1.10](1) szerint el64ll
legfeljebb harom tengelyes tiikrozés szorzataként. Ha mozgasrdl van szo, eb-
ben a szorzatban csak paros szamu tényez6 szerepelhet. Ezért barmely mozgas
legfeljebb két (és igy pontosan két) tiikrozés szorzata, tehat a 11.2.1-3-beli
példék valamelyike: eltolas, forgatds, vagy paraciklikus eltolds. Az ideélis ha-
taron a fixpontok szamat az adja meg, hogy az invaridns sugdrsor tartépontja
a modellhez, az idedlis hatdarhoz, vagy a kiilsejéhez tartozik: forgatds esetében
0, paraciklikus eltolas esetében 1, eltolas esetében 2. O

11.2.5. Példak. Idézziik fel djra a mér [8.7.9ben és[10.2.16}ban targyalt

cost —sint 1 0 , __[cht sht
A(t)<sint cost)’ B(t)(t 1>’ s C’(t)<sht cht)

maétrixokat, illetve az &dltaluk létesitett izometridkat. A ¢ valds paraméter-
t61 vald fiiggést tekintetbe véve ezek egyparaméteres mozgdscsoportok (azaz
folytonos R — It (H?) homomorfizmusok) a hiperbolikus stkon: A(t) az i €
€ U pont koriili forgatdsokbdl, B(t) a 0 € U végtelen tévoli pontot fixen
hagy6 paraciklikus eltolasokbdl, C(t) pedig a —1 és 1 € OU végtelen tavoli
pontokat 6sszekotd egyenes mentén torténé eltoldsokbdl &ll.

Miutén a koordinatazas alkalmas elmozgatasaval barmely pont atvihet6 az ¢
pontba, barmely végtelen tavoli pont atviheté 0-ba, illetve barmely végtelen
tavoli pontpar atviheté a {—1,1} parba, a hiperbolikus sik barmely mozgésa
az A(t), B(t), C(t) transzformdcidck valamelyikével konjugalt. Ebbdl kivet-
kezOen barmely mozgas belefoglalhaté egy alkalmas egyparaméteres mozgés-
csoportba. Aldbb (1. 11.2.7) beldtjuk, hogy a hiperbolikus sikon lényegében
csak ez a harom fajta egyparaméteres mozgéascsoport létezik.

11.2.6. Lemma. Tekintsiik az I (H?) mozgdscsoport hatését a hiperbolikus
sik H? lezdrdsan.

(1) Ennél a csoporthatdsnal barmely H2-beli pont stabilizatora az R/(2wZ)
korvonalcsoporttal topologikusan izomorf.

(2) Ha L C H? egyenes, akkor az L-et 6nmagara képezd eltoldsok alkotta
részcsoport az R csoporttal topologikusan izomorf.
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(3) Ha P € OH? tetszdleges végtelen tavoli pont, akkor a kizdrélag P-t
fixen tarté mozgasok az identitdssal egyiitt részcsoportot alkotnak I
+(H?)-ben, amely szintén R-rel topologikusan izomortf.

Bizonyitds: (1): A H2-beli pontok stabilizatora az SO(2) = R/(27Z) forga-
téscsoport, ahol a valds paraméter a forgasszog.

(2): A sik nemtrividlis eltoldsai kozott csak az L tengelyti eltoldsok képezik
L-et 6nmagéra, hiszen a két végtelen tavoli fixpont és az invarians egyenes
kolcsonosen meghatérozzak egymast. Az L mentén torténd eltolasok csoport-
ja és R kozott a folytonos izomorfizmust az egyenes mentén mért elGjeles
eltolési tavolsdg adja.

(3): Ha P € OH2, akkor az 5.3.6. Allitds szerint P stabilizétora az I(HZ2) =
M! Mobius-csoportban a 9H? — { P} egyenes hasonlésagi csoportja. Az egye-
nes hasonlésagai koziil kizardlag az eltolasoknak nincs fixpontja, tehat a szé-
ban forgé mozgasok halmaza ennek az egyenesnek az eltolasaibdl éll, és igy
valéban R-rel izomorf részcsoport. O

11.2.7. Tétel. A hiperbolikus sikon barmely nemtrivialis egyparaméteres
mozgascsoport konjugaltsag és atparaméterezés erejéig a 11.2.5-beli harom
példa valamelyike.

Bizonyitas: A 6 tisztdzando kérdés az, hogy egy egyparaméteres részcsoport-
ban miért nem keveredhetnek a kiilonb6z6 tipusi egybevagdsagok. Ehhez a
fixpontok vizsgalata ad tampontot az alabbi, dltalanos csoporthatdsok koré-
ben érvényes egyszerii, de mégis hatékony lemma segitségével:

Haaz f,g: X — X bijekciok felcserélhetsk, akkor f fixpontjainak a halmaza
g-invarians.

Valéban, ha @ € X az f fixpontja, akkor g(x) = g(f(x)) = f(g(a:)) miatt
g(x) is fixpontja f-nek.

Egy egyparaméteres mozgéascsoport csupa felcserélhetd transzformaciobél 4ll.
Ezért a lemméat alkalmazhatjuk a H?2 lezardson keletkezd fixpontokra. Ha
egy adott egyparaméteres mozgéscsoport G < I'M(H?) képéhez legaldbb egy
nemtrividlis forgatds hozzatartozik, akkor G csupa forgatasbol all ugyanezen
kozéppont koriil. Hasonloképpen, ha egy nemtrivialis paraciklikus eltolés hoz-
zatartozik G-hez, akkor az 6sszes G-beli transzformacié paraciklikus eltolas,
amelynek ugyanaz a végtelen tavoli pont a fixpontja. Végiil ha G valamely
f # idg2 elemének két végtelen tdvoli fixpontja van, P és @), azaz f nemtrivi-
alis eltolds a P-t és Q-t dsszekoté L C H? egyenes mentén, akkor G barmely
g # idy2 elemének ugyancsak P és @ a fixpontjai, tehat g is 6nmagaban
mozgatja az L egyenest. Miutdn g-nek H2-ben nem lehet fixpontja, g csak
eltolas lehet L mentén.

A G részcsoport tehdt hozzatartozik a 11.2.6 Lemmaban targyalt haromfé-
le részcsoport valamelyikéhez. Miutan az R csoportnak akéar a kérvonalcso-
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portba, akar sajat magéba képezo folytonos homomorfizmusai csak linearisak
lehetnek, a tétel allitasa ebbdl mar kovetkezik. O

11.2.8. Kévetkezmények

(1) A hiperbolikus sik barmely egyparaméteres mozgascsoportjahoz egyér-
telmiien taldlhato invarians sugarsor.

(2) A ciklusok pontosan az egyparaméteres mozgdscsoportok orbitjai a hi-
perbolikus sikon. O

Rétériink a hiperbolikus sik irdnyitasvaltd egybevagdsagaira. A mar korab-
ban definialt tengelyes tiikrozéseken kiviil az euklideszi sikgeometria minta-
jara csusztatva tiikrozéseket is értelmezhetiink.

11.2.9. Definicié (Csusztatva tiikrozés). A hiperbolikus sikon cstsztatva
tiikrozésnek nevezziik azokat az izometridkat, amelyek eloallnak egy tenge-
lyes tiikrozésnek és egy a tengely mentén torténé nem-identikus eltolasnak a
kompozicidjaként.

Konnyen lathato, hogy a két komponalandé transzforméacio felcserélhetd. A
tengely végtelen tdvoli pontjait a csisztatva tiikrozés fixen tartja, ezért ez
a transzformécio a tengelyt, és ezen keresztiil a tiikrozésre és eltolasra vald
felbontasat is egyértelmiien meghatérozza.

11.2.10. Tétel. A hiperbolikus sik barmely izometridja forgatas, eltolds,
paraciklikus eltolas, tiikrozés, vagy csiusztatva tiikrozés.

Bizonyitas: Az iranyitdstarté esetet a 11.2.4. Tételben targyaltuk. Ha f €
€ I(H?) irdnyitasvalto, akkor a OH? projektiv egyenesen f altal indukélt
transzformécié matrixdnak negativ a determindnsa, ezért szerint két
végtelen tévoli fixpontja van. Legyen L az ezeket 6sszekotd egyenes H2-ben,
és komponadljuk f-et a o tiikrozéssel. Ha oy, o f identikus, akkor f = o,
tiikkrozés. Ha nem, akkor a o, o f transzformacié iranyitastarté és ugyanaz
a két végtelen tdavoli fixpontja van, mint f-nek, tehat csak eltolds lehet L
mentén. Ezért f el6all ennek az eltoldsnak és op-nek a kompozicidjaként,
azaz csusztatva tiikrozés. O

A kovetkezd tételt a Tétel hiperbolikus geometridra vonatkozé megfe-
lel6jének tekinthetjiik. Erdekes médon a bizonyitdsdhoz is hasonlé szerkezeti
okoskodas vezet.

11.2.11. Tétel. Az IT(H?) csoport egyszerti.

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

364 HIPERBOLIKUS GEOMETRIA

Bizonyitds: Akércsak esetében, a bizonyitdsdban kulcsszerepet jatsza-
nak a széban forgd csoport bizonyos elemei, mégpedig most a paraciklikus
eltoldsok. Eldorebocsatunk két észrevételt a paraciklikus eltoldsokkal kapcso-
latban.

1. A paraciklikus eltoldsok generatorrendszert alkotnak I7(H?)-ben. Bar-
mely stkmozgds ugyanis 11.2.4 alapjan felirhaté o0 szorzatként, ahol
L és M egyenesek. Valasszunk egy-egy végtelen tavoli pontot L-r6l, il-
letve M-rél ugy, hogy azok egymastdl kiillonbozzenek. Jelolje N azt az
egyenest, amely e két végtelen tavoli pontot koti 0ssze, ekkor N parhu-
zamos L-lel is és M-mel is. Ekkor oyoy, = (opon)(onon) az adott
stkmozgdas felirasa két paraciklikus eltolds szorzataként.

2. Barmely két nem-identikus paraciklikus eltolds konjugalt az I+ (H?)
csoportban. Ez a[B.7.7Fbeli masodik példédban tett észrevételbsl kivet-
kezik. Ha a P € OH? végtelen tavoli pont egy ilyen transzforméciénak
a fixpontja, akkor a OH? — {P} affin egyenesen a koordinatazast le-
het gy valasztani, hogy a transzforméciét az x — = + 1 képlet adja
meg. Ezért az U komplex félsikmodellben barmely nem-identikus pa-
raciklikus eltolds a z — z + 1 képlettel adott tortlinearis leképezéssel
konjugalt.

Rétériink I*(H?) egyszer(i voltdnak igazoldsdra. Legyen adott egy G < I+
+(H?) norméloszté. Tegyiik f6l, hogy G # 1, azt kell belatnunk, hogy G =
= I*(H?). Ehhez elég egyetlen nem-identikus paraciklikus eltoldst talalni
G-ben, mert akkor a masodik észrevétel miatt az 6sszes paraciklikus eltolds
G-ben van, és gy az els§ észrevétel miatt G = I (H?).

Viélasszunk egy f € G nemtrividlis elemet. Ha f paraciklikus eltolas, akkor
nincs mit bizonyitani.

Ha f eltolas, akkor legyen az L egyenes az f tengelye. Valasszunk olyan M C
C H? egyenest, amelyre az f(M) egyenes parhuzamos M-mel és kiilonbozik
t6le. (Ilyen M-et kapunk példdul gy, hogy egy L-hez nem tartozé végtelen
tévoli pontot Osszekstiink az f-nél szdrmazé képével.) Legyen g = opop,
és képezzilkk a h = gfg~'f~! szorzatot. Ekkor G’ norméloszté volta miatt
gfg~! € G, ezért h € G. Tovabbé f(L) = L felhasznaldsaval a

h = gfg'f' = omorforouf ™ =
omor(forf ) (fouf") =

OMOLOf(L)Tf(M) =

= OMOf)

szamolas mutatja, hogy h az identitastol kiillonboz6 paraciklikus eltolés.
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Ha végiil f forgatas, akkor egy f = oprop szorzatelGallitdasban L és M egy-
mast metszo egyenesek. Legyen g tetszoleges nemtrividlis eltolds az L egyenes
mentén, ekkor M és g(M) ultraparallel egyenesek, mert g az M egyenes mind-
két végtelen tavoli pontjat elmozditja az idealis hatarnak ugyanazon {vére.
A most h = fgf~1g~! formuldval adott transzforméacié az elébbihez hasonlé
indokok miatt G-hez tartozik. A fenti szdmolast f és g szerepcseréjével végre-
hajtva azt kapjuk, hogy h = opr04(ar) nemtrividlis eltolds. Ezzel a bizonyitdst
visszavezettiik az el6zd esetre. O

Megjegyzések. (1) A héromféle klasszikus kétdimenzids geometria (euklide-
szi, gdmbi, illetve hiperbolikus sik) mozgdscsoportja tehat egyszerii csoport
a gombi és a hiperbolikus esetben (4.5.6, illetve 11.2.11), nem az viszont
az euklideszi esetben, hiszen ott az eltolasok valédi normaélosztot alkotnak
(4.2.12).

(2) A 11.2.11. Tétel bizonyitdsdhoz hasonlé médszerrel minden d > 2-re be-
bizonyithat6, hogy It(H?) egyszerti csoport.

(3) Algebrai formédban a 11.2.11. Tétel azt &llitja, hogy PSL(2,R) egyszerti.
Ismeretes tetszbleges F test és n > 2 esetén, hogy a PSL(n,F) csoportok
altalaban egyszertiek, ez aldl kivétel csupan az n = 2 esetben van, amikor

F a kételemii vagy a hdromelem test. (A csoport ezekben az esetekben Ss,
illetve Ay4.)

11.3. Trigonometriai tételek

A hiperbolikus geometridnak az euklideszitél valé lényegi eltérésérét a trigo-
nometriai képletekben mutatkozo gyokeres kiilonbségek is érzékeltetik. Erde-
kes médon ezek a képletek nagyobb hasonlésdgot mutatnak a gémbi geomet-
ria formuldival, mint az euklideszi sikra vonatkozdkkal. Ennek a hatterében
olyan fajta rokonsdg hizodik meg a géombi és a hiperbolikus geometria ko-
z0tt, amelyre a hiperboloidmodell hasznélatdval tudunk ravildgitani a képle-
tek tisztazasat kovetd megjegyzésekben.

El6szor a hiperbolikus trigonometria legalapvetobb formuldjat, a koszinusz-
tételt idézziik fel, amelyet mar [10.3.2I}ben bebizonyitottunk. Helyesebb ezt
a tételt az oldalakra vonatkozé koszinusztételnek nevezni, ugyanis a gombi
geometridhoz hasonléan hasznalatban van a szégekre vonatkozé dualis val-
tozata is, 1. 11.3.3. Az aldbb kovetkezé tételek a természetes tavolsagegység
hasznalata mellett értenddk, és benniik a haromszog oldalaira és szbgeire a
szokasos jeloléseket alkalmazzuk, tehdt a haromszogben az a, b, ¢ oldallal
szemben rendre az «, B, v szog all.
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11.3.1. Tétel (Az oldalakra vonatkozé hiperbolikus koszinusztétel)

cha=chbchc—shbshccosa O

11.3.2. Tétel (Hiperbolikus szinusztétel)

sina  sinf  sinvy

sha ~ shb = she

Bizonyitas: Az oldalakra vonatkozé koszinusztételbdl fejezziik ki cos a-t:

chbchec—cha
shbshe

Ccosa =

Négyzetre emelés utdn innen sin? a-ra kapunk képletet. Ebbl sh? a-val osz-
tés, majd a ch? —sh? = 1 azonossag tobbszori alkalmazdsa utdn a

sina 2cha chbche—sh?a —sh?b—sh?c

sh’a sh?a sh”b sh? ¢
kifejezés adddik, amelynek jobb oldala invaridns az a, b, ¢ jelek permutéacidira
nézve. Ezért ugyanezzel a kifejezéssel egyenls sin? 8 / sh?b és sin’ / sh?¢ is.
Innen a szinusztétel négyzetgyokvonassal kozvetleniil adodik. O

11.3.3. Tétel (A szbgekre vonatkozé hiperbolikus koszinusztétel)
cosa = —cos 3 cosy +sinf siny cha

Bizonyitas: Az el6z8 bizonyitashoz hasonléan ez a formula is levezetheté vol-
na a korabbiakbdl pusztan a formuldk algebrai atalakitdasai utjan. Ehelyett
inkdbb kozvetlen bizonyitdst vdlasztunk a[10.3.21}beli gondolatmenet duali-
zalasaval.

A Z C W hiperboloidmodellt hasznéljuk, ahol most W hiromdimenzids
Minkowski-tér. Jelolje a, b, ¢ € Z a hdromszog csticsaiba mutatd vektorokat.
A héromszog oldalai (azaz pontosabban az oldalegyeneseket tarté kétdimen-
zi6s idészerti alterek) szaméara egyértelmiien tudunk befelé mutaté egységnyi
normalvektorokat védlasztani. Legyenek ezek rendre u, v, w € W. Ezekre a
vektorokra tehat g(u) = ¢(v) = ¢(w) = 1, valamint

ulb,c, (uwa)>0 vlca (v,b)>0, wlab é (w,c)>0

teljestil.

Viélasszunk most a haromszog b-t és c-t 6sszek6t6 oldalszakaszahoz a végpon-
tokban a méasik végpont felé mutaté egységnyi irdnyvektorokat, legyenek ezek
se€TpZ ést € TcZ. Ekkor a[10.3.17 Kovetkezmény miatt cha = —(s, t).
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A Ty Z érintésikban az u és s egységvektorok ortonormdlt bazist alkotnak.
Miutan a b cstcsnal a haromszog szoge 3, a w € Ty, Z vektort az u vektornak
s irdnyaban tortén6 m— f szogll forgatdsa allitja el6: w = cos(m— )u+sin(m—
— f3)s. Hasonlé médon kapjuk a ¢ cstcsndl a v € TcZ vektor v = cos(m —
— y)u + sin(w — )t eldallitasat. Igy tehat

v = —cosvyu + sinvyt és W = —cos fu + sin fs.

A v és w vektorok egytttal T, Z-beli érintévektorok, és szogiik (m — a)-val
egyenl6. Ezért skalaris szorzatukat képezve a

cos(m — ) = (v,w) = cosvycosf{u,u)+sinysinf{t,s) =

= cosf3cos7y + sin Bsiny(—cha)
képletet nyerjiik, amelybél a tétel (—1)-gyel térténd szorzassal kovetkezik. [

11.3.4. Kovetkezmény. A hiperbolikus geometriaban a hdromszog szdgei
egyértelmiien meghatarozzak az oldalai hosszat, és ezen keresztiil egybevago-
sag erejéig magat a haromszoget. O

Ha a 11.3.1-11.3.3-beli formuldkat derékszogli haromszogre alkalmazzuk, ak-
kor olyan képleteket nyeriink, amelyek segitségével a derékszogli haromszog
ot adata (a hdrom oldal és a két szog) koziil barmelyik kettd ismeretében a
tobbi meghatarozhaté. FEzek koziil a képletek koziil négyet emeliink ki érde-
kességiik miatt.

11.3.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy a hdromszdg c oldaldaval szemkézti szog
derékszdg. Ekkor:

(1) che=chachb;
2) sina = o ;
(2) sina Gl
(3) cosa=chasing;
(4) tgatgBche=1.

Bizonyitds: A v = 7/2 helyettesités a ¢ oldalra felirt 11.3.1. koszinusztételbol
az (1) formuldt, a 11.3.2. szinusztételbdl a (2) formuldt, végil az «, illet-
ve v = m/2 szogre felirt 11.3.3. koszinusztételbél a (3), illetve (4) formuldt
eredményezi. O

Megjegyzések. (1) A 11.3.5-beli (1) képletet a Pitagorasz-tétel hiperbolikus
véaltozatanak tekinthetjiik (ahogyan a gombi trigonometridban hasonlé moé-
don kaphat6 cosc = cosacosb képlet a Pitagorasz-tétel gombi véltozata). A
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(2) képlet emlékeztet a hegyesszog szinuszanak ,,(szemkozti befogd) / (atfogd)”
definiciéjara. A (3) képlet a 11.3.7. Tétel, a (4) képlet a 11.5.11. Tétel bizo-
nyitasaban jatszik majd szerepet.

(2) A szakasz végén tett megjegyzéshez hasonlé mdédon a hiperboli-
kus trigonometriai formuldk érvényét konnyen kiterjeszthetjiik arra az eset-
re, amikor a tavolsdgmérés céljara nem a természetes metrikat, hanem annak
A-szorosat hasznaljuk. Az altaldnos szabély nyilvan az, hogy a képletekben
szerepl tavolsdgadatokat az (1/X)-szorosukkal kell helyettesiteni. Ezzel tehat
a két koszinusztétel és a szinusztétel altalanos alakja rendre

ch% = ch%ch%—sh%sh%cosa,

cosaw = —cos 3 cosy+ sinf sin-y ch%, illetve
sina sinf8  siny

Sh% sh% Sh§ '

Ugyanez érvényes természetesen a derékszogii haromszog 11.3.5-beli képlete-
ire, tovabba az aldabb, 11.3.7-ben targyalandé formuléra is.

(3) Az el6z6 megjegyzésben szerepld A\ konstans érdekes geometriai vonatko-
zasara vilagit ra, ha alkalmazzuk a trigonometriai és a hiperbolikus fliggvé-
nyek kozotti jol ismert cosxz = ch(iz), sinx = —ish(iz), illetve az ezekkel
egyenértékl

x . X .
cos — = chuz, sin— = —ishzx
i i

attérési formuldkat. Tekintsiik az r sugard gdmbre felirt [[0.3}beli gombi tri-
gonometriai képleteket, és (formédlisan) végezziik el az r = Ai helyettesitést.
Az attérési formuldk hasznalatdval a gombi képletek pontosan a fenti hiper-
bolikus trigonometriai képletekké alakulnak &t. Ez azt az intuitiv elképze-
lést tamasztja ala, amely szerint a hiperbolikus geometria valamiféle képze-
tes sugard gémbre vonatkozd géombi geometria volna. Erre utal az is, hogy
a hiperboloidmodell ¢(x) = —1 egyenletét is egyfajta ,/—1 sugart gémb”
egyenleteként foghatjuk fel.

Tovabb erésiti ezt az analégiat, ha felidézziik, hogy az r sugart gomb Gauss-
féle gorbiilete K = 1/72, és emiatt a gombi formuldkban az 1/r szorzé v K-
val egyenlé. Ez azt sugallja, hogy a hiperbolikus formuldk esetében K =
=1/(Xi)? = —1/)\2, azaz negativ szam kell, hogy a gorbiilet szerepét jétssza.
Specialisan, természetes tavolsdgegység vélasztdsa esetén a hiperbolikus sik
gorbiilete —1 kell, hogy legyen. Léteznek olyan feliiletek az R euklideszi tér-
ben, amelyek lokdlisan izometrikusak a hiperbolikus sikkal (a legnevezete-
sebb példa ilyen feliiletre az Gn. Beltrami-féle pszeudoszféra), és ezek Gauss-
gorbiilete valéban —1.
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A geometriai tér Riemann-féle modern felfogdsaban a tér gorbiilete pontrdl
pontra valtozé (s6t ketténél magasabb dimenzidéban az irdny fiiggvényében
is valtoz6) mennyiség lehet. A Riemann-geometridban fontos szerepet jat-
szanak az &dllandd gorbiiletii terek, amelyekre (tetszéleges dimenziéban) a
hérom klasszikus geometriai rendszer, az euklideszi, a gombi, és a hiperboli-
kus geometria ad példat. Ha a dimenzio6 legalabb 2, akkor tetszéleges K valés
szam felléphet a klasszikus geometriai tér gorbiileteként: K = 0 érvényes az
euklideszi geometridban, mig K > 0 esetén az 1/ VK sugari gémbi térnek,
K < 0 esetén a természetes metrika (1 /V—K )—Szoros&ival (azaz a természe-
tes tavolsdgegység v/ — K-szorosdval mint a tavolsdgmérés egységével) ellatott
hiperbolikus térnek a gorbiilete egyenlé K-val.

11.3.6. Definicié (Parhuzamossagi sz6g). Legyen = adott pozitiv szdm.
Vegyiink fel egy L egyenest és téle x tavolsdgra egy A pontot a hiperbolikus
sikon. Bocsassunk merélegest A-bol L-re, a talppontja legyen C. Vegyiink
fol egy A kezd6pontd M félegyenest, amely parhuzamos L-lel annak valame-
lyik iranyaban. Az AC és M félegyenesek altal bezart szog nagysaga csak
x-t6l fiigg, hiszen egyrészt az L-bol és A-bdl 4ll6 konfiguriciot az x tdvolsdg
egybevagdsag erejéig egyértelmiien meghatarozza, masrészt ez a konfigura-
cié tengelyesen szimmetrikus az AC' egyenesre, és ezért mindegy, hogy L-en
melyik irdnyt valasztjuk. Ezt a szoget II(z)-szel jeloljiik, és az x-hez tartozd
parhuzamossagi szégnek nevezziik.

A
nem metszok
x M
metszok
L a
C

A pérhuzamossigi szog jelentését a kovetkezd szemléletes eljaras vilagitja
meg. Egy A kezd6pontu félegyenest forgassunk A koriil gy, hogy az AC-vel
bezért a szoge 0 és /2 kozott véltozzon. Amig o < II(z), a félegyenes metszi
az L egyenest, majd a > II(z) esetén méar diszjunkt téle. A II(x)-hez tartozoé
félegyenes tehdt elvalasztja a nem metszéket a metsz8ktél (mikézben § maga
nem metszé).

11.3.7. Tétel
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Bizonyitas: Hasznaljuk a 11.3.6-beli jeloléseket. Legyen U az L egyenes és
az M félegyenes kozos végtelen tavoli pontja. Ha B tetszlleges pont az L
egyenesen C' és U kozott, akkor az ABC derékszogli haromszogben (ahol
b= z) a [ sz0gre vonatkozdan felirhatjuk a 11.3.5.(3)-beli

cos B =chx sina

formulat. Ha a B pont C-tél tavolodva minden hataron tul U-hoz tart, akkor
nyilvanvaléan o — II(x). Mésrészt egy konform modellt vélasztva az L és
M pérhuzamossaga az Oket reprezentdld korivek érintkezését jelenti az U
pontban, ezért a modell szogtarté volta miatt 8 — 0. A formula hatérértékét
képezve 1 = chz sinII(x) adédik. O

Megjegyzések. (1) A trigonometrikus és hiperbolikus fiiggvények szokdsos
azonossagait folhaszndlva a tételbeli képletet az egyenértéki ctgIl(x) = shx
alakban is frhatjuk.

(2) Mér a parhuzamossigi szog definici6ja alapjan intuitive vildgos, hogy na-
gyobb tavolsdghoz kisebb parhuzamosségi szog kell, hogy tartozzon. A tétel
ezt megerdsiti: rogton kovetkezik beldle, hogy a II fiiggény bijektiven és szi-
gordan monoton fogyé médon képezi a pozitiv szdmok halmazdt a (0,7/2)
intervallumra.

(3) ATIl: (0,400) — (0,7/2) fiiggvény sziirjektiv volta azt jelenti, hogy a
hiperbolikus geometridban egy egyenestdl kell6 mértékben eltdvolodva elérhe-
t0, hogy a teljes egyenes tetszolegesen kis latoszogben latsszon. Ez a latoszog
11.3.7 miatt a tavolsag fliggvényében lényegében exponencidlis itemben csok-
ken. Péld4ul az egyenesté] (természetes tdvolsdgegységben mérve) egységnyi
tavolsagbdl a latoszog koriilbeliil 80 fok, 6t egységnyi tavolbol mar kisebb,
mint 1,5 fok, mig ha tiz egységnyire tavolodunk el, akkor onnan az egyenes
csak nagyjabol 0,01 fokos latoszog alatt latszik.

11.3.8. Definicié (Parhuzamossagi tavolsag). A II fiiggvény inverze he-
gyesszogekhez a hozzajuk tartozd parhuzamosséagi tavolsdgot rendeli. Ez tehat
az a tavolsag, amelyet a sz0g egyik szarara folmérve az ott allitott merdleges
egyenes parhuzamos a masik szogszarral. Az a-hoz tartozd parhuzamossagi
tavolsdgot A(a)-val jelsljiik, tehdt A(a) = ch™'(1/sin ).

A kovetkezd tétel — bér szigori értelemben véve nem tartozik a trigonometria
targykorébe — taldn a legalapvetobb informécié a hiperbolikus hdromszogek
szo6geirdl.

11.3.9. Tétel. A hiperbolikus sikon barmely hdromszig szogeinek az Gsszege
kisebb m-nél.
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Bizonyitas: Helyezziik el az ABC héromszoget a Poincaré-féle kormodellben
agy, hogy az A csics a hatarkor kozéppontjaba keriiljon. Hasonlitsuk 6ssze
a modellbeli ABC héaromszog «, 3, v szogeit a modellt magdban foglald
euklideszi stk ABC hdromszogének o, 8, +' szogeivel.

A

Nk

Az AB és AC oldalszakaszok a modellben is egyenes szakaszok (melyek a
hatdrkor egy-egy sugdrszakaszén fekszenek), ezért o/ = a. A BC oldal egy
a hatarkorre mer6leges k euklideszi kor ive. Az euklideszi sikon az A pont
hatvénya k-ra nézve[5.1.17 alapjn pozitiv szam, ezért A a k kor kiilsé pontja.
Emiatt 8/ > 8és+y >~. Tehdt a+B+y <o’ + 8 ++ =m. O

Megjegyzések. (1) A hdromszogek szogosszege a geometria axiomatikus meg-
alapozdsa sordn is dont6 szerepet jdtszik. A szakaszban vazolt axiéma-
rendszerben dolgozva a parhuzamossdgi axiéma felhaszndldsa nélkiil is (te-
hat mar az vgynevezett abszolit geometria keretei kozott) bebizonyithatd
egyrészt, hogy barmely hdromszogben a szogek Osszege legfeljebb 7 lehet,
masrészt az is, hogy ha akar csak egyetlen haromszogben a szogosszeg m-vel
egyenld, akkor ugyanez barmely haromszogre vonatkozdan érvényes. Ezek
Legendre nevezetes szogtételei. A parhuzamossigi axioma azzal a feltevéssel
egyenértéki, hogy legalabb egy haromszog szdgosszege .

(2) A tételbdl az is kovetkezik, hogy bérmely n-oldali egyszerli (azaz egyet-
len, énmagéit nem metszd zdrt torottvonallal hatérolt) sokszogben a szogek
Osszege kisebb (n — 2)m-nél (azaz az euklideszi geometridban érvényes szog-
Osszegnél). Ehhez csak azt kell meggondolni, hogy bérmely egyszerii sokszoget
alkalmasan valasztott atlokkal haromszogekre lehet vagni, és a haromszogek
szama ilyen szétvagdsnal mindig a sokszog oldalszamanal 2-vel kisebb.

11.4. Ciklusok ivhossza

A hiperbolikus sikban fekvo, egyenestél kiillonbozé gorbék ivhosszat a hiper-
boloidmodell apparatusaval lehet a leghatékonyabban kezelni, ezért az ivhossz
definicidjat is a hiperboloidmodellben adjuk meg. A hiperbolikus sik ciklusai-
val kapcsolatos ivhosszformuldk a trigonometriai képletekhez hasonlé médon
rokonsagot mutatnak a gémbi geometria megfelelé képleteivel.
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11.4.1. Definicié (Térszerii gorbe). Legyen W tetszéleges dimenzi6jd
Minkowski-tér. Egy r : I — W differencidlhaté paraméteres gorbét (ahol
I C R intervallum) térszerii gorbének neveziink, ha minden ¢ € I paraméter-
értékre az r'(t) derivéltvektor térszerti.

A Z C W hiperboloidmodellben futé differencidlhaté gorbék példaul mindig
térszertiek, hiszen az (r(t),r(t)) = —1 konstans fiiggvény ¢ szerinti derivala-
sdval azonnal adédik, hogy (r'(t),r(t)) = 0, azaz r'(t) € Ty4) Z.

11.4.2. Definicié (Térszerii gérbe ivhossza). Har : I — W folytonosan
differencidlhato térszerii gorbe és a,b € I, a < b, akkor az r gbrbe a és b
paraméterértékek kozti ivhosszan az

/ab 1/q(r’(t)) dt

szamot értjiikk. A helyettesitéses integralds elvébol azonnal kovetkezik, hogy
az ivhossz értéke valtozatlan marad a gorbe tetszdleges szigorian monoton,
folytonosan differencialhaté atparaméterezése esetén.

Ha példaul a hiperbolikus tér egy egyenesét szerint az r(t) = cht x +
+sht u képlet segitségével paraméterezziik, akkor — ahogyan azt természete-
sen elvarjuk — barmely két pontja kozott az ivhossz a két pont tavolsagaval
egyenld, hiszen az ivhosszformuldban az integrandus a konstans 1 fiiggvény

(1. a[10.3.16] Allitést és az azt kovetd megjegyzést).

Megjegyzés. Az euklideszi térbeli ivhosszfogalom szokédsos bevezetéséhez ha-
sonléan a Minkowski-tér térszerii gorbéi esetében is természetes Ut kindlkozik
a rektifikdlhatdsdg és az ivhossz értelmezése szamara a minden hataron tul
finomodé torsttvonalakkal torténd kozelités modszerével. Az eljaras techni-
kai részleteit (amelyek az euklideszi térben alkalmazottaktdl kis mértékben
eltérnek a haromszog-egyenlétlenség hidnya miatt) itt nem részletezziik. Ha
a térszeri gorbét folytonosan differencidlhaté paraméterezés adja meg, akkor
— az euklideszi esettel megegyez6 modon — a kozelité torottvonalak hossza a
11.4.2-beli integral értékéhez konvergdl.

A soron kovetkezd tételek bizonyitdsdban a hiperbolikus sik hiperboloidmo-
delljét hasznaljuk. A szamoldsokat a W = R?! standard Minkowski-térben
végezziik el, amelyben a modell Z alaphalmazat az x? +x3—x3 = —1 egyenlet
és az x3 > 0 egyenl6tlenség definialja.

11.4.3. Tétel

(1) Az r sugarud kor keriilete 2mshr, valamint az r sugard kérben az o
kozépponti szoghoz tartozé koriv hossza ashr.
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h(z/2
(2) Azr sugari korben x hossziisdgii hiirhoz 2shr sin™! S(ﬁcA ivhosszu

shr
(rovidebb) iv tartozik.

Bizonyitds: (1): Legyen O = (0,0,1), ekkor az O kézéppontu koroket xz =
=konstans egyenletii stkok metszik ki a modellbdl. Miutén az (shr,0,chr) €
€ Z pont modellbeli tavolsaga az O ponttdl r-rel egyenld, az O koriili r rugara
kort az 3 = chr egyenlet adja meg. Ezt a kort egyszer futja koriil az

r(t) = (shrcost, shrsint, chr) (0<t<2n)

képlettel adott paraméterezés. Itt r'(¢t) = (—shr sint,shr cost,0), ahonnan
q(r'(t)) = sh?(r) kovetkezik. Ezért a kor keriilete fo% shr dt = 2wshr. A
kor forgasszimmetriaja miatt a kor egy ivének hossza a hozza tartozé ko-
zépponti szoggel ardnyos. Innen az ivhosszra vonatkozé allitas nyilvanvaléan
kovetkezik.

(2): Az ivhez tartozé a kézépponti szog meghatarozhat6 11.3.5.(2) segitségé-
vel abbdl a derékszégAt’ héromszogb6l, amelynek dtfogdja r, és a/2 szogével
szemben /2 befogd all: o = 2 sinfl(sh(x/Q) /shr). Innen a formula (1)-b8l
adédik. O

Megjegyzés. A kor keriilete tehat a sugar novelésével exponencidlis iitemben
novekedik. Ez arra utal, hogy a hiperbolikus sik az euklideszinél jéval gyor-
sabban tagul, benne nagy méretekben ,,sokkal t6bb a hely”, mint az euklideszi
sikon. Ezt a jelenséget az is érzékelteti, hogy amikor a sikot egy pontja koriil
forgatjuk, akkor a sik pontjai 11.4.3.(1) alapjan a szogelforduldssal ardnyos
hossztisagu utat sopornek, de ez az aranyossagi tényez0 exponencidlis nagy-
sagrendben fiigg a pont tavolsdgatol.

11.4.4. Definicié (Or). Az r sugari kor keriiletére bevezetjiik a Bolyaitol
szarmazé Or jelolést, mégpedig egységesen mindhdrom klasszikus geometri-
ara vonatkozéan. A hiperbolikus geometridban tehat Or = 2w shr, az eukli-
desziben Or = 277, a gémbi geometridban pedig (ahol a kor sugardt a bels
geometria értelmében, a gombfeliileten mérjiik az r < m korldtozds mellett)
Or = 2wsinr.

11.4.5. Kovetkezmény (Bolyai-féle abszolut szinusztétel). Akdr az
euklideszi, akar a gombi, akar a hiperbolikus geometriaban barmely harom-
szog oldalaira és szogeire érvényes a

sina  sinf8  siny

Qa — Ob  Oc

Osszefiiggés. O
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11.4.6. Tétel

(1) Legyen egy r sugard hiperciklus valamely ivének a hiperciklus alap-
egyenesére esé6 meréleges vetiilete a hossziisagi. Ekkor a hiperciklusiv
hossza achr.

h(x/2

(2) Az r sugari hipercikluson x hosszisagii hiirhoz 2chr sh™! S(;UA

chr
hosszisagu iv tartozik.

Bizonyitds: (1): Tekintsiik a hiperboloidmodellben azt az L egyenest, ame-
lyet az x5 = 0 egyenletii R*!-beli idészerii sik allit elé. Az L alapegyenesti
hiperciklusokat a 11.1.13. Allitas alapjian az xo =konstans egyenletii sikok
metszik ki Z-b6l. Ha ennek a konstansnak az értéke shr (ahol r € R tet-
sz6leges), akkor az ezzel megadott hiperciklus dthalad a (0,shr, chr) ponton,
amely a modellben |r| tdvolsidgra van az L egyenestdl. Az xo = shr egyenlet
tehét |r| sugard hiperciklust szérmaztat.

Rogzitsiik r értékét, és ezdltal az L alapegyenesii hiperciklusok egyikét. Az
L egyenesre tortén6 merdleges vetités a hiperciklus pontjait az 6t szarmaz-
tatd, L-re meroleges ultraparallel sugdrsor tagjai mentén mozditja el. Ezt
a sugdrsort az R>!-beli xp-tengellyel mint tartéegyenessel megadott siksor
metszi ki Z-bol. Ennek a siksornak az L egyenes egy tetsz8leges (sht,0,cht)
koordinataju pontjat tartalmazé tagjat a

Chtl‘l —Sht$3 =0

egyenlet adja meg. Ezt a sikot az xo = shr, 2?2 + 23 — 23 = —1 egyenlet-
rendszerrel adott hiperciklus az (chrsht,shr,chrcht) pontban dofi. Ezért
az

r(t) = (chrsht, shr, chrcht) (—oco<t<+4o00)

képlet a széban forgd hiperciklust igy paraméterezi, hogy minden t-re az r(t)
pontnak az L-re es6 merdleges vetiilete (sht,0,cht). Ha ¢t egy a hosszisdgu
intervallumot, példdul a [0,a] C R szakaszt futja be, akkor a vetiileti pontok
az L egyenesen egymadstdl szintén a hosszisdgu szakaszon, konkrétan ¢ € [0, al
esetén az egymdstol a tévolsigra fekvé O = (0,0,1) és A = (sha,0,cha)
pontok kézti [0, A] szakaszon futnak végig. Rogton lathato, hogy ¢(r'(t)) =
= ch?r, és igy a kérdéses hiperciklusiv hossza valéban foa chrdt =achr.

(2): Elészor meghatdrozzuk az a vetiilethosszt x és r fiiggvényében. Legyen
a hur egyik végpontja P, felezAl'pontja F', ezek vetiilete az alapegyenesen
P’ illetve F'. Jeloljiikk a P'F'P szoget &-vel, és az F' P tavolsagot d-vel. Az
F'PP’, illetve F' PF derékszogii haromszogekbél 11.3.5.(2) alkalmazdsaval
sh(z/2)

h
sin€ = zh—;, illetve  cos& = sin (g _ §> ==

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

11. A HIPERBOLIKUS SiK 375

adédik. Négyzetre emelve és Osszeadva, majd az F'PP’ hiromszogben a
11.3.5.(1) szerinti chd = ch(a/2) chr formuldt alkalmazva, kozben az sh® =
= ch? —1 azonossagot tébbszor hasznélva az sh(a/2) chr = sh(z/2) képlethez
jutunk. Ebbdl a-t kifejezve és az (1)-beli {vhosszformuldba helyettesitve meg-
kapjuk az eredményt. O

Megjegyzések. (1) Az r sugar fiiggvényében a hiperciklusiv hossza is expo-
nencidlis iitemben noévekszik. Itt is elmondhatjuk ennek a jelenségnek azt a
»dinamikai” interpretacidjat, hogy amikor a hiperbolikus sikot valamely egye-
nes mentén eltoljuk, akkor a sik pontjai altal so6port Gt hossza exponencialis
mértékben novekszik a pontnak az egyenestdl mért tavolsidga fiiggvényében.
(2) A gombi geometridban is beszélhetiink ,hiperciklusokrél”, azaz tévolsdg-
vonalakrdl, mint valamely f6kortél adott  (7/2-nél kisebb) gémbi tévolsagra
fekv6 pontok mértani helyérdl az egyik félgombon. Nyilvan ez a halmaz is
kor, amelynek a sikja parhuzamos a foékor sikjaval. Elemi szamolds mutatja,
hogy ha ennek a kornek egy ive a f6kor a hosszisagu ivére vetiil merolegesen,
akkor az {v hossza avcosr. Ez a 11.4.6.(1) Tétel gombi analogonja.

A korre vonatkozé 11.4.3.(1) és a hiperciklusra vonatkozé 11.4.6.(1) Tétel
az {vhosszt a szogelfordulas, illetve az egyenes mentén torténd elérehaladas
mértékével vald 6sszehasonlitdsban fejezi ki. A paraciklus esetében sem szog-
mérték, sem olyan tavolsagmérték nem kindlkozik, amelyet hasznalva az iv-
hosszt ezekkel a tételekkel analég forméban kifejezhetnénk. Az aldbbi tétel
els6 éllitasa viszont a paraciklussal kapcsolatban is megfogalmazza a hiper-
bolikus sik exponencialis mértéki tagulasidt, mégpedig ezuttal nem csupan
nagysagrendi, hanem pontos értelemben.

11.4.7. Tétel

(1) Ha két koncentrikus paraciklus tdvolsdga a tengelyek mentén mérve
r, akkor a tengelyek altal egymasnak megfeleltetett iveik ivhosszanak
aranya e’.

(2) A paraciklus © hosszisdgu hirjéhoz tartozé ivének ivhossza 2sh(z/2).

Bizonyitds: Szemeljiik ki a hiperboloidmodellben a (0,1,1) izotrép vektorral
adott végtelen tavoli pontot. El6éllitjuk paraméteresen azokat a paraciklu-
sokat, amelyeknek ez a pont a kézéppontja. Ezeket a paraciklusokat 11.1.13
alapjan a (0,1,1)* kétdimenziés fényszerti altérrel parhuzamos sikok, azaz
To — x3 = konstans egyenletil stkok metszik ki Z-bol. Nemiires metszetet csak
a konstans negativ értéke esetén kapunk, ezért a konstanst —e” alakban irjuk.

Az x5 —x3 = —€” egyenletet a modellt definidld z% + 23 — 23 = —1 egyenlettel
Osszevetve és a t = e~ "x; mennyiséget paraméternek valasztva a paraciklus
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szamara az

ertQ 42

t
r(t)z(ert7 5 —shr,e—l—chr) (—oo <t < +00)

2

paraméteres elGallitds adodik. Itt v/ (¢) = (e”, e"t, e"t) és q(r’(t)) = 2", ezért a

paraciklus {vhossza tetszolegesen valasztott ¢ és to paraméterértékek kozott
ta p N

J,lerdt = emts — ta].

Rogzitett ¢ és valtozo r mellett az (e"t, (e"t?/2)—shr, (e"t?/2)+chr) pontok
azon az egyenesen sorakoznak, amelyet az x1 + txo — txz = 0 sik metsz ki Z-
bol, és ehhez az egyeneshez hozzatartozik az elére kiszemelt végtelen tavoli
pont is. Ez utébbi azt jelenti, hogy ez az egyenes a paraciklus tengelye. A
tengelyek mentén torténd vetités tehat a koncentrikus paraciklusok azonos
paraméterhez tartozé pontjait felelteti meg egymaéasnak. Ezért az ivhosszra
kapott e”|ty — t1| formuldbdl a tétel (1) allitdsa azonnal kivetkezik.

Az r = 0-hoz tartozé paraciklus szaméra specidlisan ivhossz szerinti paramé-
terezést kaptunk. A (2) allitds bizonyitdsa céljabdl szamoljuk ki ezen az

2 2
t)=t,—,=—+1
0= (t.5.5+1)

paracikluson a t; = 0 és ty = | paraméterértékek kozotti [ hosszisagu ivhez
tartozé hir hosszat is, vagyis az & = py, (r(0),r(1)) tévolsdgot:

l2
che = —(r(0),r(l)) = 54—1.
Innen I = 2(chx —1) = 2sh§

kovetkezik, az utolsé 1épésben felhaszndlva a chz — 1 = 2sh?(z/2) azonossé-
got. O

Megjegyzések. (1) Az ivhossz kiszamoldsdhoz mindharom ciklusfajta eseté-
ben {vhosszal ardnyos paraméterezést taldltunk, hiszen mindegyik ¢ (r'(t))
fliggvény konstans volt a t valtozd fliggvényében.

(2) Figyeljiik meg, hogy a ciklus {vhosszat a rogzitett  hirhossz fiiggvénye-
ként el6allité 11.4.3.(2)-beli, 11.4.6.(2)-beli és 11.4.7.(2)-beli képletek hogyan
viszonyulnak egyméshoz a kiilonféle ciklusok esetében. A legkisebb értéket,
z-et természetesen a zérus sugard hiperciklusiv, vagyis az egyenes szakasz
hossza adja, innen r-et névelve a hiperciklusiv hossza is szigorian mono-
ton novekszik, és r — 400 esetén a paraciklus ivhosszahoz, 2sh(z/2)-hez
tart. Barmilyen r» > /2 mellett az r sugart korben az x hirhoz tartozéd
révidebbik {v hossza ennél nagyobb, és r fiiggvényében szigorian monoton
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csokken, tovabba hatdrértéke r — +oo esetén ismét 2sh(x/2), a paraciklus
ivhossza. Emogott a jelenség mogott az an. ,,geodetikus gorbiilet” fogalma
all, amely azt méri, hogy valamely gérbe milyen gyorsan fordul el az egyenes
vonaltél. A ciklusok allandé geodetikus gorbiiletii gorbék, a korok erdsebben,
a hiperciklusok kevésbé gorbiilnek a paraciklusoknal. Differencidlgeometriai
eszkozokkel megallapithatd, hogy az r sugart kor geodetikus gorbiilete cthr,
az r sugaru hiperciklusé thr, a paraciklusé 1.

(3) A 11.4.7.(2) Tétel djabb érdekes rokonsdgra vilagit rd az euklideszi tér-
ben fekv6 géomb és a Minkowski-térben fekv6 hiperboloidmodell kézott. Ha
a gomb két pontja x gémbi tavolsidgra van egymdstdl, akkor a 2sin(z/2) for-
mula a két pontot 6sszekoto, a befoglald euklideszi térben fekvé hur hosszat
adja meg. Erdekes médon az analég hiperbolikus formula, 2 sh(z/2), a hiper-
boloidmodellre vonatkozoéan ugyanezt fejezi ki: konnyen ellendrizhetd, hogy
a modell két, egymaéstol x hiperbolikus tavolsdgra fekvé pontja kozott a
Minkowski-térben ,légvonalban” futé egyenes szakasz (amelynek irdnya min-
dig térszert, 1. hosszét ez a képlet adja meg. A 11.4.7.(2)-beli 4llitast
tehat geometriailag tigy interpretalhatjuk, hogy a modell barmely két pontja
kozott a légvonalban mért tavolsag egyenld a két pontot 6sszekotd paraciklus-
iv hosszaval. Nem meglepd, hogy a térbeli egyenes vonalban mért tavolsag na-
gyobb, mint a modellbeli, hiszen a forditott Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség
kovetkeztében az idGszert sikokban fellépo térszerti tavolsagok kozott
a haromszog-egyenldtlenség is megfordul.

11.4.8. Definicié (Poldr-, hiperciklikus és paraciklikus koordinitdk).
Ha a ciklusok ivhosszat megaddé tételek bizonyitasaban hasznalt paraméterezo
fiiggvényeket r-t6l és t-t6l egyarant fiiggd s(r, t) kétvaltozds fliggvénynek te-
kintjiik, akkor a hiperbolikus sik nevezetes (gérbevonalil) koordindtazésaihoz
jutunk. Az r és t mennyiségeket az

s(r,t) = (shrcost,shrsint, chr),
s(r,t) = (chrsht,shr,chrcht),
rt2 rt2
illetve s(r,t) = (ert,GQ shr,62+chr>

esetben rendre a hiperbolikus sik polarkoordinatdinak, hiperciklikus koordi-
nétainak, illetve paraciklikus koordinatdinak nevezziik. Az r véltozéhoz tar-
toz6 koordindtavonalak metszo, ultraparallel, illetve parhuzamos sugarsort
alkotnak, mig a t-hez tartozé koordinatavonalak a sugdrsor altal szarmazta-
tott ciklusok. Lattuk, hogy az s(r, t) képlet rogzitett r mellett ¢ fiiggvényében
a ciklusok szamara az {vhosszal aranyos paraméterezést ad. Konnyti ellen-
Orizni, hogy rogzitett ¢ mellett r fiiggvényében a sugédrsor egyenesei szamara
ivhossz szerinti paraméterezést kapunk mindharom esetben.
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A polarkoordingtaktdl eltéréen mind a hiperciklikus, mind a paraciklikus ko-
ordindtak bijektiv megfeleltetést létesitenek az R? koordindtasik és a hiper-
bolikus sik kozott. A paraciklikus koordinatdk esetében ez a megfeleltetés
kiilonosen jol illeszthetd a Poincaré-féle félsikmodellhez.

11.4.9. Definicié (A O leképezés). Konkrét megfeleltetést létesitiink a
kétdimenzids hiperboloidmodell és a félstkmodell kozott. A félstkmodellt most
az R%! Minkowski-tér z;x3-sikjanak a felsé félsikjdba helyezziik, tehat annak
U’ alaphalmazét xo = 0 és x3 > 0 definidlja R*!-ben.

A © : Z — U’ leképezést harom, a kiilonféle modellek kozétt mar kordb-
ban értelmezett leképezés kompozicidjaként adjuk meg. Az elsd 1épésben a
[10.3.7tbeli ¥ : Z — X leképezést alkalmazzuk, amelyet (a [10.3.7 et kivetd
els6 megjegyzés szellemében) dgy fogunk fel, hogy ¥ a hiperboloidmodellt
az origobol kozéppontosan vetiti az x5 = 1 sikban fekvé X Cayley—Klein-
modellre. A méasodik lépésben az x3-tengellyel parhuzamosan vetitjiikk az X
korlemezt az x2 + 23 + 23 = 1 egyenletdl G egységgémb Y-nal jelslt felss
félgmbjére, tehat lényegében a beli (ply)~! : X — Y izomorfizmust
alkalmazzuk a Cayley—Klein-modell és a Poincaré-féle félgombmodell k6zott.
Végiil a harmadik 1épésben a (0,1,0) pontbdl az x5 = 0 egyenletii S sikra tor-
ténd v : G — (0,1,0) — S sztereografikus vetitést alkalmazzuk; ez a leképezés
alapjdn Y-bdl az U’ félsikmodellt allitja eld.

Mindharom lépésben izomorfizmusokat alkalmaztunk a modellek kozott, ezért
a
O = (v|y)o (p\y)_l oV Z U

leképezés izomorf megfeleltetés a hiperboloidmodell és a félsikmodell kozott.
Végiil haszndljuk ismét az U C C komplex fels6 félsikot, ahol z és y jelolik a
szokdsos koordindtakat (azaz a z komplex szam valds, illetve képzetes részét),
és azonositsuk az R?!-beli U'-vel az x = x1, y = x3 megfeleltetés révén.
Ezaltal a © izomorfizmust mint Z — U leképezést foghatjuk fel.

11.4.10. Allitas. A © leképezés az r és t paraciklikus koordindtdkat az U
félsikmodellben (—Iny)-ba, illetve x-be viszi. Més szavakkal kifejezve, a © o
os:R? — C leképezés koordindtafiiggvényei x =t ésy = e ".

Bizonyitds: Az s(r,t)-re 11.4.8-ban adott formuldbdl 6 definicidjat kovetve
1épésrol 1épésre torténd szamolassal eléallithato

et e;tz —shr )
e’“2t2 +chr’ 67;2 +chr’ 7

(e’”t, 6;752 —shr, 1)

(ply) (¥ (s(r, 1)) = TE oy

O(s(rt)) = (t,0,e"). O

\Il(s(r, t))
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11.4.11. Ko6vetkezmény. A hiperbolikus sik U C C félsikmodelljében a
(standard R?-beli) koordindtavonalak a oo végtelen tdvoli ponthoz tarto-
26 paraciklikus koordindtarendszer koordinatavonalai. A paraciklikus koor-
dinatakkal valo paraméterezés szerint a z = x + 1y € U ponton athaladé,
x-tengellyel pdrhuzamos koordindtavonal az ivhossz (1/y)-szorosdval para-
meéterezett paraciklus, mig az ugyanezen a ponton athalado, y-tengellyel par-
huzamos koordinatavonal ivhossz szerint paraméterezett egyenes. O

11.5. Teriilet

A hiperbolikus sfkgeometridban a teriilet (és tetszéleges dimenzigji hiperbo-
likus térben a térfogat) értelmezése nem intézhetd el az euklideszi geometria
mintajat (1. kovetve az R%beli Jordan-mértékre és integralas-
ra vald kozvetlen hivatkozassal. Ami a mérheté halmazok fogalmat illeti,
a hiperbolikus térben fekv6é ponthalmazok Jordan-mérhetéségének fogalma
akar a Cayley—Klein-modell, akar a Poincaré-féle ggmbmodell vagy féltérmo-
dell hasznalatdval minden tovabbi nélkiil értelmezheté az Re-beli Jordan-
mérhetoség atvitelével. Maganak a mértéknek, azaz a Jordan-mérhetd hal-
mazok térfogatanak a definicidja azonban nehezebb. A térfogatfogalom ki-
épitését a differencialformék elmélete ennél jéval tagabb koriilmények kozott,
altalanos Riemann-terek esetére elvégzi. A hiperbolikus térbeli térfogat ennek
specialis esete.

A két- és haromdimenzids esetben a hiperbolikus geometridban tisztan axio-
matikus alapokon is kiépithetd a teriilet-, illetve a térfogatfogalom. Ennek az
utnak a végigjarasa nem igényelne magasabb matematikai eszkozoket, viszont
koriilményes és hosszadalmas volta miatt ennek részletezésétol is eltekintiink.
Arra az allaspontra helyezkediink, hogy most preciz indoklds nélkiil elfogad-
juk, hogy a hiperbolikus sikon létezik teriilet, és érvényesek ré szokasos po-
zitivitasi, végességi, additivitdsi, invariancia-, és unicitéasi tulajdonsigok:

— A teriiletmérés a H2-beli Jordan-mérhetd halmazokhoz nemnegativ va-
16s szamokat, esetleg +oo-t rendel.

— Valamely Jordan-mérheté halmaz teriilete akkor és csak akkor pozitiv,
ha a belseje nem f{ires.

— Barmely korlatos Jordan-mérheté halmaz teriilete véges.

— Ha két Jordan-mérhet6 halmaznak nincs k6z6s belsé pontja, akkor az
egyesitésiik teriilete egyenld a teriileteik Osszegével.

— Egybevagd Jordan-mérheté halmazok teriilete egyenld.
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— Barmely két teriiletméro fliggvény csak skalarszorzéban tér el egymés-
tol, tehat a teriiletmérés a mértékegység megvalasztisa erejéig egyér-
telmi.

Ebben a szakaszban azt tiizziik ki célul, hogy technikat talaljunk a tertiilet
kiszamitdséra (1. 11.5.6), és meghatdrozzuk egy-két konkrét idom teriiletét.

11.5.1. Definicié (Paraciklus-téglalap). Paraciklus-téglalapnak nevezziik
a hiperbolikus sikon azokat a zart részhalmazokat, amelyeket egyfelol két
parhuzamos egyenes, masfell pedig két olyan koncentrikus paraciklus fog
kozre, amelyeknek ez a két egyenes tengelye.

A paraciklus-téglalap korldtos, nem konvex idom. Hatardbdl a két parhu-
zamos egyenes egyenld hosszisagu szakaszokat tartalmaz, ezeket hivjuk a
paraciklus-téglalap alapjainak. A paraciklus-téglalap hatardhoz a két paracik-
lusbdl egy-egy iv tartozik, amelyek koziil a hosszabbik a paraciklus-téglalap
kiils6 {ve, a rovidebbik a bels6 ive. Ha az alap a hosszusdgu, akkor 11.4.7.(1)
alapjan a kiilsé iv hossza a bels6 e*-szorosa. A paraciklus-téglalapot az alap
hossza és a kiils6 {v hossza egybevagosag erejéig egyértelmiien meghatarozza.

11.5.2. Definicié (Paracikluscikk). Tekintsiink két parhuzamos félegye-
nest, amelyek A és B kezd&pontjai korrespondedl6 pontok, és kossiik dssze A-t
és B-t a hozzajuk tartozé paraciklusnak az 6ket 6sszekotd ivével. A siknak
azt a zart tartoméanyat, amelyet a két félegyenes és ez az AB paraciklus-
iv fog kozre, paracikluscikknek nevezziik. Az A és B pont a paracikluscikk
kozonséges csucsai, a két hatarolo félegyenes kozos végtelen tavoli pontja a
paracikluscikk idealis cstcsa.

A paracikluscikk konvex, nem korlatos idom. A hatarolé paraciklusivvel kon-
centrikus paraciklusok (ha belemetszenek) egy paraciklus-téglalapra és egy
kisebb paracikluscikkre bontjak ketté. A paracikluscikket az {vének a hossza
egybevagdsag erejéig egyértelmiien meghatarozza.

11.5.3. Allitas. A paracikluscikk teriilete véges, és a hatarolé paraciklusiv
hosszaval aranyos.

Bizonyitas: Legyen A és B a P paracikluscikk két kézonséges cstcsa, és p az
AB paraciklusiv hossza. Az [A, B] szakasz felez§ merélegese P-nek szimmet-
riatengelye, és P-t két egybevdgé paracikluscikkre bontja, legyenek ezek P’
és P,

Vagjuk el P-t most egy olyan paraciklussal, amely koncentrikus az ivével,
és attdl (tengelyirdnyban mérve) In 2 tavolsdgban halad. A kettévdgdssal egy
In2 alapi T paraciklus-téglalap és egy P; paracikluscikk keletkezik. A T}
paraciklus-téglalap belsd ive a kiilsé {v 1/2-szerese, ezért Py ive p/2 hosszi-
sagu, tehdt P egybevagd P'-vel és P’-vel. AT =Ty NP és Ty =T, NP’
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paraciklus-téglalapok egybevagdk és egyiitt kitoltik T7-et, mindkettdjiik terii-
lete tehdt T3 teriiletének a fele. Ugyancsak félbevagdssal keletkeznek a P| =
= P NP és P/’ = P, N P” egybevig paracikluscikkek.

In2 In2

Viégjuk el most Pi-et is egy az eddigiekkel koncentrikus, és az el6z6tél is-
mét In 2 tavolsdgban haladd paraciklussal. Ezaltal egy ujabb T, paraciklus-
téglalap és egy tjabb Py paracikluscikk keletkezik. A (Ts, P) péar a (17, P;)
parbdl a kozos hatarold egyenesiik mentén In 2 tavolsaggal torténd eltolassal
kaphatd, ezért a Ty paraciklus-téglalap teriilete a T} teriiletének a fele, a P
paracikluscikk fve pedig p/4.

Az eljarast rekurziv médon minden hatdron tul folytatva egy Ty, 1o, ...,
T,, ... végtelen sorozatot allitunk el6 In2 alapd paraciklus-téglalapokbdl,
amelyek egyiittesen lefedik P-t, és amelyek teriiletei 1/2 hényadosi mértani
sorozatot alkotnak. Ezért P teriilete véges.

Ezt a teriiletet tekinthetjiik a p ivhossz fiiggvényének, hiszen egybevagdsag
erejéig maga P is csak p-tol fiigg. Ez a fiiggvény pozitiv, és nyilvanvaléan
additiv, ezért csak linearis lehet, azaz P teriilete p-vel aranyos. O

11.5.4. Allitas. Az a alapu, p kiilsé ivii paraciklus-téglalap teriilete p(1 —
— e~ *)-val ardnyos.

Bizonyitas: Jelolje ¢ a 11.5.3 szerinti aranyossagi tényezot, azaz tegyiik fol,
hogy a p ivli paracikluscikk teriilete c- p-vel egyenlé. A p ivli paracikluscikket
az a tavolsdgra halad6 koncentrikus paraciklus a széban forgd paraciklus-
téglalapra és egy e %p ivli paracikluscikkre vigja fol. Miutdan a paraciklus-
cikkek teriilete véges, a paraciklus-téglalap teriiletét kivonassal kapjuk: c¢-p—
—c-e%p=c-p(l—e"9). O

11.5.5. Definicié (Természetes teriiletegység). A hiperbolikus sikon a
tertiletmérés mérészama eddig csak ardnyossdg erejéig volt meghatarozva,
Osszhangban azzal, hogy a teriiletegység tetszélegesen kijelolhetd. Azt mond-
juk, hogy a teriiletmérés a természetes teriiletegységre vonatkozdan torténik,
ha a 11.5.3-ban és 11.5.4-ben fellépé ¢ ardanyossagi tényezd 1-gyel egyenld.
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Tekintsiik az a alapt, p kiilsé ivli paraciklus-téglalap teriiletének és az eukli-
deszi sikon felvett a, p oldalu téglalap teriiletének az ardnyat. Szemléletiink
szerint a hiperbolikus sik geometridja infinitezimélis méretekben nem Kkii-
l6nbozik az euklideszi sikétél, ezért a hiperbolikus teriiletegység akkor van
helyesen, a tavolsagméréssel Gsszhangban megvalasztva, ha a,p — 0 esetén
ez az arany 1-hez tart. Miutan

.p(l —e~@
fim CPU—)
a,p—0 ap

ez a szemlélet szintén azt tamasztja ald, hogy a ¢ = 1-hez tartozo teriiletmé-
rést tekinthetjiik természetesnek.

Mostantol ¢ = 1 el6irasaval rogzitjiik a teriilletmérést a hiperbolikus sikon, és
a tovabbiakban a teriilet mérészaman mindig a természetes teriiletegységre
vonatkoztatott teriiletet értjitkk. Példaul a p {vii paracikluscikk teriilete p-vel
egyenlé. A teriiletmérés természetes mértékegysége tehat az egységnyi ivi
paracikluscikk teriilete.

Tekintsiik a hiperbolikus sik U C C félsikmodelljét, és ahogy eddig is, jelolje
x és y az U-beli koordinatakat. A kovetkezo tétel a modellbeli teriiletet x és
y segitségével allitja elo.

11.5.6. Tétel. Barmely M C U Jordan-mérheté halmaz modellbeli teriilete

az
1
/ / y—Q dzdy

M

integrallal egyenld.

Bizonyitas: A tétel allitasat elegendd arra az esetre ellenOrizni, amikor M
koordinatavonalakkal hatarolt téglalap, hiszen mind a széban forgé integral,
mind a modellbeli teriilet ezek Gsszegeinek a hatarértéke.

Legyen tehat M az 1 < x < x5 és y1 < y < ys egyenlGtlenségekkel adott
téglalap, ekkor

Y2 T2
1 1 1 1
— dad ://—da:d =(xg—x (—)
4/1/2 Y 2 Y (@2 = 21) vy

Y1 1

Masrészt 11.4.10 alapjan az r = —Iny, t = = helyettesitésekkel paraciklikus
koordinatakra attérve az M halmaz az ro < r < 7y és t; < t < ty egyen-
16tlenségekkel adott paraciklus-téglalap, ahol r;, = —Iny;, t; = x; (i = 1,2).
Ennek a paraciklus-téglalapnak az alapja r1 — 7o, kiilsé ive e (t3 — t1), ezért
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a teriilete 11.5.4 és 11.5.5 szerint

e (tz _ tl)(l _ e—(m—rz)) = (to — tl)(em ) =
1 1
:(.132—.131)(—). O
Yi Y2

Mivel nem csak a H? hiperbolikus tér pontpérjait, hanem a H4 lezaras bar-
mely két pontjat is egyértelmiien meghatarozott egyenes koti 6ssze, a hiperbo-
likus geometridban minden tovabbi nélkiil értelmezheték olyan haromszogek,
illetve magasabb dimenzids konvex poliéderek, amelyeknek egy vagy tobb
cstcsa végtelen tavoli pont. Az alabbi definiciéban a kétdimenzids esetre szo-
ritkozunk, és az egyszeriiség kedvéért a Cayley—Klein-modellre hivatkozunk.

11.5.7. Definicié (Aszimptotikus haromszégek és sokszogek). Ha A,
B, C hérom nem kollinesris pont H2-ben, akkor a Cayley-Klein-modellt hasz-
nalva tekinthetjiik e harom pont H konvex burkat a befoglalé euklideszi sikra
vonatkozéan. Ha mindhdrom pont H2-hoz tartozik, akkor H a szokésos érte-
lemben vett ABC hiperbolikus haromszog. Ha nem, akkor aszerint, hogy A,
B, C koziil egy, kett6, vagy mindhdrom tartozik a OH? idealis hatdrhoz, a
H N H? halmazt egyszeresen, kétszeresen, illetve hiromszorosan aszimptoti-
kus haromszognek nevezziik. A hdromszorosan aszimptotikus haromszogeket
a rovidség kedvéért idedlis haromszognek is szokas hivni.

Altalénosabban, H2-b6l véges sok nem kollinedris pontot kivélasztva azok
konvex burkét (pontosabban, a konvex burok metszetét H2-vel) aszimptoti-
kus konvex sokszdgnek szokés nevezni, ha a pontok koziil legalabb egy OH?2-
hoz tartozik. Miutdn ez a konstrukcié a Cayley—Klein-modellt tekintve az
euklideszi stkon van értelmezve, az aszimptotikus konvex sokszoégek kombina-
torikai tulajdonsagai semmiben sem kiilonbtznek az euklideszi sikbeli konvex
sokszogekéitol.

Aszimptotikus haromszog esetében is beszélhetiink valamely cstcsbeli szog-
rol, illetve két cstics kozti oldalhosszrdl, ha a széban forgé cstcs, illetve mind-
két cstics H2-ben fekszik. Kétszeresen aszimptotikus haromszognek egy szoge
van, és nyilvanvalé médon barmely adott 0 és m kozotti szoghoz egybevagd-
sag erejéig egyértelmiien taldlhaté ekkora szogl kétszeresen aszimptotikus
héromszog.

Barmely H haromszoghtz, akar kozonséges, akar aszimptotikus, talalhato
olyan idealis haromszog, amely H-t lefedi. Szemeljiink ki ugyanis a H ha-
romszogben egy tetszoleges belsé pontot, és inditsunk ebbdl a pontbdl fél-
egyeneseket a csuicsokon at. Ennek a harom félegyenesnek a végtelen tavoli
pontjai H-t lefed6 idedlis haromszoget feszitenek Kki.
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11.5.8. Tétel. Barmely két idedlis haromszog egybevags. Az idedlis harom-
szogek tertilete m-vel egyenld.

Bizonyitds: Az I1(H?) = PGL(2,R) izometriacsoport projektiv transzforma-
cidkkal hat a valds projektiv egyenessel azonositott OH? idedlis hatdron. Ez a
hatas szerint tranzitiv OH? ponthdrmasainak halmazan, ami éppen azt
jelenti, hogy barmely két idealis haromszoghoz taldlhatd olyan egybevagdsag,
amely az egyiket a masikba viszi.

Tekintsiik az U félstkmodellben a —1, 1 és oo végtelen tavoli pontok &altal
kifeszitett H idedlis haromszoget. Ennek az idedlis hdromszognek az oldalait
az 2 + y? = 1 egyenletli félkér és az x = —1, x = 1 egyenletii félegyenesek
reprezentaljak U-ban. Ezért H teriilete a 11.5.6. Tétel alkalmazasdval

1 “+o00 1 1 1

—dyde = | ——=dx=17. O
[ ] g [ 7=
“1yi—a? -1

11.5.9. Lemma. Barmely kétszeresen aszimptotikus, ¢ szogili hdromszog
teriilete m — .

Bizonyitds: A kérdéses teriilet véges (s6t kisebb m-nél), hiszen az aszimptoti-
kus haromszogek is lefedhet6k alkalmas idedlis hdaromszoggel. Az ugyanakko-
ra szogl kétszeresen aszimptotikus haromszogek egybevagok, ezért teriiletiik
csak a szogiikt6l fiigg. Jelolje ¢ € (0, 7)-re t(¢) a ¢ szogll kétszeresen aszimp-
totikus haromszogek teriiletét.

Ha o, > 0 és o + 9 < m, akkor egy ¢ szogl és egy ¢ szbgi kétszere-
sen aszimptotikus hdromszoget az egyik hatarolé félegyenesiik mentén Gssze-
illesztve olyan aszimptotikus konvex négyszoget kapunk, amelynek harom
végtelen tavoli csucsa van. Ezért ez a négyszog egy idedlis haromszog és egy
@ + 9 szogl kétszeresen aszimptotikus haromszog Gsszeillesztésével is eldall.
Ebbdl a t(¢) + () = t(¢ + ) + 7 egyenletet kapjuk, amelyet

T —tlp+) = (= i(e) + (7~ t(¢))

alakban is frhatunk. Ez az egyenlet azt jelenti, hogy a m — ¢ : (0,7) — (0, )
fliggvény additiv. Ezért ez a fliggvény linearis, azaz alkalmas ¢ pozitiv kons-
tanssal t(p) = ™ — ¢ - ¢ érvényes minden ¢ € (0, 7)-re. Végiil két darab 7/2
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sz0gl kétszeresen aszimptotikus haromszoget Gsszeillesztve idedlis haromszo-
get kapunk, ezért 2t(7/2) = 7, amibdl ¢ = 1 kovetkezik. O

11.5.10. Tétel. Ha a hiperbolikus sikon egy haromszog szégei a, [ és 7,
akkor a haromszog t tertiletére

t=m—(a+B+7)

érvényes.

2
N

Bizonyitas: Legyenek A, B és C a hédromszog csicsai, és jelolje P, @ és
R rendre az A kezd6pontbdl B-n at, a B kezdépontbdl C-n at, illetve a
C kezddpontbdél A-n at hizott félegyenes végtelen tavoli pontjit. Ezek a
félegyenesek a PQR idedlis haromszoget feldaraboljik az ABC' haromszogre
és harom darab kétszeresen aszimptotikus haromszogre: ARP-re, BPQ-ra
és QC R-re, amelyek szogei rendre m — o, m — (3, illetve m — . Ebbdl 11.5.9.
felhasznaldsaval a t + a + 8 4+ v = 7w egyenletet kapjuk. O

Megjegyzések. (1) A Tétel szembestld parhuzamban 4ll a gémbha-
romszogek teriiletére vonatkozo, [0.3.10ben bebizonyitott Girard-formuldval.
Ez nem véletlen: mindketté egy nevezetes differencidlgeometriai tételnek, a
gorbiilt feliileteken fekvo idomok felszinérol szélo un. Gauss—Bonnet-féle té-
telnek a specidlis esete. Ezért a matematikai irodalomban gyakran és
is Gauss-Bonnet-tételként szerepel.

(2) Ha az aszimptotikus hiromszogeknek a végtelen tavoli csicsokban zé-
rus szoget tulajdonitunk, akkor, amint az kénnyen belathat6, a 11.5.10-beli
formula aszimptotikus haromszogekre vonatkozoéan is érvényes.

(3) A hiperbolikus sikon valamely «, 3, v szogii haromszog defektusan (vagy
szoghidnyén) a m — (a+ 5 +) kiilonbséget szokds érteni. A Tétel azt
fejezi ki, hogy természetes teriiletegységre vonatkoztatva barmely haromszog
teriilete a defektusaval egyenlé. A defektus fogalméat kézenfekvé médon le-
het kiterjeszteni magasabb oldalszdmu sokszogek esetére (amelyeknek esetleg
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végtelen tavoli csicsai is lehetnek). Kénny( ellendrizni, hogy a defektus ad-
ditiv mennyiség: ha egy S sokszog két egymasba nem ny1il6 Sy és S sokszog
egyesitése, akkor S defektusa egyenlé S; és Sy defektusdnak az Osszegével.
Innen mar a teriiletmérés altalanos elvei alapjan is levezethetd, hogy a sok-
szogek teriilete ardnyos a defektusukkal.

(4) Ha a hiperbolikus sikon a tdvolsdgot a természetes metrika \-szorosdval
mérnénk, és a teriilet mértékegységét a 11.5.5. Definicié mintdjara ezzel a
tavolsagméréssel hozndank Osszhangba, akkor a teriiletegység a természetes
teriiletegység (1/A?)-szeresére véltozna, és a haromszogek teriiletére vonat-
kozé képlet t = A?(m — (o + 8 4 7))-ra médosulna. A 11.3.5. Tételt kovetd
harmadik megjegyzés szerint A = 1/4/—K, ahol K a sik gorbiilete, ezért a
teriilet képlete a gorbiiletet hasznélva

K-t=(a+8+vy—mn)

alakban irhaté. Ebben a formdjdban a képlet nem csak a hiperbolikus geomet-
ridban érvényes, hanem az r sugarti gémb geometridjaban is (ahol K = 1/1?),
és az euklideszi geometridban is (ahol K = 0).

11.5.11. Tétel. A hiperbolikus sikon az r sugari kérlap teriilete 2m(chr—1).
Bizonyitds: Osszuk fel egy r sugart kor keriiletét n (> 3) osztéponttal egyen-
16 részivekre. Az osztépontok S, konvex burka n-oldali szabdlyos sokszog.
Elbszor az S, sokszog t(S,,) teriiletét hatdrozzuk meg. Nyilvdn minden n-re
t(Sy,) kisebb a keresett korteriiletnél.

/n an,

Az S, sokszog 2n darab egybevagé derékszogli haromszog egyesitéseként all
eld, amelyek dtfogdja r, és egyik hegyesszoge 7 /n. Az S, teriiletének kiszami-
tdsdhoz a masik hegyesszogre van sziikségiink, jeloljiik azt a,,-nel. A derékszo-
gll hdromszdgre vonatkozé 11.3.5.(4) formuldbdl tga, = 1/(chrtg(m/n)).
Az S, sokszog szogeinek Osszege 2na,, ezért a teriilete

1 1
t(Sp) = (n—2)r — 2ntg ' ——— = —otg ) —2r.
(Sn) = (n—2)m —2ntg g E n(w g chrth) T
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Az analizis eszkozeivel konnyen ellenérizhetd, hogy a képlet els6 tagjanak a
hatarértéke n — oo mellett 27 chr. Igy limy, o0 £(S,) = 27 (chr — 1).

A fenti derékszogli haromszogben jelolje a,, az «, szoggel szemkozti befogot,
amely az S,,-be beifrhatd kor sugardval egyenlé. A mésik befogd, amely az
S, sokszog oldalhosszanak a fele, n novekedtével nyilvan 0-hoz tart, ezért
11.3.5.(1)-b6l cha, — chr, azaz a, — r kovetkezik. Ez azt jelenti, hogy a
korlap barmelyik bels6 pontjat elég nagy n mellett az S, sokszog tartalmazza.
Ezért tehat a kor teriilete az imént kiszamitott hatarértékkel egyenld. O

Megjegyzések. (1) A goémbi geometria analég képlete 2w (1 — cosr), ami az
egységgdmbén az r (< ) gombi sugari K gombi kérlemez teriiletét adja
meg. Miutdn K valéjdban (1 — cosr) magassidgi gombsiiveg, a formuldban
raismerhetiink a gombsiiveg felszinének elemi geometriabdl ismert képletére.

(2) A hiperbolikus fiiggvények azonosségait hasznélva a korlemez teriiletkép-
lete dtirhaté az egyenértékii 47 sh?(r/2) alakba.

(3) Erdekes jelenség, hogy a hiperbolikus sikon az r sugar novekedtével a
kor 2w shr keriilete és 2m(chr — 1) teriilete azonos exponencidlis iitemben
né. Szemléletesen ez azt jelenti, hogy egy nagy korlemez teriiletének zéme
a hatdrolé korvonal kozelében helyezkedik el. A hiperbolikus sik ebben a
tekintetben is lényegesen eltér az euklideszitol.

12. Magasabb dimenziés hiperbolikus terek

Ebben a fejezetben a legalabb haromdimenzids hiperbolikus tér geometriaja-
val foglalkozunk, ezért dltaldnossdgban feltessziik, hogy d > 3. Ennek ellené-
re bizonyos esetekben a definicidk értelemmel birnak és a tételek érvényesek
a 11. fejezetben méar részletesen targyalt hiperbolikus sikra vonatkozdan is.
Erre nem fogunk minden alkalommal kitérni, és az olvaséra hagyjuk annak
tisztazasat, hogy kizardlag térbeli jelenségekrél, vagy sikbeli ismereteink al-
talanositdasardl van-e éppen szd.

12.1. Hipersikok és szférak

Emlékeztetiink arra, hogy a projektiv modellben a Definiciét a H* =
= X azonositas mellett alkalmazva a hiperbolikus tér OH? ide4lis hatérat, il-
letve HY lezarasat kapjuk. A OH? idedlis hatdr természetes struktiirdja a (d—
— 1)-dimenzids inverziv geometria. Ha M C H? hiperbolikus altér, dim M >
> 1, akkor OM = M NOH? inverziv altér, azaz (dim M — 1)-dimenziés gémb
a OH? inverziv térben.
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12.1.1. Definicié (Alterek parhuzamossiga). Legyenek M és N egyenld
(> 1) dimenziéji alterek H%-ben. Azt mondjuk, hogy M és N parhuzamos,
ha vagy M = N, vagy pedig OM és ON érintkezé gombok OH?-ben.

A hiperbolikus parhuzamossag fogalmat leginkabb az egyenesek, illetve a hi-
persikok korében vizsgdljuk. Ilyenkor a definiciéban szerepld érintkezés felté-
tele azzal egyenértékii, hogy OM N ON egyelemii.

Vegyiik észre, hogy két kiilonbozé parhuzamos altérnek H%ben nem lehet
kozos pontja. Valéban, ha P € M N N, akkor a P pontot M N ON koz6s
elemével 6sszekotd egyenes masik végtelen tavoli pontja szintén kozos pontja
a OM és ON gomboknek, ami azok érintkezé volta miatt lehetetlen.

12.1.2. Definicié (Két egyenes kolcsonds helyzete). Ha H?-ben két
egyeneshez talalhato olyan kétdimenzids altér, amely tartalmazza éket, akkor
a két egyenest egysikinak mondjuk, ellenkezd esetben kitérd egyeneseknek
hivjuk. Az egysiki esetben a 11.1-beli osztalyozédsra hivatkozva beszélhetiink
metsz0, parhuzamos, illetve ultraparallel egyenesekrol.

A parhuzamossag 12.1.1-beli definiciéjat egyenesek esetére vonatkoztatva nyil-
van ugyanezt a parhuzamossag-fogalmat kapjuk. Ahogyan azt a sikbeli eset-
ben mar meggondoltuk, iranyitott egyenesek vagy félegyenesek korében a
H-beli parhuzamossag is ekvivalenciarelacio.

12.1.3. Definicié (Két hipersik kélcsénds helyzete). Két H-beli kiilon-
b6z6 hipersikot metszének, parhuzamosnak, vagy ultraparallelnek mondunk,
van kozos pontjuk, ha 12.1.1. értelmében parhuzamosak, illetve ha se nem
metszok, se nem parhuzamosak.

Miutéan a hipersikok ideélis hatdra d—2 > 1-dimenzids gémb, a két kiillonboz6
hipersik metsz6, parhuzamos, illetve ultraparallel volta azzal egyenértékii,
hogy koz6s végtelen tavoli pontjaik szama legalabb 2, pontosan 1, illetve 0.

A parhuzamossag a hipersikok korében sem tranzitiv reldcié. Ha valamely
kitiintetett végtelen tavoli pontjukkal ellatott hipersikokra értelmeznénk a
,megjelolt iranyban valé parhuzamossdg” fogalmat, akkor kapnank ekviva-
lenciarelaciot.

12.1.4. Allitas. Tekintsiink két kiilonboz6 hipersikot H%-ben, és legyenek
u és v a hiperboloidmodellben hozzajuk valasztott normalvektorok. A két
hipersik pontosan aszerint metsz6, parhuzamos, illetve ultraparallel, hogy u
és v térszerti, fényszert, illetve iddszerii kétdimenzids alteret feszit ki a (d +
+ 1)-dimenziés Minkowski-térben.

Bizonyitas: Legyen U és V a két hipersikot el6allité két idoszert linedris hi-
persik a W Minkowski-térben, azaz U = ut és V = v*. Ekkor az u és v
kifeszitette altér a (d — 2)-dimenziés U NV < W altér g-ortogonalis kiegészi-
t6je.
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A széban forgd két hipersiknak akkor és csak akkor van kozos pontja a mo-
dellben, ha U NV idészerti, ami azzal egyenértékii, hogy az (U N V)* altér
térszerti.

A két hipersik akkor és csak akkor parhuzamos, ha az U NV altérhez ska-
larszorzé erejéig egyetlen fényszeru vektor tartozik. Ez pontosan azt jelenti,
hogy az U NV altér elfajuld kvadratikus alakot 6rokol, azaz fényszert altér.
Ez pedig akkor és csak akkor &ll, ha (U NV)+ fényszert.

Végiil az ultraparallel hipersikok szdmara csak az az eshetéség marad, hogy
(UN V)L id8szerti. O

12.1.5. K6évetkezmény. Két hipersik akkor és csak akkor ultraparallel, ha
létezik olyan egyenes, amely mindkettore meréleges. Ezt az egyenest a két
hipersik egyértelmiien meghatdrozza.

Bizonyitas: Az el6z6 bizonyitas jeloléseivel a két hipersikra merdleges egye-
nest csakis az (U N V)L < W kétdimenziés altér allithatja els. Ez az altér
pontosan akkor allit el6 egyenest a modellben, ha idészert, azaz 12.1.4 alap-
jan ha a két hipersik ultraparallel. O

12.1.6. Definicié6 (Metsz6 alterek szége). Két metsz6 hipersik szogét
tobbféle mddszerrel is értelmezhetjiik. Vehetjitk példdul valamelyik konform
modellben az &ket reprezentdlé hipergombok vagy hipersikok szogét (1.[5.1.10)),
vagy az ideélis hatdruknak mint hipergémboknek a szogét a OH? inverziv tér-
ben, vagy az euklideszi tér mintdjara a metszetaltér egy pontjaban allithatunk
a metszetaltérre merdleges egyeneseket kiilon-kiilon midkét hipersikon beliil,
és tekinthetjiik szerint e két egyenes szogét. A modellek tulajdonsa-
gainak ismeretében nyilvanvald, hogy ezek a definiciok egyenértékiiek.

A két metszd hipersik esetén kiviil még azokban az esetekben tudjuk alte-
rek szoget értelmezni, amikor azt a OH? inverziv térre valé hivatkozdssal
megtehetjik. fgy példaul definidlva van hipersik és azt egyenesben metszé
kétdimenzids altér szoge is (1. [5.1.11)).

12.1.7. Definici6é (Ultraparallel hipersikok tavolsiga). Két ultraparal-
lel hipersik tavolsdgan a 12.1.5 szerint egyértelmiien 1étez6 kozos merdleges
egyenesen a két metszéspont kozé esO szakasz hosszat értjiik. Ha a két hi-
persikbdl tetszOlegesen egy-egy pontot vélasztunk, akkor a koztiik follépo
tavolsagok kozott a merdlegesség miatt ennek a szakasznak a hossza a lehet6

legkisebb.

12.1.8. Tétel. Vilasszunk a H?-beli S és T hipersikokhoz a hiperboloidmo-
dellben egységnyi normalvektorokat, legyenek ezek u és v. Ekkor:

(1) hal|{u,v)| <1, akkor S és T metsz8 hipersikok, és szégiik cos™! |(u, v)|,
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(2) ha|(u,v)| =1, akkor S és T pdrhuzamos hipersikok,

(3) ha |(u,v)| > 1, akkor S és T ultraparallel hipersikok, és tdvolsdguk
ch™ [(u,v)|.

Bizonyitas: Ha u és v linearisan Gsszefiiggd, akkor S = T, és csak v = +u
lehetséges; ekkor a (2) eset &ll fenn.

A tovébbiakban feltessziik, hogy két kiillonbozé hipersikrél van szé. Ekkor
u és v linearisan fiiggetlenek. Az altaluk kifeszitett R < W altérben a ¢
kvadratikus alak méatrixa az u és v alkotta bazisban

<<u,1v> <uiv>) !

ezért az |(u,v)|-re vonatkozé < 1, = 1, illetve > 1 feltételek rendre azt
jelentik, hogy ¢ ezen az altéren pozitiv definit, elfajuld, illetve negativ definit.
Ez pedig 12.1.4 szerint a két hipersik kolcsonos helyzetét hatarozza meg a
tételben allitott mdédon.

(1): Vélasszunk az SNT metszetaltérben tetszélegesen egy x pontot, és allit-
sunk x-ben a metszetaltérre S-ben, illetve T-ben fekvé meréleges egyeneseket.
Ezek szamara az x pontban iranyvektorokat kapunk, ha az R pozitiv defi-
nit altérben u-t és v-t 7/2 szoggel elforgatjuk. Emiatt a két hipersik szoge,
ami definicié szerint a két egyenes szoge, egyenld az u és v iranyu egyenesek
szogével, cos™1 |(u, v)|-vel.

(3): Az u és v generdlta idészer(l altér 12.1.5 bizonyitdsa szerint az S és T
kozos meroleges egyenesét metszi ki a hiperboloidmodellbol. Feltehetjiik, hogy
(u,v) > 0, hiszen u vagy v eldjelének megvéltoztatisa sem a hipersikokat,
sem a bizonyftandé allitdst nem befolydsolja. Jelsljiik c-vel a /(u,v)2 —1
pozitiv szdmot, és képezziik az

1 1
c c c c
vektorokat. Kozvetlen szdmolds mutatja, hogy g(a) = ¢(b) = —1, (a,u) =

= (b,v) = 0, valamint (a,b) = —(u,v). Emiatt a és b (vagy esetleg (—1)-
szereseik, ha nem a Z félhiperboloidba, hanem annak ellentettjébe mutatnak)
a kozos merdleges egyenes metszéspontjai S-sel, illetve T-vel, tovabba e két
pont tévolséga szerint valéban ch™ ! (u, v). O

Kovetkez6 célunk a ciklusok magasabb dimenziés megfelel6inek, a szféraknak
az értelmezése. Ehhez segédeszkozként a sikbeli eset mintdjara a sugarsorok
altalanositdsat, a sugdrnyaldbokat vezetjiik be. A sugarnyaldbok és a szférak
legegyszeriibb tulajdonsagait a 11.1. szakaszban targyaltakkal analég médon
lehet tisztazni.
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12.1.9. Definicié (Sugarnyaldb). Projektiv terekben sugdrnyaldbnak szo-
kas nevezni a tér valamely pontjan athalado6 Gsszes egyenesbdl allo egyeneshal-
mazt. A koz6s pontot a sugarnyaldb tartépontjanak hivjuk. A kétdimenzios
esetben a sugarsor és a sugdrnyalab fogalma egybeesik.

A d-dimenziés hiperbolikus tér egyeneseinek egy halmazat sugarnyaldbnak
nevezziik, ha el6all mint a projektiv tér valamely sugarnyalabjanak a nyoma
a hiperbolikus tér projektiv modelljében. A sugdrnyalab egyenesei nyilvan
paronként egysikiak.

A projektiv sugarnyaléb tartépontjanak elhelyezkedése szerint a Hebeli su-
garnyalab tagjai paronként metsz6, parhuzamos, illetve ultraparallel egye-
nesek, ennek alapjan beszélhetiink metsz6, parhuzamos, illetve ultraparallel
sugarnyaldbokrol. Vilagos, hogy a hiperbolikus tér barmely két kiilonb6zo,
egysiki egyeneséhez egyértelmiien létezik olyan sugdrnyaldb, amelynek a két
egyenes tagja.

A metsz6 sugdrnyaldbot gy is definidlhatndnk, mint a hiperbolikus tér vala-
mely pontjan athaladé Gsszes egyenesbol all6 rendszert, a parhuzamos sugér-
sort mint az 6sszes olyan egyenest, amelyhez a tér valamely rogzitett végtelen
tavoli pontja hozzatartozik, és végiil az ultraparallel sugarnyalabot mint va-
lamely rogzitett hipersikra (a projektiv értelemben vett tartépont polarisara)
meroleges Osszes egyenesbdl all6 sereget. Nyilvanvald, hogy barmely két met-
sz0 sugarnyalab egybevagd, barmely két parhuzamos sugarnyalab egybevago,
és barmely két ultraparallel sugarnyaldb egybevagé.

12.1.10. Definicié (Sugarnyaldbra tdmaszkodé hipersikok). Legyen S
sugarnyaldb H%ben. Egy H C H? hipersirdl azt mondjuk, hogy S-re tdmasz-
kodik, ha létezik olyan L € S egyenes, amelyre L C H.

Ha H az S-re tamaszkodik, akkor a projektiv modellben a H-t tart6 projek-
tiv hipersik athalad az S-et szarmaztatd projektiv sugarnyaldb tartopontjan.
Emiatt a H-ra vonatkozé op titkrozés S-et 6nmagaba viszi. Megforditva, va-
lamely o g tiikrozés csak a H-ban fekv6 és a H-ra merdleges egyeneseket viszi
onmagukba, ezért ha oy (S) = S, akkor H vagy S-re tdmaszkodik, vagy pe-
dig S-nek minden H-t metsz6 tagjara merGleges. Ez azt jelenti, hogy metszo
vagy parhuzamos sugarnyaldboknak pontosan a rajuk tamaszkodo hipersikok
a szimmetria-hipersikjai, mig az ultraparallel sugarnyaldbok esetében egyet-
len tovabbi szimmetria-hipersik l1étezik, mégpedig a k6zos merdleges hipersik.

A hiperboloidmodellben az S-re tamaszkodd hipersikok konnyen jellemezhe-
tok azzal a feltétellel, hogy normalvektoruk g-ortogondlis az S sugarnyalab
projektiv tartépontjat reprezentalé vektorra.

12.1.11. Definicié (Sugarnyaldbra vonatkozé korrespondencia). Rog-
zitsiink egy S sugarnyaldbot He-ben. Azt mondjuk, hogy az A, B € H? pon-
tok korrespondedlé pontok S-re nézve (jelben A =g B), ha alkalmas S-re
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tdmaszkodé H C H? hipersikkal B = oy (A). Egyenértékii médon tgy is
fogalmazhatunk, hogy A =g B akkor all fenn, ha vagy A és B egybeesnek,
vagy kiilonbozok és a felez6 merélegesiik S-re tamaszkodik.

A =g reldcié nyilvdnvalé mddon reflexiv és szimmetrikus. A tranzitivitds
konnyen kovetkezik az S-re tamaszkodo hipersikok hiperboloidmodellbeli jel-
lemzésébdl, ugyanis x =g y =g z esetén mind y —x, mind z —y g-ortogonalis
a tartépontot reprezentdlé vektorra, igy z — x is az.

12.1.12. Definicié (Szféra, tengely, paraszféra, hiperszféra). A H? hi-
perbolikus térben szféraknak nevezziik a =g szerinti ekvivalenciaosztalyként
el64ll6 ponthalmazokat, ahol S valamilyen sugarnyalab H%ben.

Az egyelemil ponthalmazok (amelyeket metszé sugdrnyaldbok szdrmaztatnak
mint a metszéspont osztéalydt) is szférak, ezeket elfajulé szféraknak nevezziik.
Ettél az esettol eltekintve a szférak végtelen ponthalmazok, s6t amint az
pl. 12.1.15-b6l kikovetkeztethetd lesz, a szférak (d — 1)-dimenzids alakzatok
(differencidlhaté hiperfeliiletek) a H? térben.

Elfajuld szféra nyilvan csak a rd mint tartopontra illesztett metszé sugarnya-
1abbdl szarmazhat, tovdbbd barmely nemelfajuld S szféra is az 6t szarmaztatd
S sugédrnyalabot egyértelmiien meghatarozza, hiszen tartépontja az S-bél va-
laszthaté pontparok felez6 merdleges hipersikjait tartéd projektiv hipersikok
egyetlen kozos pontja. Az S-hez tartozé egyeneseket az S szféra tengelyeinek
nevezziik.

Ha S metsz6 sugarnyalab, akkor az altala létesitett szférdk nyilvan gémbok,
amelyeket a hiperbolikus térben az euklideszi geometria mintdjara mint a
tér valamely pontjatol (a kézépponttdl) rogzitett (a gdémb sugardval egyenld)
tavolsagra levé pontok halmazat definidljuk. Esetiinkben azokat a gémboket
kapjuk, amelyeknek S tartépontja a kozéppontja. Az elfajuld szféréit is te-
kinthetjiik zérus sugarti gémbnek. (Megjegyezziik, hogy ebben a fejezetben
nem hasznaljuk a ,hipergdmb” elnevezést a (d — 1)-dimenziés gdmbok sza-
mara, mert alacsonyabb dimenzidju gémbokkel itt nem foglalkozunk, és ezért
nincs sziikség erre a megkiilénboztetésre. )

Ha az S szférat parhuzamos sugarnyaldb szarmaztatja, akkor S-et paraszféra-
nak nevezziik. Az ugyanazon S parhuzamos sugarnyaldbhoz tartozd paraszfé-
rakat koncentrikusnak mondjuk, és S végtelen tavoli tartépontjat tekintjiik
kozos kozéppontjuknak.

Az ultraparallel sugdrnyalabok altal szarmaztatott szférdkat hiperszféraknak
nevezziik. Legyen S ultraparallel sugarnyalab, és H az a hipersik, amely S
minden tagjara meroleges. Ekkor az S-re tamaszkodd hipersikok pontosan a
H-ra meréleges hipersikok, ezért a rajuk vonatkozo titkrozések H-t onmagéara
képezik. Ha S egy S 4ltal szarmaztatott hiperszféra, akkor S pontjainak a
H-t6] mért tavolsagdt az S-hez tartozé egyenesek mentén mérjiik, és emiatt S
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vagy magaval a H hipersikkal azonos, vagy pedig az egyik H szerinti féltérben
a H-tdl valamilyen rogzitett pozitiv tavolsdgra levé pontokbdl all. Ezért a
hiperszférakat tavolsigfeliileteknek is nevezik. A H hipersikot a hiperszféra
alaphipersikjanak, pontjainak H-tél vald tavolsdgat a hiperszféra sugaranak
hivjuk.

A d = 2 esetben a sugdrsorokat és a ciklusokat kapjuk a sugarnyalabok, illetve
szférak specidlis eseteként. A kovetkezd fogalom is a ciklusok és szférak kozti
kapcsolatot emeli ki.

12.1.13. Definicié (Féciklus). Legyen S C HY szféra. Ha P C HY tetszéle-
ges kétdimenzids altér, amely tartalmazza S-nek legalabb az egyik tengelyét,
akkor a ¢' = P N S halmaz nyilvan ciklus a P hiperbolikus sikban, még-
pedig az, amelyet az S tengelyeibdl allé sugdrnyaldbnak a P-be es6 része
mint sugdrsor szarmaztat. Ha S gomb, akkor C kor (mégpedig S egy f&kore,
tehdt S-sel egyenld sugard), ha S paraszféra, akkor C paraciklus, és ha S
hiperszféra, akkor C' ugyanakkora sugarti hiperciklus. Az ilyen médon el64llé
ciklusokat S féciklusainak nevezziik.

A féciklusok az egyenesek szerepét jatsszak a szféra belsd geometridgjaban
(1. 12.3). Annyit mar most megéllapithatunk, hogy a szféra barmely két kii-
1onboz8 (és gomb esetében nem &tellenes) pontjadhoz egy és csak egy olyan
féciklus talalhato, amely a két pontot tartalmazza.

Megjegyzés. Nem nehéz meggondolni, hogy ha a P metsz6 sik nem tengely-
irdnyd, és nem is merdlegesen metszi S valamelyik pontjaban az ahhoz a
ponthoz tartozé tengelyt, a P NS halmaz akkor is ciklus: gémb esetében
fékornél kisebb kor, paraszféra esetében mindig kor, r sugard hiperszféra ese-
tén hiperciklus, paraciklus, vagy kor aszerint, hogy P NS egy pontjiban a
tengely és P szoge a II(r) parhuzamossdgi szognél kisebb, egyenld TI(r)-rel,
illetve nagyobb néla.

Az aldbbi két allitds a ciklusokra vonatkozdan 11.1.11-ben és 11.1.13-ban
tisztdzott tulajdonsdgok magasabb dimenzids analogonjai; bizonyitasuk is
pontosan azok mintajara torténhet.

12.1.14. Allitas. Bdrmely két He-beli paraszféra egybevago. Két gémb,
illetve két hiperszféra akkor és csak akkor egybevago, ha sugaruk egyenlé. [

12.1.15. Allitas. Tekintsiik a H? hiperbolikus tér Z C W hiperboloidmo-
delljét a (d 4 1)-dimenziés W Minkowski-térben.

(1) A sztérdk pontosan a modell alaphalmazdul szolgdlé Z félhiperboloid
nemiires metszetei a W tér affin hipersikjaival.
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(2) Két szféra tengelyei akkor és csak akkor alkotjdk ugyanazt a sugdrnya-
labot, ha az 6ket kimetsz6 affin hipersikok parhuzamosak.

(3) Legyen valamely T C W affin hipersikra TNZ # (). Ha T &lldsa térszerti,
akkor a T N Z szféra gémb (amely esetleg egyetlen pont is lehet), ha
fényszert, akkor paraszféra, ha idGszerti, akkor hiperszféra.

Bizonyitds: Csak annyiban kell eltérni 11.1.13 bizonyitdsatol, hogy (a sugdr-
sor tagjai helyett) egy sugdrnyaldbra tdmaszkodé hipersikok normélvektorai-
rol dllapitjuk meg, hogy ezek a tartépontot repezentdld vektorra g-ortogonalis
vektorok. O

A 12.1.15. Allitas megkonnyiti a szférak altal hatarolt tartomanyok beveze-
tését.

12.1.16. Definicié (Szfératartomdanyok). Legyen S C H? nemelfajulé
és hipersiktdl kiilonboz6 szféra. Allitsuk elé S-et 12.1.15 szerint S = TN
N Z alakban, és legyen F, illetve F a T affin hipersik &ltal hatdrolt, origét
tartalmazé nyilt, illetve zart féltér W-ben.

Ha S gomb, akkor FNZ és FNZ az S hatédrolta nyilt, illetve zart gombtest.
A hiperboloidmodellben szamolva konnyen ellenérizhet6, hogy ezek pontosan
a kozépponttdl S sugaranal kisebb, illetve legfeljebb sugdrnyi tavolsagra levo
H<beli pontokbdl &llnak.

Ha S paraszféra, akkor az F'N Z és F'N Z halmazokat az S hatérolta nyilt,
illetve zart paraszféra-tartomanynak nevezziik.

Ha S hiperszféra, akkor jelsljiik S’-vel az ugyanazon alaphipersikkal és ugyan-
akkora sugérral adott, csak S-hez képest az ellenkez6 féltérben fekvo hiper-
szférat. Tartozzon S’-hoz a T' affin hipersik, és a T” hatarolta, origét tartal-
maz6 F’ nyilt, illetve F” zart féltér. (A W vektortér részhalmazaiként nyilvan
S'=-8,T =~-T,F = —F, é F' = —F.) Az S-hez tartozé nyilt, illetve
zért hiperszféra-tartomanynak nevezziik az F N F’ N Z, illetve FNF’ N Z hal-
mazokat. Ezek a tartoméanyok nyilvan azokbdl a pontokbdl allnak, amelyek
az alaphipersiktdl a hiperszféra sugarandl kisebb, illetve legfeljebb sugarnyi
tavolsagra vannak.

Erdekes kapcsolatot teremt a hipersikok és a szférak kozott a térbeli meréleges
vetités.

12.1.17. Definicié (Mer6leges vetités hipersikra). Legyen H hipersik
H%ben. A Allités alapjdn a tér barmely A pontjdhoz egyértelmiien
hozzarendelhets az A-n dthaladd, H-ra merdleges egyenesnek a H-val vett
pu(A) doféspontja; ezzel a py : HY — H merbleges vetitést értelmeztiik.
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Konnyen lathatd, hogy a hiperboloidmodellben a ppy leképezést a W tér-
nek a H-t eléallité V linedris hipersikra torténd, V= irdnyt linedris vetitése
szarmaztatja.

Ha H' tovabbi hipersik H%ben, akkor a pg|g : H' — H megszoritast nevez-
ziik a H' hipersik H-ra torténd merSleges vetitésének. Ha H' nem merdleges
H-ra, akkor ez a leképezés injektiv H'-rél H-ba. (A merdleges esetben prr|
nyilvdn a H' mer&leges vetitése a H' N H metszetaltérre mint H'-beli hiper-
sikra.) Ha H' # H, akkor a py|g : H — H vetités nem sziirjektiv, és a
képhalmazat az alabbi tétel irja le.

12.1.18. Tétel. Legyen H és H' két kiilonb6z6 és egymasra nem mer6leges
hipersik H%-ben. Vetitsiik a H' hipersikot a py merbleges vetitéssel a H
hipersikra.

(1) Ha H és H' metszdk és hajldsszdgiik o, akkor a vetités képhalmaza az a
nyilt hiperszféra-tartomany H-ban, amelynek az alaphipersikja HNH',
sugara a A(«) pdrhuzamossagi tavolsag.

(2) Ha H és H' parhuzamosak, akkor a vetités képhalmaza nyilt paraszféra-
tartomany H-ban.

(3) Ha H és H' ultraparallel hipersikok és tdvolsaguk a, akkor a vetités
képhalmaza nyilt gombtest H-ban, amelynek a kézéppontja a két hi-
persik kézos merdleges egyenesének a doféspontja H-val, sugara pedig
ch™*(ctha).

Bizonyitds: (1): A tér el6all a H N H' altérre mer6leges, paronként disz-
junkt kétdimenzids py-invarians alterek egyesitéseként, ezért elegendd egyet-
len ilyen sikon beliil tisztazni, hogy egy H-beli pont akkor és csak akkor all
el6 vetiiletként, ha a metszésponttdl mért tavolsaga az a-hoz tartozé parhu-
zamossagi tavolsdgnal kisebb. Ez viszont nyilvanvald, hiszen x < A(«a) azzal
egyenértékii, hogy o < II(z), ami pontosan akkor all, ha a metszésponttdl x
tavolsdgban H-ra &llitott merdleges metszi H'-t.

(2): Jeloljiik A-val a H és H' parhuzamos hipersikok kozos végtelen tévoli
pontjat. Elérebocsatjuk, hogy azokkal az M alterekkel szemben, amelyeknek
A végtelen tavoli pontja, H és H'  egyformén” viselkedik: ha M metszi H
és H' kozill az egyiket, akkor a mdsikat is metszi, mégpedig ugyanakkora
szogben (azokban az esetekben, amikor a szog definidlva van, tehdt ha M
hipersik, vagy kétdimenzids altér). Ez abbdl lathatd rogton, hogy 0H és OH'
érintkez6 hipergémbok OH%ben, ezért a konform modellre hivatkozva az A
pontban a metszés ténye és a metszés szoge ugyanazt jelenti H és H' esetében.

Legyen S az a H-beli parhuzamos sugdrnyaldb, amelynek az A pont a tar-
tépontja. Szemeljiink ki tetszilegesen egy L € S egyenest. Azt allitjuk, hogy
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L-en létezik egy jol meghatarozott @@ pont azzal a tulajdonsiggal, hogy a
QA nyilt félegyenes minden pontja vetiileti pont, mig a komplementer zért
félegyenes pontjai nem tartoznak H' vetiiletéhez.

B

Q

Ehhez elegend6 azt az M kétdimenzids alteret tekinteni, amely H-ra me-
r6leges és H-t az L egyenesben metszi. Az A pont L C M miatt M-nek is
végtelen tavoli pontja, ezért M a H' hipersikot is metszi egy L-lel paArhuzamos
L' egyenesben. Bocsdssunk merélegest az L' mésik, A-t6l kiilonbozd végtelen
tavoli B pontjabdl L-re, legyen ennek a merdlegesnek a talppontja Q. Ezzel
eléallitottuk a kétszeresen aszimptotikus ABQ derékszogii hdromszoget. Vi-
14gos, hogy ha az AQ oldal bels6 pontjaban allitunk merélegest L-re, akkor
az belemetsz a hdromszogbe, és igy metszi az AB oldalt, azaz az L’ egyenest,
ha pedig akar @-ban, akar azon til, akkor az elkeriili a haromszog belsejét
és L'-t.

Legyen most J tetsz6leges olyan hipersik a (d — 1)-dimenziés H hiperbolikus
térben, amely az S sugarnyaldbra tamaszkodik, és legyen K az a hipersik H%-
ben, amely meréleges H-ra, és amelyre J = H N K. Ekkor az elérebocséatottak
értelmében K a H' hipersikot is mer6legesen metszi egy (d — 1)-dimenzids J'
altérben. Jelolje 0y, o, illetve o ; a megfeleld hipersikra vonatkozé titkrozé-
seket rendre a H, H?, illetve H' térben. Ekkor a H 1 K 1 H’ merSlegességek
miatt minden P € H' pontra

o7(pa(P)) = ok (pa(P)) = pu(okx(P)) = pu (o, (P))

érvényes. Ez azt mutatja, hogy két S-re nézve korrespondealé H-beli pont
koziil vagy mindkett6 vetiileti pont, vagy egyik sem. Ebbdl az kovetkezik,
hogy a py(H') halmaz pontosan az L egyenesen megtalélt vetiileti pontokkal
S-re nézve korrespondealé pontokbdl all, azaz a () ponton atmend paraszféra
altal meghatarozott nyilt paraszféra-tartomany.

(3): Jelolje T a H és H' ultraparallel hipersikok kozos merdleges egyenesét, a
doféspontok legyenek P, illetve P’. Ismét elegendd egy olyan M kétdimenzids
altérre szoritkozni, amely T-t tartalmazza, és tisztdzni, hogy az L = H N
N M egyenes pontjai koziil melyek dllnak elé vetiiletként. Az L' = H' N M
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egyenes egyik végtelen tavoli pontjabdl, A-bdl bocsdssunk merdlegest L-re, a
talppont legyen Q). Ha az M sikban L-re egy a P ponthoz @-ndl kozelebbi
pontban allitunk merdlegest, akkor az belemetsz a PQA egyszeresen aszimp-
totikus hdromszogbe, ezért annak PA oldalat, és emiatt a PP’ A egyszeresen
aszimptotikus hdromszog P’A oldaldt is metszi. A Q-ban vagy @Q-nél tdvo-
labbi pontokban &llitott merdlegesek hasonlé okokbdl diszjunktak L'-t6l. Az
L egyenesen tehat pontosan a P-hez r-nél kozelebb levé pontok allnak el
vetiiletként, ahol r a P és @) tavolsaga.

A P/_/
\E L/
a
I(a)
N I(r) K L
Q T P

A két derékszogl, egyszeresen aszimptotikus haromszogbol leolvashatd, hogy
a QPA szdg a II(r) parhuzamossigi szoggel, a P'PA szog pedig II(a)-val
egyenld. A két szog Gsszege m/2, ezért sin®II(a) 4 sin®TI(r) = 1, amibdl
11.3.7 felhasznalasaval
1 1

- + -

ch?a ch?r
kovetkezik. Innen ch r-et kifejezve a chr = cth a képletet kapjuk. A P ponton
dtmend H-beli egyeneseken tehét a P-hez r = ch™*(cth a)-nél kézelebb levé
pontok &llnak el6 vetiiletként. A py(H’) halmaz tehdt a P koriili r sugari
nyilt gémbtest H-ban. O

=1

12.2. A hiperbolikus tér izometriai

A szakaszban bevezetett I(H?) transzforméaciécsoportot most részlete-
sebb elemzésnek vetjiik ald. A d = 2 esetet mar tisztaztuk 11.2-ben, ezért
most altaldban a d > 3 feltevéssel éliink. Célunk egyrészt konkrét izometria-
tipusok leirasa és szarmaztatdsa, masrészt a lehetséges izometridk geometriai
természetii attekintése és osztalyozdsa. Ebben segitséget ad az I(H?) csoport
konkrét értelmezése mind a projektiv, mind a konform, mind a hiperboloid-
modellben.
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Az O(d) ortogondlis csoport izomorf példdnyai részcsoportként megjelennek
I(H?)-ben mint a pontok stabilizétorai (1. [10.1.9). Az O(d) < I(H?) jels-
lés nem valamely konkrét részcsoportra utal (hacsak ki nem tiintetjiik HY
valamely pontjét ,,origé” gyandnt), hanem csak konjugaltsdg erejéig van meg-
hatarozva, és a tér pontjaihoz mas-mas konjugalt példanya tartozik. Hasonld
moédon lehet alacsonyabb dimenzids ortogonalis csoporttal izomorf részcso-
portokat is szarmaztatni I(H?)-ben.

12.2.1. Definicié (Altér stabilizdtora és pontonkénti stabilizatora).
Legyen M C H? altér, k = dim M. Az M altér stabilizatoran, illetve ponton-
kénti stabilizdtoran az aldbbi I(H?)y-mel, illetve I(H?)-mel jelslt I(H?)-
beli részcsoportot értjik:

I(H) {f e I(H): f(M) = M},

IHHYM = {f e I(H?) : minden P € M-re f(P) = P}.
Ha M egyetlen pont, akkor I(H),, = I(HY)M = O(d), és altalaban I(H?)M
< I(HY) .
A hiperboloidmodellben legyen V' < W az M-et eléallité (k + 1)-dimenzids
idészerti altér, ekkor a W = V @ V1 g-ortogonélis felbontdsban V= térszerti,
ezért I[(HHM = O(V1) = O(d—Fk). A haromdimenzids térbeli egyenes koriili
forgatasokat szem el6tt tartva erre a részcsoportra gy gondolhatunk, mint

»az M altér korul” végrehajtott, M-et pontonként fixen tarté ortogonalis
transzforméaciok csoportjara.

Létezik olyan egységes eljaras, amellyel a H%-beli alterek izometriai kiterjeszt-
het8k a befoglalé H? tér izometridiva. Ezt is a hiperboloidmodell és az iménti
g-ortogonalis felbontas segitségével lehet a legegyszeriibben értelmezni.

12.2.2. Definicié (Izometria kanonikus kiterjesztése). Legyen M C
C H? altér, és legyen adott egy g € I(M) izometria. A hiperboloidmodellben
M-et egy V < W id8szerii altér, g-t pedig egy ¢ € OT (V) pozitiv Lorentz-
transzforméacio allitja el6. A W = V @ V =+ g-ortogonalis felbontést tekintve
e®idy, € OT(W). A g kanonikus kiterjesztésén a p@idy | pozitiv Lorentz-
transzforméacié létesitette He%beli izometriat értjiik.

A kanonikus kiterjesztés M-re megszoritva az adott g izometriat adja vissza,
az ortogondlis kiegészité irdnyban pedig nem mozdit semmit. Szemléletesen
gy gondolhatjuk, hogy az M-en adott izometria magaval viszi az M-hez
mereven rogzitett egész teret is.

A definiciébdl rogton kovetkezik, hogy barmely M-beli hipersikra vonatkozo
M-beli tiikrozés kanonikus kiterjesztése hipersikra vonatkozé tiikrozés HY-
ben. Ebbdl pedig az kévetkezik, hogy a konform modellekben a kanonikus ki-
terjesztés azonos az ben értelmezett Poincaré-kiterjesztéssel (d — dim M
lépésben iterdlva).

© Typotex Kiadd

© Moussong Gabor



www.interkonyv.hu

12. MAGASABB DIMENZIOS HIPERBOLIKUS TEREK 399

A kanonikus kiterjesztés révén injektiv I(M) — I(H?) homomorfizmust ka-
punk. Ezt hasznalva mostant6l ugy tekintjiik, hogy az I (M) izometriacsopor-
tot részcsoportként tartalmazza az I(H?),, stabilizator.

12.2.3. Allités
T(HYy = I(M) x I(HH)M

Bizonyitds: A mér tobbszor hasznalt W = V @ V+ g-ortogonalis felbontésbdl
nyilvdnvalé, hogy az f € I(H?)js-et szarmaztaté W-beli pozitiv Lorentz-
transzformécié eléall ¢ @ ¢ alakban, ahol ¢ az f|as izometridt indukélja,
és o € I(HHM. A kivant izomorfizmus az f ~ (f|ur,10) hozzdrendelés,
inverzét a kanonikus kiterjesztés és az M koriili ortogondlis transzformacié
kompoziciéja adja. O

12.2.4. Példa. A [10.1.11}ben tetszdleges dimenziéban értelmezett hiperboli-
kus eltoldsra rdismerhetiink mint az egyenes énmagaban torténd eltolasanak
kanonikus kiterjesztésére.

Ebben a példaban egyértelmiien visszakereshetd, hogy mi az a legsziikebb
altér, amely izometridjanak a kanonikus kiterjesztésérol van szé. Altaldban
nem ez a helyzet, ilyen alteret nem mindig lehet egyértelmiien taldlni. Erre a
kovetkezd transzformécié mutat példat.

12.2.5. Definicié (Paraciklikus eltolds magasabb dimenziéban). A
H? téren paraciklikus eltoldsnak nevezziik azokat az izometridkat, amelyek
eléallnak valamely kétdimenzids altérbeli paraciklikus eltolds kanonikus ki-
terjesztéseként.

A paraciklikus eltolasokat a konform féltérmodellben lehet a legjobban szem-
1éltetni, mégpedig 1gy, hogy a oo pont a transzformécié fixpontja. A kétdi-
menziés esetben lattuk (1. pl. 7 hogy a oo ponttdl megfosztott idedlis
hataron, amely az affin egyenes struktirajat viseli, a paraciklikus eltolasok
pontosan az eltolasok. A d-dimenzids esetben a paraciklikus eltoldsokat mint
ezek Poincaré-kiterjesztéseit kapjuk, amelyek szintén eltoldsok a co pontjatol
megfosztott inverziv térben, azaz a (d — 1)-dimenzids euklideszi térben.

12.2.6. Példa. Tegyiik fol, hogy az f € I(H?) paraciklikus eltolds az M C
C HY kétdimenziés altérben adott paraciklikus eltolds kanonikus kiterjeszté-
se, és az A € OM végtelen tavoli pont az f fixpontja. Ekkor barmely olyan
M’ kétdimenzids altér f-invaridns, amely az A irdnyaban parhuzamos M-
mel. Emellett f|y is paraciklikus eltolds M’'-ben, és f az f|yr-nek is kano-
nikus kiterjesztése. Mindez rogton kovetkezik abbdl, hogy itt tulajdonképpen
a OH? — {A} euklideszi tér eltoldsairdl van sz6.
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12.2.7. Definicié (Elliptikus, parabolikus, hiperbolikus izometria)
Legyen f € I(H?). Azt mondjuk, hogy f elliptikus, ha van fixpontja H%ben.
Ha f-nek nincs H%ben fixpontja, és pontosan egy, illetve pontosan két fix-
pontja van a OH? idedlis hatdron, akkor f-et parabolikus, illetve hiperbolikus
izometridnak nevezziik.

Nyilvanvald, hogy az elliptikus izometridk pontosan azok, amelyek a pontok
stabilizdtoraihoz tartoznak, azaz valamelyik O(d) részcsoporthoz tartoznak.
Parabolikus izometridra a paraciklikus eltoldsok, hiperbolikusra az eltolasok
adnak egyszer(i példat.

Megjegyzés. Ezeket az eredetileg a projektiv egyenes transzformaciéival kap-
csolatos elnevezéseket mar alkalmaztuk a hiperbolikus sikgeometridban (1.
11.2.4). Figyeljiink arra, hogy a most bevezetett széhasznélat csak a stk nem-
identikus mozgdsai esetében (tehét csak az irdnyitdstarté sikbeli esetben) esik
egybe a projektiv geometridban hasznalt definiciéval. A sikbeli tengelyes tiik-
rozések hiperbolikus projektivitast indukédlnak az idedlis hatdron, mig most
elliptikus transzformaciénak mindsiilnek.

12.2.8. Tétel. A hiperbolikus tér barmely izometridja vagy elliptikus, vagy
parabolikus, vagy hiperbolikus.

Bizonyitds: Elészor tisztazzuk, hogy barmely izometridnak van fixpontja a
tér H? lezardsdban. Ez a Brouwer-féle fixponttétel kozvetlen kovetkezménye,
hiszen H¢ a d-dimenzids zart gombtesttel homeomorf, és az izometridk foly-
tonosak (sét homeomorfizmusok) az egész He-n.

Ebbol rogton kovetkezik, hogy ha valamely f izometridnak legfeljebb két vég-
telen tavoli fixpontja van, akkor f elliptikus, parabolikus, vagy hiperbolikus.

Ha f-nek ketténél tobb fixpontja van OH?-ben, akkor valasszunk ki harmat a
végtelen tdvoli fixpontok koziil. Ez a harom pont egy M kétdimenzios alteret
feszit ki. A OM projektiv egyenesen az f|ons projektivitdsnak legaldbb hirom
fixpontja van, ezért f|sns identikus. Emiatt M invaridns altere f-nek. Az
flonr leképezés egyértelmiien meghatdrozza f-et az M halmazon, ezért ekkor
flar is identikus. Igy f-nek van H%ben is fixpontja, tehat elliptikus. O

12.2.9. Tétel. A hiperbolikus tér barmely izometriajahoz taldlhaté olyan
invarians altér, amely legfeljebb kétdimenzics.

Bizonyités: Legyen f € H?. Ha f elliptikus, azaz van fixpontja H%ben, akkor
az 0-dimenziés invaridns altér. Ha f hiperbolikus, akkor két végtelen tavoli
fixpontja is van, és az ezeket Osszekotd egyenes egydimenzids invaridans altér.

Legyen végiil f parabolikus, egyetlen fixponttal OH%ben. Hasznaljuk az U
konform féltérmodellt. Ekkor OU az (R4~!)* inverziv tér, amelyen f Mobius-
transzformécid. Feltehetjiik, hogy f fixpontja a féltérmodell oo pontja. Ekkor
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az Allftas alapjan f hasonlésdgi transzformacié R4~ -ben. Miutén f-
nek nincs fixpontja R% -ben, ez a transzformécié alapjan csak eukli-
deszi egybevagdsag lehet. Az euklideszi tér izometridinak szerkezetérél szolo
Tételbdl kovetkezik, hogy barmely fixpontmentes euklideszi egybevago-
sag eltolasként hat egy legalabb egydimenzios affin altéren, és ezért taldlhato
hozzé invarians egyenes. Ehhez az egyeneshez a oo pontot hozzavéve U-beli
kétdimenzids invaridans altér idealis hatarat kapjuk. O

Ha a hiperbolikus tér adott f izometridjadhoz kiszemeliink egy lehet6 legkisebb
dimenzi6éji M invarians alteret, akkor tehat harom eset lehetséges:

— M egyetlen pont, és f ezt a pontot fixen tarto elliptikus izometria, vagy

— M egyenes, és [ hiperbolikus izometria, amely ezt az egyenest 6nma-
gaban eltolja, vagy pedig

— M kétdimenziés altér, és f parabolikus izometria, amely M-en para-
ciklikus eltolas.

A masodik esetben M vélasztdsa egyértelmii, az elsé és a harmadik esetben
altaldban nem.

A 12.2.9. Tétel és a 12.2.3. Allitds dsszevetésével dltaldnos képet kapunk H¢
izometridinak szerkezetérol.

12.2.10. K6vetkezmény. A hiperbolikus tér barmely izometridja az alabbi
harom tipus valamelyike:

(1) valamely pontot fixen tarté ortogonalis transzformacio,

(2) eltolds egy egyenenes mentén, kompondlva az egyenes kériili valamilyen
ortogonalis transzformaciéval,

(3) paraciklikus eltolds egy kétdimenzids altérben, kompondlva ezen altér
koriili valamilyen ortogonalis transzformacioval. O

A d = 3 esetben a széba jovO ortogondlis transzformaciok attekintésével a
haromdimenziés hiperbolikus tér egybevagdsagainak geometriai osztalyoza-
sat kaphatjuk meg. Az alabbi kovetkezmény felsorolja a lehetséges eseteket.
Az egyes transzformdcitfajtdkat az euklideszi tér esetére [f-4}ben bevezetett
fogalmak értelemszerti médositasa alapjan nevezziik el.

12.2.11. K6vetkezmény. A haromdimenziés hiperbolikus térben barmely
mozgds vagy egyenes koriili forgatds, vagy eltolds, vagy csavarmozgas, vagy
paraciklikus eltolas. Barmely iranyitasvalto egybevagosag vagy sikra vonat-
kozo tiikrézés, vagy forgatva tiikrozés, vagy csusztatva tiikrozés, vagy para-
ciklikus csisztatva tiikrozés. O
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Megjegyzés. A [10.2.16}beli masodik példa alapjén a konform féltérmodell
haszndlata a haromdimenziés tér mozgdscsoportjat a PSL(2, C) csoporttal
azonositja. A komplex projektiv egyenes esetében is bevezettiik a parabolikus
és a hiperbolikus projektivitds fogalmdat. A tér mozgédsai koziil a forgatasok,
az eltoldsok és a csavarmozgdsok indukdlnak hiperbolikus (vagy loxodromi-
kus, 1. projektivitast az idedlis hataron, a paraciklikus eltolasok para-
bolikusat. Ez sincs teljes 6sszhangban az altaldnos hiperbolikus geometriai
terminolégidaval, amely szerint a forgatasok elliptikusak.

12.2.12. Definicié (Specidlis részcsoportok). Bizonyos I(H%)-beli rész-
csoportok haromféle tipusat értelmezziik.

Ha P € HY, akkor G p-vel jeloljiik az I(H?)p stabilizdtort, vagyis az O(d)
ortogondlis részcsoport egy példanydt. A Gp csoportot azokra a hipersikokra
vonatkozo tiikrozések generdljdk, amelyek tartalmazzak a P pontot.

Ha H C H? hipersik, akkor Gp-val jeloljiik az I(H) izometriacsoportot,
amely az izometridk kanonikus kiterjesztése révén I(HY) részcsoportja. Nyil-
van I(H) = I(H%1), és I(H)-t azokra a hipersikokra vonatkozé tiikrozések
generaljdk, amelyek merélegesek H-ra.

Ha A € 0HY, akkor legyen G 4 azokra a hipersikokra vonatkozé tiikrézések
altal generalt részcsoport I(H¢)-ben, amelyeknek A pontja. A konform fél-
térmodellt haszndlva és az A pontot oco-nek vélasztva ez a csoport azonos a
tiikkrozések generdlta részcsoporttal az M1 Mobius-csoportban, vagyis az
I(R1) euklideszi izometriacsoporttal.

12.2.13. Tétel. A hiperbolikus térben a sztérak pontosan a 12.2.12-ben de-
finialt specialis részcsoportok orbitjai.

Bizonyitas: Mindegyik specidlis részcsoport tranzitivan énmagaban mozgat
egy-egy sugarnyaldbot: Gp a P tartéponti metsz6 sugarnyalabot, Gy a H-
ra meréleges egyenesekbdl all6 ultraparallel sugarnyaldbot, G4 pedig az A
tartoponti parhuzamos sugarnyaldbot. A széban forgd csoportokat a sugér-
nyalabra tdmaszkodd hipersikokra vonatkozo tiikrozések generdljak, ezért a
csoportok megorzik a sugarnyalab altal 1étesitett korrespondenciat. Ebbdl a
tétel allitasa azonnal kovetkezik. O

12.3. A szférak bels6 geometriaja

A gbmbi geometria kapcsdn [0.3}ban mér hasznéltuk a belsd geometria kifeje-
zést anélkiil, hogy formalisan definidltuk volna. Most pontos értelmet adunk
a bels6é geometria fogalmanak, és azt a hiperbolikus tér szférainak konkrét
példajan vizsgaljuk meg.
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A definiciét altaldnos keretek kozott, metrikus terek korében fogalmazzuk
meg. Technikai okokbdl most megengedjiik, hogy egy metrikus tér metrikaja
a +oo értéket is felvehesse. Ha a +oo jellel kapcsolatban az Gsszeaddsra és
a rendezésre vonatkozé szokasos megallapodasokat tartjuk érvényben, akkor
a metrikus térben +oo-nek mint tavolsdgnak a jelenléte semmilyen lényeges
valtozast nem hoz magaval a metrikus terek elméletében és alkalmazdsaban.

12.3.1. Definicié (Belsé metrika). Legyen (X, p) metrikus tér. Azt mond-
juk, hogy p belsé metrika, ha a tér barmely két x,y € X pontjdhoz és barmely
g,0 > 0-hoz p(x,y) < 400 esetén 1étezik olyan n természetes szam, és létezik
olyan x = xg, x1, ..., T, = y pontsorozat X-ben, hogy

n

minden ¢ € {1,2,...,n}-re p(x;_1,2;) <J és Zp(aci,hmi) < p(z,y)+e.
i=1

12.3.2. Példak. Az euklideszi, a gombi és a hiperbolikus terek metrikaja
mind bels6 metrika. Ez nyilvanvalé abbdl, hogy ezekben a terekben a tavol-
sagokat szakaszok reprezentaljdk, amelyek mentén a tdvolsagmérés additiv.
Hasonlé elven altalanossagban is mondhatjuk, hogy ha valamely metrikus
térben a tavolsdgot a pontokat 6sszekotd alkalmas folytonos gorbék ivhossza
adja meg, akkor a tér metrikdja belsé metrika. A Riemann-féle terekben
a tavolsag altaldban az ivhossz fogalman keresztiil van értelmezve, ezért a
Riemann-terek automatikusan belsé metrikaval vannak ellatva.

Ha a tér metrikajanak egy altérre valé megszoritasat tekintjiik, akkor ez alta-
ldban nem belsé metrika, még akkor sem, ha a befoglalé téré az. Ha példaul
az euklideszi sikbol elhagyunk véges sok pontot, akkor a maradék halmazon
az orokolt metrika belsé metrika, mig ha egy pozitiv hosszisagi szakaszt
hagyunk el, akkor nem az.

A kovetkezo tétel tisztdzza, hogyan lehet metrikus terekhez természetes mé-
don belsé metrikat rendelni.

12.3.3. Tétel. Ha (X, p) tetszbleges metrikus tér, akkor egyértelmiien létezik
X-en olyan py, belsé metrika, amelyre p < pp, és amely minimalis ezekre
a tulajdonsdgokra nézve, azaz p, < o teljesiil, valahanyszor o olyan belsé
metrika X-en, melyre p < o.

Bizonyitas: Tetsz6legesen adott 6 > 0 mellett legyen z,y € X-re

p5(xa y)

= inf{Zp(mil,xi) nmeN,zg=z,z, =y, p(xi—1,z;) <(i = 1,...,n)}.
i=1
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(Ha a jobb oldalon &ll6 halmaz iires, mert nem létezik J-ndl kisebb 1épéskozii
pontsorozat x és y kozott, akkor az infimum természetesen +oo.) Ha §; <
< 09, akkor ps, > ps,, mert ps, b6vebb halmaz infimumaként 4ll elé. Ezért
rogzitett = és y mellett a ps(x,y) kifejezés ¢ fiiggvényében monoton fogy.
Vehetjiik tehat a hatarértékét 6 — 0 mellett:

py(x,y) = lim ps(z, Y),

ami a d-ban valé monotonitds miatt sup{ps(x,y) : § > 0}-val egyenld. Rog-
ton ldthats, hogy minden d-ra p < ps, és hogy ps metrika X-en (példdul
a haromszog-egyenlGtlenség a sorozatok sszeflizésébol adodik a p-ra vonat-
kozé héromszog-egyenlétlenségbdl). Ezért egyrészt p < pp, masrészt miutan
metrikdk supremumaként all eld, p, maga is metrika.

Megmutatjuk, hogy p, belsé metrika. Ehhez tegyiik f6l, hogy valamely z,y €
€ X-re pp(z,y) < 400, és legyenek e és § tetszbleges pozitiv szdmok. Miutén
oo(x,y) véges, ps(x,y) is véges, és ezért létezik olyan n temészetes szdm és

léteznek olyan x = zq, x1, ..., *, = y pontok X-ben, hogy minden ¢ =
=1,...,n-re p(x;—1,z;) < §. Most valasszunk olyan &’ pozitiv szdmot, hogy
minden ¢ =1,...,n-re

€
po(ziz1, @) < ps(Tiz1,2i) + o

teljesiiljon. Ekkor

Zpb(xiﬂ,xi) < <ZP5/(SBi1,$z‘)> e < po(z,y)+e < po(r,y) +e,
i—1 i=1

amit bizonyitanunk kellett.

Tegyiik fel végiil, hogy valamely o bels6é metrikara p < o érvényes. Belatjuk,
hogy tetszOlegesen vélasztott x,y € X pontok és € > 0 mellett py(z,y) <
< o(z,y) +e. Ebbél z, y és ¢ tetszbleges volta miatt p, < o kovetkezik.

Ha o(z,y) = +00, akkor nincs mit bizonyitani. Ha pedig o(z,y) véges, akkor
barmely § > 0-hoz taldlhaté (5-tdl fiiggd) n € N és x = xg, 1, ..., Tp = ¥
X-beli pontsorozat gy, hogy a

n

Za(zi_l,xi) <o(z,y)+e
i=1

egyenl6tlenség fenndll. Ekkor ps definicidja és p < o miatt

po(,y) <Y pwic1, ) <Y olwio1,a) < ola,y) +e.
)

i=1 i
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Miutén ez az egyenl6tlenség minden § > O-ra érvényes, py(z,vy) < o(z,y) +¢
kovetkezik. Ebb6l a minimalitasi tulajdonsagbdl a p, metrika egyértelmiisége
nyilvanvalo. O

12.3.4. Definicié (Szarmaztatott belsé metrika). A 12.3.3. Tétel szerinti
pp metrikat a p altal szarmaztatott bels6 metrikanak, vagy egyszeriien csak
az (X, p) metrikus tér belsé metrikdjanak nevezziik.

Megjegyzés. A p < pp egyenl6tlenség miatt a belsé metrika szerinti topol6-
gia mindig legalabb olyan finom, mint az eredeti metrikus topoldgia. Konnyt
olyan metrikus teret mutatni, ahol valédi médon finomabb: példdul a {0} U
U{1/n : n € N} halmazon a szdmegyenesb6l 6rokolt metrika dltal szdrmazta-
tott bels6 metrika diszkrét. Ahhoz, hogy a belsé metrikara valé dttéréskor a
topolégia ne valtozzon, a térnek ,szép” lokalis tulajdonsdgokkal kell birnia. A
pontos feltételekkel itt nem foglalkozunk, mert a belsé metrikat csak néhany
konkrét metrikus tér esetében fogjuk vizsgdlni.

12.3.5. Példa. Tekintsiik a d-dimenzids gombi teret, azaz egy (d+1)-dimenzids
V' euklideszi vektortér S egységgombjét (L. . Jeloljiik p-val az euklideszi
tavolsag megszoritasat S-re. Ekkor p nem belsé metrika S-en, de a p, gémbi
tévolsag az, sét p, = pp. A kovetkezd lemma szerint ez az utébbi egyenld-
ség lényegében a gombi hdromszog-egyenlStlenségnek és a két metrika [1.7.6]
Lemmabdl kénnyen kovetkezd lim,_,o(pg/p) = 1 viszonydnak készénhetd.

12.3.6. Lemma. Legyen p és o két metrika az X halmazon, amelyekre p <
< 0. Tegyiik fol, hogy 0 = f o p, ahol az f fiiggvény jobbrdl differencialhato
a 0 pontban és f'(0) = 1. Ha emellett o bels§ metrika, akkor o = py.

Bizonyitas: Csak azt kell megmutatnunk, hogy o < p,. Ehhez elegend6 be-
l4tni, hogy barmely rogzitett x,y € X, x # y, és tetszileges € > 0 mellett
o(z,y) < pp(z,y) + €. Feltehetjiik, hogy pp(z,y) < +oo.
Legyen ¢’ = ¢/(py(z,y)+1), ehhez f(0) = 0és f/(0) = 1 miatt vdlaszthatunk
olyan pozitiv § szdmot, hogy = < § esetén f(x) < (1 4 &')x teljesiiljon. A
pp metrika bels6é volta miatt d-hoz taldlhaté olyan n € N és x = xg, 1,
.., T, = y pontsorozat, hogy minden i-re pp(z;—1,z;) < § (anndl inkdbb
pl@i—1, ;) <6), 68 >0y pp(ziz1, ;) < pp(z,y) + 1. Ekkor

o(z,y) Sza(ﬂfwhxi) = Zf(ﬂ(xi—h%)) < (1+€/)ZP(%—1,$1‘) <
g(l—&—s’)Zpb(xi,l,xi) < (1+&) (pp(z,y)+1) = pplz,y) +e.0
i=1
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A természetes metrikdval ellitott H? metrikus térben a szférdk maguk is
metrikus terek a befoglal térbdl 6rokolt metrikdval. A 12.3.3. Tétel alapjan
a szférakon létezik egy egyértelmiien meghatdrozott belsé metrika. Az alabbi
tétel geometriailag jellemzi a szférdk bels6é metrikajat.

12.3.7. Tétel. Ha P és Q az S C H? szféra két kiilénbézé pontja, akkor
S belsé metrikaja szerint P és @) tavolsaga egyenlé a P-n és Q-n athaladé
f6ciklus P és Q) kozti (kér esetén rovidebbik) ivének ivhosszdval.

Bizonyitas: A 12.3.6. Lemmat alkalmazzuk X = S-re olyan szereposztéssal,
hogy p a HYbdl 6r6kolt metrikat jeloli, o pedig a féciklusok fvhossza szerin-
ti tavolsagot. Megeldlegezziik azt tényt, hogy o valéban metrika, ez ugyanis
konnyen adédik majd az (erre a tételre nem tdmaszkodd) 12.3.8. Tétel ko-
vetkezményeként.

A két metrikat 6sszekapesold f fiiggvényt elééllitottuk a 11.4.3.(2), 11.4.6.(2)
és 11.4.7.(2) Tételekben:
_, sh(z/2)

— az r sugard gémb esetében f(x) = 2shr sin —hr
shr

h(z/2
— az r sugari hiperszféra esetében f(x) =2chr sh™! S(E:A,
chr

— a paraszféra esetében f(z) = 2sh(z/2).

Mindhédrom fiiggvényre konnyen ellendrizheté moédon teljesiilnek a 12.3.4.
Lemma feltételei, ezért a lemma alapjan a szférak belsé metrikajat valéban
a fociklusok mentén mért ivhossz adja. O

A féciklusok ivhosszdval mint tdvolsdggal (azaz 12.3.7 szerint a belsé met-
rikdval) ellatott szférdk a klasszikus geometriai terekkel izometrikusak, errél
sz0l utolso tételiink. A tétel masodik allitdsa Bolyai nevezetes tétele a pa-
raszféra belsé geometridjardl, amelyet axiomatikus alapon bizonyitott be a
haromdimenziés tér esetében.

12.3.8. Tétel. A szférak belsé geometriaja gémbi, euklideszi, illetve hiperbo-
likus geometria. Pontosabban, legyen a d-dimenziés H® hiperbolikus térben
fekvG S szféra ellatva a bels6 metrikdjaval, ekkor:

(1) ha S gémb és a sugara r, akkor S izometrikus az euklideszi értelemben
shr sugard (d — 1)-dimenzids gémbi térrel,

(2) ha S paraszféra, akkor S izometrikus a (d — 1)-dimenziés euklideszi
térrel,
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(3) ha S hiperszféra és a sugara r, akkor S izometrikus azzal a (d — 1)-
dimenzios hiperbolikus térrel, amelyben a természetes tavolsagegység
ch r-szeresét hasznaljuk a tavolsag mértékegységeként.

Bizonyitds: (1): Hasznaljuk a Z hiperboloidmodellt az R%! standard Minkows-
ki-térben. Feltehetjiik, hogy S kézéppontja a (0, ...,0,1) € Z pont, ekkor S-et
az rq+1 = chr affin hipersik metszi ki Z-bol. Vetitsiik S-et az x441 koordina-
tatengely irdnyaban a tobbi tengely dltal kifeszitett 2441 = 0 hipersikra. Az S
elemeit (x,chr) alakban irva a vetitést a v : (x,chr) — x formula adja meg,
és ebbdl nyilvanvald, hogy a v(S) halmaz az origé koriili shr sugari gémb az
Zg+1 = 0 térszeril hipersikban, azaz d-dimenzids euklideszi vektortérben. A
11.4.3.(1)-beli ivhosszformuldbdl kovetkezik, hogy v izometria.

(2): A hiperboloidmodell Z alaphalmazibdl S-et most egy V' fényszer(i hi-
persikkal parhuzamos T affin hipersik metszi ki. A ¢ kvadratikus alak V-n
elfajulé pozitiv szemidefinit, magtere az U = VNV L egydimenziés altér. Va-
lasszunk ki T-ben egy tetsz6leges (d — 1)-dimenziés E affin alteret, amelynek
az irdnya fliggetlen U-tdl, és legyen v : T — E az U irdnyt vetités. Az U altér
a hiperboloid egy idedlis pontjat reprezentélja, tehat az U-val parhuzamos T-
beli egyenesek S-et egyetlen pontban dofik. Ezért v|g bijekcié S és E kozott.
A ¢ kvadratikus alak pozitiv definit az E < V altéren, tehat g megszoritasa
E-t euklideszi térré teszi.

Amikor a 11.4.2 szerinti ivhosszképletet egy S-beli r paraméteres gorbére
alkalmazzuk, az r/(t) derivéltvektorok minden ¢-re a V altérben fekszenek.
Miutén U a g|y kvadratikus alak magja, az U irdnyu vektorok hozzdaddsa
nem befolyésolja g értékét. Ezért az E-beli v or gorbe ivhosszképletében az
integrandus ugyanaz a fliggvény, mint az r gérbéében:

g((vor)(t)) = q(v(r'(t))) =q(r'(t)).

Az S-beli paraciklusokat U-val parhuzamos kétdimenziés affin alterek metszik
ki Z-bdl, ezért a v vetitésnél keletkezé E-beli vetiileteik egyenesek. A v|g :
: S — FE vetités tehat ivhossztarté modon képezi az S-beli paraciklusokat
az F-beli egyenesekre. Ez azt jelenti, hogy v izometria a belsé metrikaval
ellatott S paraszféra és az E euklideszi tér kozott.

(3): Jeloljitk H-val az S hiperszféra alaphipersikjat, és tekintsiik a H-ra tor-
ténd py merdleges vetitést. A ppls : S — H vetités S tengelyei mentén
torténik, ezért bijektiv, és S f6éciklusainak a vetiiletei egyenesek H-ban. A
11.4.6.(1) Tétel szerint pyr|s izometria a bels§ metrikdval elldtott S és a ter-
mészetes metrika ch r-szeresével ellatott H hiperbolikus tér kozott. O

Megjegyzés. A hiperbolikus térben tehat a szférak képében megjelenik mind-

hérom klasszikus geometriai rendszer, mégpedig az Gsszes olyan valtozatban,
amelyben a gorbiilet legalabb —1, azaz legaldbb akkora, mint a befoglald tér
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gorbiilete. Valéban, a hiperszférak gorbiilete (—1/ ch?r) a [~1,0) intervallum-
ban, a gémbok gorbiilete (1/sh?r) a (0, +00) intervallumban vesz fel minden
lehetséges értéket, a paraszférak gorbiilete pedig 0.
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24-cella [6.3.19
120-cella [6.3.19]
600-cella [6.3.19]

A, A

affin bazis [1.3.14]
affin burok [L.3.6]

affin csoport

affin ekvivalencia [0.1.14]

affin forma [[.2.4]

affin geometria alaptétele [I.6.7]-8
affinit4s

affin kombindcié

affin koordinatarendszer [1.1.9
317

affin leképezés [I.1.3]

affin leképezés linearizaltja [L.1.3]

affin szimmetria [2.15]

affin tér [L11

alapegyenes, hiperciklusé

alapfogalom [0.1]

alapgoémb, inverzi6é |5.2.1

alaphipersik, hiperszféraé [12.1.12

alappontok

alland6 szélességili test

altaldnos helyzet{i pontok [9.3.9

altér, affin [1.2.1] [1.7.7]

altér, gbmbi [4.7.0]

altér, hiperbolikus

altér, projektiv

Apoll6niosz-kér

aszimptota [9.1.21]

aszimptotikus hdromszog
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aszimptotikus konvex sokszog [11.5.7]
atlagos szélesség |7.2.3

atlasz R.2.4]

axiéma [0.]

B

Banach-Hahn-tétel

Banach-féle fixponttétel [£.6.7]
baricentrikus koordinatdk
belsé geometria

belsé metrika [2.3.1]

Birkhoff-polit6p [3:2.5]

Blaschke kivalasztési tétele
Blaschke tétele a gdmbrol
Bolyai-féle abszolit szinusztétel
Brianchon tétele [0.4.7
Brunn-Minkowski-egyenl6tlenség [7.6]

C

Carathéodory tétele
Cauchy—Schwarz-egyenlétlenség
Cavalieri-elv [Z.1.1]
Cayley—Klein-modell

Cayley-féle tévolsdgformula
centrélis vetités [8.3.10)

Ceva tétele [L5.3]

ciklus {11.1.10} [11.2.8
Clifford-eltolas L.7.12]

Clifford-parhuzamos [B:27]
Cs
CSavarmozgas
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csoporthatds [6.1.1]
csucs, konvex halmazé [2.5.1

csucs, konvex poliéderé |3.1.9
csticsalakzat [6.3.7

csusztatva tiikrozés [1.4.8] [[1.2.9]

D

defektus [1.5.10

derékszogli hiperbola

Desargues-involticié [9.3.14]

Desargues involiiciététele
9.0. 19

Desargues tétele, affin

Desargues tétele, projektiv

dilatécié [LI1I0

dimenzid, affin téré [T.1.0]

dimenzid, konvex halmazé [2.3.4]

dimenziéformula [B.1.5]

direkt szorzat, affin tereké

dodekaéder [6.2.8]

dudlis affin formdk

dudlis kombinatorikai szerkezet

dudlis projektiv tér [8.1.2

dualitas elve [R3.H]

E, E

egyenes, affin [T.1.1]

egyenes, hiperbolikus

egyenes, projektiv

egykopenyil hiperboloid

egyparaméteres mozgascsoport
[L.2.5 [T.2.7]

egyparaméteres transzformacio-
csoport [877.9] [[0.2.16]

egységvektor [0.2.2]
egyszeresen tranzitiv csoporthatés

0.1. 4]
ellipszis [9.1.16], [9.1.20}-21
ellipszoid [9.1.16
ellipszoidtest [2.1.9] 2.5.7] [0.2.17]

elliptikus izometria
elliptikus koérsor [5.5.2

elliptikus paraboloid
elliptikus projektivitds
eltolds, affin térben

eltolds, euklideszi térben [1.2.8]
eltolds, hiperbolikus sfkon [I1.2.1]
eltolés, hiperbolikus térben
elvdlasztasfogalom, projektiv [8:2.7]
elvalasztas hipersikkal
elvélasztas hipersikkal, szigoru [2.4.1
érintkezés, gdmboké
érintkezés, hipergémboké [5.1.0]
érint6 [2.2.6]

érintShipersik

érintétér
érintévektor [£.7.2]
euklideszi ekvivalencia [0.1.17
euklideszi tér E2.1]

euklideszi vektortér
Euler-formula B.3.1]

Euler-hipersik

extremalis pont

F

faktortér, affin téré [1.1.2

Fano tétele R.6.17]

félegyenes, affin [1.8.6]
félegyenes, hiperbolikus
felezé merdleges hipersik
félsik, affin

félsik, hiperbolikus [10.1.]]
felszin, gobmboké [7.1.18
felszin, konvex testé
felszin, politépé

féltér, affin [1.8:6]

féltér, hiperbolikus
fénykup [10.3.3]

fényszeri

féciklus

fokusz [O.1.21]
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folytonos leképezés affin terek
kozott

forditott Cauchy—Schwarz-egyenl&t-
lenség [10-3-4]

forgatds, hiperbolikus sikon

forgatva tiikrozés

fétengelytétel

Frégier-pont [0.4.14]

Frégier tétele

fiiggetlen hipersfkok

fliggetlen pontok affin térben
.51

fliggetlen pontok projektiv térben
5.2 1]

G

Gauss—Bonnet-tétel

Gauss-gorbiilet

Girard-formula @310

o6mb F6.9) (2112 (238

gombfeliilet bels geometridja [0.3]

gémbharomszog [0.3.2

gbémbi korsor [5.5.2

goémbi koszinusztétel, oldalakra
0.3.4 E79

gbémbi koszinusztétel, szogekre
..

gdémbi szinusztétel

gémbi tdvolsag [£.7.5]

gbmbi tér
gombi tiikrozés
gula [3.2.5

H

harmonikus involicié B.6.12]
harmonikus négyes [8.6.9
harmonikus térs [8.6.9]
haséb

hasonlésdg

hatvény
hatvanyhipersik

www.interkonyv.hu

Hausdorff-tévolsdg [7.3.]]

Helly tétele 2:2.5] 2:2.7]

helyvektor [0.2.7] [[.12]

Hilbert-féle axiémarendszer
hiperbola [0.1.20}-21
hiperbolikus izometria
hiperbolikus kérsor [5.5.2

hiperbolikus koszinusztétel, oldalakra

hiperbolikus koszinusztétel, szogekre
1 1.0.0f

hiperbolikus paraboloid [9.1.16]

hiperbolikus projektivitas

hiperbolikus szinusztétel

hiperbolikus tdvolsdg [10.1.13|

hiperbolikus tér [10.1.1] [10.4.1

hiperboloidmodell

hiperciklikus koordinatdk

hiperciklus [T1.1.10]

hiperciklusiv hossza

hipergémb [4.6.9]

hiperlap, konvex halmazé [2.5.1]

hiperlap, konvex poliéderé [3.1.3]

hipersik, affin

hipersik, hiperbolikus

hipersik, idedlis

hipersik, projektiv [8.1.3

hipersik, sugarnyaldbra tamaszkodo
[12.1.10)

hipersiksor [8.1.4]

hiperszféra [12.1.12] [12:3:§

homeomorfizmus [[.8.14]

homogén koordindtak [8:2.5]

homotécia [LIT.I0

Hopf-féle korrendszer

I, 1
idedlis haromszog [11.5.7]
idedlis hatdr [10.1.19

idedlis pont [B:41]
id6szert [10.3.3]
ikozaéder [6.2.8
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ikozaédercsoport [6.2.9] kombinatorikai szerkezet, politépé
invaridns halmaz [6.1.3] 3.2.0]
inverzié [(.2.1] komplementer affin alterek [1.2.12]
inverziv bévités 3.1 komplementer f8kor [£.8.6]
inverziv csoport [5.3.2] komplex ellipszis [9.1.16
inverziv tér [5.3.1] komplexifikdcié 8-2.14} [8.3.14][0.1.23]
involdcié R.6.11] 0127
irdnyitas, affin téré [1.8.1 komplex parabola [9.1.16
iranyitds, vektortéré |0.2.9 koncentrikus paraciklusok
irdnyitastarté affinitds [1.8.4] koncentrikus paraszférak
irdnyitastarté izometria konfokélis kipszeletek
irdnyitastarté6 Mobius-transzforméa- konform modell [0.2.13)

ci6 B.3.12 kongruencia [10.1.9} [10.2.5] [10.3.8]

irényvektor IZ.?).Q'7 IZ. j .3', I10.3.15l konJugélt gombi kérsorok

ivhossz, térszerti gorbéé [11.4.2 konjugélt pontok
fvhossz szerinti paraméterezés konjugdlt siksorok

izodiame enlétlenség [7.6.1] konvex burok
. . 5 c8Y & konvex halmaz 2.1.2]
izometria 2.7

konvex kombinacié 217
konvex kup [3.1.3

konvex poliéder [3.1.1]
konvex poliéderkip

izometriacsoport [£:2.7]
izoperimetrikus egyenlotlenség [7.6.2

J konvex test [Z.1.6]

Jacobi-azonossag [0.2.1§] kori pontok

Jordan-mérték [1.1] koriv hossza, hiperbolikus sikon
korlap teriilete, hiperbolikus sikon

K IT5171

korlatos halmaz affin térben [1.8.8§]

kanonikus kiterjesztés, izometridé

korrespondencia [T1.1.9] [[2.1.11]
keresztpolitép k?rsor .43, m m [L.I.0
kétkopenyt hiperboloid korsor, f&;’)ollom”osz—fele 643
kettds gla [3.2.5 korsor, érintkezd [5.4.3)
kettdsviszony [8.6.] korsor, koncentrikus [5.4.3]
kettésviszony, kori kérsor, metsz6 [5.4.3]
kettSsviszony, kiipszeleti Krein—-Milman-tétel
kifejtési tétel kip [9.1.9
kistengely [9.1.21] kuipszelet
kocka kupszeleti involicié [9.4.11
kocka, d-dimenziés kupszeleti projektivitds [9.4.5
kollinedcio, affin térben [1.6.1] kiipszeletsor [9.3.1

kollineacio, projektiv térben [8.5.3] kvadratikus alak [9.1.1] {10.3.1
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kvadratikus alak diagonalizalasa
9, 1./
kvaternidk L5718

L

lap, konvex halmazé [2.5.1

lap, konvex poliéderé [3.12]

laphalo

lapzészlo

Legendre szogtételei

Leonardo da Vinci tétele

linearis kiterjesztés, affin leképe-
zésé

linedris kiterjesztés, affin téré [1.7.1

linedris tiikrozés

Lorentz-csoport [10.3.5]

Lorentz-transzforméacié

loxodromikus transzformdci6 [8.7.7]

2211

M

mésodrendii gorbe, affin [0.1.16]
mésodrendii gérbe, projektiv
9, 1.5
masodrendii hiperfeliilet, affin
9. 1. 13
masodrendii hiperfeliilet, projektiv
9. 1.3
masodrendi hiperfeliilet képe [0.1.4]
mdsodrendi hiperfeliiletsor [0.3.1]
masodrendli pontparsor [9.3.1
Menelaosz tétele [.5.4]
merdleges korsorok [5.4.4]
merdlegesség [£.3.7] [5.1.10} [10.1.6]
merdleges vetités
Minkowski-kombindcié R.1.4]
Minkowski-0sszeg
Minkowski-tér
Mébius-csoport
Mébius-transzforméacié
mozgéscsoport

N

nagytengely [9.1.21
norma (113, [03.17

normalegyenlet, hipergombé [5.1.18
normélis felbontés [7.4.8-9
normalis kup [7.4.1

normalvektor |4.3.2] [10.3.11} [12.1.4]

(0]

oktaéder 6.2.8

oktaédercsoport

orbit 615, B7.0, [1.2.8 [2.2.13
ortocentrikus pontnégyes
ortogonalis csoport [4.1.6]
ortogonalis direkt dsszeg [£.1.4]
ortogonalis felbontds
ortogondlis izometria [£.2.9]
ortogonalis komplementer [£.3.1]
ortogonalis matrix

ortogondlis szimmetria
ortogonalis transzformacié
ortonormélt koordindtarendszer
ortonormalt vektorrendszer
osztoviszony [1.4.1

P

Papposz—Steiner-tétel
Papposz tétele, affin
Papposz tétele, projektiv
parabola [9.1.16} [0.1.20}-21, [0.2.20]

parabolasereg [9.3.18|
parabolikus izometria [12:2.7]

parabolikus korsor [5.5.2

parabolikus projektivitas |8.7.6]
124

paraciklikus eltolds

paraciklikus koordinatdk
ITZ417

paraciklus [I1.1.10]

paraciklus-téglalap [T1.5.0]

paracikluscikk
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paraciklusiv hossza [11.4.7]
paraciklus kozéppontja |11.1.10
parallelotép [3.2.5
paralleltartomény [7.1.7] [7.4-9]
paraméteres egyenes
paraméteres f6kor
paraszféra [12.1.12] [12:3:§|

paraszféra kozéppontja [12.1.12
parhuzamossag, affin

parhuzamossdg, hiperbolikus [TT.1.0]
21T

parhuzamossagi axiéma 1.2.9
[0.1.7 0.4

parhuzamosségi szog [11.3.6]
parhuzamossagi tavolsag [11.3.8

parhuzamos szelSk tétele

parhuzamos vetités [1.2.14]

Pascal tétele [0.4.6]

perspektiv hdromszogek

perspektivitds [8:3.10]

Poincaré-féle félgbmbmodell
10214

Poincaré-féle féltérmodell

Poincaré-féle ggmbmodell

Poincaré-kiterjesztés

poléaris [9.2.3

polaris gémbharomszog [0.3.6)

poldris halmaz

poléaris kip [3.4.12

polaris triéder

polarités 02.3, 025

polarkoordinatak, hiperbolikus
stkon MT.4.8
poliédercsoportok [6.2.9]
politép |3.2.1
politép-approximacio
p6lus, hipersiké [9.223]
polus, inverziéé [5.2.1
pontonkénti stabilizdtor
pozitiv affin bézis [[.8.2]
pozitiv béazis |0.2.9

pozitiv Lorentz-transzformécié [10.3.5]
projektiv bézis [8.2.8]

projektiv csoport

projektiv ekvivalencia |9.1.6

projektiv geometria alaptétele BH.6-7
projektiv invaridns [9.1.6
projektivitds [8.3.3)

projektiv képzédmény [R.7.17]-19,
projektiv kiterjesztés [8.44]

projektiv koordinaték [3.2.10
projektiv leképezés E
projektiv lezards [8.4.1] [0.1.13|
projektiv modell [10.1.]
projektiv stk axiémai
projektiv tér

projektiv transzformécié [8:3-3|

Q
g-ortogonalitas [10.3.1

Radon tétele 2.2.4]

relativ bels§ pont [2.3.6]
relativ hatar [2.3.6)

rend, hatarponté |2.5.1
reprezentans vektor [8.1.1
résztér R2.13]
Reuleaux-haromszog

Riemann-szdmgdmb

. (.4

S

Schlifli-szimbdélum

Schlafli tétele

sik, affin

sik, projektiv

stksor [5.5.11

skaldris szorzat [0.2.5} [f.1.1][10.3.1]
specidlis részcsoport [12:2.12]
stabilizator
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standard d-dimenzids kereszt- szimmetrikus bilinearis fiiggvény
politép .39 025, (LT, P12

standard d-kocka [6.3.6] szimplex [2.2.2]

standard d-szimplex [6.3.6 szog [A.1.2) [A.3.5) [A.3.7 @77, [5.1.11]

Steiner-Minkowski-formula [.4.13] [TO.T.T5] [T0-2.12] [10.3.19]

Steiner-Minkowski-tétel [.4.11] 12.1.6]

Steiner-centrum
Steiner-szimmetrizacié [.5.1]
Steiner-tengely
sugdr, hiperciklusé [T1.1.10]
sugar, hiperszféraé [12.1.12
sugdrnyalab [12.1.9]

sugdrsor, affin [[.5.2]
sugdrsor, hiperbolikus [I1.1.5]
sugarsor, projektiv
stilypont

Sz

szabad csoporthatés [6.1.13
szabad vektor

szabalyos d-dimenziés kereszt-
politép

szabdlyos d-szimplex [6.3.6]

szabdlyos polit6p [6.3.3]

szabalyos tetraéder [6.2.8

szakasz, affin térben [2.1.1]

szakasz, gombi [£.7.4]

szakasz, hiperbolikus

szarmaztatott belsé metrika
1234

szélesség |7.2.1

szelet, masodrendii hiperfeliileté
9. 1. 11}

szemiaffin leképezés [1.6.5]

szemidirekt kiegészitd

szemidirekt szorzat E2.13]

szemilinearis leképezés

szemiprojektiv transzformacié

szféra [12.1.12] [12.2.13], [12.3.§
szfératartomany m m

szimmetriacsoport [6.2.6]

szOgtobblet 10

T

tdamaszféltér [2.4.8]
tdmaszhipersik 2.4.§]
tartéegyenes [5.5.1]

tartépont [5.4.3]
tavolsag, hiperboloidmodellben

10.0.12)
tavolsag, konform modellben
tavolsag, projektiv modellben
tavolsag, ultraparallel hipersikoké

217

teljes négyoldal [8.6.16]

teljes négyoldal tétele [8.6.1§]

teljes négyszog [8.6.16

tengely, ciklusé [I1.1.10]

tengely, euklideszi izometridé
tengely, szféraé [12.1.12

tengelyes tiikrozés, hiperbolikus sikon

121

térfogat

térfogat, gombtesteké

térkép [R:24)

természetes affin struktira [[.1.2]
5.2, 2)

természetes felbontas, euklideszi
izometridé [1.4.6]

természetes tavolsagegység

természetes teriiletegység

természetes topoldgia, affin téré [1.8.9

természetes topologia, projektiv téré
5.2, (]

térszerii

térszerii gérbe

tetraédercsoport
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tortlinedris fiiggvény [8:7.1]
transzforméaciécsoport [6.1.1]

tranzitiv csoporthatés

triéder [0.3.1]

tiikrozés, euklideszi

tiikrozés, hiperboloidmodellben
tiikrozés, konform modellben [10.2-6]
tiikrozés, projektiv modellben

U

ultraparallel egyenesek
ultraparallel hipersikok [12.1.3]

Vv

valédi lap
valds tengely [9.1.21]
végtelen tévoli pont [10.1.19]

vegyes szorzat [0.2.15]
vektor [0.2.]

vektor szorzésa skaldrral [0.2.4]
vektoridlis szorzat
vektorizacié [L1.1]

vektorok Gsszeadésa

vetités, affin altérre [1.2.13

vetités, kupszeletrdl egyenesre
vetités, ortogonalis

vetités, sztereografikus [5.2.11]

vezéregyenes [9.1.21]
vonalkupszelet [9.2.18]

Z
zéréhalmaz [[.2.4]
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