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C

Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai

C.1. Bevezetés - Atviteli fiiggvény, frekvenciafiiggvény

Dinamikus rendszerek leirdsanak egyik mddja az atviteli fiiggvények segit-
ségével torténik. Az atviteli fiiggvényeket a rendszer differencidlegyenleté-
bdl kiindulva a .#-transzformdcié alkalmazasaval vezethetjilk be (ldsd [3]
A fuggelék). Vegyiik a differencidlegyenlet . -transzformaltjat zérus kezde-
ti értékekkel, majd rendezziik a benne szerepls Y (s) és U(s) tagok szerint,
ahonnan kapjuk a G(s) raciondlis tortfiiggvényt:

Y(s)  b(s)  bus"+...+bis+bo

G(s) = = — )
(s) U(s) a(s) aps"+...+a1s+ag

(C.1)

Az atviteli fliggvény tehét a kimendjel és a bemendjel zérus kezdeti feltéte-
lekkel vett .Z-transzformaltjainak hanyadosa.

Az atviteli fiiggvényt un. pdlus-zérus alakban is felirhatjuk:
‘ ’;‘1:1 (s—2z))

n

Gls) =k i1 (s—pi)

, (C.2)
ahol z; jeloli a rendszer zérusait, vagyis a b(s) = 0 egyenlet gyokeit, mig p;
jeloli a rendszer pélusait, vagyis az a(s) = 0 egyenlet gyokeit.

A G(s) leirasanak egy tovabbi lehetséges mddja az id6allandds alak. Alap-

P

tagok altalanos id6allandés alakja a kovetkezd:

G(s) = Cs) C3
()= 7577 o Tis+ 1 €3
WS+ s 4 TS+
oT
——
1T
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406 C. Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai

Itt a nevez§ polinom fokszama adja meg, hogy hény térolés a tag. Igy
egy n-edfokd nevezd polinom n tirolds tagot jelent, rovid jelolése nT. A
szamldl6 C(s) eleme haromféle alakd lehet:

1. A ekkor a tag ardnyos (P),

2. Ags ekkor a tag differencialé (D),
Aq .
3. — ekkor a tag integral6 (I).
s

A linedris dinamikus id6invaridns rendszerek frekvenciatartomanyban va-
16 vizsgalatat szinuszos lefutdsi bemendjelekre adott valaszfiiggvényeik se-
gitségével végezhetjiik el. Ehhez bevezetjiik a frekvenciafiiggvény fogalmat.
Egy rendszer frekvencia-valaszfiiggvényének (vagy egyszer(ibben frekven-
ciafiiggvényének) a rendszer egység amplitid6ji szinuszos bemendjelre al-
landésult allapotban adott vélaszfiiggvényét nevezziik.

A frekvenciafiiggvényt a differencidlegyenletbdl a jelek exponencidlis alak-
jénak és az exponencidlis fiiggvény differencidldsi szabdlydnak felhaszn4-
lasaval egyszerli dtrendezéssel, mig az tviteli fliggvénybdl formdlisan az
s = i helyettesitéssel kapjuk. Ez utébbi kapcsolat mutatja azt is, hogy a
frekvenciafiiggvényeket a differencidlegyenletekbdl az tn. Fourier-transz-
formdcioval, zérus kezdeti feltételekkel kozvetleniil is megkaphatjuk [3]. A
G(iw) fiiggvényeket a rendszer frekvenciafiiggvényének nevezziik, és az @
korfrekvencia szerint dbrdzoljuk.

Nyquist-diagram: A Nyquist-diagramon val6 dbrazolas kétféle médon is
felfoghat6. A frekvenciafiiggvény értéke egy adott @y frekvencidn egy komp-
lex szam:

G(iap) = ReG(imy) + iImG(iay) . (C.4)

Ez a szdm komplex szdmsikon dbrdzolhat6 és igy @ = 0. .. oo tartomanyon a
pontokat dbrdzolva addédik a Nyquist-diagram.

A masik szemlélethez definidlni kell egy adott @y frekvencidra vonatko-
z6an az amplitddét A(ay) és fazisszoget @ (ay):

Aen) = /ReGlian)? + ImG(ia)?, (C.5)
~ ImG(iax)
¢(ax) = arctg ReG(ian) (C.6)
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C. Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai 407

Igy az amplitid6, mint a fizisszoggel irdnyitott szakasz dbrazolhaté derék-
sz0gl koordinétarendszerben. Ez a koordindtarendszer lehet a komplex szdm-
sik is, ahol ha a Re val6s tengellyel bezart szog a fazisszog akkor a kétféle
szemlélet azonos dbrdzolast ad (marpedig definicié szerint a f4zisszog a Re
tengellyel bezart szog).

A tovédbbiakban az alaptagok (0-tdl 2 tdrol6ig) Nyquist- és Bode-diagram-
jainak alakjat ismertetjiik a jellegzetes pontok meghatdrozasét is leirva (és
a frekvenciafiiggvényt az dbrdzoldshoz hasznalt paraméterekkel is megad-
va). Az ezekhez kapcsolddé hosszabb levezetéseket és az allitdsok igazoldsat
a C.3 fejezet tartalmazza.

Osszetett tagok Nyquist-diagramjdt akdvetkezé médon dbrazoljuk: A frek-
venciafiiggvényt felbontjuk alaptagok 0sszegére. Az igy kiadddott alaptagok
Nyquist-diagramjait pontonként 6sszeadva (az azonos @ frekvencidhoz tar-
tozé vektorokat 6sszegezve) kapjuk az eredé Nyquist-diagramot.

Osszetett tagok Bode-diagramjdt a kovetkez6 médon dbrazoljuk: A frek-
venciafiiggvényt felbontjuk alaptagok szorzatira. Az igy kiad6dott alaptagok
Bode-diagramjait pontonként dsszeadva (az azonos @ frekvencidhoz tarto-
76 pontokat 6sszegezve) kapjuk az eredé Bode-diagramot. Ennek igazoldsat
lasd a C.3 pontban.

C.2. Alaptagok frekvenciatartomanyi vizsgalata
OTP 0 tarolds aranyos tag
Atviteli fiiggvénye:
G(s)=A.
Frekvenciafiiggvénye:
Giw)=A=2.

A frekvenciafiiggvény jellegzetes pontjai:

0=0=G(i0)=A,

W — 0= Gico) =A.

Nyquist diagramja egyetlen pont (lasd C.1 &bra).

Bode amplitud6 diagramja egy a 0 dB-es tengellyel pdrhuzamos egyenes
20 -1g(A) magassdgban. Bode fézis diagramja konstans nulla (lasd C.2 &b-
ra). Itt a(w) = 20-1g|A(®)| az amplitid6 felhaszndlt definicidja, mely az
amplitidét decibel (dB) mértékegységben adja eredményiil.
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408 C. Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai

OTP tag Nyquist-diagramja
0-5 T T T T T

0.4 1

03¢} i

0.2+ i

0.1 i

—-0.1¢ i

—02¢t E

—03} .

-0.5

C.1. dbra. OTP alaptag Nyquist-diagramja

0TD 0 tarolés differencialé tag
Atviteli fiiggvénye:
G(s)=Ays.
Frekvenciafiiggvénye:
G(iw) =Aqsio =2i0.
A frekvenciafiiggvény jellegzetes pontjai:

0=0= G(i0) =0,
@ — 00 = G(io) = joo.
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OTP tag Bode amplitudé diagramja
8 T T T T

20-1gA

Amplitud6 (dB)

102 10! 100 10! 102 103

OTP tag Bode fazis diagramja
1 T T T T

Fazis (°)

_1 | | | |
102 107! 100 10! 102 103
rad

Frekvencia ( = )

C.2. dbra. OTP alaptag Bode-diagramja

Nyquist-diagramja egy egyenes 0-bdl ico-be (1asd C.3 dbra).

dB
Bode amplitudé diagramja egy a +20 Ik meredekségli egyenes, mely a
e

1
0dB-es tengelyt az v frekvencidn metszi. Bode fézis diagramja konstans

+90° (14sd C.4 abra). Ennek igazoldsat a C.3 alfejezet tartalmazza. 1 dekad
a tizes alapu logaritmikus skdldn a 10 két egymast kovet6 hatvanya kozti ta-
volsagot jellemzi. Péld4ul 1 dekad a tavolsag 10% és 105*! kozt, de ugyanigy
0.25-10% és 0.25 - 105+ kozott is.

0TI 0 tarolés integralé tag

Atviteli fiiggvénye:
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OTD tag Nyquist-diagramja

W — oo
451 ]

25¢ E

Im

1.5+ :

05} i

-0.5 :
-0.5 0 0.5

C.3. dbra. OTD alaptag Nyquist-diagramja

Frekvenciafiiggvénye:

io ® o
A frekvenciafiiggvény jellegzetes pontjai:
0 =0= G(i0) = —ico,
W — 00 = G(ic0) = 0.
Nyquist-diagramja egy egyenes —ico-b6l 0-ba (lasd C.5 dbra).
Bode amplitid6é diagramja egy —20 —- meredekségli egyenes, mely a

0dB-es tengelyt az A; frekvencidn metszi. Bode fazis diagramja konstans
—90° (lasd C.6 abra). Ennek igazolasat a C.3 alfejezet tartalmazza.
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0TD tag Bode amplitud6 diagramja
40

20 | +2048

Amplitudé (dB)

107! 10° 10!
O0TD tag Bode fazis diagramja

89 :
107! 100 10!

Frekvencia ( %)

C.4. dbra. 0TD alaptag Bode-diagramja

1TP 1 tarolés aranyos tag

Atviteli fiiggvénye:

A
=751
Frekvenciafiiggvénye:
, A A—ATio 5
G(im)

T Tio+1 1+4T20° 2io+1
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0TI tag Nyquist-diagramja
0.5 .

Re

C.5. dbra. OTT alaptag Nyquist-diagramja

A frekvenciafiliggvény jellegzetes pontjai:

o =0= G(i0) = Aq,,
@ — o0 = G(ie0) =0,

_1 G ! _A—Ai_A Al
=77 %\'t)T 2 T2 2

A fenti kifejezésben o az tgynevezett sarokkorfrekvencia, itt @ (o) =
—45°. A tag Nyquist-diagramja egy félkor az alsé siknegyedben A-bdl 0-ba
(1asd C.7 abra). A félkor alak igazoldsa a C.3 alfejezetben megtaldlhatd.
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OTT tag Bode amplitud6 diagramja
40 -

dB
-2088 _

Amplitud6 (dB)

107! 100 10!

OTT tag Bode fazis diagramja
-89 :

—90.5 ¢+ i

791 !
107! 100 10!
Frekvencia (%)

C.6. dbra. OTT alaptag Bode-diagramja

A Bode-diagram esetében a tovdbbiakban az aszimptotikus szerkesztés
modszerét ismertetjiik. A diagramokon szaggatott vonallal jeloljiik az aszimp-
totikus kozelitést, mig folytonossal a valddi frekvencia vélaszokat.

1
1TP tag Bode amplitid6 diagramja s = T frekvencidig egy 20-1g A ma-

d
gassdgban haladé vizszintes egyenes, majd a sarokkorfrekvencidtél —20 IoK
meredekségii egyenes. Fazisdiagramja 0° a sarokkorfrekvencia tizedénél ki-

O
sebb frekvencidkra, —45— meredekségii egyenes 0.1@, és 10w, frekven-

e
cidk kozott és —90° a sarokkorfrekvencia tizszeresénél nagyobb frekvencidk
esetén (lasd C.8 dbra). Ennek igazoldsét a C.3 alfejezet tartalmazza. Lathato,

1
hogy w; = T frekvencidn a Bode fazis diagram a Nyquist-diagrammal meg-
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1TP tag Nyquist-diagramja
0-5 T T T T T T

C.7. dbra. 1TP alaptag Nyquist-diagramja

egyezOen éppen —45° értéket vesz fel, melyet az aszimptotikus dbrazolas is
pontosan ad vissza.

1TD 1 tarolés differencialé tag

Atviteli fiiggvénye:

Ags
(s) = :
Ts+1
Frekvenciafiiggvénye:
, Agiw A T0*+Agio 5im
G(iw) = — = = — .
Tio+1 14 T?w? 2io+1
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C. Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai 415
1TP tag Bode amplitud6 diagramja
20 T T
= _—_ 0~
S 10F 20.104 - —2048 1
\o J—
g of T
E_10}
<
-20 . s
1072 107! 10° 10!
1TP tag Bode fézis diagramja
0
2 =501
&S
=
—100 I L
102 10-! 10° 10!

Frekvencia ( %)

C.8. dbra. 1TP alaptag Bode-diagramja

A frekvenciafiiggvény jellegzetes pontjai:

0=0= G(i0) =0,
A
a)—>oo:>G(ioo):—d,
T
1 G 1 Ag+Aqan Ay Agl
CS=7=O\T )T T Tt ar

A fenti kifejezésben oy az tgynevezett sarokkorfrekvencia, itt ¢(wy)

A
+45°. A tag Nyquist-diagramja egy félkor a felsd siknegyedben 0-bol ?d—be
(14sd C.9 abra). A félkor alak igazoldsa a C.3 alfejezetben megtalélhato.
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1TD tag Nyquist-diagramja

L5+

Im

05+t

—-0.5 ! ! ! ! L L
-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

C.9. abra. 1TD alaptag Nyquist-diagramja

Az 1TD tag Bode-diagramjat legkonnyebben szerkesztéssel hatarozhatjuk
meg. Figyelembe véve az Osszetett tagok dbrdzoldsdra vonatkozé tételt (1asd
C.3 alfejezet), az 1TD tag felfoghaté egy 0TD és egy 1TP alaptag sorba
kapcsolt eredgjeként. Az alaptagok amplitidé és fazis gorbéit megrajzolva,
majd minden frekvencidn Osszegezve kapjuk az eredd gorbéket, melyrdl a
kovetkezdket mondhatjuk:

dB 1
e az amplitid6 gorbe egy +20 IoK meredekségli egyenes @ < T frek-
1
vencidkon, mely az 'y pontban metszi (metszené) a 0 dB-es tengelyt,
d
1 g Ad oo
majd T < o frekvencidkra egy 20-1g T erdsitésl vizszintes egyenes.

1
A 0dB-es tengellyel valé metsz6dés az — és — frekvencidk viszo-
d

1 1 1 1
nyatol fiigg. Ha — > — akkor 1étrejon a metszddés, ha — < — akkor
T Ay T d
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1TD tag Bode amplitud6 diagramja

20 T T
% —
Y 20-1gAy .
<
2
= —20 :
=
<
_40 1 L
1072 107! 10° 10!
1TD tag Bode fazis diagramja
100 . .

Fazis (°)

102 107! 100 10!
rad )

Frekvencia (%4

C.10. dbra. 1TD alaptag Bode-diagramja

1
nem jon létre metsz&dés, ha T= i akkor a diagram éppen a 0 dB-es
d

tengelyre torik.

e a fazis 90° és 0° kozott valtozik, 0.1w,-nél kisebb frekvencidk ese-

O
tén 90°, 0.1y és 10wy frekvenciatartomanyon _45ﬁ meredekségli
egyenes, 10w;-nél nagyobb frekvencidk esetén 0° (lasd C.10 &bra).

1
Lathat6, hogy wy = T frekvencidn a Bode fazisdiagram a Nyquist-

diagrammal megegyezden éppen +45° értéket vesz fel, melyet az aszimp-
totikus dbrdzolds is pontosan ad vissza.
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10

—10 ¢}

_201

—30

—40|

Im

—50+F

—60

—70|

—80 }

—90t

—100

1TI tag Nyquist-diagramja

C.11. dbra. 1TI alaptag Nyquist-diagramja

1TI 1 tarolds integralé tag

Atviteli fiiggvénye:

Frekvenciafiiggvénye:

www.interkonyv.hu

G(iw) =

G(s)

Aq

Af

T s(Ts+1)

— AT 0% — Awi

io(Tio+1)

Ap
— AT ——i
o _

T20* + w?

2

T?w?+1

- 3(iw)?2 +io

© Bokor Jozsef et al.



© Typotex Kiado

C. Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai 419

1TI tag Bode amplitudé diagramja
100 . T

_9o0dB

50 k= dek s |
\\ —40 G

_50 | |
102 101 10° 10!

Amplitudé (dB)

1TI tag Bode fazis diagramja

—~—100

—150

Fazis (

_200 ! |
102 107! 100 10!

Frekvencia ( %)

C.12. dbra. 1TI alaptag Bode-diagramja

A frekvenciafiiggvény jellegzetes pontjai:

0 =0= G(i0) = —A;T —ico,
® — o0 = G(ie0) =0,

U (1) _—AT-ATi AT AT
O, = — —_=
=177 \'T 2 2 2

A fenti kifejezésben o az tgynevezett sarokkorfrekvencia, itt ¢ (o) =
—135°. A tag Nyquist-diagramja @ = 0-ban az A;T — ico pontbdl indul és a 0
pontba fut be. Aszimptotdja az A;T-vel jellemzett egyenes (1dsd C.11 édbra).

Az 1TI tagot mint OTT és 1TP tagok soros kapcsoldsanak tekintve a Bode-
diagramok:
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d 1
e az amplitud6 gorbe egy —20 IoK meredekségli egyenes @ < T frek-
e
1 dB
vencidkon, majd T <  frekvencidkra egy —40 IoK meredekségli egye-
e

1
nes. A 0dB-es tengellyel valé metsz6dés az T és Ay frekvencidk vi-
itol figg. H ! A akk 20 db éb esetb 40 ab
szonyatdl fiigg. Ha T > Aj akkor — Jog’ €8Y€D esetben —40 -
meredekséggel metszi a gorbe a 0 dB-es tengelyt.

e a fazis —90° és —180° kozott valtozik, 0.1@,-nél kisebb frekvenci-

o
ak esetén —90°, 0.1y és 10w, frekvenciatartomédnyon _45E mere-
dekségli egyenes, 10w,-nél nagyobb frekvencidk esetén —180° (lasd

1
C.12 4bra). Lathatd, hogy @, = T frekvencidn a Bode fazisdiagram a

Nyquist-diagrammal megegyezden éppen —135° értéket vesz fel, me-
lyet az aszimptotikus dbrazolds is pontosan ad vissza.

2TP 2 tarolés aranyos tag

Atviteli fiiggvénye:

A
C O T2242TEs+1°

G(s)

Frekvenciafiiggvénye:

A A(l -T?w? - 2T&im)
- T2(iw)? +2T¢iw+1 - (1-T202)° +4T2E2 02
A—AT?@? - 2ATEiw
T Tt (4T2E2 2T 2 + 1

G(im)

, 5
¢ =086(0) = 1r T 3 30T 1
5
£ =03 G(iw) = —

4(i0)>+ 1,20+ 1"
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2TP tag Nyquist-diagramja

ot W —> oo A 0=0

~10 s

C.13. dbra. 2TP alaptag Nyquist-diagramja

A frekvenciafiiggvény jellegzetes pontjai:

0=0=G(i0)=A,
® — o0 = G(ie0) =0,
1 (1) A—A—24Ei 0 2AEi

W =—=G|i .y
T O\T 482 482

A fenti kifejezésben @ az tgynevezett sarokkorfrekvencia, itt a frekven-
ciafiiggvény értéke tisztin képzetes ¢(@;) = —90°. A tag Nyquist-diagramja
egy torz ,,félkor” az als6 két siknegyedben A-bdl 0-ba (ahédny tdrolds a tag,
annyi siknegyeden halad at a Nyquist-diagramja) (14sd C.13 4bra). Bizo-
nyithaté (lasd C.3 alfejezet), hogy az A pontba hiizott fiiggdleges egyenest
& < 0.5 csillapités esetén fogja a diagram kétszer metszeni (ekkor ,,16g 4t”
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2TP tag (£ < 1) Bode amplitud6 diagramja

50 . . .
2 20-1gA _
o
s Or p|
o
B
= 50}t
o
g
<
_100 | | |
1072 107! 100 10! 102
2TP tag (£ < 1) tag Bode fézis diagramja
0
2 —100} 1
&
o)
—200 L L .
102 107! 10° 10! 102

Frekvencia (md)

s

C.14. dbra. 2TP alaptag Bode-diagramja

rajta jobbra) egyébként minden pontja az egyenesen, vagy annak bal oldaldn
helyezkedik el.

A kéttarolos tagok esetében a rendszer viselkedését a & csillapitdsi ténye-
z0 befolydsolja, harom esetet kiilonboztetiink meg (tipikus kéttarolés tag az
egytomegi csillapitott lengérendszer):

e £ < 1 arendszer gyengén csillapitott, ekkor a rendszernek komplex
konjugalt pélusparja van,

e & =1 esetén a rendszer aperiodikus-periodikus hatdrhelyzetben van, a
rendszernek egy darab kétszeres multiplicitdsi valés pSlusa van (kri-
tikus csillapitas),

e & > 1 esetén a rendszer tdlcsillapitott, két eltérd vals pdlusa van
(p1l <|p2D.
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2TP tag (& = 1) Bode amplitud6 diagramja

50 : : :
o 20-1gA
o
< OF
o
=
= 50}
g
<
—100
10~2
0
2 —100 }
&
e
—200 L L i .
1072 107! 10° 10! 10%

rad )

Frekvencia (24

C.15. dbra. 2TP alaptag Bode-diagramja
A kéttarolds tagok Bode-diagramjait szorzatra bontassal és az alaptagok

abrazolasa utdni eredd szamitassal kaphatjuk meg.
A pdlusok alapjdn a 2TP aszimptotikus Bode-diagramokrdl a kovetkez6-

ket mondhatjuk:
e - Komplex konjugdlt péluspar vagy kétszeres multiplicitdsd valos
polus esetén az amplitddé diagram 20-1g(A) erGsitési vizszintes
dB
egyenes az |pi| = |p2| = |p| frekvencidig, majd onnan _40ﬁ

meredekségli egyenes.

— A fézisfiggvény 0° és —180° kozott forgat: 0° a 0.1|p| frek-

@]
vencidndl kisebb frekvencidkra, —90—— meredekségli egyenes

e
0.1|p| és 10|p| frekvencidk kozott és —180° 10|p|-nél nagyobb
frekvencidk esetén (ldsd C.14, C.15, C.16 abrdk). Lathatd, hogy
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2TP tag (& > 1) Bode amplitudé diagramja

50 T . T
2 20-1g A 20 5%
E 0F T N~ ]
9 p1] = —40 48
E |p2] ook
= 50t ;
g
<
—100 L 1 L
1072 107! 10° 10! 10
2TP tag (& > 1) Bode fézis diagramja
O T T T
=30} 0.1-|p ] ] 01 Ip2 ]
—~ —60} 45 N |
= 90} > :
§ 120} —90 5x 45" 1
£ 150 ~_ 10 |p]
—180 | 10 |p1] =
1072 107! 10° 10! 10
Frekvencia (%)
C.16. dbra. 2TP alaptag Bode-diagramja
s = 1/T frekvencidn a Bode fazis diagram a Nyquist-diagrammal
megegyezden éppen —90° értéket vesz fel, melyet az aszimpto-
tikus 4brdzolds is pontosan ad vissza.

— A valés Bode amplitidé diagramon a |p| frekvencidn kiemelés
taldlhat6 gyengén csillapitott esetben. Hatéreset a & = 0 csillapi-
tatlan rendszer ahol az @, = |p| sajatlengési (vagy sarok-) frek-
vencian végtelen nagy amplitidé és ezért végtelen nagy kiemelés
alakul ki.

e - Két val6s pdlus esetén az amplitidé diagram 20 -1g(A) erGsité-

dB
sli vizszintes egyenes az |p;| frekvencidig, majd onnan —20 —

e
meredekségii egyenes a |p;| frekvencidig. |p,| frekvenciatol pe-

dB
dig —40 IoK meredekségli egyenes.
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— A fazisfiiggvény 0° és —180° kozott forgat: 0° a 0.1|py| frek-

@]
vencidndl kisebb frekvencidkra, _45ﬁ meredekségli egyenes
@]
0.1|p1| és 0.1| py| frekvencidk kozott, _9Oﬁ meredekségii egye-

o
nes 0.1|p2| és 10|p;| frekvencidk kozott, —45— meredekségi

egyenes 10|p;| és 10|p;| frekvencidk kozott, és —180° 10|pz|-
nél nagyobb frekvencidk esetén(lasd C.14, C.15, C.16 4brik).
Lathato, hogy ws = 1/T frekvencidn a Bode fazisdiagram a Nyquist-
diagrammal megegyezben éppen —90° értéket vesz fel, melyet
az aszimptotikus dbrdzolds is pontosan ad vissza.

2TD 2 tarolés differencialé tag

Atviteli fiiggvénye:

Ags
G(s) = .
T2s24+2TEs+ 1
Frekvenciafiiggvénye:
Ao Ado(l1-T*0* —2T¢iw
G(iw) = d _ Adia :

- THi0)2+2T¢0+1 (1 —T202)° +4T2E202
(1-T?0?) Adio +2A,TEw?)
T w* + (4T2E2 2T 2+ 1
£ =0.8G(io)
S5iw
T 4(i0)2+3,2i0+1

A frekvenciafiiggvény jellegzetes pontjai:

w=0=G(i0) =0,
® — 00 = G(ie0) =0,

2448
(N A
C=77o\r) T e Tt

www.interkonyv.hu © Bokor Jozsef et al.



© Typotex Kiado

426 C. Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai

2TD tag Nyquist-diagramja

0.8} i
0.6 + i

02} ]
W — oo 26T

02} ]
—041 ]
—0.6} ]
—08} ]

0.5 0 0.5 1 1.5 2
C.17. dbra. 2TD alaptag Nyquist-diagramja

A fenti kifejezésben @, az dgynevezett sarokkorfrekvencia, itt a frekven-
ciafiiggvény értéke tisztan valds (@ (@s) = 0). A tag Nyquist-diagramja egy
teljes kor a fels6 és alsé két siknegyedben 0-bdl 0-ba (ahédny tdrolds a tag,
annyi siknegyeden halad 4t a Nyquist-diagramja) (14sd C.17 dbra). A teljes
kor alak igazoldsa a C.3 alfejezetben megtaldlhat6.

A po6lusok alapjan a 2TD aszimptotikus Bode-diagramokrdl a kovetkez-
ket mondhatjuk:

e — Komplex konjugélt pdluspér vagy egy darab kétszeres multipli-

dB
citasd polus esetén az amplitidé diagram +20H meredeksé-

e
gli egyenes az |p;| = |p2| frekvencidig (mely 0 dB-es tengelyt
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2TD tag (£ < 1) Bode amplitud6 diagramja

[\®)
(e}

o
T

|
)
(@)

|
N
o

10° 10!

H
<

[’}
_
2

100

50 +

-100
1072

Frekvencia ( %)

C.18. dbra. 2TD alaptag Bode-diagramja

dB
az — frekvencidn metszi), majd onnan —20 IoK meredekségl
d €

1 1
egyenes. A 0dB-es tengellyel valé metsz6dés az T és v frek-
d

1 1
vencidk viszonyatol fiigg. Ha T > o akkor 1étrejon a metszo-
d

1
dés, ha T < 'y akkor nem jon létre metsz6dés.
d

— A fazisfiiggvény 90° és —90° kozott forgat: 90° a 0.1|p| frek-

@]
vencidndl kisebb frekvencidkra, —90—— meredekségli egyenes

e
0.1|p| és 10|p| frekvencidk kozott és —90° 10|p|-nél nagyobb
frekvencidk esetén (ldsd C.18, C.19, C.20 abrdk). Lathatd, hogy
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2TD tag (¢ = 1) Bode amplitudé diagramja

20 T T T
@
S 0}
Ne)
el
=
& —20
g
<
—40
1072 10! 10° 10! 10
2TD tag (£ = 1) Bode fézis diagramja
100 T T T
50
z 0
3
= 50
—100
1072 10! 10° 10! 10
Frekvencia (24)
C.19. dbra. 2TD alaptag Bode-diagramja
W, = T frekvencidn a Bode f4zis diagram a Nyquist-diagrammal
megegyezden éppen 0° értéket vesz fel, melyet az aszimptotikus
abrazolas is pontosan ad vissza.

— A val6s Bode amplitidé diagramon a |p| frekvencidn kiemelés
taldlhat6 gyengén csillapitott esetben. Hatédreset a & = 0 csilla-
pitatlan rendszer ahol az @, = |p| sajatlengési (vagy sarok) frek-
vencidn végtelen nagy amplitido és ezért végtelen nagy kiemelés
alakul ki.

A . P dB
e  — Két valds polus esetén az amplitid6 diagram +20 —- meredek-

dek
ségli egyenes az |p;| frekvencidig (mely 0 dB-es tengelyt az yp

frekvencidn metszi), majd onnan vizszintes egyenes a |p| frek-
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2TD tag (¢ > 1) Bode amplitud6 diagramja

0 T T

I
o

Amplitud6 (dB)
1
S

—30}
_40 1 1 1
1072 107! 100 10! 102
2TD tag (¢ > 1) tag Bode fézis diagramja
100 : ; ;
< 0.-1-|p2]
50 N
2 0
3
= 50
—100

rad )

Frekvencia ( =

C.20. dbra. 2TD alaptag Bode-diagramja

vencidig. |p»| frekvencidtdl pedig _2OE meredekségii egye-
nes. A 0dB-es tengellyel valé metsz8dés az |p;| és Aid frekven-
cidk viszonyatol fugg. Ha |p;| > Aid akkor létrejon a metszddés,
ha |p1| < Aid akkor nem jon 1étre metsz&dés.

- A fazisfiiggvény 90° és —90° kozott forgat: 90° a 0.1|py| frek-

@]
vencidndl kisebb frekvencidkra, _45ﬁ meredekségli egyenes

@]
0.1|p1| és 0.1|py| frekvencidk kozott, _9Oﬁ meredekségi egye-
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[¢]
nes 0.1|py| és 10|p;| frekvencidk kozott, —45 3ok meredekség
e
egyenes 10|p1| és 10|pa| frekvencidk kozott, és —90° 10| p2|-nél
nagyobb frekvencidk esetén (14sd C.18, C.19, C.20 dbrdk). Lat-
1
hat6, hogy w; = T frekvencidn a Bode fazis diagram a Nyquist-

diagrammal megegyezGen éppen 0° értéket vesz fel, melyet az
aszimptotikus 4brdzolds is pontosan ad vissza.

2TI 2 tarolos integralé tag

2TI tag Nyquist-diagramja
100 T T T T T T T T T

—100 }
E-200F
'€ >0.707

—300

—400 |

—-500

C.21. dbra. 2TI alaptag Nyquist-diagramja
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2TI tag (¢ = 1) Bode amplitudé diagramja

100 T T
= —204B
e} . dB
T of . W
g 50} !
<
—100 1 L
1072 1071 10° 10!
2TItag (¢ = 1) Bode fazis diagramja
0 T T
o~ —100
s
E —200
—300 1 L
1072 107! 10° 10!
Frekvencia (%4)
C.22. dbra. 2TI alaptag Bode-diagramja
Atviteli fiiggvénye:

www.interkonyv.hu

Aq

Gls) = s(T?s>4+2TEs+ 1)
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2TI tag (¢ = 1) Bode amplitudé diagramja

100 T T
Ne == dB
T of - W
g 50} ]
<
—100 1 L
1072 107! 10° 10!
2TItag (¢ = 1) Bode fazis diagramja
0 T T
o~ —100
S 200
—300 1 L
1072 107! 10° 10!
Frekvencia (%4)
C.23. dbra. 2TI alaptag Bode-diagramja
Frekvenciafiiggvénye:
i A; Al(2TEw? —iw+ T?i?)
W)= =
(10) = o) 12T (0 110 4T2E207 + 0 — 2170  + THa"
A
_OTEA; — Eli + T2A,0i
T AT2E202 1 1 - 2T2w’ + TH0*
G(io) :
i0)]e—gg = ,
$=08 7 4wy +3.2(iw)2 +iw
G(io) :
i0)|g—p6 = :
$=06 7 4(iw)’ + 2.4(iw)? + i
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2TI tag (¢ > 1) Bode amplitud6 diagramja

100 T T T
~ —40 48
m R dek
S 0f 208 T aB :
o dek p1] —60 3¢
E |p2|
= 100} ]
g
<
—200 : : :
1072 107! 10° 10! 10
2TItag (¢ > 1) Bode fazis diagramja
O T T T
—~—100 F P
g 0.1-|p1]
kS
S —200
—300 - - -
1072 107! 10° 10! 10

Frekvencia ( %)

C.24. dbra. 2TI alaptag Bode-diagramja

A frekvenciafiiggvény jellegzetes pontjai:

® = 0= G(i0) = —2TA& — ieo,
0 — 00 = G(i0) =0,
( 1) | —2TAE+i(TA —TA;)  —TA,

) _ 0;
lT 452 25 + 1

A fenti kifejezésben @, az dgynevezett sarokkorfrekvencia, itt a frekven-
ciafiiggvény értéke tisztan valés (¢(wy) = —180°). A tag Nyquist-diagramja
az 1TI tag diagramjénak torzitdsa (két siknegyeden halad at) 2TA;& értékkel
jellemzett aszimptotdval (1asd C.21 dbra). Bizonyithaté (1dsd C.3 alfejezet),
hogy a 2TA;& pontba hiizott fliggdleges egyenest & < 1/+/2 csillapitas ese-
tén fogja a diagram kétszer metszeni (ekkor ,,16g at” rajta balra) egyébként

minden pontja az egyenesen, vagy annak jobb oldaldn helyezkedik el.

1
ws:7:>G
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A polusok alapjén az 1TI aszimptotikus Bode diagramokrdl a kovetkez6-
ket mondhatjuk:

e — Komplex konjugélt pdluspér vagy egy darab kétszeres multipli-

citasud polus esetén az amplitidé diagram —20 3ok meredekségli
e

dB
egyenes az |pi| = |p2| = |p| frekvencidig, majd onnan 60@

e
meredekségii egyenes. A 0 dB-es tengellyel valé metsz8dés a |p|

dB

és A frekvencidk viszonyatdl fiigg. Ha |p| > A;, akkor —20 — Ik

dB
egyéb esetben —60 IoK meredekséggel metszi a gorbe a 0dB-es
e

tengelyt.

— A fazisfiiggvény —90° és —270° kozott forgat: —90° a 0.1|p|

[e]
frekvencidnal kisebb frekvencidkra, —90H meredekségli egye-
e

nes 0.1|p| és 10|p| frekvencidk kozott és —270° 10|p|-nél na-
gyobb frekvencidk esetén (lasd C.22, C.23, C.24 dbrak). Lathato,

1
hogy w; = T frekvencidn a Bode fazisdiagram a Nyquist diag-

rammal megegyezden éppen —180° értéket vesz fel, melyet az
aszimptotikus dbrdzolds is pontosan ad vissza.

— A val6s Bode amplitidé diagramon a |p| frekvencidn kiemelés
talalhat6 gyengén csillapitott esetben.

dB
e — Két val6s pélus esetén az amplitid6 diagram —20 IoK meredek-
e

dB
ségli egyenes az |p;| frekvencidig, majd onnan —40—k mere-

dekségili egyenes a |p;| frekvencidig. |p»| frekvenciatdl pedig

dB
_6Oﬁ meredekségli egyenes. A 0dB-es tengellyel valé met-
sz0dés a |p;| és A; frekvencidk viszonyatdl fiigg. Ha |pi| > Ay,

dB dB dB
akkor —20 — oK , egyéb esetben —40 IoK vagy 60 — meredek—
e
séggel metszi a gorbe a 0 dB-es tengelyt.
— A fazisfiiggvény —90° és —270° kozott forgat: —90° a 0.1|p |

[¢]
frekvencidnal kisebb frekvencidkra, _45ﬁ meredekségli egye-
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@]
nes 0.1|p1| és 0.1|pa| frekvencidk kozott, —90d—k meredeksé-
e

[¢]
gti egyenes 0.1|p2| és 10|p; | frekvencidk kozott, —45d—k mere-
e
dekségti egyenes 10|p;| és 10|p,| frekvencidk kozott, és —270°
10|p2|-nél nagyobb frekvencidk esetén (lasd C.22, C.23, C.24

1
abrak). Lathatd, hogy w; = T frekvencidn a Bode f4zis diagram
a Nyquist-diagrammal megegyezden éppen —180° értéket vesz
fel, melyet az aszimptotikus dbrdzolds is pontosan ad vissza.

PD aranyos derivalé tag

PD tag Nyquist diagramja

Im

C.25. dbra. PD alaptag Nyqusit-diagramja

Atviteli fiiggvénye:
G(s)=Ts+1.
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PD tag Bode amplitudé diagramja
60 .

40

20

Amplitud6 (dB)

Nl =

107! 100 10! 10? 103

107! 100 10! 102 103

Frekvencia ( % )

C.26. dbra. PD alaptag Bode-diagramja

Frekvenciafiiggvénye:
G(iw) =Tio+1.
A frekvenciafiiggvény jellegzetes pontjai:

0=0=G(i0) =1,
@ — 00 = G(ico) = 1 4o,

1 1

A fenti kifejezésben o az tgynevezett sarokkorfrekvencia, itt @ (o) =
45°. A tag Nyquist-diagramja egy egyenes az 1 pontbdl az 1+ ico-be (lasd
C.25 dbra).
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1
A PD tag Bode amplitidé diagramja @, = T frekvencidig egy 0 dB ma-

dB

gassagban haladé vizszintes egyenes, majd a sarokkorfrekvenciatdl +20 —
e

meredekségli egyenes. Fazisdiagramja 0° a sarokkorfrekvencia tizedénél ki-

O
sebb frekvencidkra, +45H meredekségli egyenes 0.1wy és 10w, frekven-
e

cidk kozott és +90° a sarokkorfrekvencia tizszeresénél nagyobb frekvencidk
esetén (14sd C.26 dbra). Az alak igazoldsa a C.3 alfejezetben taldlhat6.

C.3. Bizonyitasok

Igazolas: Osszetett tag Bode-diagramja szorzat alakbél a szorzat-
ban szereplo alaptagok Bode-diagramjainak osszegeként kaphato
meg

Vegyiik egy Osszetett tag alaptagok szorzataként felirt frekvenciafiiggvényét:

G(iwy) = G1G...Gy, (C.7)
G, eCj=1..n=, (C.8)
Gj = Fjei(Pj =, (C9)

G(iay) = r1e ' rne® .. .re® =rir...re%e? . &% =re?. (C.10)

Az ered6 amplitid6 igy r = rir; ... r, az eredd fazis pedig ¢ = @1 + ¢ +
...+ @,. A fazisszogr6l igy azonnal lathatd, hogy az alaptagok fazisszogeit
Osszegezve megkapjuk az eredd szoget.

Vizsgéljuk most a Bode amplitidé diagram értékét felhaszndlva az amp-
litdd6 definicidjat:

a(my) =20-1g|G(imy)| = 20‘lg\r1r2...r,,e"“’\ = (C.11D
=20-1g(riry...ry) =20-1gr; +20-1gr, +...4+20-1gr, = (C.12)
= ai (@) +az(@p) + ... +ax(@p). (C.13)

Tehat az alaptagok amplitddéinak 6sszegét kaptuk.
Igazolas: 0TD alaptag Bode diagramja

Az idedlis differencidld tag erSsitését a kovetkezd modon irhatjuk:

a(®) =20-1g|Agio| = 20-1g(Aq0) =20-1gA;+20-1gw.
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Amennyiben a korfrekvencia egy dekddnyit véltozik akkor az erdsités valto-
zésa:
a(10-w) —a(w) =20-1gA;+20-1g10+20-1gw —20-1gA; —20-1gw =

=20-1g10 =20.

dB
vagyis az amplitid6 gorbe meredeksége +20 Ik A vagési korfrekvencia:
e

0=20-1gA;+20-1g @,
lgo, = —1gA; =1gA; ",

1
o, = v
A fazisfiiggvény:
() = arctg ImG(io) _ arctg ImAgio
ReG(iw) ReAji®

Ag0 o
= arctg o = arctgoo = +90°.

minden ®-ra.
Igazolas: 0TI alaptag Bode diagramja
Az idedlis integralo tag erdsitését (hasonldan a differencidléhoz) a kdvetkezd

modon irhatjuk:

Aj

A
a(@) =20-1g | —| =20-1g — =20-1 A—20-1gw.
g P gw g

o

Amennyiben a korfrekvencia egy dekddnyit véltozik akkor az erdsités valto-
zésa:
a(10-w) —a(w) =20-1gA; —20-1g10—20-1gw —20-1gA; +20-lgw
=-20-1g10 = —-20.

dB
vagyis az amplitidé gorbe meredeksége —20 Ik A vagasi korfrekvencia:

0=20-1gA;—20-1gw,.,
lgw. =1gAy,
. :A]
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A fazisfiiggvény:
/ —Aji
ImG(io) "m0
®) = arctg ——— = arctg —— @
PlO) =t b Gy A
Re
(0]
A
= arctg % = —arctgeo = —90°

minden frekvencian.

Igazolas: 1TP alaptag Nyquist diagramja félkor alaka

Thélesz tétele értelmében egy kor atmérdje folé rajzolt haromszogek, me-
lyek harmadik csicsa a koron helyezkedik el mindig derékszogliek. Mi ezt
a tételt forditva fogjuk alkalmazni és belatjuk, hogy adott Nyquist diagram
esetén a futd pont (@) és a kezdd- (w = 0) és végpont (@ — o) 4ltal alkotott
haromszogek derékszogtliek, igy a futé pont félkort (teljes kort) fut be.

Jelolje a futé pont valds €s képzetes részbdl képzett vektorat a komplex
szamsikon G. A pedig az @ = 0 ponthoz tartozé vektort. Azt sziikséges be-
latni, hogy a G vektor a GA kiilonbségi vektorra mindig mer6leges. Ez akkor
all fenn, ha skalar szorzatuk nulla.

T
_Azf_l—gz[A_f @] :
N N

AT AT AP AN ATHATT?o?

A-G=—— — =
-~ N N? N2 N2 N2
AZ —|—A2T2(02 AZ —|—A2T2(02
= — =0Vo,
N2 N2
g.e.d.
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Igazolas: 1TP alaptag Bode amplitadé diagramja
Az 1TP tag amplitidoé fiiggvénye:

a(®) =20-1g

=20-1gA—20-1g4/1+ (Tw)?
Tio+ 1' g gy 1+(To),
ami alacsony frekvencidk esetén, azaz amikor a gyok alatti kifejezésben a

1
frekvencia fiiggés elhanyagolhat6: m < T 1+ (Tw)?~1:

a(w)|,.1 =20-1gA,

CO<<T

az aszimptota egyenlete. Magas frekvencidk esetén, mikor is a gyok alatti
1

kifejezésben az 1 elhanyagolhatd, @ > T 1+ (Tw) ~ (Tw)*:

a(®)|, .1 =20-1gA—20-1g(Tw),

CO>>T

dB
az aszimptota egyenlete, ami egy —20 IoK meredekségli egyenes. A két aszimp-
e
tota metszéspontjat meghatdrozo6 egyenlet:

20-1gA =20-1gA —20-1g(Tw),

1
amibdl w; = T adédik.

Igazolas: 1TD alaptag Nyquist diagramja félkor alaku

Az igazol4s elve azonos az 1 TP tagra vonatkozééval. Jelolje a futd pont valds
és képzetes részbdl képzett vektordt a komplex szdmsikon G. A pedig az
@ — o ponthoz tartozé vektort. Azt sziikséges beldtni, hogy a G vektor a
GA kiilonbségi vektorra mindig merdleges:
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G |AdT®’ A"_wr,
L N "N
N=1+T?w?,
A= —IE 0:|T7
L7
A=A—G=— [ﬂ_“‘d”’z _A"_w]T,
T N N
G Ajo’  AT’0  Ajo’ _ Aj0’N A0’ +ATT 0
TETON N2 N2 N2 N2
_ AF* +AGT? 0" Ao’ +ATT? 0! _ovo,
N2 N2
g.e.d.
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441

4

Igazolas: 2TP alaptag Nyquist diagramjanak viszonya az A pont-

tal jellemzett fiiggoleges egyeneshez & fiiggvényében

A 2TP tag Nyquist diagramja akkor ,16g 4t” az [A O] pontba allitott fiig-
g6leges egyenesen, ha ReG(i®w) = A lehetséges @ # 0 esetén is. Az erre

vonatkozo szamitas:

A A —AT?@?
Tt (4T2E2 -2T?) w2 + 1’

(C.14)

AT 0" + (4AT?E> —2AT?) 0> + A=A —AT*0* a2 0*> >0, (C.15)

AT a* + (4AT?E> —AT?)a =0,
AT*a = AT? —4AT?E?,
1 4

_ 2
“=Ta b

(C.16)
(C.17)

(C.18)

Konnyen beldthatd, hogy (C.14)-nek akkor létezik a > 0 megolddsa, ha
& < 0,5. Ezzel igazoltuk, hogy ekkor fog a Nyquist-diagram ,,4tlégni” az A

pontba huzott fiiggdlegesen.
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442 C. Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai

Igazolas: 2T alaptag Nyquist diagramjanak viszonya a —2A;T¢&
ponttal jellemzett fiiggoleges egyeneshez & fiiggvényében

A 2TI tag Nyquist diagramja akkor ,,16g at” a [—2A;T& 0] pontba éllitott
fiiggGleges egyenesen, ha ReG(iw) = —2A;TE lehetséges @ # 0 esetén is.
Az erre vonatkozd szdmitds (hasonléan a 2TP taghoz):

2A,TE = — 2T C.19
S T Tt r (4T 2T 02 - 1 (€.19)
T*o*+ (4T?6* —2T*) 0* =0 a2 w* >0, (C.20)
T*a* =2T%a—4T%E%a, (C.21)
2 4
a=—3- ﬁgz. (C.22)

Konnyen beldthatd, hogy (C.19)-nak akkor létezik a > 0 megolddsa, ha
& < 1/+/2. Ezzel igazoltuk, hogy ekkor fog a Nyquist-diagram ,,4tl6gni” a
—2A;T& pontba hizott fiiggdlegesen.

Igazolas: 2TD alaptag Nyquist diagramja kor alaki

Az igazol4s elve azonos az 1 TP tagra vonatkozééval. Jelolje a futd pont valds
és képzetes részbdl képzett vektorat a komplex szdmsikon G. A pedig az o, =
1/T sarokkorfrekvencidhoz tartozé vektort. Azt sziikséges beldtni, hogy a G
vektor a GA kiilonbségi vektorra mindig merdleges:
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C. Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai 443

I 2 22 T
G |[2TE0%A (1-T?0 )Ada)} 7
. N N
N=T 0"+ (476> -2T%) 0* + 1,
r T
A
A= _d’ 0} ,
28T
2 22 T
GA—A_G— [Ad _ZTEwAd’ B (1-T?0 )Adw] 7
28T N N
2
G 26TAj0* 41780 (1-Tw?) Ang_
= = 2ETN N2 N2
AZ0? (T 0* +4T%E%0* — 2T w* + 1)
AZ0* (T*0* +4T?E%0* — 2T 0? + 1)
_ e =0,
g.e.d.

Igazolas: PD alaptag Bode amplitidoé diagramja
A PD tag amplitido6 fiiggvénye:
a(w) =20-1g|Tio+ 1| =20-1g\/ 1+ (Tw)?,
ami alacsony frekvencidk esetén, azaz amikor a gyok alatti kifejezésben a

1
frekvencia fiiggés elhanyagolhatd, @ < 7 1+ (Tw)?~1:

a(®)|, 1 =20-1g1 = 0dB,

CO<<7

az aszimptota egyenlete. Magas frekvencidk esetén, mikor is a gyok alatti

1
kifejezésben az 1 elhanyagolhatd, @ > T 1+ (Tw) ~ (Tw)*:

a(w)|,-1 =20-1g(Tw),

(D>>7

dB
az aszimptota egyenlete, ami egy +20 IoK meredekségli egyenes. A két aszimp-
tota metszéspontjit meghatdroz6 egyenlet:

20-1g1=20-1g(Tw),
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444 C. Alaptagok Nyquist- és Bode-diagramjai

1
amibdl @ = T adddik.
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