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Rovid torténeti bevezetés

A matematikai analizis problémakdréhez tartozé kérdések az i. e. V. szazadban buk-
kantak fel, amikor a gérog matematikusok kiilonb6z6 gérbevonalt idomokat kezdtek
vizsgalni. A kor négyszdgesitésének problémaja (vagyis az egységsugaru korrel azo-
nos teriiletli négyzet szerkesztése csupan korzo és vonalzd hasznalataval) a szdzad ma-
sodik felében mar népszerii volt, és Hippiasz mar ekkor felfedezte a quadratrix nevii
gorbét a probléma egy megoldasi kisérleteként. Ugyancsak az i. e. V. szazad mésodik
felében miikodott Hippokratész, aki szamos gorbevonalt idom teriiletét meghatarozta
(,,Hippokratész holdacskai”).

Ami azonban a matematikai analizis alapgondolatat és modszerét illeti, vagyis
hogy a keresett mennyiségeket tetszéleges pontossaggal valé megkdzelitések segitsé-
gével hatarozzuk meg, ennek a felfedezése Eudoxosz (i. e. 408—355) nevéhez flizédik.
Eudoxosz az egész matematikatdrténet egyik legeredetibb alakja volt. Felfedezései-
nek jelentdségét a gérdg matematikusok azonnal felismerték és azokat nagy becsben
tartottak; Euklidész (i. e. 300 koriil) az Elemek [1] egy teljes konyvét (az 6todiket)
Eudoxosz aranyelméletének szenteli. Eudoxosz alkotta meg a kimerités modszerét is,
¢és ennek segitségével bizonyitotta be, hogy a gula térfogata az azonos magassagu
hasab térfogatanak egyharmada. E tétel bizonyitasaban a nehézséget annak megmu-
tatasa jelenti, hogy azonos magassagu, haromszog alapu gulak térfogata ugy aranylik
egymashoz, mint az alapok teriilete. Erre alkalmazta Eudoxosz a kimerités modszerét;
ezt a gyonyori bizonyitést elolvashatjuk az Elemek XII. kdnyvének 5. tételében.

A kimerités mddszerének alapja az a megallapitas, hogy ha egy mennyiségbol
elvessziik legalabb a felét, a maradékbol ismét elvessziik legalabb a felét és ezt az
eljarast folytatjuk, akkor elobb-utobb barmely, elére megadott mennyiségnél kisebb
mennyiséget kapunk. Ennek a megallapitasnak egy variansat ma arkhimédészi axi-
omanak nevezzik, bar maga Arkhimédész elismeri A gombrol és a hengerrél cimi
konyvében, hogy korabbi matematikusok is megfogalmaztak mar (és a fenti alak-
ban Euklidésznél is szerepel a X. konyv elso tételeként). Az Elemek XII. kdnyvében
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Euklidész a kimerités modszerének tucatnyi alkalmazasat adja. Erdemes felidézni az
els6 alkalmazast, amely szerint két kor teriilete ugy aranylik egymashoz, mint az at-
mérok fole emelt négyzetek teriilete. A bizonyitashoz felhasznaljuk, hogy két hason-
16 sokszog teriilete ugy aranylik egymashoz, mint a megfeleld oldalak négyzete (ezt
Euklidész természetesen precizen bebizonyitja a korabbi kdnyvekben). Tekintsiink
egy K kort. A korbe irt négyzet a kor teriiletének tobb, mint a felét tartalmazza, hiszen
egyenld a kor koré irt négyzet felével. A korbe irt szabalyos nyolcszog a kor mara-
dék tertiletének tobb, mint a felét tartalmazza (1asd a 0.1. abrat). Valoban, a nyolcszog
négy egyenlo szari haromszoggel nagyobb a négyzetnél, és mindegyik egyenld szara
haromsz6g nagyobb, mint a megfeleld korszelet fele, hiszen olyan téglalapba foglal-
hato, amely tartalmazza a korszeletet, és amelynek a teriilete a haromszdg teriiletének
kétszerese. Ugyanigy adodik, hogy a korbe irt szabalyos tizenhatszog a kor nyolcszo-
gon kiviili részének tobb, mint a felét tartalmazza és igy tovabb. A fenti megallapitas
(vagyis az ,,arkhimédészi axidoma”) szerint ebbdl kovetkezik, hogy a K korbe be-
irhatunk olyan sokszoget, amelynek a teriilete a kor teriiletét egy tetszdleges, elore
megadott mennyiségnél jobban megkozeliti.

A bizonyitas befejezését egyszerlibb a mai je-
161éseinkkel elmondani. Tekintsiink két kort, K -et
és Ko-t, és jeloljik ¢;-vel, illetve d;-vel a K; kor
teriiletét, illetve atmérdjét (i = 1, 2). Azt kell be-
latnunk, hogy 1/t = d12 /d22. Tegylik fel, hogy ez
nem igaz. Ekkor #{/#; vagy nagyobb, vagy kisebb
d12 /a’%-nél. Elég at1/t) > all2 /d% esetet tekinteni,
hiszen a masik esetben #,/#] > a’22 /dlz, tehat a két
kor felcserélésével az el6zd esethez jutunk. Mar-
most, ha t1/f) > dlz/dz, akkor a

0.1. abra
_n 4

h d3

mennyiség pozitiv. irjunk K-be olyan S| sokszoget, amely K teriiletét jobban meg-
kozeliti, mint & - 1. Ha a K»-be irt és S|-hez hasonld sokszdg S,, akkor S| és S
teriiletének aranya egyenld a megfelel6 oldalak négyzeteinek aranyaval, ami egyenld
dl2 / d%—tel (Euklidész ezt is precizen belatja). Ha S; teriilete s; (i = 1, 2), akkor tehat

n d12 S1 tH—6-b n
——8:—2:—>—:——8’
7] dy 52 5] )

ami ellentmondas.
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A fenti tételt ma tigy fogalmaznank, hogy a kor teriilete az &tmér6é négyzetének
konstansszorosa. Ezt a konstanst Arkhimédész hatarozta meg. Kormérés cimii miivé-
ben bebizonyitja, hogy a kor teriilete egyenld annak a derékszogli haromszognek a
teriiletével, amelynek egyik befogoja a kor sugara, masik befogoja pedig a kor kerii-
lete. Mai jeloléseinkkel (és a fenti tétel birtokaban) ez természetesen nem mas, mint

az r2m formula, ahol 7 az egység sugart kor keriiletének a fele.

Arkhimédész (i. e. 287-212) min-
den id6k egyik legnagyobb, de az 6kor-
7/ nak minden bizonnyal a legnagyobb
/ matematikusa volt. Bar munkassaganak
nagyobb része elveszett, igy is hatal-
mas miivet hagyott hatra. A miiveiben
tobbek kozott kiszamitotta kiilonbozd
y=x gorbevonalu idomok (pl. a parabola-
szelet) teriiletét, meghatarozta a gdmb
felszinét és térfogatat, bizonyos spira-
lok ivhosszusagat, vizsgalta a forgasi
paraboloidokat és hiperboloidokat. Ar-
khimédész is a kimerités modszerét al-
1 ¥ kalmazta, de bizonyos megfontolasok-

ban ezt kiegészitette azzal, hogy a vizs-

0.2. dbra galt alakzatot nemcsak beliilr6l, hanem

kiviilrdl is megkdzelitette. Lassuk, ho-

gyan hatarozta meg Arkhimédész ezt a modszert kovetve a parabola alatti teriiletet!
Ismét a modern jeloléseket fogjuk hasznalni.

0 i—1

n

S~

Az abran lathato parabola [0, 1]-be es6 része alatti T teriiletnek (barmely n és
i < n esetén) az i-edik intervallumba eso (satirozott) darabja alulrdl, illetve feliilrdl
becsiilhetd egy-egy téglalappal, ahonnan — az 1.5.(b) feladat felhasznalasaval —

1 ((1)2 (n—1)2> m—1-n-Qu—1 1 1
T>—- —) +...+ = > - ——,
n n n 6n3 3 n

2
n n n 6n3 3 n

www.interkonyv.hu © Laczkovich Miklés, T. Sés Vera



© Typotex Kiado

Rovid torténeti bevezetés 15

Kovetkezésképpen

1
<-. (0.1)
n

T — =

s

Ez a becslés semmilyen konkrét n-re nem ad pontos értéket T-re. Azonban az §sszes
n-re teljesiilo végtelen sok becslés egyiitt mar azt mutatja, hogy a T teriilet nem lehet
mas, mint 1/3.

Valéban, ha T' # 1/3 volna, azaz [T — 1/3| = @ > 0, akkorn > 1/« esetén (0.1)
nem teljesiilhetne. Nem marad mas lehetdség, mint |7 — 1/3| =0, tehat 7 = 1/3.

Arkhimédész miive nagyon sokaig nem talalt méltd folytatasra. Ennek szamos
oka lehetett: a megfeleld jelolésrendszer hidnya, a geometriaban rogziilt szemlélet-
mod, vagy az okori matematikusok érdeklddésének az az iranyultsaga, amely ide-
genkedett a végtelennel és a mozgassal kapcsolatos problémaktol. Ezért vagy sem,
de az analizis mint széles korben alkalmazhat6 altalanos mddszer, mint tudomanyag
csak akkor sziiletett meg, amikor a XVII. szazadi europai matematikusok célul tiizték
ki a mozgéas ¢€s altalaban a valtozas jelenségeinek matematikai leirasat. Ezt a leirast
olyan problémak megoldasa tette sziikségessé, melyeket a gyakorlati élet és a fizika
szolgaltatott. Néhany példa:

e Hatarozzuk meg a szabadon eso test sebességét és gyorsulasat.

o Irjuk le az elhajitott test palyajat. Allapitsuk meg, hogy a test milyen magasra
repiil és hol esik le.

e Egyéb fizikai folyamatok leirasa, pl. egy kihiil6 test hdmérsékletének megha-
tarozasa. Ha ismerjiik a homérsékletet két adott idépontban, ki tudjuk-e ebbdl
szamitani minden mas idépontban?

e Erintdszerkesztési feladatok. Hogyan kell a parabola érint6jét megszerkeszteni
egy adott pontban?

e Mi a felfliggesztett lanc alakja?

o SzElséérték-problémak. Melyik a gombbe irhaté maximalis térfogati henger?
Két adott pont kdzott melyik az idében legrovidebb 1it, ha a sebesség a hely
fliggvényében valtozik? (Az utobbi kérdést a fénytorés vizsgalata motivalta.)

e Egyenletek kdzelitd megoldasa.

e Hatvanyok (pl. 2‘/§) és a trigonometrikus fiiggvények értékeinek (pl. sin 1°)
kozelitd kiszamitasa.

www.interkonyv.hu © Laczkovich Miklés, T. Sés Vera



© Typotex Kiado

16 Analizis L.

Kideriilt, hogy ezek a kérdések szorosan Osszefliggnek a térfogat-, teriilet- és
ivhossz-szamitasi problémakkal, melyeket szintén a gyakorlati élet vetett fel. Végiil is
e problémak megoldasara a X VII. szdzadi matematikusok kidolgoztak egy elméletet,
az un. kalkulust vagy mai szoval differencialszamitast, amelynek harom sszetevéje
volt.

Az els6 Osszetevd a koordinata-rendszer, amelyet a hagyomany szerint René
Descartes (1596-1650) fedezett fel, holott mar Apolloniosz (i. e. 262—190) is hasz-
nalta, amikor leirta a kipszeleteket. De valoban Descartes mutatott ra el6szor, hogy
a koordinata-rendszer segitségével geometriai problémak algebraiakka fogalmazha-
tok at.

Yy Tekintsiik példaul a parabolat. Ez definicio sze-
_ 12 rint azon pontok halmaza, amelyek egy adott pont-

V=15 O(x, y) 1 P T
tol és egy adott egyenestdl azonos tavolsagra helyez-
kednek el. Ez a mer6ben geometriai meghatarozas
a koordinata-rendszer segitségével igen egyszerti al-
P(0, p) gebrai feltétellé alakithatd. Legyen ui. az adott pont
P = (0, p), az adott egyenes pedig az y = —p
egyenletli vizszintes egyenes, ahol p egy rogzitett
Y=7P  pozitiv szam. Az (x, y) pontnak P-t8l valo tavolsa-
0.3 dbra ga/x2 + (y — p)?, az adott egyenestdl vett tavolsa-
ga pedig |y + pl|. Az (x, y) pont tehat akkor és csak
akkor van a parabolan, ha \/x2 + (y — p)2 = |y+p|.

Ebbdl négyzetre emeléssel azt kapjuk, hogy

x4+ y* = 2py+p® =y> +2py+ p*,
amibdl egyszerii atrendezéssel x2 = 4py, illetve y = x2/(4p) adodik. Ezzel meg-
kaptuk a parabola egyenletét, egy algebrai feltételt, ami pontosan leirja a parabola
pontjait: az (x, y) pont akkor és csak akkor van a parabolan, ha y = x2 /(4p).

A kalkulus masodik 6sszetevdje a valtozé mennyiség fogalma volt. A XVII. sza-
zadi matematikusok elképzelése szerint a fizikai jelenségekben szereplé mennyiségek
az id6tol folytonosan fiiggd valtozok, amelyeknek az értékei pillanatrdl pillanatra val-
toznak. Ezt az elképzelést a geometriai problémaékra is kivetitették. [gy minden gorbét
ugy képzeltek el, mint egy folytonosan mozgo pont palyajat, és igy a pont koordinatai
szintén az id6t81 fiiggd valtozé mennyiségek. Ezen elképzelés az y = x2/(4p) egyen-
letet nem ugy értelmezi, hogy ebben y fiigg x-t6l, hanem ugy, hogy mind a ketten
fiiggenek az id6tél, amint az (x, y) pont végigfut a parabolan.

A kalkulus harmadik és egyben legfontosabb 0sszetevdje a valtozd mennyiségek
differencialja volt. Ennek az az intuitiv kép a 1ényege, amely szerint minden valtozas
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,.végteleniil kicsiny” valtozasok 6sszegez6désébél keletkezik. gy maga az id6 is vég-
teleniil kicsiny idGintervallumokbol tevédik dssze. Az x valtozé mennyiség differen-
cidlja az a végtelentil kicsiny mennyiség, amennyivel x megvaltozik egy végteleniil
kicsiny iddintervallum elteltével. Az x differencialjat dx-szel jeloljiik. Ekkor tehat x
értéke egy végteleniil kicsiny iddintervallum eltelte utan x + dx-re valtozik.

Hogyan mtikodott a kalkulus? Ezt néhany egyszerii példaval illusztraljuk.

A szélséérték-feladatok megoldasanak az volt a kulcsa, hogy ha az y valtozo
mennyiség egy pillanatban eléri a legnagyobb értékét, akkor ott dy = 0. (Hiszen ami-
kor egy elhajitott test eléri palyajanak a legmagasabb pontjat, akkor ott ,,egy pillana-
tig” vizszintesen repiil. Ha tehat a test y koordinatdjanak széls6értéke van, akkor ott
dy=0.)

Hatérozzuk meg a kalkulus segitségével + — 2 legnagyobb értékét! Legyen
x =t — 1. Ekkor a maximumnal dx = 0. Marmost dx nem mas, mint x megval-
tozasa, midon ¢ értéke ¢t + dt-re valtozik. Ebbol

dx = [(t +dr) — (t +d0)*] — [t —*] =dt — 2t -dt — (d1)® = dt — 2t - d1.
Itt az utolsd 1épésben a (df)? tagot ,.elhanyagoltak”, azaz egyszeriien elhagytak
azon megfontolds alapjan, hogy a (dr)? mennyiség ,,végteleniil kisebb”, mint a szé-
molasban szerepld Osszes tobbi mennyiség. Igy a dx = 0 feltétel azt adja, hogy
dt — 2t -dt = 0, vagyis dt-vel vald osztds utan 1 — 2¢t = 0, azaz t+ = 1/2. A kal-
kulus miivel8i ezzel megmutatni vélték, hogy a t — % kifejezés ¢ = 1/2-nél veszi fel
a legnagyobb értékét.

Most lassunk egy érintészerkesztési felada- y
tot. Az érintési pontban az érintd és a gorbe
iranya megegyezik. A gorbe iranyat egy adott
(x, y) pontban ugy szamithatjuk ki, hogy a pon-
tot Osszekotjiik a gorbe egy ,,végteleniil koze-
1i” pontjaval, és vessziik az igy kapott egyenes-
nek (ami nem mas, mint az érintd) a meredeksé-
gét. Egy végtelenil kicsiny id6intervallum eltel-
te utan az x koordinata x + dx-re, az y koordi-

(x+dx,y+dy)

nata pedig y+dy-ra valtozik. Az (x+dx, y+dy) X x4dx X
pont tehdt a gorbe egy olyan pontja, amely
,»végtelenil kdzel” van (x, y)-hoz. Az (x, y) és 0.4. dbra

(x+dx, y+dy) pontokat 6sszekotd egyenes meredeksége
O+dy)—y _dy
(x+dx)—x dx
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Ez két differencial hanyadosa, azaz differencialhanyados. Azt kaptuk, hogy egy gorbe
(x, ¥) pontjaban huzott érintd meredeksége nem mas, mint a dy/dx differencialha-
nyados. Ennek kiszamitasa nagyon egyszeru.

Vegyiik példaul az y = x2 egyenletli parabolat. Mivel az (x + dx, y + dy) pont is
a parabolén fekszik, az egyenletbdl azt kapjuk, hogy
dy = (y+dy) —y = (x +dx)* — x = 2xdx + (dx)* = 2xdx,
ahol a (dx)? tagot ismét ,.elhanyagoltuk”. Ebbél azt kapjuk, hogy dy/dx = 2x, tehat
az y = x% egyenletii paraboldhoz az (x, y) pontban hizott érintd meredeksége 2x.
Marmost tekintsiik a parabola (a, %) pontjat. Az érintd meredeksége itt 2a, tehat az
érintd egyenlete

y:2a-(x—a)+a2.

Ez az egyenes az x tengelyt az a/2 pontban metszi. A parabola (a, a) pontbeli érin-
tojét tehat ugy szerkeszthetjiik meg — vontak le a kovetkeztetést a X VII. szdzadi ma-
tematikusok —, hogy az (a/2, 0) pontot dsszekotjiik az adott (a, a?) ponttal.

Végiil tekintsiik a mar targyalt teriiletszamitasi feladatot. Vegyiik ismét az y = x2

egyenletli parabolat, és szamitsuk ki annak az A idomnak a teriiletét, amelyet az x
tengely [0, x] szakasza, a parabolanak az origot és az (x, xz) pontokat 6sszekdto ive,
valamint az (x, 0) és (x, x2) pontokat 6sszekotd szakasz hatarol. Jeloljik 7T-vel a
kérdéses teriiletet; ekkor 7" maga is egy valtozé mennyiség. Egy végteleniil kicsiny
id6intervallum eltelte utan x értéke x + dx-re valtozik, az A idom tehat egy végtele-
niil keskeny, dx szélességii és y magassagu ,,téglalappal” lesz nagyobb. A T teriilet
megvéltozasa tehat dT = y - dx = x% - dx.

Keressiink egy olyan z valtozé mennyiséget, amelynek a differencialja éppen
x2 - dx! Az el8bb lattuk, hogy d(x%) = 2x - dx. Egy hasonlé szamolés azt adja, hogy
d(x3) = 3x%.dx.Igy a z = x3 /3 vélasztas megfelel, azaz dz = x% - dx. Az ismeretlen
T mennyiségnek és z-nek tehat ugyanaz a differencialja: dT = dz. Ez azt jelenti, hogy
d(T —z) =dT —dz = 0, vagyis T — z nem valtozik, azaz konstans. Ha x = 0, akkor T
és z mindketten nullaval egyenl8k, a T — z konstans tehat nulla, vagyis 7 = z = x3 /3.
Ezzel — vélték a kalkulus hivei — megmutattuk, hogy az A idom teriilete x3 /3. (Ez az
x = 1 esetben Arkhimédész fenti tételét adja.)

Lathatjuk, hogy a kalkulus igen hatékony modszer, €s sok kiilonbozé jellegii
probléma megoldasara alkalmas. A kalkulust mint 6nall6 rendszert nagy matemati-
kusok sora (Barrow, Cavalieri, Fermat, Kepler és sokan masok) fejlesztették ki, majd
Isaac Newton (1643—1727) és G. W. Leibniz (1646—-1716) foglaltak 6ssze. A XVII.
szazadi matematikusok ravetették magukat a modszerre, és ontottak az eredménye-
ket. Igy a szazad végére mar megérett az idé egy nagyszabasu osszefoglalé monog-
rafia megirasara. Ez L'Hospital (1661-1704) Infinitézimal-szamitdas (azaz a végtelen
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kicsiny mennyiségekkel valo szamolas) cimii miive volt (1696), amely csaknem 100
¢vig a téma legfontosabb tankdnyve maradt.

A kalkulust kezdett6]l fogva sok kritika és tamadas érte — tegylik hozza, hogy
teljes joggal. A modszer logikai tisztasaga nagyon is vitathat6é volt, mert homalyos
fogalmakkal dolgozott, és a gondolatmenetei néha zavarosak voltak. Az 6kor nagy
matematikusai minden bizonnyal borzadva utasitottak volna el ezeket az okoskoda-
sokat. A fent vazolt, elsé pillantasra meggy6z6nek tiing ,,bizonyitasok” is nagyon sok
tisztazando kérdést vetnek fel, amelyek megvalaszoldsa nélkiil a kapott eredmények
valddisaga kérdéses marad. Mert mit is jelent az, hogy végteleniil kicsiny mennyiség?
Végiil is egy ilyen mennyiség nulla vagy sem? Ha nulla, akkor nem oszthatunk ve-
le a dy/dx differencidlhanyadosban. Ha viszont nem nulla, akkor a szimolasokban
nem hanyagolhatjuk el. Egy ilyen ellentmondés megengedhetetlen egy matematikai
fogalom esetében. A széls6értékek kiszamitasanak modszere sem vilagos. Ha el is fo-
gadjuk, hogy a sz¢lsdérték helyén a differencial nulla (bar ennek az indoklasa sem t6-
kéletesen meggy6z6), nekiink valdjaban az allitds megforditasara volna sziikségiink:
ha a differencidl nulla, akkor széls6érték van. Ez azonban nem mindig igaz. Hiszen
d(x3) =3x2.dx=0hax= 0, pedig x3-nek nincs szélsbértéke 0-ban.

A kalkulussal szemben megfogalmazott kritikaban fontos szerepet jatszottak a
végtelen sorokkal kapcsolatos ellentmondasok. Az, hogy végtelen sok szam Osszeg-
zése (vagy 4ltalaban a végtelen fogalma) problematikus lehet mar Zénén! szamara
vilagos volt. Ezt Zénon az Akhilleuszrol és a tekndsbékarol szol6 hires paradoxon
segitségével mutatta be. Eszerint bArmennyire gyorsabban is fut Akhilleusz a teknds-
békanal, azt sosem érheti utol, ha a tekndsbékanak elényt ad. Ugyanis Akhilleusznak
idére van sziiksége ahhoz, hogy elérje azt a pontot, ahonnan a tekndsbéka indul. De
amig odaér, a tekndsbéka mar elébbre jut egy ujabb pontra. Akhilleusznak ismét idore
van sziiksége ahhoz, hogy elérje ezt a pontot, mialatt a tekndsbéka megint csak egy
ujabb ponthoz ér, és igy tovabb. Tehat Akhilleusz sosem éri utol a tekndsbékat.

Persze mindnyé4jan tudjuk, hogy val6jaban Akhilleusz utoléri a tekndsbékat, és
konnyen ki is szamithatjuk, hogy ez mikor kovetkezik be. Tegyiik fel, hogy Akhil-
leusz 10 métert fut masodpercenként, mig a teknésbéka 1 métert maszik ugyanennyi
id6 alatt. (A szamolas egyszerusitése érdekében egy kiilonlegesen gyors tekndsbékat
allitunk ki Akhilleusz ellen.) Ha a tekndsbéka 1 méter elénnyel indul, akkor x ma-
sodperc elteltével Akhilleusz 10x méternyire, a tekndsbéka pedig 1 + x méternyire
lesz a kezd6ponttol. A 10x = 1 + x egyenletet megoldva azt kapjuk, hogy x = 1/9
masodperc mulva Akhilleusz utoléri a tekndsbékat.

1Z¢én6n (i.e. 333-262) gordg filozofus
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Mindezt Zénon is tudta; 6 csak azt akarta kimutatni, hogy a végtelen sok Osszete-
v6bol allé mozgas gondolati megragadasa lehetetlen és ellentmondasokra vezet. Zé-
no6on gondolatmenetét szamokban kifejezve tigy okoskodhatunk, hogy Akhilleusznak
elészor meg kell tennie 1 métert, hogy elérje a tekndsbéka indulasi pontjat: ezt 1/10
masodperc alatt teszi meg. Ezalatt a tekndsbéka 1/10 métert tesz meg. Ezt Akhil-
leusznak is meg kell tennie, és ehhez 1/100 masodpercre van sziiksége. Ezalatt a
tekndsbéka 1/100 métert tesz meg, amelyet Akhilleusz 1/1000 mésodperc alatt tesz
meg és igy tovabb. Végiil is Akhilleusznak végtelen sok tavot kell megtennie, és eh-
hez 6sszesen (1/10)+(1/100)+(1/1000) +. . . masodpercre van sziiksége. Azt kaptuk

tehat, hogy

11 1 1
bt —— .= 0.2)
10 " 100 * 1000 9

Ezzel Zénon paradoxonat tulajdonképpen arra a kérdésre vezettiik vissza, hogy vég-
telen sok szakaszt egymas mellé illesztve kaphatunk-e korlatos szakaszt, vagy mas-
képpen fogalmazva, hogy végtelen sok szam dsszege lehet-e véges?

Ha egy végtelen sor tagjai mértani sorozatot képeznek, akkor az 6sszegét egy-
szerl szamtani miiveletek segitségével is meghatarozhatjuk — legalabbis latszolag.

Tekintsiik az 1 +x +x2 + . .. sort, ahol x egy tetszOleges valos szam. Ha 1 + x + x4
+...= A, akkor
A=l+x-(I+x+x>+..)=1+xA,
amib0l x # 1 esetén az
1
l+x+x2+...= 0.3)

T l—x

Osszefliggés adodik. Ha (0.3)-ba x = 1/10-et helyettesitiink és mindkét oldalbodl
kivonunk 1-et, akkor megkapjuk (0.2)-t. Az x = 1/2 specialis esetben pedig az

1+1/2+1/4+...=2 0sszefiiggést kapjuk, amely az alabbi abra alapjan is azonnal
lathato.
1 1 11
1 2 4 8 T16...
0 1 2
0.5. abra

A (0.3) osszefliggés azonban furcsa eredményeket is tud produkalni. Ha (0.3)-ba
x = —1-et helyettesitiink, akkor azt kapjuk, hogy

I—1+1—1+...=1 (0.4)
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Ez az eredmény két szempontbol is kiilonds. Egyrészt tortszamot kaptunk, holott
egész szamokat adtunk Gssze. Masrészt a sor tagjait parosaval zarojelezve az ered-
mény

1-D+0-1D+...=0+0+...=0.

S6t, ha a zardjelezést a masodik tagnal kezdjiik, akkor
I-1-H-1-1)—-...=1-0—-0—...=1

adodik. Tehataz 1 — 1+ 1 —1+... sor 0sszegére harom szam: 1/2, 0 és 1 is palyazik.

Ezzel ellentétes problémaba litkdziink, haaz 1+ 1+ 1 +. .. sor Osszegét keressiik.
Ha az 6sszeg értéke y, akkor

l+y=1++1+1+..)=1+1+1+...=y.

Ilyen y szdm azonban nem létezik! Mondhatnank, hogy az 6sszeg oo kell, hogy le-
gyen, de kizarhatjuk-e a —oo Osszeget? Ez ellen szélna, hogy pozitiv tagokat dssze-
adva nem kaphatunk negativ szamot, de biztos ez? Ha ugyanis (0.3)-ba x = 2-t he-
lyettesitiink, akkor azt kapjuk, hogy

1+2+4+4+...=—1, 0.5)

tehat — latszolag — pozitiv szamok Osszegeként mégis kaphatunk negativ értéket.

Ezek a kiilonds, lehetetlen, s6t ellentmondésos eredmények sok vita targyat ké-
pezték egészen a XIX. szazad elejéig. Az ellentmondasok feloldasara fantasztikus
elképzelések sziilettek; az 1 +2 +4 + ... = —1 Osszefiiggéssel kapcsolatban példaul
volt, aki ugy vélte, hogy a szamegyenes bizonyara ,,ujra kezd6dik”, és a végtelen utdn
ismét a negativ szamok kovetkeznek.

A kalkulus koriili vita egészen a XIX. szazad végéig zajlott, é&s nemegyszer filo-
zofiai sikra terel6dott. Berkeley kimutatta, hogy a kalkulus allitasai szemernyivel sem
tudomanyosabbak, mint a hit igazsagai, Hegel pedig amellett érvelt, hogy a kalkulus
belso problémainak megoldasara csakis a filozofia hivatott.

Ezeket a bels6 problémakat végiil mégis a matematikusok oldottak meg a XIX.
sz4dzadban, amennyiben a kalkulus intuitiv, de homalyos és ellentmondasos fogal-
mait precizen definialt matematikai fogalmakkal helyettesitették. A valtoz6é mennyi-
ség fogalmat a fliggvény fogalmaval, a differencialt a hatarértékkel, a differencialha-
nyadost pedig a derivalttal valtottak fel. A végtelen sorok dsszegét Augustin Cauchy
(1789-1857) ugy definialta mint a részletdsszegek hatarértékét?. Ennek a tisztazasi

2Ennek részleteit lasd a 6. fejezetben.
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folyamatnak az eredményeképpen — amelyben Cauchy, Karl Weierstrass (1815-1897)
¢és Richard Dedekind (1831-1916) vallaltak uttérd szerepet — a XIX. szazad végére a
differencial- és integralszamitas (roviden analizis) elérte a logikai tisztasagnak azt
a fokat, amelyet a matematika megkdvetel.

Az analizis preciz elméletének kidolgozésa az Gjkori nyugati kultira egyik legna-
gyobb szellemi teljesitménye volt. Ne csodalkozzunk hat, ha ezt az elméletet — foleg
az alapjait, mindenekel6tt pedig annak centralis fogalmat, a hatarértéket — nehéznek
talaljuk. Hogy megkdnnyitsiik a hatarérték fogalmanak elsajatitasat, elészor a soro-
zatok hatarértékét targyaljuk. De mindenekel6tt meg kell ismerkedniink azokkal az
alapokkal, amelyekre az analizis mint a matematika egy fejezete épiil.
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