Line aris programozas 3

Az altalanos feladat algebrai megold asa

Készitette: Dr. Abraham Istvan



A normal feladat szimplex modszerrel tortené megoldasa (emlekeztetoll):
Példa: Oldjuk meg a kdvetkezO feladatot: 419 17

x>0 AR<b és z=c*x-max, aholA=|0111| b=[90 80 50 J*
1110 c©=[2322]
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Megoldas: Az induld tabla felvételéhez nem kella matematikai modellt felirni.
B i

1'90|u, |0 -1 -1 1! 40 A generalo elemet (a pozitiv cél-

118w -1 -1 0 30 érték felett) Ugy valasztjuk, hogy

0 50| x |

210 -z1-1 -3 -1 i_150 Az U] tablazatok:

u i+ b |By|lu u x, u,; b |B |u u x u

0 -1 -1| |

1130 |x, |1 -1 -1 0! 40 |x, 60 Alternativ

x, 1 1 1 0150 |x [-1 1 [2] 11 40 |x, 20 optimum

-z|1 -1 -1 -21-210|-z|-1 -1 0 -11-220|-z|-1 -1 0 -1i1-220 van:

Az () tablazatban (a betlcsere végrehajtasa utan): Xo;=[ 10 40 0 40 ]* u,,=0
1.) A general6 elem helyére irjuk a reciprokat. X02=[30 0 20 60 ]*uy,=0
2.) A general6 elem oszlopat szorozzuk a reciprok (-  1)-szeresével. 2,=220

3.) A generalo elem sorat szorozzuk a reciprokkal, m  egkapjuk a g értékeket.

4.) Uj koo.=régi koo. - q [a gen. elem oszlopabol megfelel & régi koo.)



Specialis esetek a norm al feladat megoldasakor

1.) Alternativ optimum

Eléfordul, hogy pozitiv érték mar nincs a —z soraban, de van egy vagy tobb nulla .

Ha nulla fol6tt valaszthatunk generalo elemet, akkor Gjabb optimalis megoldast,
alternativ optimumot __ kapunk.

A celfliggveny eértéke természetesen valtozatlan marad.

Ha egy LP feladatnak alternativ optimalis megoldasai vannak, akkor végtelen
sok optimalis megoldas letezik, amelyeket az X _,, X, ..., X, Optimalis megol-
dasok konvex linearis kombinacidja  szolgaltat.

Tehat ha: C*X_,=C*X _,=...=C*X,,=Z,, akkor az

altalanos megoldas: X, —)\ X, +)\ IX 2t A X, ahol A, 20és Zn:)\i =1.
i=1
Az el6z6 feladatban: x,,=[ 10 40 0 40]* u,,=0

X,,=[30 0 20 60]* u,,=0 2z =220.

Az altalanos megoldast az ,alapmegoldasok” konvex linearis kombinaciojaval  kapjuk:
Xo=AXpH(1-A)X,, (0<A<1l) u,=0 ész,=220.

Az altalanos megoldas folytonos valtozok esetén végtelen sok megoldast jelent,
hiszen a A parameéter az adott hatarok k6zott vegtelen sok éerté ket vehet fel.



2.) Degeneracio

Degeneracio a szimplex algoritmus alkalmazasa soran akkor all el6, ha a
b oszlopaban nulla van.

Ez bekOvetkezhet: a.) Ha maga a matematikai modell ilyen.

} b.) A generalo elem valasztasanal tobb sorban is adodik
ugyanaz a szuikkeresztmetszet.

Ha lehetséges, a degeneraciot j6 elkerilni, mert vég  telen ciklusba keveredhetlnk.

3.) Nincs optim alis megoldas

Ha a szimplex tablazatban a célfiggvéeny soraban  van meg pozitiv szam , de felette
generalo elemet mar nem valaszthatunk , akkor a feladatnak nincs optimuma .

Példa: Oldjuk meg a kdvetkezé feladatot szimplex modszerrel:

x>0 Megoldas: Indulo tabla felvetele, majd a tobbi tablazat:
x1—2x2_+x3_+2x4s3 B, [x, X, X, X, b|B,[x, x, X, u,i1b|B,|x u x, u b
—3x +2x + X, <1 u|1-21 23y, |1 -3 =21 1 x| Y4 Y4 -3/4 -1/2) 14
X -8, -2 <7 u,[0-32 [i1)x,[0 -3 2 111 |x,|3/43/4 -Y4 -12/7/4
224%,-9%,+3x,+11x, ~ max Ys|3 =8 0 ~2[7/u; |3 -14 4 2 |9 |u, 13/2 7/2 -13/2 -5 !25/2
-z|4 -9 3 110|-z|4 24 -19 -11-11]-z| -2 -6 -1 1 1-17

A B, tablazatban a -z soraban egy pozitiv elem talalhat6, azonban ez az oszlop nem tartalmaz
pozitiv generalé elemet , igy a feladatnak nincs optimuma , a célfiiggvény nem korlatos 4 a
lehetséges megoldasok halmazan.



A kétfazisu szimplex m odszer
A normal LP feladatnak jellegébél adédoan mindig van lehetséges megoldasa,
példaul a trivialis x=0, u=b, z=0.

Az altalanos feladatnal elso6 leépésében el kell jutnunk a feladat egy lehetséges
bazismegoldasahoz .

A masodik fazis az optimalizalas , ami ugy torténik, minta normal feladatoknal.

A modositott norm al feladat lehetséges bazismegoldasa és optimuma

A modositott normal feladat matrixaritmetikai alakja:

x20 Az egyenletrendszerré alakitasban eltérésvektort
alkalmazunk az A x=b, formulanal is.

z=f(X)=C*X — max. Ezt az egységes targyalasmod érdekében tesszik.

Ez az eltérésvektor specialis, komponensei minden esetben nullak.
Az ilyen eltérésvektort,, kalappal ” kulonboztetjilk meg a,, normal ” eltérésvektortol.

A feltételrendszer kanonikus alakja tehat: A, x +uU, =b, (u, =0)
A,X+U,=D, (u,20)



TekintsUk az eredeti modositott normal feladatbdl képzett normal feladatot:

Ax<b, A ,zé kalap”célfiiggvényt masodlagos celfiggvenynek
AZX S Qz (X, Ql! QZ 2 Q) neveZZUK'
Z = 1* A, X - max Az 1*A, az A, matrix soraiban [év 6 elemek 0sszege . Normal
feladatot akkor kapunk, ha a z maximuma eppen 1_*-b;.
Példa: A kovetkez6 modositott normal feladathoz irjuk fel a kanonikus alakot

és a masodlagos célfiiggvényt: A kanonikus alak:

x=0 -
X, -~ + x, =15 X, + X, + u =15
X, + X, = 20 X, + X, + U0, = 20
X, + 2X, *+ X, < 50 X, + 2X, + X + u, = 50
4x, — X, + X, < 60 X, — X, + X, +u, = 60

z=x,+2X,~5x, »max. A masodlagos célfiiggvény: Z=Xo +Xg3+2Xy

A masodlagos celfiggvenyben az egyutthatok a ,kalapos” eltérésvaltozokat
tartalmazo sorokban 1évé megfelel6 egyitthatok 6sszeadasaval adodnak.

Tetel: A modositott normal feladatnak akkor és csak akkor van lehetséges meg-
oldasa, ha a beldle képzett normal feladatban a masodlagos célfiiggvény
soraban nincs pozitiv szam és a celftiggveny értéke 1*b,.

«
A tételt nem bizonyitjuk. ﬁ“\f
_J__|_|_|



A modositott normal feladat szimplex modszerrel tértén 6 megoldasaban el 6szor
a lehetséges megoldasig kell eljutnunk.

Ennek elérésére csak a masodlagos célfiiggvénnyel szamolunk addig:
1.) amig annak sorabdl ,el nemt Udnnek”a pozitiv szamok,
2.) és a masodlagos célfiggvény értéke  1*D, nem lesz.

Ha ezt nem tudjuk elérni, akkor az eredeti modositott normal feladatnak nincs
lehetséges megoldasa és igy természetesen optimuma sem.

A maximum keresése ezutan a normal feladatnal megismert szimplex modszerrel
torténik.

A szimplex indul6 tabla a normal feladatéhoz hasonlé. Annyi az eltérés, hogy
a legalso sor a masodlagos célfiggvény sora.

Ahol a modellben egyenléségek voltak, a tablazatban a megfelelé sorokban
sorkezddéként kalapos elteresvaltozokat szerepeltetlink.

Az elsédleges célfuiggvény sordban szerepl6 ertéket az egyes bazistranszfor-
maciok soran ki kell szamolni.

Az elsddleges célfiggveny sordban szerepl6 ertékek lehetnek negativak is.
A generald elem valasztasat a masodlagos celfliggveny hatarozza meg.



Pelda: Oldjuk meg a 6. lapon kdz6lt modositott normal feladatot!

x=0 Az indulo tablaban kalapos eltérésvaltozok

X, + x, = 15 és masodlagos celfliggveny is szerepelnek:
B, | X, X, X3 X, b
Xg * %, =20 6,0 1 0 115
X, + 2X, + X, < 50 u, |0 0 1 1120
X, - X, + X, < 60 U | 1210150
Z=X,+2X,~5X, — max u, |4 -1 0 160
1773 T4 ' -z|1 0 2 -5:0
-z|/0 1 1 2.0

Egyszerlbb az az eset, hogy ha nem 0O-t irunk a masodlagos célfiiggvény soraba
utolsé szamként, hanem 35-06t eés azt figyeljik, hogy az egymast kovetd bazis-
transzformacidk soran ez az értek O-ra lefogy-e, vagy sem.

By [X; X, X3 X, b

u, |0 1 0 1 : 15 A general6 elem valasztasnal csak a masodlagos cel-
u, |0 0 1 1 120 fuggvenyre figyelink a lehetséges megoldas eléréseig.
u |12 10,30 (Termeészetesen a szikkeresztmetszetre tgyelve.)

u, |4 -1 0 1 60

-zl 1 0 2 -5 0 Valasszuk ageneralo elemet a 3. oszlopbdl!
-z|0 1 1 2 .35



Az U] tabla: Ujabb generald elem valasztas és bazistranszformacio

B, |x;, X, U, X, b B, |x, G4, G, x,: b
u, [0 T 0 115 x,]0 1 0 1115
X0 0 1 11 20 X, /0 0 1 1120
u, |1 2 -1 -1130 D u, |1 -2 -1 -3 0
u, |4 -1 0 1| 60 u, |4 1 0 275
—z]1 0 -2 -71-40 —z|1 0 -2 -71-40
-z/0 1 -1 115 -z|0 -1 -1 01 O

A B, tablazat mar lehetséges megoldast ad: a masodlagos célfliggvény soraban
nincs pozitiv szam, és annak ertéke ertéke éppen 35.

(U.I. kiindulaskor az eléerend 6 értéket irtuk a tablazatba és az fogyott le 0-ra).

A kalapos eltéresvaltozok is nulladk, hiszen a tablazatban oszlopf 6re keriltek, igy a
bazismegoldasban mindkett 6 értéke O.

Ha az optimum meghatarozasa a celunk, akkor az els6 fazis utan a masodlagos
celfiiggvény sorat elhagyjuk és elhagyhatok a kalapos oszlopok is:

B, | X, X, i b Az optimalis B, |u; x, 1 b -

X 1 0 115 hegoidas: %, | 0 11 15 _ ' %
x;, | 0 11 20 | X,=[0 15 20 0]
3 | X, | O 1120 o 000 75
u |11] =31 0 BBE: x, | 1 -3 0 Uo=| ]
u, 4 2 | 75 u, | - 4 14 ! 75 es 20:40.

—z[ 1 -71-40 —71=1 —4 =40 °




A gyakorlatban az eljarast tomorebben irjuk: az oszlopfére keruléskor a kalapos
valtozok oszlopai elhagyhatok, ha ,,csak” optimum szamitas a célunk:

B, X, X, X3 X, b |B |x %X X1 b |B|x x1 b |B]|u x, b
6,0 1 0 1115/ G |0 [1] 1115 |x,[0 1115|x,|0 1115
G, [0 0 [1] 1120/%|0 0 1120 |% |0 1]20|x%|0 120
u, |1 2 1 0/!50|uy |1 2 -1130|uy ([l -3/ 0 |x |1 =310
u |4 -1 0 1'60|lu |4 -1 1!60|u |4 2! 75|u |-4 14! 75
-z|1 0 2 -5,0]-z|1 0 -7,-40/-z| 1 -7,-40|-z|-1 -4,-40
-z|0 1 1 2,3(-z/0 1 1,;15|-z|0 0,0 |

Megjegyzés: a B, tabla degeneralt , de ez az optimumszamitast nem zavarja.

Az altalanos LP feladat megoldasa

Az altalanos LP feladat megoldasat a modositott normal feladat megoldasara
vezetjuk vissza.

Az altalanos feladat matrixaritmetikai alakja:

x>0 Két dolgot kell el6sz6r megtenniink:
A x=b, b, =20 1.) a feltételi egyenl étlenségeket egyenl 6segekke alakitjuk.
Ax<b, b,20 (Ha a baloldal nagyobb-egyenl 6, akkor elveszink v_-t.)

2.) célfuggveényt atalakitjuk ugy, hogy a keresett  optimum
maximum legyen.

Az altalanos feladat célfiggvenyénél is mindig maxi mumot keresunk.



Pelda: Szimplex médszerrel oldjuk meg a kdvetkezé feladatot:

X=0 Szukseéges a feltételek atirasa, hiszen a jobboldalon
2%, +3X, — 2x; =-24 negativ szamok nem szerepelhetnek:
Xy O, X2 , i 58 ox,—3x,+2x,<24  (Mindkét oldalt szoroztuk
Xp + X, — 2X s X X, 28 (-1)-gyel.)

z=f(x) = —6Xx, + 8X, - min
Felvesszik a kanonikus alakot:  2X,—3X,+2X3+U;=24 A masodik feltételnél:

—X+X,—V,+ [jl =8 A -v, beirasaval egygn! 6§éget,

kaptunk. Ekkor az elteresvaltozo

+2X,—2X, +U,=
X, +2X,—2X4 +U,=8 kalapos”.
A célfiiggvényt szorozzuk —1-gyel: —Z=6X; —8X, —» max
Z= — 6X,+8X,. Rendezve : z+6x, — 8x,=0
A szimplex tablazatba nem —z-t, hanem Zz-t irunk. Az indul6 tabla és az els 6

optimalis megoldas tablazata:

X, X, X, V,| b X, U, v, b Alternativ optimum van:
u |2 -3 2 0 124 u | 2 111 -1140, _ .o _ _ .
0, (-1 1 0 -1!8 |... x |-3/2 -1j2 -1! 4 X710 8 4]72,=64u,,=[40 0 O]
u, |1 [2] -2 018 X, -1 0 -118 [x.,=[08 24]* u,,=[0 0 40]*
z|6 -8 0 0'0 z| -2 0 -8164 o )
-z|/-1 1 0 -1!8 | Az altalanos megoldas:

(A kOzbees 6 szamitasokat X =AX F(1-N)X,, U =AU ,+(1-A)u,, O<A<1 2,=64

nem részletezzik.) _ o _
A fejezet targyalasat befejeztuk.



