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Bevezetés

A benniinket koriilvevd vildg lefrdsdhoz 6sid6k 6ta szamokat is alkalma-
zunk. Tekintsiik at a szamfogalom kiépiilésének logikai-torténeti folyamatat,
amely minden valészinliség szerint a legkorabban megjelent természetes sza-
moktdl a tortek, a negativ szamok, majd az irraciondlis szamok alkalmaza-
séig vezetett, illetve tovdbbi altaldnositdssal megjelentek a komplex szamok,
a vektorok €s a matrixok.

A természetes szamok korében az osszeadast tekinthetjiik igy, mint ismé-
telt tovabbszamlalast: ha barmely természetes szdmhoz egyet hozzdadunk,
Ujabb természetes szdmot kapunk. Ez azt is jelenti, hogy minden természetes
szam egyesek 6sszegébdl all. Ha tehét az a természetes szdmhoz hozzaadjuk
a b természetes szamot, akkor a b-ben 1évS egyesekkel ismételt tovabbszam-
14l4st végziink, azaz Gjabb természetes szamot kapunk: a+b = ¢, ahol ¢ € N,
a miivelet nem vezet ki a természetes szamok N halmazabdl.

A természetes szamok korében a kéttényezls szorzds ismételt 6sszeadas:
az a-b azt jelenti, hogy b darab a-t adunk 0ssze, vagy ami ugyanaz: a darab
b-t adunk Ossze. Az a-b = d szorzat eredménye is mindig természetes szam:
deN.

Kozben lathattuk, hogy mind az 6sszeadas, mind a szorzds kommutativ,
azaz a+b=Db+a, valamint a-b =b-a. Mindkét direkt mivelet tetsz6legesen
sok tagra megismételhets, azaz érvényes az asszociativ tulajdonsdg: a+b+
+c=(a+b)+c,illetve igaz: a-b-c=(a-b)-c, tehat el6szor mindig csak két
tagot-tényez6t adunk egymdshoz, szorzunk Ossze. A két miveletre egyiitt
érvényes a disztributiv azonossag (,,részekre bontds, szétosztas”):
a-(b+c)=a-b+a-c.

Az azonos tényezbkkel ismételt szorzds a hatvanyozds: ha b darab a-t szor-
zunk 0ssze, akkor hatvdnyt kapunk: a-a----- a=al=c. (Azaaz alap, b a
kitevd, ¢ a hatvanyérték. Nyilvan: ¢ € N.) A kommutativitds ebben az eset-
ben 4ltaldban nem igaz, azaz: aP #b?. Példaul 23 =8 #32 =9. A hatvanyozis
egyszerli azonossagait az ,.ismételt szorzds” definicidval konnyl beldtni:
1)(a-b)P=a-b"; 2.)a"-am =a"m: 3) (a")™ = a"™. A harmadik azonos-
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sdg igen érdekes: ismételt hatvanyozdssal nem kapunk 4j miveletet, megint
hatvany lesz az eredmény. Példdul (23)2 =20 = 64.

Az eddig felsorolt ,,direkt” miiveletekben, ha természetes szdamokbdl in-
dulunk ki, az eredmény is természetes szdm lesz. Uj tipust szamokhoz ak-
kor jutunk, ha a miiveletben szerepld két tag-tényezd koziil az egyiket, vala-
mint az eredményt ismerjiik, és keressiik a miiveletben szereplé masik sza-
mot, azaz indirekt miveletet végziink. Osszeadds esetén: az a+x = c-bdl
az ismeretlen szdm kivondssal adédik: x = c—a. Ha a és c természetes sza-
mok, akkor a kiilonbség nem lesz mindig az. Ha azt akarjuk, hogy a kivo-
nds minden természetes szamra elvégezhetd legyen, be kell vezetni a nega-
tiv szdmokat, igy a kivondsra az alaphalmaz az egész szdmok Z halmaza:
Z={---2,-1,0, 1, 2, ... }. Megjegyezziik, hogy elég hosszu id6 kellett
ahhoz, hogy a negativ szamok elfogadottakka valjanak, a 1étjogosultsagukat
alapvetden a veliik vald, alapvetéen egyszer(i szimoldsi lehetGség biztositja.
Lattuk, hogy az 0sszeadds kommutativ, igy mindegy, hogy az eredmény is-
merete mellett az 0sszeadandd két tag koziil az elsd vagy a masodik adott, a
kivonast egyféleképpen végezziik el.

Szorzds esetén: az a-x = c-bdl az ismeretlen osztdssal adddik (ha az a nem
nulla), tehat: x = c¢/a. Nyilvanval6, hogy ha az a és a ¢ egész szamok, akkor
a hdnyadosuk nem lesz mindig egész. Ha azt akarjuk, hogy az osztis min-
den egész szdmra elvégezhetd legyen, be kell vezetni a tort szdmokat, igy az
osztdsra az alaphalmaz a raciondlis szdmok (két egész szdm hdnyadosaként
felirhaté szdmok) Q halmaza, azaz: Q = {xIx = p/q, ahol p és q egész sza-
mok, és q #0}. A szorzés is kommutativ, igy mindegy, hogy az eredmény
ismerete mellett a két tényezd koziil az elsé vagy a masodik adott, az osztast
egyféleképpen végezziik el.

A hatvdnyozds esetén bonyolultabb a helyzet az indirekt mivelettel. A
hatvanyozas nem kommutativ, igy ha az eredményt, a hatvanyértéket ismer-
jiik, akkor egészen mds miiveletet kell végezni, ha az alap adott és a kitevot
keressiik (logaritmdlds), illetve, ha a kitev6 adott €s az alapot keressiik (gyok-
vonas). Példaul 2* = 64-bdl x = 6, amit, tudjuk, igy is frhatunk: log, 64 = 6.
Viszont az x% = 64-b6l x = +8, aminek szintén ismert az x-re kifejezett (exp-
licit) alakja: x = /64 = £8. Mind a kitevSkeresés, mind a gyokvonas elvé-
gezhet6ségéhez Uj tipusu szamokat kell bevezetniink, a nem szakaszos vég-
telen tizedes torteket, az irraciondlis szdmokat. Bebizonyithato, hogy példaul
a v/2 nem frhat6 fel két egész szdm hanyadosaként, azaz szakaszos tizedes
tortként. Sokdig ezt a tényt ésszerlitlennek, irraciondlisnak tartottdk. Ugy
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képzelték, hogy minden tizedes tort egyszer majd csak szakaszos lesz, ha
elég hosszu a szakasz. Egyszert ellenpéldat talalni: a 0, 1001000100001 ...
szdm (azaz ha az egyesek kozé jobbra haladva mindig eggyel tobb nullét
irunk) soha nem lesz szakaszos tizedes tort, ez egy irraciondlis szdm. Ugyan-
akkor ezek a szdmok raciondlisan nem elképzelhetetlenek, példdul az 1 cm
oldalhosszisdgu négyzet atléja v/2 cm. Az irracionélis szdmok is a szdm-
egyenesen dbrdzolhatdk, és a raciondlis szdmokkal egyiitt alkotjdk a valds
szamok R halmazat.

De a valés szamok sem elegendSk arra, hogy a hatvanyozas inverz miive-
leteit minden esetben végre tudjuk hajtani. Gondoljunk példdul az x*—2x +
+5 =0 egyenlet megolddsdra. Alkalmazzuk a megolddképletet:

2j:\/24—20 _ 2j:\2/—16 14V 3

X12=

A valés szamok korében ennek a masodfoku egyenletnek nincs megoldasa,
hiszen olyan valés szdm, amelynek a négyzete —4 lenne, nem létezik. Ve-
zessiink be egy ,.képzetes” (immagindrius) szdmot, amelynek a négyzete —1,
és ezt jeloljiik i-vel. Ekkor a v/—4 igy irhaté: v/4-v/~1 = 2i. A masodfokd
egyenletiinknek igy mér van megolddsa: x; 5 = 1 & 2i, tehét az egyik gyok:
x; = 1+42i, a masik: x5 = 1-2i. A szdmfogalomnak ezzel a b&vitésével a
gyokvonds barmilyen valds szdmbdl elvégezhets, a masodfokd egyenletek-
nek mindig van megolddsa. Az igy ad6dé szamokat komplex szamoknak
nevezziik. Gauss (1777-1855) vezette be és haszndlta el6szor a komplex sza-
mokat, amelyek 4dltaldnos alakja: z=a+b-1i, ahol a és b valés szamok.

Megjegyzés: felvetddik a kérdés, hogy mire j6 mindez, hogyan tudjuk elkép-
zelni a komplex szdmokat? Gondoljunk arra, hogy kezdetben a negativ szdmokat
is csak mesterkélten (,,hidny”, a szamegyenesen a nullatél balra 1évé szamok, stb.)
magyaraztak, vagy az irraciondlis szdmokat ma is ezen a néven nevezziik (lexikon:
irraciondlis = az értelem szamadra felfoghatatlan, észellenes.). Ma mar ezeket a sza-
mokat az altalanos iskoldkban is hasznéljak. A komplex szdmok mai, eléggé széles
korti alkalmazasi teriiletei a matematikan kiviil f6ként a miszaki tudomanyokban
taldlhatok. Elképzelni pedig igy lehet a komplex szdmokat, hogy azok nem a szdm-
egyenesen, hanem egy un. szdimsikon helyezkednek el, amelyen adott egy vizszintes
tengely, amin a valds szamok taldlhatdk, a fiiggdleges tengely egysége pedig az i
imagindrius szam:
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A rajzunkon a z = 3+ 2i komplex szdmot dbrazoltuk.

Az=a+bi=a-1+b-ikomplex szimban az a-t tehat mindig eggyel, a b-t
pedig mindig i-vel szorozzuk, ezért a komplex szdm megadasakor elegendd
az a-t és a b-t feltiintetni, tehdt egy valés szamparral adjuk meg a komplex
szdmot: z = [a b]. Igy a szdmfogalom tjabb 4ltaldnositdsaként olyan ,,szé-
mot” kapunk, amely 2 valds szdmmal adhaté meg. A komplex szdmokkal
is miveleteket lehet végezni, a miiveleteknek azonossdgaik vannak, ezeket
nem részletezziik.

A val6sdgban a dolgok mennyiségi jellemzésére régbta haszndlnak tobb
szdmbdl 4ll6 szamsorokat, szamoszlopokat. Gondoljunk példdul arra, hogy
egy egészségiigyi vizsgalatkor dltaldban megmérik az illet6 testsilyat, ma-
gassagat, vérnyomdsat, hdmérsékletét és egyebeket és ez a szdmsor (vek-
tor) fejezi ki az a vizsgalt személy allapotat. Tagabb értelemben tehat ez
a mennyiségi adat is ,,szdmszer(i”, a tobb emberrdl felvett hasonlé adatok-
kal (vektorokkal) miveleteket lehet végezni, ezekre a miiveletekre bizonyos
szabdlyok, azonossdgok lehetnek érvényesek.

Tovabb mehetiink: a mennyiségi adatok gyakran nemcsak szdmsorokban,
vektorokkal, hanem tdbldzatokban adottak. Vannak olyan jelenségek, elja-
rasok, amelyek kvantitativ megaddsahoz a vektor kevés. Példdul tekintsiink
egy egyszerl termelési folyamatot, ahol 3 eréforrds (ami lehet él6munka,
anyag és energia) felhasznaldsaval négyféle terméket gyartanak. Ismeretes a
technoldgiai szerkezet, ami azt jelenti, hogy az egy-egy darab termékekbe az
er6forrdsokbdl mennyi épiil be. Konkrétan: jeloljiik az er6forrasokat A, B és
C bettikkel, a termékeket rémai szdmokkal, a technoldgiai tablazat legyen a

kovetkezs:
I I I I1v
Al4 3 3 1
B|2 1 0 5
c|o 1 2 3
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Ha hasonl6 adatokndl a termékek mindig oszlopfén talalhatok és az erd-
forrasok mindig sorkezd6k, akkor az adott termelés jellemzéséhez elegendd
megadni egy szamtdblizatot, egy matrixot, tehat magéat a ,,szamtéglalapot™.

A vektor is és a matrix is tulajdonképpen a szdmfogalom altalanositédsa,
veliik a szdmokhoz hasonléan miiveleteket lehet végezni és igen hasznos cé-
lokat érhetiink el alkalmazasukkal. A vektorokat specidlis szamtéblazatok-
nak (matrixoknak) tekinthetjiik, olyanoknak, amelyeknek egy soruk, vagy
egy oszlopuk van. Igy a métrixokkal kezdiink el foglalkozni és az eredmé-
nyeinket megfogalmazzuk vektorokra is. Tobb esetben viszont a vektorokra
kimondott allitdsokat dltalanositjuk matrixokra.

Latni fogjuk, hogy a métrixokkal hogyan végezhetiink miveleteket és mi-
lyen zsenidlis alkalmazdsokhoz vezet el a matrixalgebra, ilyen példaul az op-
timumszamitas. Nem lesz til konnyl dolog megismerni ezt a teriiletet, tjsze-
rd dolgokrdl lesz sz6. Viszont a cél, optimumszamitds az élet sok teriiletén
alkalmazhatd €s jelentds eredményekhez vezet.
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