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A SZERZO BEVEZETESE

A gondolkod4s torténetében gyakran megesik, hogy el6térbe keriil és
gyorsan halad azoknak a probléméknak a tanulményozisa, amelyek
egy hatékonynak igérkez8 1j médszer segitségével vizsgélhat6k, mig a
tobbi problémét hajlamosak elhanyagolni, vagy akér el is felejteni,
tanulmédnyoz4sukat pedig lebecsiilni.

Ugy latszik, szizadunkban — a metamatematika lendiiletes fejls-
désének eredményeként — ilyen helyzet alakult ki a matematikai filo-
z6fia teriiletén.

A metamatematika tdrgya a matematikénak egy olyan absztrakcié-
ja, ahol a matematikai elméleteket form4lis rendszerekkel, a bizonyi-
tasokat j6l képzett formuldk bizonyos sorozataival, a definici6kat
olyan ,,roviditésekkel” helyettesitik, amelyek ssclméletileg mell§zhe-
t8k”, de ,tipogrifiailag kényelmesek™.! Ezt az absztrakciét Hilbert
azért vezette be, hogy hatékony eljdrdst biztositson a matematika

1 A. Church: Introduction to Mathematical Logic. Princeton 1956. I. k. 76—77. o.
V8. még: G. Peano: Notations de logique mathZmatique. Torino 1894.; B. Russell—
A. N. Whitehead: Principia Mathematica. I. k. Cambridge 1910. 12. 0. Ez az euk-
lideszi program Pascal-féle megfogalmazisinak integrins része. L.: B. Pascal:
Les réflexions sur la géométrie en général (De P'ésprit géométrique et de P'art
persuader). In: J. Chevalier (szerk.): Oeuvres compltes. Parizs 1954. 575—604. o.
V®&.: 1. Lakatos: Infinite Regrsss and the Foundations of Mathematics. In- 55 Aris-
totelian Socisty Supplm?entary Volumes, 36. k. 1962.-158. o.
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egyes modszertani problémdinak megkozelitésére. Vannak azonban
olyan problémék, amelyek kiviil esnek a metamatematikai absztrak-
ci6k korén. Fzek kozé tartozik az informélis (inhaltliche) matematika-
val, az inform4lis matematika fejl6désével és a matematikai probléma-
megoldés szituiciondlis logik4javal kapcsolatos valamennyi kérdés.

Azt a matematikai filoz6fiai iskoldt, amely hajlamos arra, hogy a
matematik4t form4lis axiomatikus absztrakciéjaval (és a matematika
filoz6fi4jat a metamatematikdval) azonositsa, ,,formalista” iskoldnak
fogom nevezni. A formalista 4llspont egyik legvildgosabb megfogal-
mazésa Carnapt6l szdrmazik. Carnap azt allitja, hogy a) ,,a filozé6fia
helyét a tudomany logikéja fogja elfoglalni...”, b) ,,a tudomany logi-
kdja nem més, mint a tudomény nyelvének logikai szintaxisa...”,
c) ,a metamatematika a matematikai nyelv. szintaxisa”.! Vagyis a
matematika filozéfidjinak helyét a metamatematika foglalja el.

A formalizmus a matematika torténetét elszakitja a matematika
filoz6fi4j4t6l, mivel a matematikardl alkotott formalista elképzelés
szerint a matematikdnak val6jdban nincsen torténete. A formalistik
barmelyike alapjdban véve egyetértene Russell ,,romantikusan”
megfogalmazott, de komolyan gondolt megjegyzésével, hogy Boole-
nak ,»A gondolkodis térvényei” (Laws of Thought. 1854.) cim{i mun-
k4ja volt ,,az els6 konyv, amelyet valaha is a matematik4rél irtak™.?
A formalizmus nem hajlandé matematikénak tartani annak nagy ré-
szét, amit 4ltaldban oda sorolnak, s a matematika fejl6désérdl egy
sz6t sem tud sz6élni. A matematikai elméletek ,,alkotd” korszakai ko-
ziil egyiket sem, a ,.kritikai” korszakok koziil alig néhdnyat bocsita-
ninak be a formalista mennyorszigba, ahol mint szerafok, minden
foldi bizonytalansig szennyétSl megtisztitva lakoznak a matematikai
elméletek. A formalistak azért rendszerint a bukott angyalok szdméra
is nyitva hagynak egy kis h4ts6 ajtdt: ha kideriil, hogy a ,,matematika

1 R. Carnap: Logische Syntax der Sprache. Bécs 1934. XIIL. és 9. o.

2 B. Russell: Miszticizmus és logika. Bp. 1976. 120. o. A ,,Miszticizmus és logika™
elBszavaban Russell a kovetkezdket mondija err6l az esszérél: ,,Hangvétele részben
azzal magyarazhatd, hogy a szerkesztd igen szépen megkért arra, hogy a cikket
»a lehetd legromantikusabban« fogalmazzam meg.”’

14

© Boreczky Elemér (ford.)



© Typotex Kiado

és valami egyéb dolog keverékére” olyan formalis rendszert tudunk
talélni, amely ,,bizonyos értelemben magiban foglalja e keveréket”,
akkor ez a rendszer is bejuthat a mennybe.! igy Newtonnak négy
évszdzadon 4t kellett vdrakoznia, mignem Peano, Russell és Quine
végiil is besegitette a mennyorszigba, miutén sikeriilt formalizdlniuk
az analizist. Dirac szerencsésebb volt: Schwarz még életében megmen-
tette a lelkét. Taldn itt kell emlitést tenniink a metamatematikus para-
dox helyzetérdl: formalista, s6t, még deduktivista kritériumok alapjin
sem tisztességes matematikus. Dieudonné szerint ,,minden matemati-
kusnak, aki ad valamit a szellemi integritdsra (kiemelés tSlem — L. L),
abszolut sziikségszer(i” axiomatikus form4ba foglalni érvelését.?

Manapsiég, a formalizmus uralma alatt, az ember hajlik arra, hogy
Kantot parafrazilja: a matematika torténete, a filozéfia irdnymutat-
sat nélkiilozve, vakkd, a matematika filoz6fidja, mellézve a matematika
torténetének legérdekesebb problémdit, iiressé valik.

A ,,formalizmus” a logikai pozitivista filozéfia basty4ja. A logikai
pozitivizmus szerint egy 4llitdsnak csak akkor van értelme, ha vagy
»tautologikus”, vagy empirikus. Mivel az informélis matematika se
nem ,.tautologikus”, se nem empirikus, sziikségképpen értelmetlen,
mer8 badarsdg.® A logikai pozitivizmus dogm4i 4rtanak a matematika
torténetének és filoz6fidjanak.

1 H. B. Curry: Outlines of a Formalist Philosophy of Mathematics. Amszterdam
1951. 56—57. o.

2 J. Dieudonné: Les méthodes axiomatiques modernes et les fondements des
mathématiques. In: ,,Revue Scientifique”, 1939. 225. o.

3 Turquette szerint a G3del-féle mondatok értelmetlenek. (A. Turquette: Godel
and the Synthetic A Priori. In: ,,The Journal of Philosophy?”’, 1950. 129. o.) Tur-
quette Copival vitatkozik, aki azt 4llitja, hogy mivel ezek a mondatok a priori
igazsdgok, de nem analitikusak, c&foljak az a priori analitikus elméletét. (I.M.Copi:
Modern Logic and the Synthetic 4 Priori. In: ,,The Journal of Philosophy”’, 1949.
243—245. o.; Godel and the Synthetic A Priori: a Rejoinder. In: ,, The Journal of
Philosophy”, i350. 633—636. 0.) Egyikiik sem veszi észre, hogy ebbél a szempont-
bél a Godel-féle mondatok sajatos stitusa abbél ered, hogy ezek a tételek nem
formalis matematikai tételek, és fgy tulajdonképpen az informéalis matematikanak
egy specialis esetben betodltott statusarél vitatkoznak.
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Ezekben: az esszékben a matematika metodoldgidjénak néhiny
problém4jat akarom megvizsgélni. A ,,metodoldgia” sz6t hasonlé ér-
telemben hasznilom, mint Pélya és Bernays a ,,heurisztik4”-t,! vagy
Popper a ,,felfedezéslogik4”-t, a ,,szitudcionélis logikd”-t.2 A ,,ma-
tematika metodoldgidja” kifejezés mai, a ,,metamatematika’ szinoni-
méjaként valé tilzott hasznélata kétségteleniil a formalizmus jegyét
viseli magén. Azt mutatja, hogy a formalista matematikai filoz6fidban
a metodol6gidnak — mint felfedezéslogikdnak — nincs megfelels
helye.? A formalistik szerint a matematika a képletekbe foglalt mate-

1 Pdlya Gy. : A gondolkodas iskol4ja. Bp. 1977., kiilonésen 142—143. o.; G. Pdlya:

Mathematics and Plausible Reasoning. London 1954.; Pélya Gy.: A probléma-
megoldés iskolaja. Bp. 1966.; P. Bernays: Review of Pélya’s How to Solve It.

In: ,Dialectica”, 1947., kiilondsen 187. o.

2 K. R. Popper: Logik der Forschung. Bécs 1934. 90 0.; The Poverty of His-
toricism. London 1957. 147. o. és kk.

3 Ezt példaul Tarski két frasival szemléltethetjiik. (4. Tarski: Ober einige funda-
mentale Begriffe der Metamathematik. In: ,,Comptes rendus des séances de la
société des sciences et des lettres Varsovie’, 1930. Cl. III. 22—29. o. és Fundamen-
tale Begriffe der Methodologie der deduktiven Wissenschaften. I. In: ,,Monatshefte
fiir Mathematik und Physik”’, 1930. 361—404. 0.). Az els6 dolgozatban Tarski a
,,deduktiv tudomanyok” kifejezést kimondottan a ,formalizilt deduktiv tudoma-
nyok” réviditéseként alkalmazza. A kovetkezoket mondja: ,,A formalizalt deduktiv
‘tudoméanyok alkotjik a metamatematika kutatasi teriiletét, nagyjabol azonos érte-
lemben, mint ahogy a térbeli entitasok alkotjik a geometriai kutatasok teriiletét.”
A mésodik dolgozatban fondorlatosan imperialista médon kicsavarja ezt az értel-
mes megfogalmazist: ,,A deduktiv tudomanyok éppligy a deduktiv tudoményok
metodolégidjanak targyat alkotjik, ahogy a térbeli entitisok a geometridét, az
dllatok az Allattanét. Természetesen nem minden deduktiv tudomény forméja al-
kalmas arra, hogy tudoményos vizsgalodas tirgya legyen. Azok a tudoményok
példaul, amelyek nem nyugszanak hatirozott !ogikai alapon, amelyeknek nincsenek
pontos levezetési szabilyaik, és amelyeknek a tétzleit a kdznyelv rendszerint két-
értelm( és pontatlan kifejezéseivel fogalmazzik meg — egyszéval a nem formalizalt
tudominyok —, nem alkalmasak erre. A metamatematikai kutatisok tehat a
formalizalt deduktiv tudoményok targyalasira korlatozédnak.” Ebben az az ij-
donsig, hogy mig az els6 megfogalmazis azt 4llitotta, hogy a metamatematika tér-
gyét a formalizilt deduktiv tudomanyok képzik, a masodik megfogalmazis sze-
rint a metamatematika térgya csak azért korlatozodik a formalizalt deduktiv tudo-
ményokra, mert a nem formalizalt deduktiv tudomanyok egyltalin nem alkalma-
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matikéval azonos. De mit lehet felfedezni egy formaliz4lt elméletben?
Kétféle dolgot. Eldszor: olyan problémak megold4sit, amelyeket egy
megfelelSen programozott Turing-gép véges id6n beliil képes megolda-
ni. (Péld4ul: bizonyitds-¢ valami, amirl ezt feltételezik, vagy nem?)
Nincs olyan matematikus, akit érdekelne annak a haldlosan unalmas
mechanikus ,,médszernek” a végigvitele, amelyet az efféle eldontési el-
jérdsok eldirnak. Mdsodszor: olyan problémak megoldésat fedezheti
fel az ember (péld4ul: egy eldonthetetlen elmélet egy bizonyos for-
muldja tétel-e, vagy nem), ahol a »szabélyozhatatlan intuicié és a j6
szerencse” az egyetlen eligazit6 ,,médszer”.
Az él6 matematikdban nemcsak ez a sovanyka vélasztasi lehetSség

van egy gép racionalitdsa és a vak taldlgat4s irracionalitdsa k&zott:!

sak arra, hogy tudomanyos vizsgélat targyat képezzék. Ez az 4llitas azt is magiban
foglalja, hogy egy formalizalt tudomany el6torténete nem lehet tudoményos vizs-
gélat targya, eltéréen egy allatfaj el6torténetétdl, amely a valéban tudoményos fej-
16déselmélet targya lehet. Senki sem kételkedik abban, hogy egy matematikai elmé-
let egyes problémait csakis azutan lehet megvizsgilni, miutan formalizaltik az el-
méletet, mint ahogy az emberi Iényekkel kapcsolatos kérdések némelyikét (mond-
Jjuk, azemberek anatémijat) csak halaluk utén vizsgilhatjuk meg. Mégis kevesen
fognak ebbél arra a kovetkeztetésre Jjutni, hogy az emberi lények csak akkor yal=
kalmasak tudoményos vizsgalatra, ha ,,halottként” szerepelnek, tehat a biologiai
kutatdsok a holtak targyalisira korldtoz6dnak. Bar nem lep6dnék meg, ha
Vesalius valamelyik lelkes tanitvinya az anatémia kialakuldsinak dicsGséges nap-
jaiban, amikor a boncolés hatékony 1ij médszere kialakult, az élettant azonositotta
volna a holttestek elemzésével.

Introduction to Logic and to the Methodology of Deductive Sciences (New York
1941.) cim@i mve elSszaviban Tarski részletesen kifejti a formalis rendszerekt5l
eltérd barmely metodolégia lehetségére vonatkozé tagadd éllaspontjét: ,,Az em-
pirikus tudomanyok metodolégiAjaval foglalkoz6 konyv. . . féként tapogatézasok
és sikertelen erdfeszitések értékelésére és kritikijira kénytelen korlatozédni.”
Ennek az az oka, hogy az empirikus tudoményok tudoménytalanok: Tarski de-
finici6ja szerint ugyanis a tudoményos elmélet ,,bizonyos szabédlyok szerint ren-
dezett, igazolt llitasok rendszere” (uo.).

1 A formalista filozéfia egyik legveszélyesebb hébortja az, hogy 1. valamit — helye-
sen — allit a formé4lis rendszerekrdl, 2. azutan azt mondja, hogy ez a ,,matematika-
ra” is érvényes, s ez ismét helyes, ha elfogadjuk a matematika azonositasat a for-
miélis rendszerekkel, 3. végiil hamis Jelentéseltolassal a ,,matematika” sz6t ismét
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az informilis matematika vizsgilata a gyakorlé matematikusok sz4-
mara gazdag szituicionalis logik4t eredményez, egy olyan szitudcioné-
lis logikat, amely nem mechanikus, nem irraciondlis, de amelyet a
formalista filoz6fia nem ismerhet el, még kevésbé osztonozhet.

A matematikatorténet és a matematikai felfedezés logikéja, azaz a
matematikai gondolkod4s filogenezise és ontogenezise,! csak a for-
malizmus kritikdjéval és végs elutas{fdséval épithetd fel.

A matematika formalista filoz6fidjanak azonban nagyon mély
gyokerei vannak. Ez a dogmatikus matematikai elméletek hosszu lan-
colatdnak utols6 lincszeme. Tobb mint kétezer éve vitatkoznak egy-
massal a dogmatikusok és a szkeptikusok. A dogmatikusok azt 4llitjak,
hogy — emberi értelmiink és/vagy érzékszerveink segitségével — képe-
sek vagyunk eljutni az igazsighoz, és meg is tudjuk éllapitani, hogy
eljutottunk hozz4. A szkeptikusok viszont vagy azt 4llitjék, hogy egy4l-
taldn nem juthatunk el az igazsdghoz (hacsak misztikus élményeken
keresztiil nem), vagy azt, hogy nem tudhatjuk, képesek vagyunk-e
elérni avagy hogy elértiik-e az igazségot. Ebben a nagy vitiban, amely-
ben tijra és ujra korszerfisitik az érveket, a matematika a dogmatizmus

a hagyoméanyos értelemben hasznélja. Err6l mondja Quine, hogy ,eza matematika
jellegzetes helyzetét tiikrozi: a matematikus a szabilyozhatatlan intuicié és j6
szerencse segitségével bukkan r4 egy bizonyitdsra, més matematikusok viszont
késBbb ellendrizni tudjék ezt a bizonyitast” (W. V. O. Quine: Mathematical Logic.
Cambridge—Massachusetts 1951. 87. 0.). Gyakran azonban igen kényes véllal-
kozsnak bizonyul egy kdznapi (informélis) bizonyits ellendrzése. Ahhoz, hogy
valaki riakadjon egy ,,hibara éppen annyi intuiciéra és szerencsére van sziikség,
mint ahhoz, hogy rj6jjon egy bizonyitisra. Az informélis bizonyitisokban a
,,hibak"’ felfedezése néha évtizedekbe telhet, ha nem évszizadokba.

1 Poincaré és Polya szerint Haeckel ,,biogenetikai alaptorvénye”, amely szerint
az ontogenexzis a filogenezis megismétlése, a szellemi fejlédésre is alkalmazhaté, kii-
16ndsen a matematikaban. [H. Poincaré: Science et méthode. Périzs 1908. 135. o.;
G. Pélya: The Teaching of Mathematics and the Biogenetic Law. In: L J. Good
(szerk.): The Scientist Speculates. London 1962. 352—356. 0.] Hogy Poincarét
idézziik: ,,A zoolégusok azt allitjak, hogy az éllat embrionlis fejlSdése roviden
megismétli dseinek a geologiai korszakokban lezajlott egész tdrténetét. Ugy latszik,
ugyanez a helyzet a szellemi fejlédéssel is. . . Ezért legelsd kalauzunknak a tudo-
méany torténetének kell lennie.”
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biiszke fellegvéra volt. Valah4nyszor ,,valsigba” keriilt az adott kor
matematikai dogmatizmusa, egy uj valtozat ismét teljes pontossdgot
és végleges alapokat szolgéltatott, ily médon 4llitvan helyre azt az
elképzelést, hogy a matematika ellentmond4st nem t{ir6, tévedhetet-
len, céafolhatatlan tudomény, ,,az egyetlen tudomény..., amellyel
Istennek ez ideig az emberiséget megajandékoznia tetszett”.! A leg-
tobb szkeptikus belenyugodott a dogmatikus ismeretelmélet e védo-
basty4janak rendithetetlenségébe.? Igencsak ideje mar, hogy leszdmol-
junk ezzel a képzettel.

Az itt kdvetkez8 tanulmény lényege vitatja a matematikai formaliz-
must, de a matematikai dogmatizmus végsS 4lldsait kozvetleniil nem
t4madja. Szerény célja annak a nézetnek a kifejtése, hogy az informalis,
kvéaziempirikus matematika nem a kétségbevonhataﬂanul megalapo-
zott tételek szimdnak egyhangii novekedése révén fejlédik, hanem a
taldlgatasok sziintelen helyesbitésével, az elmélkedés és a kritika, a bi-
zonyit4sok és céfolatok logikdja segitségével. Mivel azonban a meta-
matematika az éppen most gyorsan fejl3d6 informaélis, kvaziempirikus
matematika egyik paradigmadja, a tanulmény, tém4janal fogva, a mo-
dern matematikai dogmatizmussal is szembefordul. Aki tanulményoz-
za a metamatematika legijabb torténetét, az itt leirt modelleket sajat
teriiletén is fel fogja ismerni.

A dial6égus forma a torténet dialektikajat kivdnja titkrozni: az a
célja, hogy valamiféle raciondlisan rekonstrudlt vagy ,.desztilldlt”
torténelmet mutasson be. A tényleges torténelem ez alatt, a ldbjegyzetek-
ben olvashatd, melyek legtobbjét ezért a tanulmdny szerves részének kell
tekinteni.

1 T. Hobbes: Leviatan. Bp. 1970. 31 o.

2 A matematika szerepérdl a dogmatikusok és szkeptikusok vitdjaban lasd:
L. Lakatos: Infinite Regress and the Foundations of Mathematics. Id. kiad. 155—
184. 0.
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