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APPENDIX

Az f egész egyiitthatos polinomot Z (illetve Q) felett felbonthatatlannak ne-
vezziik, ha nem irhato fel két alacsonyabb fokszamu egész (illetve racionalis)
egyiitthatos polinom szorzataként.

TETEL. Tetszdleges egész eqyiitthatds polinom pontosan akkor felbonthatatlan
Z felett, ha Q felett is az.

A bizonyitas soran tobbszor hivatkozunk egy f polinom egytitthatoinak leg-
nagyobb kozos osztojara, ezt cont (f) jeloli.

LEMMA (GAUSS). Ha cont(f) = cont(g) =1, akkor cont(fg) = 1.

BizoNYITAS: Tegyiik fel, hogy cont (f) = cont(g) = 1, de cont(fg) =
= d # +1. Legyen p a d egy primosztoja, a, és by pedig az f = > a;2°
és g = >_ bz’ p polinomok legkisebb indexti p-vel nem oszthaté egyiitthatoi.
Mennyi az fg polinom z"° tagjanak egyiitthat6ja? Az fg polinom Osszes
tobbi egytitthatdjaval egyiitt ez is oszthato p-vel. Masrészt viszont ez a szadm
azoknak az a;b; szorzatoknak az Gsszege, amelyekre ¢ + j = r + s. E szorza-
tok kozott azonban szerepel a,.bs is, amely nem oszthato p-vel, elvégre vagy
i < r,vagy j < s, ez pedig ellentmondas. O

Ratériink a tétel bizonyitasara:

Feltehetjiik, hogy cont (f) = 1. Az f = 192 felbontés alapjan, amelyben
és o raciondlis egylitthatos polinomok, meg kell konstrualnunk egy f = f1 fo
felbontast, amelyben f; és fy egész egyiitthatos polinomok. Irjuk fel a ¢; poli-
nomokat ¢; = ‘b‘— fi alakban, ahol a;,b; € Z, az f;-k pedig olyan egész egyiitt-
hatos polinomok, amelyekre cont (f;) = 1. Ekkor bibe f = ajasfi fo, amibsl
cont (b1ba f) = cont (aras fif2). A Gauss-lemma alapjan cont (f1f2) = 1, igy
ajas = £bi1bs, f = £ f1 fo tehat éppen egy megfelels felbontas. [

A1l. TETEL. Tegyiik fel, hogy az f és g egész egyiitthatds polinomoknak van
k6z0s gyokiik, f pedig olyan felbonthatatlan polinom, amelynek féegyiitthatdja
1. Ekkor g/ f is egész egyiitthatds polinom.
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B1zZONYITAS: Az euklideszi algoritmus alapjan (amelynek soran mindig a
maradékkal osztunk):

g=arf+bi, f=aby+by, by =asba+0bs,..., bp_o=ap_1b,.

Konnyen igazolhatd, hogy ekkor b,, az f és g legnagyobb kozos osztoja. Vala-
mennyi a; és b; polinom egyiitthatéi racionalis szamok. Az f és g polinomok
Q feletti legnagyobb kozos osztdja emiatt megegyezik C feletti legnagyobb
kozos osztojukkal. Mivel azonban C felett az f és g polinomoknak létezik
nemtrivialis kozos osztoja, f-nek és g-nek Q felett is van nemtrivialis ko-
z0s osztdja, jelolje ez utobbit r. Mivel f felbonthatatlan, 1 fSegyiitthatoju
polinom, azt kapjuk, hogy r = £f. O

A2. TETEL (EISENSTEIN-KRITERIUM). Legyen
fl@)=ap+ a1z + ...+ ayz"

egész egyiitthatds polinom, p pedig olyan primszdm, amely a,-nek nem, de
az ag,...,an_1 egyitthatok mindegyikének osztdja, tegyik fel tovdbbd, hogy
ag nem oszthatd p?-tel. Ekkor az f polinom Z felett felbonthatatlan.

BrzonviTAs: Tegyiik fel, hogy f = gh = (X bra*) (3 cat), ahol g és h
egyike sem konstans. A bycg = ag szam oszthato p-vel, igy ilyen by és cg
egyike szintén oszthato p-vel. Ha példaul by oszthatoé p-vel, akkor ¢y nem,
méskiilénben ugyanis ag = boco oszthaté lenne p?-tel. Ha valamennyi b; szAm
oszthatd p-vel, akkor a, is oszthatd lenne p-vel, van tehét olyan ¢, amelyre
0 <1< degg < n, és b; nem oszthato p-vel.

Legyen i a legkisebb olyan index, amelyre b; nem oszthaté p-vel. Ekkor
feltevésiink szerint egyrészt a; oszthato p-vel, masrészt a; = b;co + b;_1¢1+
+... 4 boc;, és bicy kivételével az Osszeg valamennyi tagja oszthatoé p-vel,
ellentmondas. O

KOVETKEZMENY. Ha p primszdm, akkor az f(x) = 2P~ 1+...+z+1 polinom
felbonthatatlan Z felett.

BizoNyITAS: Alkalmazzuk az Eisenstein-kritériumot a

f(x+1):%:mp1+<11)>m”2+---+<ppil>

polinomra. [

A3. TETEL. Legyenek az x1,...,x, pontokban adottak az
1 -1 _
yl) y:E )7"'5 y:Eal )7"'5 yn} y’sll)i"'i y’slan 1)

szamok; tegyik fel, hogy m = ay +. ..+ o, — 1. Ekkor létezik olyan, legfeljebb

m-ed foku Hy,(x) polinom, amelyre Hpy(z;) = y; €s " (xj) = y](z)
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B1ZONYITAS: Legyen k = max(aq,...,a,). A k =1 esetben hivatkozhatunk
a Lagrange-féle

Ly(z) = Z (m(w —z1)...(x—zj1)(@—zjq1) ... (x — zp)

= (z; —21)... (2 —zj_1)(2; —xjq1) ... (¢ —2n

Yj-
) J
interpoldcids polinomra. Legyen w,(z) = (x — 1) ... (x — z,). Tetszsleges,
legfeljebb (m — n)-ed foka H,,_, polinomnak feleltessiik meg a H,,(z) =
= L, (z)+wy,(x)H;,—n(z) polinomot. Vilagos, hogy tetszéleges H,,_,, esetén
Hp(x;) = y;; emellett

H,,(z) = L,,(2) + wp(2) Hin - n(2) + wn(2) H, (2),

amib6l H, (x;) = Lj,(x;) + w(2;) Hm—n(z;). Mivel w] (z;) # 0, igy azok-
ban a pontokban, amelyekben H,,(z;) értékei adottak, meghatarozhatjuk a
H,—n(xj) értékeket is. Fennall tovabba a

Hy (x5) = Ly () + wp (25) Hin—n(25) + 2wy, (25)Hyp, _ (75)

Osszefiiggés is, igy azokban a pontokban, amelyekben a H,,, (z;) értékek adot-
tak, meghatarozhatjuk a H,,_, (x;) értékeket is stb. A probléma tehat annak
a legfeljebb (m — n)-ed foka H,,_,(z) polinomnak a megadasara redukalo-
dik, amelyre ¢ = 0,...,0; — 2 esetén Hf,iln(m]) = zj(-l) (ha a; = 1, akkor
Hp—p értékeire és az x;-beli derivaltakra semmiféle kikdtés nincs). Vilagos
ezenfeliil, hogy m —n = > (a; — 1) — 1, igy k — 1 hasonl6 lépés megtétele
utdn mar csak a Lagrange-féle interpolacios polinomot kell felirnunk. O

A4. A Hilbert-féle ,,Nullstellensatz” kivetkezs specialis esete is elegend6
lesz a céljainkra.

TETEL. Legyenek f1,..., f» olyan n-vdltozds komplex egyiitthatds polinomok,
amelyeknek egyetlen kézos gyoke sincs. Ekkor vannak olyan gi,..., g, poli-
nomok, amelyekre figr + ...+ frgr = 1.

BizonyiTAs: Legyen I(fi,...,fr) a Clzy,...,z,] = K polinomgytriinek
az f1,..., fr polinomok &ltal generalt idealja. Tegyiik fel, hogy nem létez-
nek olyan gi,..., g, polinomok, amelyekre fig; + ...+ frg, = 1. Ekkor
I(f1,..., fr) # K. Legyen I az I(f1,...,[fr) idealt tartalmazo maximalis
nemtrivialis ideal. Kénnyen igazolhato, hogy K/I test. Valoban, ha f & I,
akkor I + K f olyan ideal, amely —,valodi médon” — tartalmazza I-t, és mint
ilyen, megegyezik K-val. Léteznek tehat olyan g € K és h € I polinomok,
amelyekre 1 = h + fg. A § € K/I ekvivalenciaosztaly ekkor az f € K/I
ekvivalenciaosztaly inverze.

Bebizonyitjuk, hogy A = K/I megegyezik C-vel.

Legyen «; az z; elemnek a

p:Clzy,...,z5] — Clzy,...,2,]/I = A.
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természetes projekcio szerinti képe. Ekkor

A= {Zzil...ina? ...ai{” P Ziy i, € (C} =Clag,...,a,].
Legyen tovabba Ag = C és A, = Clay, .. ., as]. Ekkor

Ag = {ZamiH ja; € As} = Aslas s

s szerinti indukcioval igazoljuk, hogy létezik f : A; — C gytrtthomomor-
fizmus (amelynél 1 képe 1). Az s = 0 esetben az allitas nyilvanvalo. Lasuk,
miként kaphatjuk meg a g : A;11 — C homomorfizmust az f : A; — C
homomorfizmus alapjan. Két esetet kiillonboztetiink meg.

(a) Az £ = ay41 elem transzcendens A, felett. Ekkor tetszleges &€ € C
esetén definidlhatunk egy g homomorfizmust, amelyre g(a,z" + ...+ ag) =
= f(an)"+...+ f(ap). A & = 0 esetben olyan g-t kapunk, amelyre g(1) = 1.

(b) Az & = a1 elem A felett algebrai, van tehat olyan b; € Ay, amellyel
bnx™ + bp_12™ ! + ... + by = 0. Ekkor minden olyan & € C esetén,
amelyre f(b,)E™ + ...+ f(bo) = 0, létezik egy meghatarozott g (E ak;rk) =
=Y f(ax)€* homomorfizmus, amelynél 1 képe 1.

Megkaptunk tehat egy h : A — C homomorfizmust, amelyre h(1) = 1.
A h~1(0) nyilvan egy ideal, mivel pedig az A testben nincsenek nemtriviélis
idealok, h egy monomorfizmus. Ag = C C A, a h monomorfizmus Ag-ra vald
lesziikitése pedig az identikus leképezés, igy h izomorfizmus.

Feltehetjiik tehat, hogy a; € C. A p projekcio ekkor az f;(zy,...,z,) € K
polinomhoz az f;(ai,...,a,) € C komplex szamot rendeli. fi,...,f, € I
miatt ekkor p(f;) =0 € C, igy fi(ai,...,a,) =0, ami ellentmondéas. O

A5. TETEL. Legyenek fi(z1,...,2,) = 2" + Pi(x1,...,2,) olyan polino-
mok, (i =1,...,n), amelyekre deg P; < my, legyen tovdbbd I(f1,..., fn) az

fis- -+ fn polinomok dltal generdlt idedl.
(a) Legyen P(z1,...,x,) nemnulla, Y ai,. ; x ...z alaki polinom,
ahol minden k= 1,... n esetén iy < my. Ekkor P & I(f1,..., fn)-
(b) A komplex szamok halmazdn az z;" +Pi(x1,...,2,) =0 (i =1,...,n)

egyenletrendszer mindig megoldhatd, a megolddsok szdma pedig véges.
BIZONYITAS: (a) Ha 27" "% helyébe az (f; — P;)% z% polinomot frjuk, ahol
0 < t; és 0 < ¢g; < my, akkor kideriil, hogy Q(z1,...,z,) felirhato

Q(x1,- - xn) = Q" (T1,. - s Ty f1,- -5 Jn) :z:ajsw{1 coadn i fEn

alakban, ahol j; < my,...,j, < m,. Bebizonyitjuk, hogy az ilyen Q*
reprezentacio egyértelmi. Elegendd ehhez azt igazolni, hogy az f; = =+
+P;(x1,...,1,) polinomokat barmelyik nemnulla Q*(x1, ..., Zn, f1,.--, fn)
polinomba helyettesitve egy nemnulla Q(z1,...,z,) polinomot kapunk. A
@™ polinom tagjai koziil valasszuk ki azt, amelyre az

(31m1 +j1) +...+ (Snmn+jn) =m
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Osszeg maximalis. Ekkor nyilvan deg Q < m. Hatéarozzuk meg a Q polinom
g gsnmntin tagianak egyiitthatojat. Mivel az

(sym1+j1) + ...+ (snmp + Jn)
Osszeg maximaélis, a szoban forgo kifejezés csak az m{l co.xin P Lo far mo-
nombol szarmazhat. Ezek egyiitthatoja tehat megegyezik: deg @@ = m.
Nyilvanvalo, hogy Q(x1,-..,xn) € I(f1,-.., fn) pontosan akkor, ha

Q*(xla"')xnafl)"')fn)

olyan monomok Osszege, amelyekre s1 + ... + s, > 1. Ezenfeliil, ha
P(zy,...,xy) = Z @iy i, Tt LT
ahol i, < my, akkor
P*(z1,...,%n, f1,.-, fn) = P(z1,...,2Zp).

Igy tehat P € I(f1,..., fn)-
(b) Ha az fi,..., fn polinomoknak nincs kozos gyoke, akkor a Hilbert-

féle Nulistellensatz szerint az I(fi,..., fn) idedl megegyezik a teljes poli-
nomgyfriivel, és igy P € I(f1,..., fn), ami ellentmond az imént bizonyi-
tott (a) allitasnak. A megadott egyenletrendszer tehat megoldhato; legyen
& = (&,...,&) egy megoldas. Ekkor & = —P;(&1,...,&,), ahol deg P; <
< my;, minek kovetkeztében a Q (&1, . .. &) polinom felirhaté Q (&, ...,&,) =
= > ai..i, fl ...ffL" alakban, ahol i < my, az a;, . i, egyiitthatok pe-

n

dig valamennyi megoldas esetén ugyanazok. Legyen m = my - ... - my. Az
1,&,...,&™ polinomok — mivel kifejezhetsk a &' ...&% alappolinomok li-

nearis kombinaciojaként (ahol i, < my) — linearisan Osszefiiggd rendszert
alkotnak, vagyis bo + 01& + ... + b &l™ = 0, ahol a by, . .., by, szdmok nem
mindegyike 0, ezek a szamok raadasul valamennyi megoldasra ugyanazok (és
nem fiiggenek i-t6l). A bg + bz + ... + b, z™ = 0 egyenletnek igy nyilvan-
val6an csak véges szami megoldasa lehet. [
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