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Bevezetés

Sz4mos miiszaki és természettudomanyi probléma vizsgalatinal véletlen fiiggvényekre
(sztochasztikus folyamatokra) vonatkozé differencidlegyenletek adddnak. Ezek az
egyenletek legtobbszor a kovetkezd két — egymdstdl alapvetSen kiilonboz6 — tipus
egyikét képviselik. Egyrészt a klasszikus differencidlegyenlet problémakban bizonyos
fiiggvények, egyiitthatok, paraméterek, kezdeti- vagy peremértékek véletlen jellegliek
lehetnek. Egyszer(i péida erre az

X=A0X+B(), Xy,=c

kezdeti érték probléma, az A(t) é B(?) véletlen fiiggvényekkel mint egyiitthatokkal,
és ¢ véletlen kezdeti értékkel, vagy az

thf(t7 X, 77!)’ Xi=c¢

kezdeti érték probléma, az 7, véletlen fiiggvénnyel, ¢ véletlen Kezdeti értékkel és rog-
zitett 1 fiiggvénnyel. (A fenti egyenletekben szerepld Osszes fiiggvény skaldrértéki.)
Ha a széban forgd véletlen fiiggvények bizonyos regularitasi tulajdonsaggal rendelkez-
nek, akkor a fenti problémakat egyszeriien az egyes realizdcidokra vonatkozo klasszi-
kus problémak egy csaladdjaként felfogva a differencidlegyenletek elméletének klasz-
szikus modszereit lehet alkalmazni. Mdas a helyzet, ha a formalisan kozOnséges
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differencidlegyenletekben dn. ,,fehér zaj” tipust véletlen fiiggvények 1épnek fel, mint
pl. az

(a) thf(ts Xt)+G(ta Xt)fta Xl‘o:c

egyenletben a &, fiiggvény. A ,,fehér zajt” nulla kézépértékd, az egész valds tengelyen
konstans spektralstirfiségii, stacionarius Gauss-folyamatnak fogjuk fel. Az ilyen tu-
lajdons4gn folyamat nem értelmezhetd a megszokott médon, mivel kovarianciafiigg-
vénye a Dirac-féle delta fiiggvény lenne, tehat végtelen szérdsu (és minden pontjdban
fiiggetlen értékekkel rendelkezd) folyamatrdl lenne sz6. Ennek ellenére a &, ,,fehér
zaj” hasznos matematikai idealizdlasnak bizonyul azoknak a véletlen behatdsoknak
a lefrdsdra, amelyek gyorsan valtoznak és a kiilonboz8 idSpontokhoz tartozd érté-
keik gyakorlatilag korreldlatlanok.

Ilyen egyenleteket els6ként 1908-ban Langevin alkalmazott a folyadékban Brown-
mozgast végz8 részecskék tanulmanyozdsandl [44]. Legyen X, egy Brown-mozgést vég-
z8 részecske valamelyik sebességkomponense a ¢ iddpillanatban, akkor a Langevin-
egyenlet

() X,=—aX+oé,

alakt, ahol a>0 és ¢ konstansok. Itt —aX, a kérnyez§ kozeg hatdsanak szisztema-
tikus része, amelyet a dinamikus surlédas hoz 1étre. Az « konstans a Stokes-féle tor-
vényb8l a=6man/m-nek adddik, ahol a jeloli a gomb alaki részecske sugarat,
m a részecske tomegét, n pedig a kdrnyezd folyadék viszkozitdsat. Ezzel szemben a
ot, kifejezés azt az erShatast reprezentalja, amelyet a molekuldk iitkozése gyakorol
a részecskére. Miutan normalis kériilmények mellett méasodpercenként 102! koriili
molekulaiitkdzésr6l van sz6, amely a részecskét minden irdnybdl egyenletesen éri,
igy o, valdban egy gyorsan véltozé fluktuécié kifejezése, amelyet ,,fehér zajként™
idealizalhatunk. Ha a &, folyamatot ugy norméljuk, hogy kovariancidja a delta-
fiiggvény legyen, akkor a o?=2akT/m Osszefiiggést kapjuk (itt £ a Boltzmann-él-
landd, T a kornyezd folyadék abszolit hémérséklete). Alakilag ugyanez a (b) egyenlet
adddik valamely dramkorben fellép8 aramerdsségre is, ahol &, a termalzajt reprezen-
talja. Természetesen a (b) az (a) egyenlet specidlis esete, amelynek jobb oldala addi-
tive bomlik fel az fszisztematikus részre és a G&, fluktudcids részre.

A Brown-mozgas (b) modelljében — annak ellenére, hogy &, nem egy kozdnséges
értelemben vett véletlen fiiggvény — az X, valdszinfiségeloszlasai explicite kiszdmitha-
tok. Azonban valamennyi ilyen eloszlasti X, folyamat (Ornstein—Uhlenbeck-folya-
mat) 1 valdszinfiséggel nem differenci4lhaté realizdcidkkal rendelkezik, ugyhogy (b)
és altaldnosabban (4) nem foghatd fel kozonséges differencidlegyenletként.

Az (a) tipust egyenletek matematikailag szigorti kezelése teszi szitkségessé a
kényviink targyat képez8 1j szdmitasi mod kifejlesztését. Ki fog deriilni, hogy bér
a ,fehér zaj” csak 4ltaldnositott sztochasztikus folyamat, a

?
© W= &, ds
0

hatdrozatlan integralt mégis a Wiener-folyamattal azonosithatjuk. A Wiener-folya-
mat egy olyan folytonos (de seholsem differencialhatd) realizdcidkkal biré Gauss-
folyamat, amelynek kdzépértéke: EW,=0, és kovariancidja: EW, W =min (2, s).

www.interkonyv.hu Copyright © 1973 R. Oldenburg Verlag, Minchen



Hungarian translation © Dr. Zobory Istvan, Typotex, 2010

Bevezetés 15

Alkalmazva (c)-re a
AW, =&, dt

szimbolikus ir&smédot, az (a) kifejezés a
@ C AX=f X) A+ G, X) AW, Xy=c

differenciélis alakot nyeri. Ez az X, folyamatra nézve egy (Itd-féle) sztochasztikus
differencidlegyenlet, amelyet az ‘

{ ¢
@ X=ct [1(s, X)ds+ [ Gls, X aw,

fo o

integralegyenlet rovid felirdsaként értelmeziink. Az itt szerepld W, folyamat reali-
zdcidi 1 valdszinfiséggel folytonosak ugyan, azonban egyetlen intervallumban sem
sima G fiiggvény esetén sem foghato fel a W, realizacidira nézve vett kdzbnséges
Riemann—Stieltjes-integralként, mivel ebben az esetben a koézelitG Osszeg hatarér-
téke fiigg a kozbensd pontok megvélasztasatol. 1951-ben Itd

t
Y= [ 6(s) aw,

fo

alakt integralokat definidlt a W, Wiener-folyamat tin. j6v5t6l nem fiiggd G funkcio-
ndljainak egy széles osztalyara, és ezzel a sztochasztikus differencidlegyenletek elmé-
letét szilard alapra fektette. Ennek az elméletnek van néhany kiilonds vonasa. Pél-
daul a

dX,=X,dw,, X,=1

egyenlet megolddsa nem e%¥:¢, hanem

amit a klasszikus szabdlyok szerinti tisztdn formdlis szdmitdssal nem kapunk meg.

Ki fog deriilni, hogy a (d) sztochasztikus differencidlegyenlet megoldasa folytonos
realizacidkkal rendelkez8 Markov-folyamat, s6t ezen ttlmenben difftiziés folyamat.
Megforditva, minden (sima) diffizids folyamat egy (d) alakt sztochasztikus differenciél-
egyenlet megoldésa, ahol f'a folyamat driftje és G* a folyamat diffizids egyiitthatoja.
Ily médon hatékony moédszereink vannak a diffdzids folyamatok dtmeneti és véges
dimenzios eloszldsainak, tovabba szamos funkciondlja eloszlasdnak kiszédmitasara.
Ezek a médszerek az tn. analitikus vagy indirekt valoszintiségelméleti mddszerek kozé
tartoznak, amelyek tirgya nem az X, allapot, hanem pl. a P(X,€B| X =x) atmenet-
valdszintiségek idGbeli alakulasa.

A sztochasztikus differencidlegyenletek megoldasa viszont a valdszintiségi vagy
direkt modszerekhez tartozik, mivel ez magaval az X, val6sziniiségi valtoz6val és
annak valtozasdval foglalkozik. A (d) vagy (e) alaki egyenlet egy olyan — bar alta-
laban bonyolult — konstrukcids el8irast fejez ki, amelynek segitségével az X, tra-
jektoridi egy W, Wiener-folyamat trajektdridibdl és egy c kezdeti értékbsl megkap-
haték.
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A (d) szerintinél Altaldnosabban irhatd le valamely utohatismentes (emlékezet nél-
kiili) sztochasztikus dinamikus rendszer allapotvaltozésa a

N dx,=g(t, Xy, di)
alaku egyenlettel. Egy szisztematikus részhez hozzaad6dé fluktuald kiils§ hatasok ese-
tén:
g(t, X h):f(t9 x)h+ G(t9 x)(YH-h—Yt)'
Itt ¥, egy fiiggetlen névekményti folyamat, amivel az (f) egyenlet a
dX,=f(t, X)) dt+G(t, x) dY,

alakot nyeri. Az ilyen egyenleteket mar It6 is tanulmdanyozta [42]. Mi azonban tér-
gyaldsunk sordn csak az ¥,=W, legfontosabb specidlis esetre szoritkozunk.
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