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Tokéletes a megolddsi mddszer akkor,
ha kezdettdl fogva eldre ldtjuk, sét be is
bizongyithatjuk, hogy azt kovetve, elérjiik
“célunkat.

LEeieNiz: Opuscules, 161. old:

1. Bérmilyen probléma megoldésa valamilyen nehéz helyzetbél kivezets
megtaldlisat, valamilyen akaddly megkeriilését jelenti, olyan cél elérését,
amelyhez egyébként kizvetleniil nem tudtunk volna eljutni. A probléma meg-
olddsa az értelem jellegzetes teljesitménye, és az értelem az emberiség jelleg-
zetes képessége: tulajdonképpen a problémamegoldis a legjellemzSbben em-
beri tevékenység. Konyvem célja a problémamegoldd tevékenység megértése,
eszkozOk ajdnldsa a tanitdsira — és természetesen — az olvasé problémameg-
oldé készségének fojlesztése.

2. A kbnyv két részbdl 4ll. Roviden jellemezni fogom mindkettének a céljat.
A problémamegoldds csakligy gyakorlat kérdése, mint az szés, sizés vagy
zongorazas. Megtanulni is csak utdnzas és gyakorlas utjan lehet. Nem adhatok
biivds kulesot, amely minden ajtét megnyit és minden problémét megold, de
adhatok utdnozhaté j6 példdkat és sok alkalmat a gyakorlisra. Aki Gszni
akar tanulni, annak vizbe kell ugrania, aki problémakat megoldanl akar ta-
nulni, annak problémék megoldasat kell gyakorolnia.

Eréfeszitésiinket akkor kamatoztathatjuk leghasznosabban, ha az el8ttink
levS probléménak azokat a vonasait keressiik, amelyek segithetnek benniin-
, ket tovAbbi problémak megold4séban is. Olyan megoldés, amelyet sajit erSnk-
bél értiink el, amelyrsl olvastunk vagy esetleg csak hallottunk, de amelyet.
igazi érdekl8déssel és intuiciéval kivettiink, elénydsen uténozhaté megoldds-
tipussé lehet hasonlé problémak megolddsdban. Az I. rész célja az, hogy néhany
hasznos megoldéstipust ismertessen meg az olvaséval.

Kénnyti egy probléma megolddsit utdnozni, ha feladatunk hozz4 nagyon ha-
sonld, de annal nehezebb, vagy alig lehetséges, ha a hasonlésdg nem olyan
szembedtls, Az emberben azonban mélyen gyokerezik a vigy tSbb és jobb
utdn: valami korldtoz4st6l mentes fogis utédn, mely minden probléma megol-
désira képesitene. Legtobbiinkben ez a vidgy csak homéalyosan él, de tiin-
dérmesékben ‘és néhany filozéfus irdsaiban vildgosabban nyilvinul meg. Em-
lékezziink a mesebeli blivis széra, melyre minden ajté megnyilik. Descartes
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segy minden problémét mégoidé, egyetemes ‘médszerrsl elinélkedett, Leibniz -
méar nagyon vildgosan meg is fogalmazta a ,,tokéletes mdédszer” eszmg]et De-
“hata ,,tokeletes médszert”’ nem keresték t6bb sikerrel, mint a kozonseges f6- .
meket arannyé 'vltoztats bolesek kovét: vannak szép . 4lmok, amelyeknek
~ sAlmoknak kell maradniok. Viszont azilyen elerhetetlen idealok foglalkoztatjak
saz embert: senki sem jirt még a Sarkesillagon, de azt. nézve sokan lelték meg -
2 helyes utat. Fza kényv nem adhat, és soha semmilyen konyv sem fog adni .
©4ltalédnos, tokéletes modszert problémék megoldasira. De még pér kis 1épés is, )
. “amelyet, az. elerhetetlen eszmeny felé tesziink, vildgosabbé teheti: gondolko-‘
-désunkat, és tovabb fejlesztheti: problemamegoldo kepessegunket A II. rész.
v wAnehemy 11yen lépést kdrvonalaz. - :
. 8. A heurisstikaa problema,megoldés el]arasamak és modszeremekatanulma- :
' "nyozasa A ,,heurlsztlka” miisz6 (terminus technicus), amelyet a. mualtban né-
‘mely filozéfus hasznalt, ma. félig feledésbe meriilt, félig hitelét vesztette, de én -
nem riadok vissza a hasznalatatol ebben a konyvben a heurlsztlkat 1gyekszem :
’targya,lnl : : :
Pontosabban ‘8 heurisztika kezzelfoghato és gyakorlatl oldalat hangsulyo-
, “zom.. Igyekszem mmden rendelkezésemre 4ll6 eszkizzel arra csébitani az olva-
. :s6t, hogy problémékat oldjon meg, és gondolkodjék azokon a modsuereken e's‘
o -e87koz0kon, amelyeket megolddsukra felhasznal. : L
Az ezutin kovetkezd fejezetek tilnyomé részében néhiny problema megol—
-désit targyalom, részletesen, tobb oldali megvﬂagltasban A hivatdsos mate-
matikus “szemében’ — ha médszertani ‘szempontok nem: érdeklik — ez a tar-
-gyalés ‘nulsagosa,n részletesnek is tlinhetik. De amit én lefrok, az nemesak a
-gmegoldas hanem 3, megoldasnak létrejotte is, mondjuk a ,,t0rténeti- héttere”.
" Egy-egy ilyen Kézus (eset) torténeti hattere a megoldas lépéseinek egymiés-
-utanjat tarja fol — mutatja, hogyan Jottek r4 végiil is a megoldasra. Egyben
megkisérli azoknak az inditékoknak és allaspontoknak a megértését,  dme-
- lyek meggyorsitjak ezeket a 1épéseket. Egy-egy ilyen kdzus gondos leirésa
- - iarra szolgal, - hogy valamilyen 4ltaldnos tandcsot vagy kovetends példat ad-
Ne e jon, amely hasonlé helyzetekben 1rany1that]a az ‘olvasét. Az ilyen tandcs:
. - vagy megoldistipus explicit' megfogalmazdsét 4ltaldban kiilon4llé - pontban
- “targyalom, bar els6 kisérletez megfogalmazasalt itt-ott beleszévom. a kizus
-térténeti hatterének reszletelbe is.
- Minden fejezetet példak és megjegyzések kb vetnek. Amlkor az olvasé kldol— :
. - :gozza a-példékat, alkalma van hozzaftizni, viligosabba tenni és kibdviteni azo- -
'\ . kata médszertani megjegyzéseket; amelyeket a fejezet szovege nyujt. A pél-
dak kozé sz8tt megjegyzések részben technikailag nehezebbek, vagy elmeletl» .
-szempontokra mutatnak 4, részben csak alkalomszer(l jegyzetek. ;.
Nem tudom, mennyire sikeriilt, de nagyon igyekeztem arra, hogy az-olvaséd
éikozremﬁk_od 456t biztositsam. Megprébaltam nyomtatisban rogziteni mindazt,
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amit szébeli tanitdsom folyaman az osztilyban a legeredményesebbnek talal-
tam. A kézusok bemutatdsival igyekeztem az olvasét a kutatis 1égkdréhez
hozzaszoktatni. Az ajinlott problémak kivilasztdsdval, megfogalmazisival és

_ beosztisival arra torekedtem, hogy az olvasd érdeklSdését, kivancsisdgit és
kezdeményezését, felébresszem, és egyben b6 alkalmat adjak arra, hogy a ku-
tatdsi helyzetek valtozatossigit megismerije.

4. Ebben a konyvben tobbnyire matematikai problémékkal foglalkozom.
Ritkdn emlitek nem matematikai problémékat, 4m ezek mindig ott vannak
a héttérben, gondosan figyelembe is vettem 8ket. Megkiséreltem a matemati-
kai problémék olyan kidolgozasat, hogy az lehetSség szerint a nem matemati-
kai problémék kezelésére is fényt vessen.

Tébbnyire elemi matematikai problémakkal foglalkozom ebben a kényvben.
Bér ritkan targyalok fels6bb matematikai probléméakat, mégis ezek vezettek a
kényv anyaginak megforméldsdban. F§ forrdsom sajat kutatdsom volt. Nem
egy elemi probléma targyalisa magasabb szintl problémékkal Ssszefiiggt ta-
pasztalataimat tikrozi. Eredeti alakjukban ezeket nem foglalhattam volna
ebbe a kdnyvbe.

5. Elméleti célom a heurisztika ta,nulmanyozasa de van emellett maésik,
slirgetd, konkrét, gyakorlati célom is: kozep1skola1 matematikatanirok el6ké-
szitésének a megijavitasa.

A kbzépiskolai matematikatanirok elSkészitésének megfigyelésére és véle-
ményem kialakitdsidra kit{ing alkalmam volt. Az utébbi éveimet ugyanis ko-
zépiskolai tanirok tanitisinak szenteltem. Remsélem, hogy ardnylag elfogu-
latlan megfigyel8 vagyok, de mint ilyennek, csak egy véleményem lehet: o
kozépiskolai matematikatandrok eldkdszitése nem kielégité. Tovabba az a véle-
ményem, hogy minden felelds tényezbnek egyardnt osztoznia kell ebben a bi-
rélatban, és ha javitani akarnak a fennallé helyzeten, akkor mind a pedagd-
gia f8iskoldknak, mind az egyetemek matematikai tanszékeinek gondosan fe-
1ul kell vizsgélniuk, hogy mit tudnak nyuajtani a tanarjelslteknek.

Milyen tananyagot kell tehdt adniuk az egyelemeknek a jovendd kozépiskolai
dandrok eldkészitésére? Nem adhatunk valaszt erre, amig nincs valasz arra a
vele Osszefiiggd kérdésre: mit adjon a kizépiskola a tanuldknalk?

Azt gondolhatnék, hogy ez a kérdés nem visz elbre, mert annyi kiilénféle
vélemény van réla. Ugy tiinik, mintha nem is adhatnink re4 olyan vélaszt,
amellyel mindenki vagy a nagy tobbség egyetérthetne. Sajnos, ez igy is van.
Am akad ehhez a kérdéshez olyan szempont, amelyet legaldbb a szakértSk elfo-
gadhatnak.

Minden ismeretiinknek tdrgyi tudds és gondolkoddsi készség az alapja. Ha
valddi és alapos ismeretiink van a matematikai munka bérmely fokardl, legyen
az elemi vagy felss foku, kétségteleniil vildgossa valik, hogy a matematikiban a
gondolkod4si készség sokkal fontosabb, mint a tdrgyi ismeretek elsajititdsa.
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EEnnalfogvaJ a kozeplskolaban esakugy, rmnt barmely mas szmten blZOﬂyOSm»' L
mennylsegu thrgyi tudas megtamtasan klvul blzonyos irdnya gondolkodasz kesz- )
 séget is fe]lesztenunk kell, : SR v Sk /

Mi a matematlkaban a gondolkoda51 keszseg? A problemamegoldas kepes-_"_

) sege, megpedlg nemosak rutinprobléméké, hanem olyanoke is, ‘amelyek Hizo-

- nyos fokd onallosagot 1teloképesseget eredetiséget és alkotokepesseget kivan-
-"nak Ennek kévetkeztében a matematikatanitdsban a’ kozépiskola legf6bb. fel-.
adafa  az, hogy hangsulyozza a problemamegoldas ‘middszéres. munkdmt Ez

"meggyozodesem JLehet, hogy. ébben nem<mindenki ért- egyet velem; de azt:

hiszem, abban megegyezhetunk bogy a: problemamegoldasnak b1zonyos ]elen- E

toseget kell tula]donltanl és ez egyeldre elég is.

“A tanérnak tudnia kell azt, aminek a. tanitasst elvar]ak 8 le Tehat tudnl&_ .

kell azt is; hogy a tanuloknak hogyan - mutassa’ mog a problemak megoldaéat
— De ha 8 maga sem ert hozza a tanulokat hogyan tanttsa meg. r4? Atandrnak

batorltanla kell ket ebben: Dehat az a kepzes amit & maga kapott, csak ke-

- vés figyelmet szentelt arra; hogy valéban elsa]émtltotta -ea tanultakat és egy-

' ‘ kepesnek kell lennie arra; hogy. klfejlessze tamtvanyalban a gondolkodas1 ésa. .
kovetkeztetési készséget. Fel kell 1smprme benniik az alkotd gondolkodast by

&ltaldn -nem vette flgyelembe hogy milyen a- gondolkodam keszsege, milyeni

sége. Velemenyem szerint itt van ma g legnagyobb hlany & kozeplskolam
. ,matematlkatanarok elokesmteseben : -

Hogy ezt a hidnyt potolm lehessen,‘ahhoz a tandar tanulmanyl anyagaban . :

helyet kellene adni a’ megfeleld szinidi alkotd munkdnak.. En problemamegoldo»'-

. szemmarmmok vezetésével, igyekeztem ilyen” munka,ra modot nyujtani, Bz a.
© mfi azt Az anyagot tartalmazza amelyet, szemmarlumalm ‘szAméTa gyu]tottem'
- Gesze, 68 egyben utasitisokat is ad az anyag felhasznalasara (Lasd a Kotet vé-

.g‘ 5 ,,Utmutatas tanarok és tanirok tanarai szAmara’,) Remélem; Valameny~

g kovetkeztetesre a problemamegoldasra az alkoto gondolkodasra vald képes-:

nyire segiteni fog a. matema‘olkatanarok elékesmteseben 68 eppen ez miivem -

g yakorlatl célja. -

Bizom abban, hogy mmdket emhtett celnak — az elmeletmek és a gyakor-‘.*
latinak — szem eldtt tartdsa segltett abban, ‘hogy jobb konyveh irjak. Remsé-

. lem azt is, hogy nem lesz elleritét a vArhaté legkiilonboz8bb olvasék érdekls-
© dése kozbtt, bar némelyek Altaliban: problemamegoldasra mésok sajat maguk,

- megint mésok viszont tanltvanyalk képességeinek tovabbfe]lesztesere akarjak-

felhasznalnl a konyvet Ami megfelel az egyik: tipust olvasonak annak eselye ,

- van arra, hogy hasznéra legyen a tébbinek is.

6. Bz a mii két el6z8 konyv. fol§7tatasa ;,How to Solve I (r‘nagyar forditésQ
~ ban: ,,A Gondolkodas Iskol4ja’’) és ,,Mathematlcs and Plausible Reasoning’”

(egyes fejezeteinek magyar forditdsa Varga Tamés: A ,,Matema’olka Tanitdsa” c,v.
szemelvenygyu]temenyeben ]elent meg); az utébbi ket kotetenek més-mhs of-.
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me van: ,Induction and Analogy in Mathematics” (I. kitet) és ,,Patterns.

-of Plausible Inference” (IL. kitet). Ezek a konyvek kiegészitik egymast anélkiil,
hogy 1ényeges atfedést tartalmaznanak. Lehet, hogy valamelyik témét egyik
is, mésik is megtirgyalja, de méas eljirissal, mas példakkal, mas részletekkel,
més szempontokkal, Ezért nagyjibdl mindegy, hogy melyiket olvassuk el8bb
és melyiket késSbb.

Az Olvasé konnyebbségére a hirom mfivet dsszehagsonlité és a megfelels ré-
szeket tsszefoglald targymutatédt kozlink e ml IT. kitetének végén.

7. Olyan kényv els§ részét kiadni, amelynek a maésodik része még nincs
készen, némi kockézatot rejt magdban. (Van egy német kézmondas: ,,Bolond-
nak ne mutass félig kész hizat!”) Ezt a kockidzatot ugyan nem volna sza-
bad figyelmen kiviil hagyni, de a mii gyakorlati célja miatt mégis ugy hata,-
roztam, hogy nem halasztom tovabb a kotet kiadasat. (Lasd 210. old.)

Ez a kotet a mii els6 részét tartalmazza (,,Megoldastipusok™) és két fejeze-
tet a mésodik részbdl (,,Utban az altalinos médszer felé”). -

Az elsd rész els6 négy fejezetében bévebb a példaanyag, mint a tovdbbiak-
ban. Alapjdban véve az els§ rész sok tekintetben hasonlit Szeg8 Gabor és a
Szerz6 analizisprobléma-gylijteményéhez (1dsd Irodalomjegyzék). Vannak azon-
ban nyilvinvalé kiilonbségek is. Ebben a kétetben az ajinlott példak sok-
kal elemibb szintliek, a médszertani szempontokat pedig nemesak felvetettem,
hanem kifejezetten megfogalmaztam és megvitattam.

A mésodik rész mésodik fejezetére Werner Hartkopf egyik ¢j m{ive inspiralt
{l4sd Irodalomjegyzék). Hartkopf miivének csak némely szempontjit muta-
tom, be, azokat, amelyek szerintem a legvonzébbak. Azért mutatom be ép-
pen azokat, mert heurisztikus felfogdsomnak legjobban megfelelnek, s azok—
hoz példakat és kiegészitl megjegyzéseket fliztem.

8. A konyv kéziratdnak elkészitéséhez a Ford-alapitvdnybdl anyagi tdmo-
gatast adott a Committe on the Undergraduate Program in Mathematics.
Koszonetet mondok ezért is és a bizottsdg erkolesi tAmogatésiért is. Koszo-
netemet fejezem ki a Journal of Education of the Faculty and College of Edu-
cation, Vancouver and Victoria kiadéjanak, aki lehetsvé tette, hogy ebbe a
miibe a lapban mir megjelent cikkembdl részeket illesszek bele. Koszonetemet
fejezem ki Gerald Alexanderson,Santa Clara (Kalifornia) és Alfred Aeppli, Ziirich,
professzoroknak a korrekttrak javitdsaban nytjtott hatékony segitségiikért.

Zurich, Svdje, 1961. december -hé. ]
: Pérya Gydrey
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