Megoldasok

5. fejezet

5.1. Kozelités véges osszegekkel

1. (a)0,125; (b)0,21875; (c) 0,625; (d)2,46875.

3. (a) 1,066667; (b) 1,283333; (c¢) 2,666667; (d)
2,083333.
5. 0,3125; 0,328125. 7. 1,5;1,574603.

9. (a)87cm; (b)87cm.
11. (a) 1150 m; (b) 1260 m.

13. (a) 23,35 m/s%; (b) 14,17 m/s2.

w
—_

15. 17. 1.

—
[=)

19. (a) felsd = 3032 liter, als6 = 2172 liter; (b) felsé = 9452
liter, alsé = 6772 liter; (c¢) ~ 31,22 h, ~ 32,14 h.

21 (a) 2; (b) 2v2 ~ 2,828; (c) 8sin(Z) ~ 3,061; (d)

Mindegyik teriilet kisebb a kor teriileténél, w-nél. n novekedtével
a sokszog teriilete m-hez tart.

5.2. Véges osszegek hatarértéke és a

szumma jel
6(1) , 6(2
3. cos(l)m+cos(2)w+cos(3)wr+cos(4)r =0
5. sinﬂ—sin%—i—sin%:@
7. Mindegyik. 9. b.
1. Y9k 13. Y
15 Y3, (-nkty
17. (a) —15; (b)1; (©)1; (d) —11; (e) 16
19. (a)55; (b)385; (c) 3025
21. —56. 23. —73. 25. 240. 27. 3376.
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29. (a) (b)
y y
(2,3)
N 2,3) .L .
f@=a-1, | f@=x-1,}
0<x<2 , 0<x<2 ¢
bal kéz ' jobbkéz 1
2+ ' 2k ]
1F 1 s
—f— i X
=0 ¢ C3|:1 ¢ 2 0 ¢ =1 c3 ¢4=2
_| =~ -1
(0
y
sL (2,3)
fy=x2-1, |
0<x<2 H
kozéppont .
2F a
1 |
. i
ofeiahc o
1
31. (a)
f(x) =sinx,
—-T<x<mw
bal kéz
L { X
"|=*7T\L'2|_/‘.'3=0 <
___1 }
(b)
f(x) =sinx,
—-T<x<m
jobb kéz
4 } X
ERRE -1
y
(0
f(x) =sinx,
—T<x<m
kozéppont
X
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336 Megoldasok
2 31 2 V2
33. 1,2 35. §+ 27, 3- 45. Tﬂ:
37. 12+ 22 12 39. 3481 3 47. d,mivel y = L ¢s y(m) = [Flar—3=—-3
49. b, mivel y/ = secx és y(0) = fé) sectdt +4 =4
5.3. A hatarozott integral 51 y= [5sectdi+3 §3. 5= J! f(x)dx+s0
, S 55. 2bh 57. 9§
L / Pdx 3. / (¥ = 3x)dx 59. @ v=% =4 [ f(x)dx=f(t) = v(5) = f(5) =2 m/s
0 27 (b) a = df/dr negativ, mivel az érintGegyenes meredek-
3 ) 0 sége at =5 pontban negativ.
5. / T _xdx 7. / secxdx () s= f03 f(x)dx = %(3)(3) = % m, mivel az integril az
2 /4 y = f(x) gorbe, az x-tengely és az x = 3 egyenes dltal hata-
rolt tartomdny teriilete.
9. (a)0; (b)=8; (¢)—12; (d)10; (e) —2; (f) 16.
(d) t =06, miutdn r = 6 és t = 9 kozott a tartomdny az x-
1. (@35 )3V3 (0 -5 (@ -5 tengely alatt helyezkedik el.
13. (a)4; (b) -4 (e) t=4-nél és t = 7-nél, mivel ezekben a pontokban az
15. A teriilet =21 egység. 17. A teriilet = 97/2 egység. Crinto vizszintes.
. p . P (f) t=62¢Est=9kozott az origd felé tart, mivel ebben az
19. A teriilet=2,5 . 21. Ateriilet=3 .
erdie > CBYSCE eruie ceysce intervallumban a sebesség negativ. t = 0 és r = 6 kozott az
23. b?/4. 25. bP—a®  27. 112 29. 372/2 orig6tol elfele, mivel ott a sebesség pozitiv.
31. 73 33. 1/24 35. 34%)2 37. b/3 (g) A jobb vagyis a pozitiv oldalon, mert f integrdlja 0-t6l
39, —14 41. 10 43. -2 45. —7/4 9-ig pozitiv érték, 1évén, hogy nagyobb az x-tengely felett,
47. 7 49. 0 mint az alatta fekvd terilet.
51. nszému, 8x = b/n hosszisagt részintervallummal és a jobb 63. 2x—2 65. —3x+5
oldali végpontokhoz tartoz6 fiiggvényértékekkel: 67. (a) Igaz. Mivel f folytonos, g az analizis alaptétele értel-

53.

b
Teriilet = / 3dx =b.
0

n szdmu, 8x = b/n hosszisdgu részintervallummal és a jobb

oldali végpontokhoz tartozé fiiggvényértékekkel:

5S.
61.
63.
65.
67.
69.
71.

b
Teriilet = / 2xdx = b?.
0

Sitlag =0 57. fitag = —2 59. fittag =1

(@) Gitlag = —1/2; (D) Gittag = 1; (€) Latlag = 1/4
a=0¢&s b =1 esetén lesz a legnagyobb az integral értéke.
Felsd korlat = 1, als6 korlat = 1/2.

Példaul: [y sin(x?)dx < [y dx=1

1P f(x)dx > [P0dx =0

Felsd korlat = 1/2

5.4. Newton-Leibniz-tétel (az
analizis alaptétele)

1.

11.
19.
25.

31.
37.

6 3.8 5.1 7. 5/2 9. 2

2V3 13. 0 15 —z/4 17, 2
-8/3 21. —3/4 23, V2-V8+1

16 27. (cosﬁ)(ﬁ) 29. 45
1+22 33 —1x1/2sinx 3.1

28/3  39. 1)2 4. 51/4 B,z
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mében differencidlhatd.

(b) Igaz. g folytonos, mivel differencidlhatd.

(¢) Igaz, mertg'(1) = f(1)=0.

(d) Hamis, mivel g”(1) = f/(1) > 0.

(e) Igaz, mivel g’(1)=0¢és g"(1)= f'(1) > 0.

(f) Hamis: g”(x) = f’(x) >0, igy g” sehol sem vilt elGje-
let.

(g) Igaz, mert g'(1) = f(1) =0 és g'(x) = f(x) az x-nek
novekvd fiiggvénye (mert f7(x) > 0).

5.5. A hatarozatlan integral és a
helyettesitési szabaly

1.
5.
9.

11.

13.
17.
21.
25.
29.
33.
37.

41.
45.

f%cos3x+C 3. %sethJrC
—(Tx=2)"*+C 7. —6(1—)124cC
%(x3/2 —-1)— %sin(Z)c3/2 -2)+C

(a) —1(ctg?20)+C (b) —1(csc?20)+C

—L(3-25)¥24C 15. 3(5s+4)12+C
_%(1_92)5/4+C 19. —%(7—3y2)3/2+C
(—2(1+ X)) +C 23. lsin(3z+4)+C
Ttg(B3x+2)+C 27. Lsin® (%) +C
<1L2_1)6+C 31. —%cos(x3/2+1)+C
sec(v+5)+C 3s. 7ZCOS<12t+1)+C
~2(agdy) 2 4C 39. —sin(1-1)+cC
—sin(/6) 4 ¢ 43, B2 L o
LA+t +C
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5. fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 337

47. L2 +1)5/2 12 +1)32+cC 11. 8/3 13. 62 15. 1
8. L+2-1 25 4 27, 827
© - 2+tg X +C

29. Minimum: —4, maximum: 0, teriilet 27/4.

51. lsin\/32r—124+6+C .
6 @r=1 31 6/5 35 y=fF (%‘”)dr—3

53. s=1(32—1)* -

37. —4(cosx)'/24C  39. 02+ 60+sin(20+1)+C
55. s =4t —2sin (2 + )

4. S1+i4c 43. —lcos(2r2)+C  45. 16
§7. s=sin (21 - %)“00’“ 4.2 49, 1 51. 8 53. 27v/3/160
59. 6m 55. /2 57. V3  59. 6V/3-2n 61. —1
63. (b) 339 volt 63. 2 65. -2 67. 1 69. V21

71. (@) b(b)b 75. 25°F  77. V2+cos’x

79. % 81. Igen 83. —V1+x2

5.6. Helyettesités és gorbék altal

85. Alsé becsléssel a koltség =~ 10710 dollar.

kozbezart teriilet 87. 600; 18,00 dollar  89. 300; 6,00 dollr
1. (a) 14/3 (b) 2/3
5 @ 12 & —1/2 Az anyag alaposabb elsajatitasat
. a —
segito tovabbi feladatok
5. (a) 15/16 (b) 0
7. (a0 (b) 1/8 1. (a) Igen (b) Nem
9. (a)4 ®) 0 5. (a) 1/4 (b) V12
_ _ .3 _
11. (a) 1/6 (b) 1/2 7. flx)= TJ;H 9. y=x"+2x—4
y
13. (a0 (b) 0 11. 36/6 N
15. 2V/3 17. 3/4 19. 3521 21. 3 , , S .
23. n/3 25. 16/3 27. 252 29. /2 R I
31. 128/15  33. 4/3 35. 5/6 37. 38/3 , -
39. 49/6 41. 32/3 43. 48/5 45. 8/3 13 ;-2 1
47. 8 49. 5/3 (Hdrom metszéspont van.) y=t
51. 18 53. 243/8  55. 8/3 57. 2
t
59. 104/15  61. 56/15  63. 4 65. $-12
67. /2 69. 2 1. 1/2 73. 1
75. (a) (£./c.c) (b) c=42/3 (c) c=4%/3
15. 13/3
77. 11/3 79. 3/4 81. Egyik sem. /
83. F(6)—F(2) 85 (a—3 (b3 87. I=a/2
Gyakorlo feladatok N
h (m) indy sin
1. sindy _ siny
(@) Kb.205m  (b) o 7. 12 190 2/x 21 WY
180 23. 1/6 25, [} f(x)dx
'3 29. (a) 0 (b) —1
gg /o (¢) —m d) x=1
RS T (€ y=2x+2—7 ® x=—1x=2
3. @ —1/2 (3l © 13 @ 0 (® [-27,0]

5. [[x—1)""2ax=2 7. [ cosidx=2
9. (a4 (b) 2 () —2
d) —2n (e) 8/5
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6. fejezet

6.1. Szeletelés és tengely koriili

forgatas

1. (a) A(x) =7(1—x%) (b) A(x) =4(1—x2
(©) Alx)=2(1—x?) (d) A(x) =+3(1-x?)
16 5. 1

7. (a)2V3; (b)8 9. 8r

11. (a)s*h; (b) s*h 13.

15. 4—7 17. 3

19. 367 2. =«

2. n(F+2v2-4) 25. 2¢

27. 2r 29. 3

31. n*-2n 3.z

35 1z 37. n(r-2)

39. 47 41. 8n

43,z

45. (a)8m; (b) *FF; (© % @) HF

47. (a) 1%; ) XZ; (o) §Z

49. V =2d’bn

51 (a)V = TEBh gy s

55. V =3308cm®

57. (@) c=2; (b)c=0;

6.2. Térfogatszamitas

hengerhéj-modszerrel

1. 6n 3. on 5. 4z

7. 8« 9. 32 11. 72

13. (b) 47 15. X2 (3v2+5) 17. %

1

4 16

19. ¥ 21. 1&7
23. (@ %Z: ()% (027 ()27

25. (a) Az x-tengely koriil: V = 21—’5’; az y-tengely koriil: V = %;
(b) Az x-tengely koriil: V = 21—’5’; az y-tengely koriil: V = %

27. @ 3%; )% (©21 @Z

2. @3 b)F
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31.

33.

(@) 2% () %7

@ 5 () 3F

o

35. Korong: 2 integrdl; gy(r(: 2 integral; héj: integral

6.3. Sikgorbék hossza

13.
17.
19.
21.
23.

25.

217.

29.

5V10

=5 3.

12 9. 3
99

2 15. 2

(a) [, V1+4x2dx;

(¢) ~6,13

i
8

i
[
oz ™

(a) fon mdy; (c) ~ 3,82
@ [T+ G+ 1)2dy; () ~929

(a) foﬂ/6 secxdx; (¢) ~0,55

Igen, f(x) = £x+ C, ahol C valamilyen valds szdm.

(@) y=+/x(1,1) és (4,2) kozott. (b) Csak egy. Ismerjiik a
fliggvény derivaltjat és a fliggvényértéket egy x értékre.

@m (b

6.4. Tehetetlenségi nyomaték és

tomegkozéppont
1. 12m 3.
5. My=8M=8ix=1
7. My=15/2,M=9/2,x=5/3
9. My=73/6,M=5,%=73/30
11. My=3, M=3,x=1 13.
15. x=1,y=-3/5 17.
21.
25.
=0;
33.
37.

(L/4,L/4)

=1
Il

0,5=12/5
16/105, 5 =8/15
1,y=-2/5
3/2,5=1/2

=1 =
([

=1
I

© George B. Thomas, Jr.



© Typotex Kiado

7. fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 339

6.5. Forgasfeliiletek és Papposz tételei

1. (a)2rm fon/4 tgxv/1+sect xdx; (c) ~ 3,84
3. (a)2m [} Wi+ydy; (© ~5,02

5. @271 (3—va)2\/1+(1-3x"1/2)2dx; (c) =~ 63,37

7. (a) 27Z.f0”/3 (/g tgrdt) secydy; () ~ 2,08

9. 4m\/5 11. 37v5
13. 98m/81 15. 2%

17. n(v/8-1)/9 19. 357v/5/3
21. 2537/20

25. 2rm ffﬁz(cosx) V14 sin® xdx
27. Minden szinbdl 226,2 litert kell rendelni.

31. 5V2n 33. 8n?

35. 52m/3 37. 3nV5

41. V =327, 8=32V2n 43. 4n?

45. ¥=0,y=2 47. i=0,5=4%
49. V2rd®(4+31)/6 51 ¢

6.6. Munka

1. 400 N-m 3. 4cm, 0,08 N/m
5. (a) 166667 N/m,  (b) 8,391 és33,33]

7. 7807 9. 810007

13. 9607

15. (a) 19440007 (b) kb. 1 6ra 5 perc

(c) A fels6 felének kiszivattyizédsa 486000 J.

17. 1524727 19. 127234507
21. (a) 1722431  (b) 304943 ]

23. 15073100,757 27. 1237

29. 96,517 31. 139,37

33. (@) r(y)=18—+/152—(y—110)2,110 <y < 125m
(b) AV ~ nt[18 — /225 — (y — 110)2]?Ay

(c) W =8,208-107]

35. 0,6828251] 37. 5,144x 10107

6.7. A folyadék nyomasa és a
folyadékra hato erok

1. kb.270kN 3. kb.450 kN
5. (a)kb. 186, 7kN  (b)kb. 191,5kN

7. kb.56kN 9. kb. 6,667 kN
11. (a)4032N  (b) 1,013 m

13. 30,7 m? 15. wb/2

17. Nem. A mozgathaté vég 1,44 méternyit mozdul el az alatt
az id¢ alatt, amig a tartdly megtelik.

19. 1045Nill. 17,11 N

21. (a) 17,778 kN  (b) 41,3 cm-rel (c) Nem

www.interkonyv.hu

Gyakorl6 feladatok

L 5% 3. 5. ZF

7. @2t 7 (©121/5  (d)267/5

. @8t (b)1088x/15 (o) S127/15

11. n(3v3-n)/3

13. (@ 167/15  (M8T/S  (9)8x/3  (d)32n/5
15. 287/3 m’ 17.

19. 2 21. 10

23. % 25. £=0,5=8/5

27. £=3/2,5=12/5 29. £=9/5,5=11/10
31. 287v2/3 33. 4z

35. 767/3 37. 46407

39. 157,607 41. 298,57KJ

43. 96,38 kJ, kb. 4 perc 45. 106,667 kN

47. 12,672 kN 49. 216wy + 360w,

Az anyag alaposabb elsajatitasat
segito tovabbi feladatok

L flx)=4/ 24
3. f(x)=VC?—1x+a,aholC > 1
5. ¥=0,y=5/47,(0,1/2)

9. (ai=y=4(a*+ab+b*)/(3r(a+Db))
(b) (2a/m,2a/7)

11. 28/3 13, 4nmh 15. 10080 N
17. (a)2h/3  (b) (6a®+8ah+3h*)/(6a+4h)

7. fejezet

7.1. Inverz fiiggvény derivaltja

1. Injektiv 3.
7. D:(0;1], R:[0,00)

Nem injektiv 5.  Injektiv
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11.

13.
17.

19.
21.

23.

25.

27.

29.

31.
35.

(a) Szimmetrikus az x = y egyenleti egyenesre.
y

1

Fl ) =va—1 15. /') =Varl
i) =va-1
F ()= V& D (—e0,00); R (—o0,00)
Fl ) =5Va—1; D:(—o0,0); R:(—o0,00)
o 0 e o
f (x),\/;c,z).(o, )i R:(0,00)
iy X3
@ frx=-35-3
(b) 3,/):”):2%3
y=f7](X)=%f%
=372 0 3 *
—3/2/
(© 2,112
@ =13
®)
5 y=f(x)=—4x+5
5
v=fw=te3
N
(c) _47_]/4
(b) 1

(¢) Az (1,1) pontban f meredeksége 3, ¢ meredeksége
1/3;a (—1,—1) pontban f meredeksége 3, g meredeksége
1/3.

(d) azy=x> egyenletii gorbe érintSje az x = 0 helyen az
y = 0 egyenletii egyenes; y = /x érintje az x = 0 helyen
az x = 0 egyenlet( egyenes.

1/9 3.3
@ f0=

(b) Az f~! fiiggvény grafikonja az origén dtmend 1/m
meredekségli egyenes.

www.interkonyv.hu

37.

41.

43.

() f'(x) =x—b. Az f~! figgvény grafikonja parhu-
zamos [ grafikonjdval; a két egyenes az x = y egyenletii
egyenes ellenkezd partjain helyezkedik el, attdl egyenld ta-
volsagra.

(¢) A grafikonok parhuzamos, az x = y egyenletii egye-
nes ellenkez$ partjain, att6l egyenl$ tavolsdgra elhelyez-
kedd egyenesek.

1
Novekvé, és igy injektiv; df ~! /dx = §x72/3.

1
Csokkend, és igy injektiv; df ~! /dx = — §x72/3.

7.2. A természetes
logaritmusfiiggvény

1.

11.

17.

23.

29.

35s.

39.
43.
49.

5s.

57.

59.

61.

63.

65.

(a) In3—-2In2 (b) 2(In2—1n3)

(© —In2 ) %ma

1 1
(e) ln3+§ln2 (f) 5(31n3—1n2)

(a) In5 (b) In(x—3) (¢) Inf?
1/x 7. 2/t 9. —1/x
1
i 13. 3/x 15. 2Inz+ (Int)?
1—Inz 1
3 19. 21, —————
v 12 x(1+1Inx)2
1 3x+2
— 25. 2cos(l 27, — 1
xInx 5. 2cos(In8) 2x(x+1)

2 tg(InB) 10x 1
_— 31. 33—
t(1—1Inr)? 0 241 2(1—x)

x| (2)
2xIn|x| —xIn — 37. In{ =

|| NGl 3
In|y? —25|+C 41. In3

1
In2)? 45, — 47. 1
(In2) nd n|6+3tgt|+C
In2 51. In27 53. In(1+x)+C

(1) x(x-i—l)(l-i- ! )* 2l
2 X x+1 _2 x(x+1)
QN (-
2)Ve+1\t t+1)  2yi(t+1)3/2
. 1
V9+3Sln9(m+ctg9>
1

t+1

t(t+1)(t+2) E—F 2

1
+—} =312 46142

9—!—5[1 1

Ocos6 |0+5 —5+tg9]

xVx2+1 l+ x 2
x+1)23 [x  22+1 3(x+1)
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7. fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 341
13/x(x=2) (1 1 2x d 1
=y - - 75. = (xInx— —x-—+lnx—1+0=1
67 3V 2 <x+x72 x2+1) (a) dx(xnx x+C)=x x+ nx—1+0=1Inx
69. (a) Maximum az x = 0 helyen 0; minimum az x = /3 (b) 1
helyen —In2. e—1
(b) Maximum az x = 1 helyen 1; minimum az x = 1/2 és 77. (b) |hiba| ~ 0,02140 79. 271828183
x = 2 helyeken cos(In2).
71. In16 73. 4mln4 75. wnl6 7.4. Az a* és a loga x fiiggvények
77. (a)6+1n2 (b)8+1In9
1. (@7 () V2 () 75
79. (a) ¥~ 1,44; 70,36 @ 2 © 05 ® -1
®) 3. (@ W (b) »? () sinx
In3
5. — 2
. (a) 2 (b) 3 (©)
7. x=12 9. x=3vagyx=2
! In5
* 11 2%1 13 (— )5
0 nx 3 (2\/5) 5
81. y=x+In|x|+2 83. (b) 0,00469 15. m"! 17. —+v/2cos0V2"sing
19. 7°¢¢9(In7)%(sec O tg ) 21. (3cos3t)(2873)In2
e/ o L pd ] 3
7.3. Az exponencialis fiiggvény 3. o 5.
2(Inr) -2
1 X 27, ———— 29, ———M—
L @72 ®) - © 3 F(in2)(Ind) > GrOG-D
. 1
3. (a) 1 (b) 1 (C) X 7)72 31. sm(log7 9) + m COS(10g7 9)
1 1 1
5. it 7. 440 9. y=2xe"+1 3. 35. —(logy 33" 3.
11. (a) k=1In2 (b) k= (1/10)In2 .
(¢) k=1000lna 39. ()C+1)x <x7+1 +1n(x+1))
In2 1 1
3. @) r=-10m3 (b) 1= Tk 41. (V1) (%t + E) 43. (sinx)*(Insinx+x ctgx)
© 1= In0,4 a2 5¢
~ 0,2 45. (xnv) (ﬁ) 47. 2_+cC
X In5
2 _ g, 5x
15. 4(lnx) 17. —5e 49, 1 51 s
19. 776577)( 21. xé* 2In2 In2
23. x?e 25. 2¢%cos® 53. % 55. 32760
P 1—1¢
27. 20e @ sin (e 29. —— V3t
( ) t s7. X ¢ 59. 3v2+l
3L 1/(1+¢%) 33, €5(1 - rsinr) V3+1
2
. ye¥ cosx 1 1 (Inx) 2(In2)2
35. (smx)/x 37. m 61. In10 ( 2 +C 63. (n )
In2
39, 267 —cos(x+3y) 4. Lo _seric 65. 00 67. In10
3cos(x+3y) 3 2
| 69. (In10)In|lnx|+C 71. In(lnx), x>1
43. 45. 8t +C
4. 2 49, 2074 73. —Inx 75. 2In5
. . e
) . 77. (107744 107737] 79. k=10
51. —e " +C 53. —elryc ;
1 81. (a) 10~ ) 7 (© 1:1
55. ¢ 57. Ee“’cm +C
59. 1 61. In(1+¢)+C 83. x70,76666
63. y=1—cos(e' —2) 65. y=2(e " +x)—1 85. (a) L(x)=1+(In2)x~0,69x+1
67. Maximum az x = 0 helyen 1; minimum az x = In2 helyen 87. (a) 1,89279 (b) —0,35621
2—In2. (¢) 0,94575 (d) —2,80735
69. Abszolit maximum az x = 1/4/e helyen 1/(2e). (e) 5,29595 ) 0,97041
71 2 73 y—el2 1 (2 —1,03972 (h) —1,61181
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7.5. Exponencialis iitemi valtozasok 7.7. Inverz trigonometrikus
fiiggvények
1. (a) —0,00001 (b) 10536 év (c) 82%
1. (a) ©/4 (b) —m/3 (¢) m/6
3. 5488¢g 5. kb. 18m / / /
3. (@ —=m/6 b) n/4 c) —1/3
7. 2,8147498-10' @ -m/ (b) 7/ () -7/
5. /3 b) 37/4 /6
9. (a) 8év (b) 32,02 év @ =/ (b) 37/ © =/
7. (a) 3m/4 (b) /6 (c) 2m/3
11. 15,28 év
9. (a) m/4 (b) —x/3 (c) m/6
13. (a) Age®? (b) 17,33 év; 27,47 év
11. (a) 3n/4 (b) m/6 (c) 2m/3
15. 4 17.
5. 4,50% 0,585 nap 1 5 13
13. cosa=—, tgaa=—, seca= —,
21. (a) 17,5 perc (b) 13,26 perc 3 1 1 12 12
CSC(X:?, Ctga:?
23. —3°C 25. kb. 6659 év 27. 41 éves 5 s 2 1 5
. sinad=—=, cosot=———, tgor=-2,
V3 Vi
cscot——5 ctgot—fl
7.6. Relativ novekedési iitem 2 2
17. 1/V2 19. —1/V3
1. (a) lassabban (b) lassabban 21 443 2. 1
(¢) lassabban (d) gyorsabban T 2V3 ’
(e) lassabban (f) lassabban 25. —v2 27. /6
. V24
(g) ugyanolyan iitemben (h) lassabban 29, x2+ 31 \/9))27_1
. V2 =2
3. (a) ugyanolyan litemben (b) gyorsabban 3. V2 3s. X : X
(¢) ugyanolyan iitemben (d) ugyanolyan iitemben X
9 —4y2 x2—16
(e) lassabban (f) gyorsabban 37. - 39, ———
X
(g) lassabban (h) ugyanolyan iitemben 41. n/2 43. 7/2
. . 45. 1/2 47. 0
5. (a) ugyanolyan litemben (b) ugyanolyan iitemben 5 3
—2x
(¢) ugyanolyan iitemben (d) gyorsabban 49. N S1. Wiprr
(e) gyorsabban (f) ugyanolyan iitemben 1 i,
53, —mM—— 55, —mF———
(g) lassabban (h) gyorsabban |25+ 1|Vs2 +s (x2 4+ 1)Vt +2x2
-1 -1
57. 59, ———
7. d,ac,b Vi—r2 2vt(1+1)
9. (a) hamis (b) hamis (© igaz 61. !
. : : (tg='x)(1+x2)
(d) igaz (e) igaz (f) igaz
—e! —1
(g) hamis (h) igaz 63. =
: VT Ve
13. Ha f foksza bb, mint g-¢€. —2s"
a f fokszdma nem nagyobb, mint g-é 65. s 6. 0
V1—s2
15. 1,1 .
. . 69. arcsinx 71. arcsin;—i—C
21. (b) In(e!7000000) — 17000000 < (!710%)1/10° — (17 | | s
A 2415495275, 73. ——arct L +C 75. —=arcsec —x‘
VI VT V2
(©) x~34306311-10", 77. 273 79. /16
(d) azx~3,4306311-10' helyen metszik egymast. 81. —71/12 83 éarcsinZ(r— 1)+C
. -5
23. (a) Az algoritmusnak O(nlog,n) 1épé iiksé V2 x—1 1 —1
. 2 pesre van SZuksege. 85. —“arctg 7 +C 87. - arcsec +C
2 2
25. Szekvencialis keresésnél akdr egymillié 1épés, bindris kere- 89. 7 91. 7/12
Lot h . 1
sés esetében legfeljebb 20. 93. 3 arcsiny® +C 95. arcsin(x—2)+C
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1 .
97. 1 99. > arctg (yT>+c

101. 27 103. arcsec|x+ 1|+ C

. 1
105. 2resmnx 107. 3 (arcsin(x)3) +C

111. V3 -1
115.2

109. In|arctgy| 4+ C
113.5

121. y = arcsinx x>1

1
127. 6 = arccos | — | ~ 54,7°
(%)

133. (a) Ertelmezve van: létezik szog, amelynek tangense 2,

2
123. arcsecx + ?ﬂ,

(b) nincs értelmezve: nincs olyan szog, amelynek koszi-
nusza 2.

135. (a) Nincs értelmezve: nincs olyan szog, amelynek sze-
kénsa 0,
(b) nincs értelmezve: nincs olyan szog, amelynek szinusza

V2.
137. V5 m.

139. Igen, arcsinx és —arccosx a /2 konstansban kiilonbozik.
147. 2 /2

149. (a) 72/2 (b) 27

151. (a) 0,84107 (b) —0,72973 (c) 0,46365

153. (a) Ertelmezési tartomdny: az 9sszes valds szdm a — + k7

alakuak kivételével (k egész szdm); értékkészlet:
—n/2<y<m/2,

(b) D: —oo < x < oo; R —o0 <y < oo,

155. (@) D: —e<x<oo;R:0<y <,
(b) D:—1<x<LRi—-1<y<I.

157. A grafikonok azonosak.

7.8. Hiperbolikus fiiggvények
1. chx =5/4,
cschx = —4/3

3. shx=8/15, thx=8/17, cthx = 17/8, sechx = 15/17,
cschx=15/8

thx = —3/5, cthx = —5/3, sechx = 4/5,

1
5. x+-— 7. &F
X
9. &* 13. 2ch§
th
15. sechz\/+ Vi 17. cthz
\[
19. (Insech®)(sech6th6) 21. th3y
23. 2 5. L
24/x(1+x)
1 1
27. — —arth® 29. — —arcthv/t
170 ar 2\ﬁ arc \/
In2
31. —arsechx 33. 1

www.interkonyv.hu

43.

1
a2

51.

47

55.

63.
67.
69.

12 4
71. (a) —arsech B + arsech —

| secx|

12sh (5 —1n3> tc

5
In—

e—e !

g +1nv2
—In3

2
(a) arshy/3

(a) arcth2 —arcth(5/4)

5

12/13

®) 1n<1+«/1 —(12/13)

3 4
=—In-+mn2=In_-

ch2x
2

45. 7|7 e 7|+ C

41. +C

49. —2sech\t+C

3
53. 3—2+ln2

57. 3/4
61. In(2/3)
65. In3

(b) In(v/3+2)
1

1
“ln=
(b) SIn>

4/5

) e -

2 3
73. (a) 0 (b) 0
. 2f(x
75. (b) @) f(x):#—kO:f(x)
.. 2f(x
G =0+ 2 o
7. (b) % (¢©) 196,3 km/h
79. y=arsechx —v/1—x2 81. 2rm
83. 9 85. 16ﬂln6+@
5 9
89. (¢) a=~0,108738 (d) 275N
Gyakorlo feladatok
1. —2e/5 3. xe¥
25sin 6 cos 6 2
5. ——— =2ctgb 7.
sin% 6 £ (In2)
9. —8'In8 11, 18x2°
1
13. (x+2)*t2(In(x+2)+1) 15. —
(+2) 2 (In(x+2)+ 1) N
—1 t 1
17, — 19. arctgr+ —5 — —
1 —x2arccosx T T
21. 1-z + arcsecz 23. —1
Z—1
2(x* +1) { 2x }
25, —= +tg2
Veos2x [x¥2+1 g
t+1)i—1)7° 1 1 1
27 5|
[( 2)(1+3) z+1+z_1 —2 113
29. s1n9 ( Vsin@ + 0 ctg 9>
31. —cose*+C 33. tg(e*—=7)+C
—1In7
35. elt¥4C 37. 3“
39. In8 41. 1n(9/25)
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1

43. —[In|cos(Inv)[]+C 45. —5(1nx)—2+c
1 2
47. —ctg(1+1 49. *
ctg(l+Inr)+C 9 21n33 +C
51. 3In7 53. 15/16+1n2
55. e—1 57. 1/6 59. 9/14

61. % [(ln4)3—(1n2)3} vagy %(ln2)3

9In2

63. — 65. & 67. n/\3
69. arcsec|2y|+C 71. =©/12
73. arcsin(x+1)+C 75. m/2
1 t+1 In2
77. = arcs — 79, y=—i—~
3arcsec( 3 )—I—C 9. y in(3/2)
1
81. y=Inx—In3 83 y=——
y=Inx—In VET T
85. Inl0 87. In2 89. 5
91. —c 93. 1 95. &

97. (a) ugyanolyan litemben (b) ugyanolyan iitemben

(c) gyorsabban (d) gyorsabban

(e) ugyanolyan iitemben (f) ugyanolyan iitemben

99. (a) igaz (b) hamis
(¢) hamis (d) igaz
(e) igaz () igaz
101.1/3

103. Abszolit maximum az x = e/2 helyen 0; abszoliit minimum
az x = 0,5 helyen —0,5.

105. 1

109. 1/1/2 egység hosszi, 1/,/e egység magas; A = 1/v/2e =
~ 0,43 teriiletegység.

111. In5x — In3x = In(5/3)

107. 1/em/s

113.1/2

115. (a) Abszoldt maximum az x = e> helyen 2/e, inflexiés
pont: (€8/3,(8/3)e™*/3); konvex az (¢3/3,00), konkdv a
(0,¢3/3) intervallumon.

(b) Abszolit maximum az x = 0 helyen 1; inflexiés pon-
tok: (£1/v/2,1/+/e), konvex a (—eo, —1/v/2) U (1/1/2,0)
halmazon, konkav a (—1/+/2,1/+/2) intervallumon.

(¢) Abszolit maximum az x = 0 helyen 1; inflexiés pont:
(1,2/e); konvex az (1,o0), konkdv a (—ee, 1) intervallumon.

117. 18935 év 119.20(5 —v17) m

Az anyag alaposabb elsajatitasat
segité tovabbi feladatok

1. =/2 3. 1/\/e 5. In2
7. (a1 (b) /2 (¢c)
i, ! ,2:1 11. x=2
In2" 2In2
~ In4 _
13. 2/17 21. x:7, y=0 25. (b) 61°

www.interkonyv.hu

8. fejezet

8.1. Egyszeri integracios formulak

1. 2V82+1+C 3.

5. In5 7.

2(sinv)*2 +C
2In(Vx+1)+C

1
9. —51n|sin(3—7x)|+C
11. —Infesc(e® +1) +ctg(e® +1)|+C
t t
13. 3nfsec +g 5| +C
n sec3 + g3 +

15. —In|csc(s— ) +ctg(s —m)|+C

3(x+1)
17. 1 19. 8V+C 21. +C
In3
2V
23. —+C 25. 3arctg3u+C 27. w/18

In2
29. arcsins®+C

35 In (2 + x/§)

41. arcsec|x+1/+C, halx+1|>1

31. 6arcsec|5x|+C 33. arctge*+C

37. 2n 39. arcsin(t —2)+C

43. tgx—2In|cscx+ctgx| —ctgx —x+C
45. x+sin2x+C 47. x—In|x+1|+C

t
49. 7+1n8 51. 2t2—t+2arctg§+C

53. arcsinx+v1—x2+C 55. V2

57. tgx—secx+C 59. In|l+sin6|+C
61. ctgx+x+cscx+C 63. 4

65. V2 67. 2

69. In|V2+1|-n|v2-1| 71 4-7

73. —In|csc(sinB) +ctg(sinB)|+C

75. In|sinx|+In|cosx|+C 77. 12arctg(y/y)+C

X
79. arcsec

81. In|sec(tg?)|+C

e
. 1.3
83. (a) smefgsm‘GJrC
. 2 51 s
(b) sme—gsm 9+§sm 0+C
(o) /COSQGdQZ/COSSO(COSG) de =
:/(l—sin29)4(0039) de
3 1 >
85. (a) /tg*GdOzEtg 97/tg9d9=
1
=§tg29+ln|c059\+C
1
(b) /tgjedezztg49—/tg39d9
1
(0) /tg79d9:6tg697/tg56d6

(@ /tgz"“ede: Zikthka/thk_] 0de
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87.

91.

2V2—In (3 + 2\6) 89.

1n(2+\/§) 93. =0, j—

8.2. Parcialis integralas

1.

3.

7.

11.
15.

17.

21.

23.

25.

27.

29.

31.
33.

37.
41.
43.

45.

49.

—2xcos(x/2) +4sin(x/2) +C

3
2 sint + 2t cost — 2sint +C 5. 111471

yarctgy —Iny/1+y2+C 9. xtgx+In|cosx|+C
(P =32 +6x—6) +C 13. (x> —Tx+7)e +C
(x> —5x* 42006 — 60x% + 120x — 120)e* +C

2 _
nr—4 19, 5133
8 9

1
5 (—ee cos 0 + ¢? sin 9) +C

er
— (3sin3x+2cos3x)+C

13
2
§( /73s+9ex/3s+9_e\/3s+9> LC
2
w3,
3 18

% < —xcos(Inx) +xsin(lnx)> +C

@ M3 (© 5t () (2n+)n)
27(1—1n2) 35. (a) n(r—2) (b) 2m
1 -2 _.n _

E(l—e ) 39. u=x", dv=-cosxdx
u=x", dv=e*dx

xarcsinx + cos(arcsinx) +C
xarcsecx — In )x—i— Va2 — 1‘ +C 47. igen

(a) xarshx—ch(arshx)+C (b) xarshx— (1+x2)1/24C

8.3. Racionalis tortfiiggvények
integralasa parcialis tortekre

bontassal
2 3 1 3
1. 3
P x+1+(x+1)2
2 -1 2 17 12
5. S4 4 o 7.0 14— +——=
z +z2 Jrz—l T3t
1
9. E(ln|1+x|—ln|1—x|)+C
1
11. ?ln‘(x+6)2(x71)5‘+C 13. (In15)/2
15 lln|t\+lln|t+2\+lln|t 1+C
) 6 3
17. 3In2-2 o tnt o ¢
’ T4 x—1 2(2-1)
21.

www.interkonyv.hu

1
(T+21n2)/8  23. arctgy— ——+C
y+1

25. —(s—1)"24(s—1)" " farctgs+C

1 2
27. ————+In(6°+20+2)—arctg(6+1)+C
02 +20+2 ( ) are g( )

x—l’

29. *+1n +C

1
31. 9x+2Injx|+ - +7Injx—1[+C
x

» !
33, — —ln\y|+§1n(l+y2)+C

2
fy 1 |siny—2
35 m(S ) 1e 37. -2 e
er+2 5 |siny+3
2
39, C€29° 4o 6 e
4 x—2
41. x=In|t—2|—1Injr—1|+In2
8. = 1 45 311025 47. 1,10
t+2
1000e*
49. (a) XZW (b) 1755 nap

22
51. (a) -~ T (b) 0,04%
(¢) ateriilet kisebb mint 0,003

8.4. Trigonometrikus integralok

8/15 3. 4/3 5. 16/35 7. 3n
9. = 1. 2 13. 1 15. 4
17. 2 19. 21n<1+xf2) 21. V2
2. 23+1n(2+3) 25. 4/3

4
27. 4/3 29. 2(1—In2) 31. g—ln\/ﬁ
3. 6/5 5.7 3. 0
3/2

27:((98/1“) / -1)
3. = 41 1n(14V2)
43. )2

8.5. Trigonometrikus helyettesitések

1. In 9+y2—0—y’+C 3. w/4

5. w/6 7. %arcsing—k#—l—C

9 %m ?-ﬁ- 4x27_49

11. 7 <~y27_49 — arcsec ;) +C

13. xi_1+c 15. %(x2+4)3/2—4\/x27+4+c
17. #_W+c 19. 4V3—4xn/3

21 - xzx_1+c 23. —é <\/1xix2)5+c
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4x 1 v 3
25. 2arctg2x+-—5——+C 27. - | ——— C
arch+(4x2+l)+ 3(m> +
29. m9—1n(1+V10) 31 7/6
33. arcsecx+C 35. Va2-1+C
x2—4 X
37. y—2< 5 —arcse02>
3 x 3r
39. y—iarctg§f§ 41. 3n/4
2
43 ——+C 45. 1
/)
PRREL g9, Lpp|EW/2)H1-V2
9 V2 ltgt/2) +1+v2
1+tg(6/2)
51. In|————==|+C
“‘lftgw/m !

8.6. Integral tablazatok és
matematikai programcsomagok

1. % (arctg ﬁ) +C
3. \/xfz(@ +4> +C

(2x=3)32(x+1)

5. C
5 +
. V& 2 \/974x73‘+
' X 3 V9 —4x+3
2)(2x — 6)Vdx — 22 -2
9. (x+2)(2x— 6)vir —x + 4 arcsin s +C
6 2
1 \/ 2
11. ———1In M +C
V7 x
24+ Vh— 22
1B. Va2 2|2V L e
X

25
15. % 25—p2+7arcsin§+c
1
17. 2arcsin%—§r\/m_|_c

1 1 T
19. —garctg<§tg<z—6)>+c
et
21. 3(200331+3sin3t)+C

2 1 1
23. X arccosx+ 1 arcsinx — Zx\/ l—x2+C

2
s 1 s+3
25, ————+—In|——|+C
1809—s2) 108" s—3‘+
7, YO 2, 7v4x+9_3‘+c
X 3 VAx+9+3
3t—4
29. 2v/3t—4—4arctg T—i—C

x 2o )
31. ?arctgx— 3 + Eln(H—x )+C

www.interkonyv.hu

33.

35. 8

37.

39.

41.

43.

45.

47.

49.

51.

53.

5S.

57.

59.

63.

65.

67.

69.

71.

73.

75.

71.

79.

81.

83.

87.

89.

cos5x  cosx
0 2 ¢

sin(71/2)  sin(91/2)
( ) e

7 9
. 6 .
6sin(0/12) + 7 sin(70/12) +C

X

1
7 + Zarct c
201+ + 2arc gx+

1
511’1(.}(2 + 1) +

<x7 %) arcsin\/;ch%\/xfszrC

arcsin/x — vVx—x2+C
) 141 —sin’t
V1 —sin’t —1In e

Iny+4/3+ (Iny)?
In[3r+v/92 1| +C

1 1
Xarccos v/x + Earcsin\/}f 5\/x7x2+C

+C

In +C

sin?2xcos2x  2sin?2xcos2x  4cos2x

B 10 B 15 15
cos32mtsin2mr 3 cos 27t sin 27wt
+5 +3t+C

T 2
sin326 cos226 N sin’ 26 L

10 15
2.3 29
3tg t+C 61. tg“2x—2ln|sec2x|+C

1
8 (—gctg3l+ctgz+t) +C

t 1
W+;ln\secnx+tgﬂx|+c

2
3xtg3x 2
e orest ;g x+§tg3x+C

—cscxetgx  3cscxctgx
4 8

3
- gln |cscx+ctgx|+C

2
4x* (Inx)? — 20* (Inx) + % +C

e3x

2x3ex/2712x2ex/2+965«¥/2(%71)+c
X225 2 [x2F 2%

- = (= +C
In2 2 \In2 (In2)?

xmt
Int (Inm)?

1
5 [sec(e' — 1)tg(e — 1) +In|sec(e' — 1) +tg(e' —1)[] +C

V2+1n (ﬁ+1) 85. 1/3

1 4 1, 1
ﬁsh 3xch3x7%sh 3xch3x+Ech3x+C
2

X 2x 2
—sh3x— —ch —sh
3 sh3x 9c 3x+27s 3x+C
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ch”x

+C

101. 273 + 71v/21n (\/i+ x/§)

103.x=4/3, y=InV2
105. 7,62 107. /8 111. /4

8.7. Numerikus integralas

1.

3.

11.
13.

15.
19.
23.

27.
31.
33.
35.

39.
43.

45.

www.interkonyv.hu

I:
1I:

I:
1I:

I:
1I:

I:
1I:

I:
1I:

(a) 0,31929 (b) 0,32812 (c) 1/3,0,01404, 0,00521
(a) 1,95643 (b) 2,00421 (c) 2, 0,04357, —0,00421

(@ 1,5;0 (b) 1,5;0 (©) 0%
(a) 1,5; 0 (b) 1,50 (¢) 0%

(@) 2,75; 0,08 (b) 2,67; 0,08 (c) 0,0312~3%
(a) 2,67; 0 (b) 2,67;0 (c) 0%

(a) 6,25; 0,5 (b) 6; 0,25 (c) 0,0417 ~ 4%
(a) 6;0 (b) 6;0 (¢) 0%

(a) 0,509; 0,03125 (b) 0,5; 0,009 (c) 0,018 ~2%
(a) 0,5; 0,002604  (b) 0,5 0,0004  (c) 0%

(a) 1,8961; 0,161 (b) 2; 0,1039 (c) 0,052~ 5%
(a) 2,0045; 0,0066 (b) 2; 0,00454 (¢) 0%

(@1 (b2 17. (@) 116  (b) 2
(a) 283  (b) 2 21. (@) 71 (b) 10
(a) 76 (b) 12 25. (a) 82 (b) 8

3615 m? 29. 0,9785 mérfold ~ 1575 méter

3,405 méter

(a) =~ 0,00021 (b) ~1,37079 (¢) ~0,015%

(@) 3,11571  (b) 0,02588
() M =3,11-el |Er| < (73/1200)(3,11) < 0,081

1,08943 41. 0,82812

(@) Ty~ 1,983523538, Tigo ~ 1,999835504,
Tm()o ~ ]7999998355

(b)

n | |Er|=2-T,
10 | 1,6476462-102
100 | 1,64496-10~%
1000 | 1,645-107°

(© |Ejon| = 1072|E,|

2

@ b—a=m =" M=1
n

5| < n (n*\ 7«
=12\ n2 ) 12m2
3

T )
E < ——==10"7|E
‘ 107!‘ — 12(1()”)2 ‘ n‘

@) f"(x) =2cos(x?) — 4x*sin(x?)

(b)

y = —4x? sin(x?) + 2 cos(x?)

/

X

-

(¢) A grafikonrél leolvashaté, hogy —3 < f”(x) <2, ha

—1<x<1.
1—(=1),, , Ax?
Er| < ——2 = —
@ [Er] < o ad)3) =5
2 2
© Er<® <% 001 ®az20

2 2
47. (a) 0,023, 0,016, 0,015, 0,021, 0,032, 0,048, 0,070,
0,093, 0,107, 0,107, 0,093, 0,064, 0,032 (m?)

6
1 2
by — [(C d
W) o [ dy
0
(¢) ~0,347 m?
(d) ~0,3479 m3. A Simpson-formuldval szdmolt ered-
mény pontosabb, mint a trapézformuldval szdmolt. Mivel
Ax = 0,05 m, a Simpson-formula hibdja Ax* = 0,00000625,
a trapézformulaé Ax? = 0,0025 nagysagrendd.
49. (a) ~5,870 (b) |Er| <0,0032

51. 63,21 cm 53. 144 55. 54,9

8.8. Improprius integralok

1. =n/2 3. 2 5. 6 7. w2
. In3 11. Ind 13. 0 15. V3
17. © 1. i (1+7)21 -1 2. 1
25. —1/4 27. ©n/2 29. n/3 31. 6
33. In2 35. divergens 37. konvergens
39. konvergens 41. konvergens 43. divergens
45. konvergens 47. konvergens 49. divergens
51. konvergens 53. konvergens 55. divergens
57. konvergens 59. divergens 61. konvergens

63. konvergens
65. (a) p <1 esetén konvergens
(b) p > 1 esetén konvergens
67. 1 69. 2rm 71. In2
73. (b) ~0,88621
75. (a)

"X
swo:/ RIS
0 t

0 5 10 15 20 25

0.8
0.6
0.4
0.2

-02

(b) m/2
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348 Megoldasok
y 1
77. (a) T 3 (V24 T+ |e+ V24 1) +C
73. In|y+4/25+y%|+C
—V1—x2
- 75. VY ¢
3 2 -1 0o 1 2 3 * X
b) ~ 0,683, ~ 0,954, ~ 0,997 i — 2
(b) 77, arc;mxix\/ 12 2 e
81. divergens 83. konvergens
85. konvergens 87. divergens 79. In ;ﬁ + vx2379 +C
z 81. Vuw2—1-— C
Gyakorlé feladatok W L maneseews
83. (x+1)(In(x+1))—(x+1)+C
1 1
L S(A2-92+C 85. xaretg3x— 2 In(1+9+%) +C
3 (2x+1)52  (2x+1)3/2 L 87. (x+1)2e" —2(x+1)e* +2¢* +C
) 10 6 2¢sin2x  e*cos2x
e X 89. 5 + 5 +C
v oX 2
5. g 1€ 7. 5I(25+y7)+C 91. 2Injx—2|—Inlx—1|+C
—v9—dart 9 (53 1y3/3 1
- — ) 93. 1 —1 |+ ——+C
9. g +C 11. 25(z +1)7°+C n x| —In|x+ |+x+l+
1 1 1. |cosB—1
3. ———«+« ~+C 15. ——1In|3+4cost|+C _lpl ===
2(1—cos26) " 4 n[3 +4cosi]+ 95—zl c0s9+2’+c
1 052 I 3.0 1
17. =207+ C 19. —zcos’(e”) +C 97. 4Infx| ~ S In( +1) + darctgr+C
2x—l
1 —2)3(v+2
21. 3 +C 23. In|lnv|+C 99, Eln (v )6(v+ )’+C
25. In|2+arctgx|+C 27. arcsin2x+C !
1 3t 1 1 1 V3 t
- in— — Z 101. - arctgr — — arctg — +C
29. 5 aresin +C 31. 3arctg3—0—C 5 aretg 6 arcgﬁqL
1 Sx L (x=2 2 4 2
33. 5 arcsec ?‘—i-c 35. arcsm(T)+C 103.%+§ln\x+2\+§ln|x—l\+c
3. 1 Y2V e 3 1|+C 2 9 3
- arctg | T )+ . arcsec|x— 1]+ 105. % — Jinfx+3+ JInfxt- 1] +C
sin2 2 0 0
41. 2_911;x+c 43. gcos35—2cos§+C 107 lln Vx+1—1‘+c
3 Vx+1+1
tg?(2r) 1
45. = — —5ln[sec2t|+C 109.1n|1—¢~*|+C 111. —/16 —y2 +C
1 1
1 1 2
47. 7EIH|CSC(2)C)+Ctg(2X)|+C 113. 21n|4 X ‘—O-C 115. In 9_x2+C
1 3 5 7
49. Inv2 51. 2 53. 2v2 7. w2 e 19, -2 2 e
. 6 |x—3 5 7
55. x—2arctg - +C ted 11
2 121 £=+c 123. COZSG -5 e
2
57. x+x"+2In[2x—1|+C 125.41/T—cos(1/2) +C 127. legaldbb 16
1 o oo
5. ln(y2+4)75arctg%+c 129.T=7,S=nx 131. -3,9°C
; 133. (a) 9,075 liter, (b) 8,349 1/100km
61. —V/4—12+2arcsin 5 +C 135. 7/2 137.6 139.1n3 141.2
63. x—tgx+secx+C 143. /6 145. divergens
1 147. divergens 149. konvergens
65. —=In|sec(5—3x)+tg(5—3x)|+C 3/
3 2x3/
. 151. —x+2yx—2In(vx+1)+C
67. 4Insin|+C .
1
, S 153, In| ’—7( a ) +C
6. o (V1-x)"  (V1-x) L V21| 2\Va2+1
’ 3 5 155. arcsin(x+ 1) +C

www.interkonyv.hu
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9.fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 349

157. Inu+ v/ T+22| +C
159. —2ctgx —In|cscx+ctgx|+cscx+C
1 3+v| 1 v
161. —1 —arctg = +C
12 “’3—v TeiesT
163, 0sin(26+1) = cos(20+1) ‘C
2 4
x? 1
165. — +2x+3In|x—1|— —+C
2 x—1

167. —cos (2y/x) +C
169. —In|csc2y +ctg2y|+C

173. —\/4— (r+2)2+C

1
171. Etg%c+c

175. %seCZG—O—C 177. ? +C

179.2 ((‘/2?)3 Nﬁ) +C

181. arctg(y— 1) +C 183. %ln\ sec0?|+C
185. %ln|z| - 4% - % (%ln(z2+4) + %arctg %) +C
187. 7% 9—424C

1
189. In|sin 6| — 5111(1+s1112(9)+c

0+2

191. In|sec\/y|+C 193. —61n 9 2‘+C
195.x+C 197.—¥+c
199.In(1+¢€")+C 201. 1/4
2

203. In|Insinv| +C 205. gx3/ e

1 1 2739-H
207. ~3 arctg(cos5t) +C 209. 3 ( 27 ) +C
211.2y/r—2In (1+/7) +C
3| 2|+ 22 ¢

y+2| oy »?
215. 4arcsec 7—m +C 217. V81

2 6

219. §(3b—a) +2

Az anyag alaposabb elsajatitasat
segito tovabbi feladatok

1. x(arcsinx)? +2(arcsinx)y/1 —x2 — 2x+C

11. 0 13. n4—1 15 1 17. 32m/35
19. 27 21. @) ©  (b) w(2e—5)
8(In2)%> 16(In2) 16
23. —_— =
3 ) ”( 3 9 27

2

e“+1 e—=2
25.

(55

\/ 2
27. \/1+ezln< 1te
e

29. 6

33. (b) 1

39. —<p<l1

+l) *\/§+ln(1+\/§)

3. y=+vx, 0<x<4
1 In2
3. a=-, ——=
=3 Ty
o
41. E(3sin3x+2cos3x)+
C

cosxsin3x — 3sinxcos3x

43.

+C

8
ax

45, ——
a2+b2(

47. xln(ax) —x+C

asinbx —bcosbx) +C

9.1ejezet

9.1. Iranymezo és szétvalaszthato
valtozoju differencialegyenletek

9. %y3/27x1/2:C 11. & —e"=C

13, —x+2tg,y=C 15. eV +2eV¥=C

17. y=sin(x2+C) 19. (d)

21. (a)

y
23. 1 25.
W]
PEREN NENE EERNNRINY
\:::\\\: :::\:::\ *
DTN T
v
AT
27. 29.

|

www.interkonyv.hu
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xV'1 —x? — arcsinx

+C

1
+ —(arctg(x+1) 4-arctg(x— 1)) +C

X arcsinxJr

2 4
In|sec26 +tg26|+260

+
4

1
3 (ln (z -1 —12) — arcsint) +C
1 X2 42x+2
16 [x2—2x+2 8
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Y
VOt
111
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350 Megoldasok

9.2. Elsorendii linearis 9.4. Autonéom differencialegyenletek
differencialegyenletek grafikus megoldasa
1. y:e"JrC x>0 3. y:%,x>0 1. y=0u+2)(y-3)
=1_1 — 1,x/2 /2
Sr= 2 + x2 x>0 7. y=grelt+Ce (a) y= —2 stabil egyensulyi érték, y = 3 instabil egyensu-
9. y=x(Inx)>+Cx lyi érték,
__r c b) Y =2(y+2)(y—1H(y-3).
1. s= 355w - ay + (b) y (y: J=2)=3) :
y>0 ' y'<0 roy'>0
13. r=(cscH)(In|secH|+C),0< 6 < 7/2 R SR L Loy
I 7 I
15. y=3 —qgle™™ 17. y=—4cosb+ % YO a0 P00
19 o e ki :
. y:6 3T 21. y=Yyoe€ 0,5
23. (b) helyes, (a) nem.
25. (a) Skg/perc (b) 4004 4tliter (c) 400 o (© 4“ J
B y'>0,y">0
@ ¥ =5- . 0(0) =25y =100 — 0% e —— O
(e y(25) =9428 Y= 12NN \_.__.__.__.-..--.--.;V_'f_()L);”_<_O
27. 27,78 perc 29. 1= L2 . AN . L
05 \K 15
31. (a) i=Y%— e 2~ 0,95% amper (b) 86% R Y<0y">0
1 3 -3 y'>0,y"<0
3. y= 15Ce ™ 35. y=1+Cx
. 3. Y=y —y=0+y0o-1)
9.3. Euler-modszer
(a) y= —1¢ésy=1 instabil egyensulyi értékek, y = 0 pe-
L Yponos =% — %’ y; = —0,25, 2, = 0,3, y3 = 0,75 dig stabil egyenstlyi érték.
/" 2 /
=3¢y =42, y, = 6,216, y; = 9,697 ) ' = 3y = 1)y =30+ D+ 1Vl -
Ypontos Y1 2 V3 N l/ﬁ)(y—l 1) | |
y'<0 E y'>0 E y'<0 E y>0

3
5. Ypomos =€ +1,y1 =2,0,y, =2,0202, y; =2,0618
7. y~2,48832, apontos érték e.

9

y & —0,2272, a pontos érték 1/(1—2+/5) ~ —0,2880

11.

X z y-Runge-Kutta | y-pontos | Hiba v

0 |1 3 3 0 (©

0.2 | 42 4,608 4658122 | 0,050122 ol N

04 | 681984 | 7,623475 7,835089 | 0,211614 = S

0,6 | 11,89262 | 13,56369 14,27646 | 0,712777 B I y<0y<0
13. Az Euler-mddszer eredménye y ~ 3,45835; a pontos meg- L y<0y>9
oldds y=1+e ~ 3,71828. 02—

ﬁ ______________

15. y~1,5000; a pontos megoldas 1,5275. I
17. @) y=o5-5,53)=-02 mi ¥<0,y"<0

(b) —0,1851; hiba ~ 0,0149
() —0,1929; hiba ~ 0,0071

5. Y=y>0
(d) —0,1965; hiba ~ 0,0035
(a) Nincs egyensiilyi érték.
19. A pontos megoldds y = —— 2x{2’ igy y(3) = —0,2. A koze-

n__ 1
litéshez legyen 2, = 1 + 231 (%1 — 1) dx, és yn =Yn-1+ b) y' =3

>0
+ (2 l(x,, 1 — 1) +22(x2 — 1))dx, a kezdeti feltételek: xg = 2, ) ) V>, . Ly
Yo=—3 Hasznaljunk kalkuldtort vagy szamit6gépet az (a)—(d) 0 ! 2 3 4
pontok megvalaszolasahoz.

(a) —0,2024; hiba ~ 0,0024 (©

(b) —0,2005; hiba ~ 0,0005
(¢) —0,2001; hiba ~ 0,0001

(d) Minden esetben, ha a 1épéskoz felére csokken, a hiba
koriilbelill negyedelddik.
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9.fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 351

7.y = (y - 1)()’ - 2) (y - 3) Katasztréfa eltt Katasztréfa utin

(a) y=1¢ésy=73instabil egyensulyi értékek, y = 2 stabil
egyenstlyi érték.

M) V' =03 -12y+11)y-1)(y-2)(y—3)=

=@k-1) ( 67\[) (y—2) ( 6+\[) (y—3) Tatasztrofa Tatasztrofa
y'<0 1 y'>0 1 y'<0 1 y'>0
5 < o > 2t - M T 15. ‘Zi‘;—gf k2 L& k,m>06sv(t) >0
y'<0 PY'>00 y'<0  y">0 1 y"'<0 ) y'>0
i | i | i Egyenstilyi ertek:% =g— %v =0,azazv =,/ %
/ ' ca d? k k.2
6—3\/5:1’42 6+3\/§:2Y58 Konkav1tas.d7v:72(mv) (gfﬁv )
dv | dv
(a) ‘ E>0 R i E<0
0 42y H d%v
E?<O ' E7>0
g
Veq = k
y
®
3
t
800 ~
dP 2P ap (©) Vyegss = 027 54,43m/s~ 196km/h
9. 9 =1-—2P stabil egyensulyi értéke P = 2, GT="2 =
=-2(1-2P).
P c
17. F=F,—F;ma=25-5|v|, % = 1L(25-5|v[). A sebesség
L5 maximalis, amikor % =0,ill.v=5.
! , . 19. A fézisegyenes:
P'<0,P">0 di ; di
—>0 —<0
05 | di” N dt
P'>0,P"<0 0 a% M a2 !
—-<0 ' —>0
1 1 1 1 1 1 1 t dr? ' dr?
/oﬁ 05 075 1 125 15 175 LoV
eq R
—05F¢

Ha a kapcsol6t 1 = 0-nél zarjuk, akkor i(0) = 0, és a megol-
dés alakja:

i

11. ‘51—1; = 2P(P — 3), ennek stabil egyenstilyi értéke P =0 és
instabil egyensiilyi értéke P = 3; 4 dtz =2(2P— 3)‘”’ 4P(2P—

—3)(P-3).
, !
P>0 P'<0 L P>0
| |
1 1 & 1 L 1 1 & 1 1 P
-1 057 0 05 I 155 2 25 3 357 4 t
P'<0 ! P'>0 ! P'<0 vP>0
. | |
' . . . \%
' Amint t — oo, i(t) — igllandésult érick = R -
p

9.5. Elsorendii differencialegyenletek
alkalmazasai

L (a) 1685m (b) 41,135
3. s(t) =4,91(1 — e (2236/39.92)r)

— 150
5. @ P(t)= 500

o (b) Kb. 17,21 hét; Kb. 21,28 hét.
13. A Kkatasztréfa el6tt a populacié logisztikus novekedést mu-
tat, és P(r) My felé novekszik, ami a stabil egyensilyi érték. A 8x107 - 7

. . . 7. t) = 1 =07 > 1)~ 2, 71 107k

katasztrfa utdn a populdcié logisztikusan csokken, és P(t) M, @ (1) = o> 12y y(1) 69671 x 10°ke
felé csokken, ami az 1j stabil egyenstilyi érték. (b) 7~ 1,95253 év.
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9. (@ y=2¢'—1(0) y(t) = Trjoemwr 33. y(3) ~0,9063
11. (a) P(r) = %ﬂpot (b) Fiiggbleges aszimptota t = ﬁ 35. (a) L
13. > +y*=C 15. ln|y|—%y2:%x2+c L

y P

[-0.2,4.5] x [-2.5,0.5]

(b) Megjegyezziik, hogy egy kis intervallumot valasztunk
x értékeire, mert y értékei nagyon gyorsan csokkennek,

x és a kalkuldtorunk nem tudja kezelni ezeket az értéke-
- ket x < —1 esetén. (Azért, mert az analitikus megoldds
kxt+y®=1 y=—2+1In(2 —e™*), aminek fiiggdleges aszimptotdja van
x = —1In2 ~ —0,69. Tehdt az Euler approximdcié félreve-
zet0, hibas értékeket ad, ha x < In2).
17.y::|:\/2X+C ||||||||||:||
y E
EERCTTETE N
_1.2_ 3. ~ 04 PP
37. Ypontos = 3X” — 53 y(2) = 0,4; a pontos érték 5
39. Ypontos = —e(x2*1>/2; y(2) =~ —3,4192; a pontos érték
—e3/2 ~ —4.4817.
41. (a) y= —1 stabil, és y = 1 instabil.
< Py _opdy _9y2
Gyakorlé feladatok ® gz =g =20"-1
y=-1 y=l
2 Doy Ly
1. y= (arctg (%)) 3. y? =arcsin(2tgx+C) dX>L’ . d’f<2 @<’ ;dx>0; y
é<0 i d;’z>0 :@<O:d—2;v>0
5. y:—1n(C—%(x—2)5/2—g(x—2)3/2) @t e e
7. tgy=—xsinx—cosx+C 9. (y+1)e?=—Inlx|+C R
_x=1 Xt x/2 2
1. y=cx! 13. y=%e/2 4 e/ © 1
2_ —Xx
15, 3= 2350 17, 5= |
19. xy+y’=C 21. y=-2+In(2—e™") \
253432246 1 2 ) L sy
23, y= B 25 y=3(1—4e ) NN
27. y=4dx—4/x+1 29, y=¢"(3x% —3x%) »
31.
b y X y -2t
0 0 1,1 | 1,6241
0,1 | 0,1000 1,2 | 1,8319
0.2 1 02095 13 | 2,0513 Az anyag alaposabb elsajatitasat
0,3 | 0,3285 1,4 | 2,2832 o , .
04 | 04568 1.5 | 2.5285 segito tovabbi feladatok
0,5 | 0,5946 1,6 | 2,7884
0,6 0,7418 1,7 3,0643 1. (a) y=c+ (yo — C)e_k(A/V)l
0,7 | 0,8986 1,8 | 3,3579 o )
0,8 1,0649 1,9 | 3,6709 (b) Az egyensilyi ért€k megoldds y. = c.
0,9 | 1,2411 2,0 | 4,0057
1,0 | 1,4273 3. 0,232%
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