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U. fiiggelék

Vd

Utmutatasok, otletek
a feladatokhoz

[Ez] az ismeretlen jelenségek vizsgdlatdnak
klasszikus dilemmdja. Ahhoz, hogy szabato-
san elhatdroljuk dket, ismerni kellene az ok-
sdgi mechanizmust, ahhoz pedig, hogy megis-
merjiik az oksdgi mechanizmust, jol koriil kell
hatdrolni a jelenségeket.

Stanistaw Lem: Szénandtha
(Murdnyi Beatrix forditdsa)

U.1. Komplex szamok

1.1.7. Hasznéljuk f6l, hogy ha x és y egész szamok, akkor x = mp + X és
y = mgq + y alkalmas p, g egészekre, és helyettesitsiik ezt be a bizonyitani
kivéant képletekbe.

1.1.16. Teljes négyzetté alakitdssal vezessiik vissza a feladatot négyzetgyokvo-
nasra modulo 101. A 20 helyett a 121-b6l vonjunk négyzetgyokot.

1.1.18. Szinezziink a modulo m maradékokkal. Vagdossunk le a sakktdblarol
olyan darabokat, ahol mindegyik maradékbdl ugyanannyi van. Ha r a k szdm
m-mel valé osztasi maradéka, akkor a bal felsé » x r-es négyzetben hany r — 1
és hany 0 van?

1.1.19. Vizsgaljuk meg, hogy ezek a szamok milyen maradékot adhatnak 3-mal
osztva.

1.2.12. Mutassuk meg, hogy ha az x elegendden nagy abszolut értékdi szdm,
akkor ax® + bx? + cx + d el6jele ugyanaz, mint ax? elSjele, mert az |ax?|-hoz
képest a tobbi tag abszolut értékben még egyiittvéve is eltorpil.

1.3.13. Végezziik el a négyzetre emelést, €s irjuk fol az eredmény valds, illetve
képzetes részét. Igy két egyenletet kapunk c-re és d-re.

1.4.12. A négyszoget a komplex szdmsikra rajzolva képzeljiik el, tehat a csu-
csok komplex szamok lesznek. Fejezziik ki a megfelel6 négyzetek kozéppont-
jait a csicsok segitségével. Haszndljuk fol, hogy két vektor akkor és csak akkor
egyenld hosszi és merdleges, ha az egyik a masiknak i-szerese.

635

TEXTS DON 'T GROW ON TREES!
RUTHORS" RIGHTS RWARENESS CAMPAIGH © Kiss Emil



© Typotex Kiado

636 U. UTMUTATASOK, OTLETEK A FELADATOKHOZ

1.4.13. A hdromszog csucsai segitségével fejezziik ki a szabalyos haromszo-
gek kozéppontjait. Haszndljuk fol, hogy egy haromszog akkor és csak akkor
szabdlyos, ha az egyik oldalvektorat 60°-kal elforgatva egy masik oldalvektorat
kapjuk. A cos60° + i sin60° és a cos 120° + i sin 120° szdmok kozotti 6ssze-
fliggéseket ne az algebrai alakjukbdl, hanem a szabdlyos hatszog geometriai
tulajdonsdgaibdl vezessiik le.

1.4.14. Mutassuk meg, hogy a (z3 — z1)/(z3 — 22) sz0ge a z1z2z3 haromszdgnek
a z3-nal levé szoge. Hasznaljuk a 14t6korrSl sz616 geometriai tételt.

1.4.15. Hasznéljuk fol az (A— B)(C—D)+(A—D)(B—C) = (A—C)(B—D)
azonossagot.

1.4.16. Legyen n = cos x +i sin x. Ekkor a keresett kifejezés az n+n’>+. . .+n"
képzetes része. Ezt az 6sszeaddst konnyl elvégezni, hiszen ez egy mértani sor.
A végeredmény képzetes részét azonban nehézkes leolvasni, mert az dsszeg-
képlet nevezdjében is komplex szam keletkezik (prébdlja ki az Olvas6). Ezért
hasznos otlet, hogy a fenti n helyett az ¢ = cos(x/2) + i sin(x/2) paros hatva-
nyait adjuk 6ssze, majd az eredményt leosztjuk ¢ egy olyan hatvdnydval, hogy
felhasznélhassuk az ¢ — (1/¢) = 2isin(x/2) és &" — (1/¢)" = 2i sin(nx/2)
Osszefiiggéseket.

1.5.9. Szdmozzuk be az n-szog csucsaita 0, 1, ..., n — 1 szdmokkal, és képzel-

jiik azt, hogy a bolha a 0 cstcsrdl indul. Melyik pontban lesz a bolha m 1épés
utdn? Hogyan irhatjuk ol oszthat6sdg segitségével, hogy ez a kiindulépont?

1.5.19. Keressiik meg —¢ jo kitevdit.

1.5.23. Hasznaljuk 6l a binomidlis tételt az (1 + 1)*, (1 — 1)", (1 4 i)" Ossze-
gekre.

1.5.24. Hatvanyozzuk a cos x + i sinx szamot a Moivre-képlet alapjan is, és a
binomidlis tétel segitségével is.

U.2. Polinomok

2.1.12. Mivel &¥* abszoliit értéke 1, ezért konjugdltja e *°. Az SS 6sszegben
végezziik el a beszorzast a 2.1.4. Gyakorlat alapjan. Ekkor az e’ % szamok
n® tagt osszegét kapjuk, ahol j és k egymastdl fiiggetleniil 0-t6l n — 1-ig fut.
Haszndljuk fol a j> — k> = (j — k)(j + k) azonossdgot, és csoportositsuk az
Osszeg tagjait £ = j — k szerint. Ha p pdratlan primszam, akkor az S kiszami-
tdsdhoz haszndljuk fol az E.4.8. Tétel 4llitasait.

2.2.2. ElSszor az ((a b) * (c xd)) x e = a * (b * (¢ (d * e))) specilis esetet
mutassuk meg. Az 4ltaldnos esetben is arra torekedjlink, hogy minden szorza-
tot olyan alakra hozzunk, mint a fenti azonossdg jobb oldala, ahol az Osszes
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csukézérdjel ,,annyira jobbra van, amennyire csak lehet”. Alkalmazzunk teljes
indukcidt a szorzat hosszara nézve.

2.2.5. Mutassuk meg, hogy ha egy konyvespolcra a konyvek dsszevissza vannak
feltéve, akkor rendet tudunk csindlni dgy, hogy mindig csak két szomszédos
konyvet cseréliink ki.

2.2.8. Ha volna kett8, akkor szamitsuk ki kétféleképpen a szorzatukat.

2.2.10. Tegyiik fol, hogy v balinverze, és w jobbinverze u-nak. Szamitsuk ki
kétféleképpen a v * u * w szorzatot.

2.2.16. Legyen a H részcsoport neutrilis eleme f, és jelolje f~! az f elemnek
a G csoportbeli inverzét. Szamitsuk ki kétféleképpen az f % f * f~! szorzatot.

2.2.18. Alljon S az egész szdmok halmazdnak Gsszes részhalmazaibél, és legyen
a miivelet a metszetképzés.

2.2.22. A disztributivitdst alkalmazzuk a (0+0)r és az r (s+(—s)) kifejezésekre.
2.2.26. Alkalmazzuk a 2.2.16. Feladat allitasat.

2.2.32. Legyenek uy, ..., u; a Z,,-nek az m-hez relativ prim elemei, és u ezek
egyike. Mutassuk meg, hogy u *,, u1, ..., u *, u; paronként kiilonb6z6k.

2.2.39. Az (1)-hez mutassuk meg, hogy S minden b eleme b = de alakban
irhat6 alkalmas d € § segitségével (d valaszthat6 b balinverze balinverzének).
A (2)-t az (1)-re vezessiik vissza.

2.2.40. Tudjuk, hogy (v/2 — 1)(+/2 + 1) = 1, tehdt ezek invertalhatok. Hogyan
lehetne ebbdl az 6sszefiiggésbdl tovabbi invertdlhat6 elemeket gyartani?

2.2.41. Egy nem nulla elem ,,abszoltt értéke” lehet-e nulla?
2.2.44. Egy csoportban mely g elemekre igaz, hogy g = g?

2.2.45. Tegyiik f6l, hogy van ilyen leképezés. Mutassuk meg, hogy az 1 képe
sziikségképpen 1 lesz, majd vizsgdljuk meg, hogy milyen tulajdonsigi elem
lehet az i képe.

2.4.18. Legyen f € R[x]. A 2.4.4. Gyakorlat miatt f(x) = (x — b)qo(x) + bg
alkalmas gp € R[x] polinomra és by € R elemre. Alkalmazzuk ugyanezt a
qo polinomra, majd a kapott g; polinomra, és igy tovabb. (Ez az eljirds hasonlit
ahhoz, ahogy egy szdmot egy mdsik szdmrendszerbe alakitunk.)

Az egyértelmiiség bizonyitdsdhoz tegyiik fol, hogy

fX)=by+bi(x—b)+...+b,(x=b)' =co+c1(x =b)+...+c,(x —=b)"
alkalmas b;, ¢c; € R elemekre. A két polinomot kivonva

0=(co=bo)+ (c1 =b)(x —=b) + ...+ (cn —b)(x —b)".
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Ezért azt kell megmutatni, hogy ha
dy+di(x—b)+...+d,(x —b)"

a nullapolinom, akkor mindegyik d; = 0. Helyettesitsiink x helyére b-t, és
alkalmazzunk n szerinti indukciét.

2.4.19. Ha a nullosztd, akkor hany gyoke van legaldbb az ax polinomnak?

2.4.20. Mivel f(14) = 440, az f-et kereshetjiik (x — 14)g(x) + 440 alakban,
ahol g is egész egyiitthatés polinom.

2.4.21. Nem lehetséges. Ehhez az interpoléci6 egyértelmiisége miatt elég meg-
mutatni, hogy van olyan egész egyiitthatds, n-nél kisebb fokd polinom, ami
elvégzi az interpolaciét. Legyenek az alappontok ay, ..., a,, és f a legala-
csonyabb foku olyan egész egyiitthatés polinom, amely ezeken a helyeken a
kivant értékeket veszi fol. Tegyiik fol indirekt, hogy gr( f) > n, és tekintsiik az
f(x) —cxf(x —ay)...(x — a,) polinomot, ahol k = gr(f) — n, a c pedig az
f féegyiitthatéja.

2.4.22. A ,raciondlis” esetben hasznéljuk fol az interpol4cidrdl tanultakat. Az
~egész” esetben képzeljiik az (}) binomidlis egyiitthatGt x polinomjanak, mi-
kodzben k rogzitett.

2.4.23. Az el6z6 2.4.22. Feladat szerint f raciondlis egyiitthatés, azaz fol-
irhaté f(x) = g(x)/m alakban alkalmas m egészre. Mutassuk meg, hogy
f(x) — f(x + km) egész szdm minden x és k egészre.

2.4.24. Mutassuk meg a Lagrange-alappolinomok képletének felhasznéldsdval,
hogy n! f(x) mér egész egyiitthatds. Alkalmazzunk f foka szerinti indukci6t.

2.4.25. Keressiik meg g-nek az el6z6 2.4.24. Feladatban szerepld felbontésit.
El6szor a 10 helyett kisebb szdmokkal kisérletezziink.

2.4.26. frjuk 61 f(x)-et (x — a)(x — b)(x — ¢)(x — d)q(x) + 5 alakban.

2.4.27. Legyen r # 0 eleme R-nek. Mivel az interpolacié korldtlanul elvégez-
hetd, van olyan f € R[x] polinom, melyre f(0) =0é&s f(r) = 1.

2.4.29. Alljon S azokbdl a fiiggvényekbdl, melyeknek a 2 gyoke. A mésik kér-
désre a vdlasz nemleges. Ennek igazoldsdhoz haszndljuk f6l, hogy nulloszté-

7

mentes gylriben nem nulla elemmel szabad egyszer(siteni (2.2.28. Gyakorlat).
2.5.2. Vizsgaljuk az els6foku polinomokat.

2.5.13. Emeljiik négyzetre az (x; + ... + x,) Osszeget a 2.1.4. Gyakorlat fel-
hasznalasaval.

2.5.15. A (4)-hez: helyezziik el a sokszoget tigy, hogy a cstcsai az n-edik egy-
séggyokok legyenek, az 1 csicsbdl indul6 oldalak és 4tlok hosszainak szorzatédt
irjuk fol abszolut érték segitségével, majd hasznéljuk ol a feladat (2) allitasét.
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2.5.16. Legyen f(x) = (x —a)(x — b)(x — ¢). Alkalmazzuk a gyokok és
egylitthatok osszefliggéseit. A konstans tag meghatdrozdsdhoz helyettesitsiik be
x helyére az a, b, ¢ szdmokat, és adjuk 6ssze a kapott egyenleteket. Tegyiik
meg ezt gy is, hogy a megfeleld egyenletet az 6sszeadds el6tt rendre a/~>-mal,
b/~3-mal, ¢/~3-mal megszorozzuk.

2.5.18. El6szor olyan polinomot prébaljunk késziteni, amelynek gyoke az il-
let6 test mindegyik eleme. Ezt mddositsuk olyan (nem konstans) polinomma4,
amelynek nincs gyoke az adott testben.

2.6.10. Igaz, alkalmazzunk indukciét a hatarozatlanok szdma szerint.

2.6.11. Hasznaljuk a 2.6.9. Gyakorlatban bevezetett jeloléseket. Legyen T test,
al,...,ak e 1" paronként kiilonbozd ,,pontok” és by, ...,b; € T. Olyan
f € Tlxy, ..., x,] polinomot keresiink, amelyre f(aj) =bj,hal < j <k
Probaéljuk a Newton-interpolaciét modellezni. Meg kell adnunk egy olyan n-ha-
tdrozatland polinomot, amelybe az a', ..., a¥~!-et helyettesitve nullat kapunk,
de a-t helyettesitve nem. Minden j < k-ra keressiink egy olyan koordindtat,
amelyben a* kiilonbozik a’/-t6l, és csak erre a koordindtéra koncentraljunk.

2.7.17. Igazoljuk, hogy crlk‘ ..ok homogén polinom, amely sziikségképpen
k-adfoku.

2.7.18. Legyen f gyoktényez6s alakja (x — by)(x — by) ... (x — b,). Tekintsiik
az fy(x) = (x — b{v)(x — bév) (e = b,’lv) polinomot minden N > 0 egészre.
A szimmetrikus polinomok alaptételének felhaszndldsdval igazoljuk, hogy ez
egész egyiitthatds. Becsiiljiik meg az egyiitthatdit, és ebbdl vezessiik le, hogy
mindegyik b;-nek csak véges sok hatvanya van.

2.7.19. Hasznaljuk fol, hogy ha m; > m, > m3 > ... nemnegativ egész
szamok, akkor van olyan k > 1, hogy onnantdl kezdve ez a sorozat mar allando,
azaz m; = my minden j > k-ra. Alkalmazzuk ezt arra a sorozatra, ahol m;
a P; polinomban az x; kitevGje.

U.3. A polinomok szamelmélete

3.1.28. Tegyiik fol, hogy pi...px = q1...q. egy elem két felbontasa irre-
ducibilisek szorzatira. A p; primtulajdonsagat kihasznélva keressiik meg egy
asszocidltjat a g ;-k kozott, majd egyszerdsitsiink p;-gyel.

3.1.33. Tudjuk, hogy 2 | 2- 2. Osztdja-e a 2 valamelyik tényez6nek a paros szi-
mok gy(r{ijében is? Mutassuk meg, hogy 2 - 18 = 6 - 6 a 36-nak két 1ényegesen

s vtz

kiilonb6z6 felbontdsa felbonthatatlanok szorzatira a paros szdmok gytr{ijében.
3.1.34. Hasznaljuk fol, hogy 3 -3 =9 = 2+ iv/5)(2 — i+/5).

3.1.35. Az x3y? és az x?y? polinomoknak mik az oszt6i R-ben?
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3.2.5. Ha g = 0, akkor nem oszthatunk vele maradékosan, hogyan végezziik
ilyenkor az eljarast? Az is el6fordulhat, hogy egyaltaldn nincs nem nulla mara-
dék az algoritmusban, mi ilyenkor a kitiintetett k6z0s 0szt6?

3.2.8. Van /-ben legalacsonyabb fokd polinom?

3.2.9. Mutassuk meg, hogy minden ilyen / halmaz a legkisebb pozitiv elemének
a tobbszoroseibol all. A 3.2.7. Tétel bizonyitasat kovessiik.

3.2.13. Alkalmazzuk a 3.2.3, 3.1.27, 3.1.28. Gyakorlatokat, illetve Feladatot.

3.2.14. Tegyiik fol, hogy van olyan nem konstans polinom, amely nem bonthaté
fol irreducibilisek szorzatdra. Legyen f a(z egyik) lehetd legkisebb fokdu ilyen
polinom. Irreducibilis-e f?

3.3.18. Haszndljuk a raciondlis gyoktesztet (3.3.10. Tétel). Keressiink olyan
m egészet, hogy az 1 szdm gyoke legyen f(x) + mx/-nek.

3.3.22. Hasznéljuk f6l a binomidlis tételt. Illusztracidként érdemes elolvasni a
3.3.21. Gyakorlat megolddsanak a kozéprészét is. A kis Fermat-tétel bizonyita-
sdhoz emeljiik (tagonként) p-edik hatvdnyra azt a b tagb6l 4116 Z ,-beli 6sszeget,
amelynek mindegyik tagja 1.

3.3.24. Mutassuk meg a gyoktényez6s alak beszorzdsdval, hogy x* — 10x2 + 1
Osszes gyokei +/24+/3. A beszorzast végezziik el haromféleképpen is, mindig
mashogy 6sszeparositva két-két gyoktényez6t. A Q folotti irreducibilitds bizo-
nyitasahoz a 3.3.12. Példdban leirt médszert hasznaljuk. Vizsgaljuk meg, hogy
a /2, v/3, /6 gydkvondsok melyike végezhets el Zs, Z7, illetve Z,; folott.

7 Azx*—10x%2+1 = O egyenletet y = x2 helyettesitéssel masodfokiira vezethetjiik
vissza. Innen y = 5+ +/6, de nem kénnyf rjonni, hogy ez £+/2 & +/3 négyzete.

3.4.14. Legyen f" + g" = h" olyan nemtrividlis megoldds, ahol g és h fok4-
nak maximuma a lehetd legkisebb. Feltehetd, hogy f, g és h paronként relativ
primek. Bontsuk fol az f* = h" — g" polinomot a h — &/ g polinomok szorza-

tara, ahol 1 = &°, ..., "~ ! az n-edik egységgyokok, és mutassuk meg, hogy e
tényezOk paronként relativ primek. Mivel Clx, ..., x,] alaptételes, és minden

egység teljes n-edik hatvany, ezért mindegyik h — /g polinom maga is teljes
n-edik hatvény. Legyen

w'=h—g, V'=h—gg, w'=h-—g’g.
Mutassuk meg, hogy eu” + w" = (¢ + 1)v". Készitsiink ebbdl az eredetinél

kisebb foki, nemtrividlis megoldast.

3.4.20. Mutassuk meg, hogy ha f = gh nemtrividlis felbontas, akkor g és h
egyike tobb, mint fokszdmnyi helyen 1 vagy —1. Hasznéljuk f6l a polinomok
azonossagi tételét.
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3.4.21. Ha az f € Z[x] egy k-adfoku g osztdjét keressiik, akkor hasznéljuk fol,
hogy minden m egészre g(m) | f(m), és alkalmazzunk interpoléci6t.

3.5.8. Mutassuk meg, hogy g(x) = x" f(1/x).
3.5.15. Hasznéljuk fol a kdvetkezd 0sszefiiggést:
xP —1

l4+x+...+xP1=
x—1

’

valamint hogy Z,[x]-ben tagonként lehet p-edik hatvanyra emelni (3.3.22. Fel-
adat).

3.5.16. Fogalmazzuk meg a Schonemann—Eisenstein-kritériumot abban az eset-
ben, amikor Z helyett a C[y] gy(ri fol6tti polinomokat vizsgaljuk. Megy-e a
3.5.3. Gyakorlatban leirt bizonyitds ebben az esetben is?

3.5.17. Mutassuk meg, hogy f (x + f (x)) oszthatd f(x)-szel.

3.5.18. Tegyiik fol, hogy v/4 = a 4+ b~/2. Mi lehet az x3 — 2 ésaz x> —ax — b
polinomok kitiintetett kozos osztéja? Van-e kozos gyokiik?

3.5.20. Legyen z = x 4+ (1/x). Az x 4+ 1 gyoktényezd kiemelése utdn kapott
polinomot osszuk le x*-nel, és ezt frjuk fol z (harmadfoki) polinomjaként.

3.6.11. Legyen b € C gyoke f’-nek. Hasznéljuk f6l a 3.6.10. Gyakorlatot.
3.6.13. Az f/(f, f) polinomnak mik a gyokei, és hanyszorosak?

3.6.15. Mutassuk meg, hogy ha f irreducibilis, akkor (f, f’) csak akkor lehet
nem konstans, ha f’ = 0. Milyen f polinomokra teljesiil ez Z, f6lott? Hasz-
naljuk fol, hogy 7Z, f6lott tagonként lehet négyzetre emelni (3.3.22. Feladat).

A megforditds igazoldsdhoz tekintsiik (f, f')-nek egy irreducibilis g 0szt6-
jat. Ha Q folott vagyunk, akkor ennek van egy b gyoke T = C-ben, ha meg
Z, folott, akkor b valaszthat6 egy Z,-t tartalmazé algebrailag zart T test egy
alkalmas elemének (6.4.6. Tétel). Annak felhasznildsdval, hogy g-nek nincs
tobbszoros gyoke T-ben, mutassuk meg, hogy g2 | f.

3.6.17. Ha f’(b) = 0, tudjuk-e médositani f-et Ggy, hogy b gyoke legyen?

3.6.18. Mutassuk meg, hogy ha c kivételes érték, akkor f'-nek és f(x) — c-nek
van kozos gyoke.

3.8.8. Az 06sszes dllitds kozvetlen (de hosszadalmas) szdmoldssal igazolhat6 a
gyokok és egyiitthatok Osszefliggését folhasznalva. Ehelyett az o, o, o3, o4
gyokoket a 3.7.2. Allitas bizonyitdsdhoz hasonléan képzeljiik hatdrozatlanok-
nak. (Ezt megtehetjiik, hiszen (6) kivételével csupa azonossdgot kell bizonyi-
tani.) Ekkor az u;, u,, us kifejezések paronként kiilonbozdk, és igy (1)-hez
elég azt belatni, hogy mindegyik u; gyoke a harmadfoku rezolvensnek (hiszen
a féegylitthaté biztosan 8). Keressiink olyan K (x) és L (x) polinomokat, hogy

TEXTS DON'T GROW ON TREES!

RUTHORS " RIGHTS AWAREHESS CAMPALGH © Kiss Emil



© Typotex Kiado

642 U. UTMUTATASOK, OTLETEK A FELADATOKHOZ

Ki(x) + Li(x) = (x —a)x —a) é Ki(x) — Li(x) = (x —a3)(x — o)
teljestiljon.

3.8.9. Hasznaljuk fol a 3.8.8. Feladatot.

3.8.10. Hasznéljuk fol a 3.8.8. Feladatot és a 3.8.4. Gyakorlatot.
3.8.13. Teljes négyzet-e C folott a —(2x2 + 4x + 2) polinom?
3.9.12. Hasznéljuk fol az 1.5.19. Feladat eredményét.

3.9.14. Legyen n primitiv m-edik egységgyok, ahol m | n. Szamitsuk ki, hogy a
feladatbeli szorzatban az x — n hanyadik hatvanyon szerepel, majd alkalmazzuk
az B.4.6. Allitast.

3.9.15. Hasznaljuk ol az el6z6 feladatot.

3.9.18. Alkalmazzuk a gyokok és egyiitthatok kozotti osszefiiggéseket az n-edik
korosztdsi polinomra. Mutassuk meg, hogy az n-edik primitiv egységgyokok
Osszege (n) (ahol u a Mobius-fiiggvény), szorzatuk pedig 1, kivéve n = 2-re,
amikor —1.

3.9.19. Osszuk le a ]_[d‘n d,(x) = x" — 1 Osszefiiggést x — 1-gyel, és azutidn
helyettesitsiink x = 1-et.

3.9.20. Attdl fiiggden, hogy n oszthaté-e néggyel, szamitsuk ki a @, (—x) poli-
nomot a 3.9.15. Feladat, illetve a 3.9.12. Gyakorlat segitségével, majd hasznél-

” 2

juk ol az el6z6 feladat eredményét.

3.9.21. Az el6z6 gyakorlat szerint ®,,,-et folirhatjuk az x — ne gyoktényez6k
szorzataként, ahol o(n) = m és o(¢) = n. Csoportositsuk ezeket a gyokténye-
z0ket n szerint.

3.9.23. AT, Pa(x) = x" —1 6sszefiiggésbdl kiindulva, n szerinti indukciéval
bizonyitsunk. Szdmoljunk eleve Z, f6l6tt. Hasznaljuk fol a 3.9.6. Gyakorlatot
és a 3.3.22. Feladatot (azaz a tagonkénti p-edik hatvanyozas lehet&ségét).

3.9.25. Térjiink 4t Z,[x]-re, alkalmazzuk a 3.9.23. Feladatot, majd ezutdn a
3.6.14. Gyakorlat megoldédsanak azt az éllitdsat, hogy p t m esetén x” — 1-nek
nincs tobbszords tényezdje Z,[x]-ben.

3.9.26. Legyen ¢ primitiv n-edik egységgyok. Mutassuk meg, hogy a kivant
sokszog akkor létezik, ha az 1, 2, ..., n szamoknak van olyan ag, ai, . . ., a4,
sorrendje, melyre ag+a; & +are’+. . . +a,_1e"" = 0. A korosztasi polinomok
felhasznéldsaval igazoljuk, hogy ha n primhatvény, akkor ez nem lehetséges. Ha
n nem primhatvany, akkor bontsuk f6l mk alakban, ahol m és k egyméshoz re-
lativ prim, 1-nél nagyobb szdmok. A 3.9.17. Gyakorlat segitségével allitsuk el
¢ hatvanyait egy m-edik és egy k-edik egységgyok szorzataként, az 1,2, ..., n
szdmokat pedig irjuk ik + j alakban, ahol 1 < j <kés0 <i < m.
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Ud4. Csoportok

4.1.29. Igazoljuk, hogy a transzforméciénak van valds sajatértéke, és minden
valds sajatérték 1, vagy —1. Hasznéljuk f6l, hogy a determinéns a karakteriszti-
kus polinom gyokeinek a szorzata. Elemi geometriai megoldds is adhat6.

4.1.39. Ha f(P) # P akkor tekintsiik P és f(P) felezd merGleges sikjat.

4.2.30. Igazoljuk, hogy két transzpozicié szorzata mindig folirhaté harmascik-
lusok szorzataként.

4.2.31. Bizonyitsuk be j szerinti indukciéval, hogy ha f(1) értékét i jeloli,
akkor f(j) = j +, (i — 1) (mod n 6sszeadds).

4.2.32. Mutassuk meg a ,,bolhds feladat” (vagyis az 1.5.9. Feladat) felhasznél4-
saval, hogy az (1, 2, ..., n) ciklus k-adik hatvdnya (n, k) darab n/(n, k) hosszi
diszjunkt ciklus szorzata.

4.2.33. Hasznaljuk a 4.2.27. Gyakorlatban szerepld konyvespolc-modellt.
4.2.34. Vegyiik az (1, 2, ..., n) ciklus egy el6allitasat transzpozicidk szorzata-

ként, és készitsiik el ezekbdl az el6z6 feladatban vizsgélt grafot. Mutassuk meg,
hogy ez 0sszefiiggd lesz, majd alkalmazzuk az E.2.5. Tételt.

4.2.35. Készitsiik el a megadott transzpozicidk halmazabdl a 4.2.33. Feladatban
szerepl6 grafot. Ha k 4+t — 1 > n, akkor ennek (n — k) + (n —t), azaz n — 1-nél
kevesebb éle van, és igy nem lehet Osszefiiggd. Ha k + ¢t — 1 < n, akkor
alkalmazunk n szerinti indukciét az 6sszefliggdség bizonyitasara. Az indukcio
soran a k, t, n harmasrol a k, t — k, n — k harmasra 1€pjiink (a k < ¢ esetben).

4.3.40. Induljunk ki az (ab)? = 1 dsszefiiggésbdl. Negyedik hatvanyokra az 4l-
litds nem igaz, a Dy diédercsoport példdul ellenpélda lesz (lasd 4.1.23. Allités).

4.3.41. Igazoljuk, hogy had = (a"—1, a™ —1), akkor a Z csoportban o(a) | n.

4.4.18. Feleltessiik meg mindegyik bal oldali mellékosztalynak a komplexusin-
verzét.

4.4.27. A masodik kérdéshez vizsgéljuk a Zg csoportot.

4.4.31. Igazoljuk, hogy az A B szorzat minden eleme |A N B|-féleképpen frhatd
fol ab alakban, ahol a € A és b € B. Haszndljuk fol, hogy ¢ € AN B esetén
ab = (ac)(c™'b), ésittac € A, bc € B.

4.4.32. Parositsunk minden elemet az inverzével. Mely elemek egyenldk a
parjukkal?

4.4.33. A 2.4.7. Tétel miatt egy T test multiplikativ csoportjdban az x¢ — 1
polinomnak legfeljebb d gyoke lehet. Igazoljuk, hogy legfeljebb ¢(d) darab d
rend(i elem van. Alkalmazzuk a 3.9.6. Gyakorlat 4llitasat.
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4.4.34. Készitsiink egy paros grafot, melynek az A csicshalmazat a H rész-
csoport szerinti dsszes bal mellékosztdlyok alkotjdk, a B csicshalmazt pedig
az Osszes jobb mellékosztilyok. (Az egyszerre bal és jobb mellékosztdlyokat
két példdnyban vessziik fol.) Kossiink dssze két mellékosztalyt, ha van kdzos
elemiik. Alkalmazzuk az E.2.7. K6nig—Hall-Ore-tételt.

4.5.22. Szadmoljuk meg mindkét csoportban a mdsodrendii elemeket.

4.5.29. Tekintsiik a kocka szimmetriacsoportjanak a hatdsat a szemkoztes lap-
parok alkotta haromelemd halmazon.

4.5.30. Szamoljuk meg egyszer rogzitett g, egyszer pedig rogzitett x mellett
azokat a (g, x) parokat, melyekre g * x = x.

4.5.31. Legyen X az Osszes szinezések halmaza, ahol a szimmetridval egymasba
atvihetdket is kiilonbozdnek tekintjiik. Hasson a D4 csoport az X halmazon a
természetes modon, és alkalmazzuk a Burnside-lemmaét (vagyis a 4.5.30. Fel-
adat allitasat).

4.5.32. Alkalmazzuk a 4.5.30. Feladatot. A tranzitivitas sziikséges, keressiink a
Klein-csoporttal izomorf ellenpéldat Se-ban.

4.5.34. A G csoport alaphalmazan berajzolunk minden g € G elemhez |G| da-
rab g ,,szin” nyilat: tetsz6leges x-bdl g szint nyil megy xg-be. Ennek a graf-
nak a szimmetriai épp a G elemeivel valé balszorzasok (a Cayley-tételbeli G-vel
izomorf csoport). Hogyan sziintethetjiik meg a szineket és az iranyitast?

4.6.14. Szamoljunk komplexusokkal, hasznaljuk fol a 4.4.3. és a 4.4.4. Gyakor-
latokat.

4.6.15. Igazoljuk, hogy (a/c, b/d) = {(a, c)/Ib, d]).

4.6.16. Mutassuk meg, hogy a raciondlis szdmok egy X részhalmaza akkor
és csak akkor generdtorrendszer, ha minden ¢ primhatvanyhoz van olyan (mar
egyszer(sitett alakban folirt) tort X -ben, melynek nevezgje oszthat6 g-val.

4.6.17. Tegyiik fol, hogy X egy k elemii generatorrendszer a G csoportban, fel-
tehetd, hogy X-be belevettiik minden elemének az inverzét is. Legyen tovabba
|G : H| = n, és valasszunk minden H szerinti bal mellékosztalybdl egy repre-
zentdnselemet Ugy, hogy H-bdl az egységelemet vélasztjuk. Jeldlje R ezeknek
a reprezentanselemeknek a halmazit. Ha x € X ésr € R, akkor xr is benne
van valamelyik mellékosztalyban, és igy r'h alakban irhaté alkalmas r’ € R
és h € H elemekre. Legyen Y az igy kapott kn darab h € H elem halmaza.
Mutassuk meg, hogy Y generdlja H-t.

4.6.18. Legyen f = ts. Igazoljuk, hogy tf't = f~'. Jarjunk el hasonléan, mint
a4.1.23. Allitas bizonyitdsaban.
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4.6.19. Alkalmazzuk a 4.1.18. Gyakorlatot annak igazoldsara, hogy ha G véges
részcsoport, akkor az elemeinek van egy kozos P fixpontja. A 4.4.33. Feladat
miatt a P koriili forgatdsok csoportjdnak minden véges részcsoportja ciklikus.

4.8.43. Hasznaljuk fol, hogy SO(3) minden eleme forgatas (4.1.29. Feladat), és
hogy e csoportban barmely két, egyforma szogii forgatds konjugdlt (4.1.30. Gya-
korlat). Mutassuk meg, hogy ha f egy 90° < o < 180° szogli forgatds az
(origén atmend) e; egyenes koriil, akkor van olyan (origén atmend) e, egye-
nes, mely merdleges az f-nél vett képére. Legyen g az e, koriili 180 fokos
forgatds. Igazoljuk, hogy g=! f~'gf szintén 180 fokos forgatds. Alkalmazzuk
a 4.1.38. Gyakorlat 4llit4sat.

4.8.44. Hasznaljuk f6l, hogy egy homomorfizmust egy generatorrendszeren fel-
vett értékei egyértelmiien meghataroznak (4.6.9. Gyakorlat).

4.8.45. Mutassuk meg, hogy ha « fixpontmentes automorfizmus, akkor G min-
den eleme egyértelmiien folirhaté g ~'a(g) alakban.

4.8.48. Igazoljuk az [x, y]~' = [y, x] és [x, yz] = [x, y]y[x, z]y~' azonossa-
gokat.

4.9.31. Ha a részcsoport nem tartalmazza {id} x Z3 -t, akkor a 4.9.27. Gyakor-
latot alkalmazzuk, ha igen, akkor a moduldris szabalyt (4.7.30. Gyakorlat).

4.9.32. A kocka egyik rogzitett csticsdbol kiindulé harom lapétlé végpontjai egy
szabdlyos tetraédert alkotnak (melynek mindegyik éle lapétldja a kockdnak).
A kocka 8 csucsa és 12 lapatlja 6sszesen két ilyen tetraédert ad. Mutassuk
meg, hogy azok az egybevdgdsdgok, amelyek egy ilyen tetraédert Gnmagiba
visznek, Si-gyel izomorf normélosztét alkotnak. Tekintsiik tovdbba a kocka
mozgdasait, azaz irdnyitastart egybevagdségait (ezek a kockdnak pontosan azok
a szimmetridi, melyek determindnsa 1).

4.9.33. Hasznaljuk fol azt a geometridbdl ismert tényt, hogy ha A egy origét
fix4lé egybevagdsagi transzformdcid a térben, akkor ha mozgdas, akkor tartja a
vektoridlis szorzatot, azaz A(u x v) = A(u) x A(v), ha viszont nem mozgas
(més szdval irdnyitasvaltd), akkor a vektoridlis szorzat az ellentettjére valtozik,
azaz A(u x v) = —A(u) x A(v).

4.9.34. A Zj csoportban értelmezziik a Z, test elemeivel valé szorzdst gy,
hogy O xa = 0¢és 1 xa = a legyen minden a € Z] elemre. Teljesiilnek-e a
vektortér-axiomak?

4.9.36. Hasznaljuk fol, hogy véges sok szam legkisebb kozos tobbszordse pon-
tosan akkor egyezik meg a szorzatukkal, ha a szdmok pdronként relativ primek.
Legyen G véges részcsoportja a T test multiplikativ csoportjdnak, és e a G ex-
ponense. Mutassuk meg, hogy G minden eleme gytke az x® — 1 polinomnak.
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4.9.39. Legyen M maximadlis az A csoport azon részcsoportjai kozott, melyekre
M N{a) = {0} teljesiil. Mutassuk meg, hogy (a) + M = A. Ehhez vélasszunk
egy olyan minimdlis rend{i ¢ elemet, amely még nincs benne (a) + M-ben, és
vizsgaljuk pc-t. Az A helyett az A/ M faktorcsoportban dolgozzunk.

4.10.7. Legyen N az F szabad csoportnak az a normalosztdja amelyet az 6sszes
w? és [u, v] szavak generdlnak, ahol u, v, w € F. Mutassuk meg, hogy az
F/N csoport kommutativ, és minden elemének a négyzete az egységelem, igy
vektortérnek tekinthetd a Z, test folott a 4.9.34. Feladat értelmében. Igazoljuk,
alkalmas F — Z; homomorfizmusokat vélasztva, hogy mind az X, mind az
Y szabad generdtorrendszerek képe bazis ebben a vektortérben.

4.10.8. Mutassuk meg, hogy ha u és v szabadon generaljak az F (u, v) csoportot,
akkor az u'vu~" (i > 0) elemek szabad generdtorrendszert alkotnak az altaluk
generdlt részcsoportban.

4.10.18. Hasznéljuk fol a 4.3.40. Feladatot.

4.10.19. Mutassuk meg, hogy B(k, 3)-ban a konjugalt elemek egymdssal fol-
cserélhetdk, és ezért minden elem benne van egy kommutativ normalosztéban.
Bizonyitsunk k szerinti indukciéval.

4.10.21. Csak néhany esetben adunk otletet:

(7) Mutassuk meg, hogy b = 1.
(8) Ez a4.9.38. Gyakorlat (2) pontjdban szerepld csoport.
(9) Ez a4.9.38. Gyakorlat (6) pontjdban szerepld csoport.

(10) Mutassuk meg, hogy f = ab ést = a kielégiti D5 definiald reléciobit.

(12) Mutassuk meg, hogy {1, b, aba™", a~'ba} normaloszto.

(13) Mutassuk meg, hogy u = a” és v = (ab)? kielégitik az el6z8 pontban
szerepl6 definidlé reldcidkat, és az éltaluk generdlt részcsoport normal-
0szto.

(14) Mutassuk meg, hogy az a, b, chc™" elemek 4ltal generalt részcsoport
legfeljebb nyolcelemii, kommutativ norméloszto.

4.10.22. Hasznaljuk ol D4 definial6 relacidit annak megmutatasara, hogy f tet-
szbleges 90 fokos forgatdsba, ¢ pedig tetsz6leges tengelyes tiikrozésbe, egymas-
tol fiiggetlentil elvihetd automorfizmussal. Minden o automorfizmushoz ren-
deljiik hozz4 azt a permuticidt, amelyet o a tengelyes tiikrozések négyelemi
halmazéan hoz létre.

4.10.23. Legyen X az F szabad generdtorrendszere, és vélasszuk ki minden
x € X esetén a ¢(x) elem egy tetszbleges Gsképét a-ndl. Legyen ¢/ (x) ez az
Oskép. Mivel F szabad, vt kiterjeszthetjilk homomorfizmuss4.

4.10.24. A sz6 hossza szerinti indukcidval igazoljuk, hogy minden nullosszegi
sz6 benne van F kommutitor-részcsoportjéban.
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4.11.10. Mutassuk meg, hogy van negyedrend(i elem. Ha az dltala generalt rész-
csoporton kiviil van médsodrendi elem, akkor Dy4-et kapjuk, egyébként pedig a
kvaterniécsoportot. Ennek megmutatdsdhoz haszndljuk {6l a 4.10.15. Példdban
szerepld definial6 relacidkat.

4.11.13. Mutassuk meg, hogy az a(x) = (p + 1)x leképezés p rendli automor-
fizmusaa N = Z:Z csoportnak. Készitsiink ennek alapjan az N normélosztébol

ésa H = Z[f részcsoportbdl nemkommutativ szemidirekt szorzatot.

4.11.26. Vegyiink egy olyan elemet, amely nincsen benne az egyetlen maximalis
részcsoportban. Mi lesz az altala generalt részcsoport?

4.11.30. A 4.4.31. Feladatban beldtott |AB| = |A||B|/|A N B| osszefiiggést
ismételten felhaszndlva igazoljuk, hogy paronként relativ prim rendd normaél-
0sztok szorzatinak a rendje a tényezOk rendjeinek a szorzata.

4.11.31. Els6ként az alabbi allitdsokat érdemes beldtni. Az S; csoportban a
2-Sylow részcsoport nem lehet normalosztd, mert 8-ndl tobb 2-hatvany rendi
elem van. Az As esetében minden pont stabilizatora tartalmaz egy 2-Sylow
részcsoportot. A D,-ben a forgatdsokbdl 4116 normaloszté minden részcsoportja
is normélosztod, és tartalmazza a paratlan primekhez tartozé Sylowokat. Legyen
n = 2¥m, ahol m pdratlan. Ekkor minden 2-Sylow 2 tiikrozésbdl, és az dsszes
2-hatvany rendd forgatasbol all.

4.11.33. Tegyiik fol, hogy p < g < r. Mutassuk meg, hogy az r-Sylowok
szdma pqg. Szamoljuk 6ssze a p, g, r rendii elemeket.

4.11.34. Ha barmely két p-Sylow metszete csak az egységelembdl all, akkor
szamoljuk meg a p-hatvany rendl elemeket. Ha nem igy van, akkor mi lesz két
p-Sylow p elemi metszetének a normalizatora?

4.11.35. Legyenek P; és P, olyan p-Sylowok, melyek D metszete a lehetd
legnagyobb elemszdmu. Igazoljuk, hogy D norméloszté G-ben. Ha |D| = 1,
akkor szdmoljuk meg a p-hatvdny rendii elemeket.

4.11.36. Legyen g € G. Ekkor gPg~! is p-Sylowja N-nek, ezért N-ben is kon-
jugéltak. A mdsodik 4llitds bizonyitdsdhoz mutassuk meg, hogy P normalosztd
G mindegyik P-t tartalmaz6 p-Sylowjaban.

4.11.37. A P részcsoport p-Sylow K -ban, ami normaloszté Ng (K )-ban. Alkal-
mazzuk a Frattini-elvet. A masodik allitds bizonyitdsahoz haszndaljuk f6l, hogy
a p-Sylow részcsoportok szdma K -ban is kongruens 1-gyel mod p.

4.11.38. Tegyiik fol, hogy ¢ < p, tehatg | p — 1. A 4.11.20. Kovetkez-
mény miatt minden nemkommutativ pg rendi G csoport egy P x Q szemidi-
rekt szorzat, ahol P-t egy p rendii a elem, Q-t egy g rendd b elem generdlja.
Legyen bab~—! = a'. Ekkor a b-vel val6 konjugilds a P = Z; normdloszténak
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az o; : x — x' automorfizmusa. Mivel b rendje ¢, ezért «, rendje ennek osz-
téja, vagyis 1 vagy g. De 1 nem lehet, mert akkor G kommutativ lenne, ezért
o, rendje g. Az Aut(Z[f) = Z; izomorfizmus miatt tehat ¢ egy g rendd eleme
Z; -nek. A G csoportot izomorfia erejéig meghatdrozza a t szam.

Tegyiik f6l, hogy s egy mésik g rendd eleme Z; -nek. Mutassuk meg, hogy
a b elem helyettesithet6 egy alkalmas ¢ hatvdnydval gy, hogy c az a elemet az
s-edik hatvdnydba konjugdlja.
4.12.8. Legyen a(aH) = a * x. J6ldefinidlt ez a leképezés?

4.12.42. Tekintsiik G hatdsat a H szerinti bal mellékosztalyokon, és mutassuk
meg, hogy ennek magja H.

4.12.43. Mutassuk meg, hogy ha Aut(G) tranzitiv a G — {1} halmazon, akkor a
csoport minden elemének rendje ugyanaz a p prim, a centruma pedig az egész
csoport. Alkalmazzuk a véges Abel-csoportok alaptételét, majd a 4.9.35. Gya-
korlatot.

4.12.45. Tegyiik fol, hogy ~ kongruencia X-en. Legyen x € X, és K azon
N-beli n elemek halmaza, melyekre n(x) ~ x. Mutassuk meg, hogy K < G.

4.12.46. Kossiik 0ssze a b és c pontokat, ha (bc) € G. Mutassuk meg, hogy a
kapott graf komponensei kongruencit alkotnak.

4.12.47. Hasznaljuk f6l, hogy a —1 hatvanya Q minden elemének, és ezért
minden nem egyelem{ stabilizatorban benne van.

4.12.48. Alkalmazzuk az 4.12.7. Gyakorlat (5) pontjat.

4.12.49. Hasznaljuk 6l, hogy az A,, részcsoport az S,, mindegyik részcsoportjat
legfeljebb 2 indexl normalosztdban metszi az elsd izomorfizmustétel miatt.

4.12.50. A szokasos, Sylow-tételeket haszndl6 érvelés mellett hasznaljuk {6l
a 4.12.48. Feladat 4llitasat is. Amikor G rendje 180, akkor a 4.11.34. Feladat
megoldasanak otletét is fol kell hasznalni.

4.12.51. Hasznéljuk fol, hogy a 4.12.49. Feladat szerint 4k 42 rend{i csoportban
van kett6 index{i normalosztd.

4.12.52. Alkalmazzuk a 4.12.7. Gyakorlatot és a 4.12.8. Feladatot.

4.13.16. Igazoljuk, hogy a kommutéitorldnc minden eleme karakterisztikus rész-
csoport, és a faktorai mindig kommutativak.

4.13.17. Azt kell belatni, hogy ha G feloldhat6 csoport, H részcsoport, N pedig
normadloszté G-ben, akkor H és G/ N is feloldhat6. Hasznaljuk a feloldhatésag
kommutétorlanccal valé jellemzését (4.13.16. Feladat) és a 4.8.48. Feladatot.

4.13.18. Hasznéljuk az izomorfizmustételeket.
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4.13.25. Jelolje Uy azoknak a T f6lotti n x n-es felsd hdromszog-métrixoknak a
halmazit, amelyekben a f64tl6t6] szamitott, azzal parhuzamos ferde sorok koziil
k darab azonosan nulla (a f6atlot is beleszamitva). Képletben: az M = ((m; ;))
akkor eleme Ui-nak, hai > j — k esetén m; ; = 0. Igazoljuk a kovetkezd
llitdsokat (E az n X n-es egységmatrix).

(1) HaM € U,, és K € Uy, akkor MK € U, ;.

Q) (E+M)y ' =E-M+M>—M3*+...+(—=1)"""M" ! minden M € U,

esetén.
(3) HaM e U, és K € Ug,akkor [E4+ M, E + K] — E € Uy 4.

A fentieken kiviil hasznéljuk ol a 4.11.25. Gyakorlat éllit4sat is.
4.13.28. Az SO(3) nemkommutativ egyszer( csoport (4.8.43. Feladat).

4.13.29. Tekintsilk G hatasat egy p-Sylow részcsoport bal mellékosztalyain.
Mutassuk meg, hogy a hatds magja és képe is feloldhato.

4.13.30. Hasznéljuk f6l, hogy (a 4.8.18. Gyakorlat szerint) normélosztd karak-
terisztikus részcsoportja normalosztd.

4.13.31. Legyen M maximadlis részcsoport a G feloldhaté csoportban. Tekint-
sik G egy minimélis N normalosztéjat, és valasszunk szét két esetet aszerint,
hogy N része-e M-nek.

4.14.7. Szamoljuk meg az invertdlhat6 linedris transzformacidkat a kovetkezo-
képpen. Rogzitsiink egy bazist, és vizsgaljuk meg, hanyféleképpen valaszthatok
ki a bazisvektorok képei ugy, hogy fiiggetlenek legyenek. A PSL(n, T') rend-
jének kiszamitasahoz haszndljuk fol, hogy T multiplikativ csoportja ciklikus
(4.3.22. Tétel).

4.14.13. Mutassuk meg, hogy két alkalmas 2-Sylow részcsoport metszetének
normalizatora 5 index{i részcsoport lesz, és igy 1étezik bedgyazds As-be.

U.5. Gylirik

5.1.7. Tekintsiik a valds elemi 2 x 2-es matrixok gytr(ijét.

5.1.28. Fejtsiik ki az (1 4+ 1)(r + s) szorzatot kétféleképpen.

5.1.29. Ha e bal oldali egységelem, akkor e + r — re is az.

5.1.30. Ha s balinverze r-nek, akkor s + 1 — rs is az.

5.1.31. Ha K <«(R x S) és (r,s) € K, akkor (r,s)(1,0) = (r,0) € K.
5.1.32. Ha r inverze 1 — ab-nek, akkor 1 4+ bra inverze lesz 1 — ba-nak.

5.2.17. Jelolje u az x + (x%, xy, y?) és v az y + (x2, xy, y?) elemet a faktorgyfi-
riiben. Har € R esetén az r elemet azonositjuk r + (x2 4 xy + y?)-tel, akkor az
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2

R = R[x, y]/(x%, xy, y?) gyfir(i elemei az a + bu + cv alaki kifejezések, ahol
a, b, c € R, és tudjuk, hogy w?> =uv =v>=0.

5.2.18. Az aldbb megadott homomorfizmusokra a homomorfizmustételt kell
alkalmazni.

(D) @(f) = f(V20). o

(2) Nullosztémentes-e a bal oldalon all6 gy(ird?

3) ()= (f(D), f(=1) eRxR.

4) ¢(a + bi) = (a+ 2b,a — 2b), ahol a foliilvonds mod 5 maradékot
jelent.

(5) ¢(a +bi) = (@+ bx)+ I, ahol I = (x> + 1) «Zs[x], és a foliilvonds
mod 3 maradékot jelent.

©) @(f(x,y) = f(0,y).

5.2.19. Az els6 kérdés megvalaszoldsdhoz legyen R = 3 Z a hdrommal oszthat6

o 7

egészek gylrlije, és I = 6 Z a hattal oszthat6 egészekbdl all6 idedl R-ben.

5.3.3. Legyen E/ az a métrix, amelyben az i-edik sor j-edik eleme 1, a tobbi
elem nulla. Vizsgdljuk meg, mi torténik, ha ezzel balrdl, illetve jobbrél meg-
szorzunk egy tetszbleges matrixot. Ha az I idedlnak eleme egy nem nulla mat-
rix, akkor a fenti szorzdsokkal készitsiink bel6le egy olyan matrixot, amelyben
egy el6re megadott helyen nem nulla elem van, a tobbi elem pedig nulla.

5.3.18. Legyen [ idedl az R"™" teljes matrixgyiriiben, és J C R az Osszes
I-beli métrixok Osszes elemeinek halmaza. Az 5.3.3. Feladat megolddsdban
bemutatott szdmolds alapjdn igazoljuk, hogy I = J"*".

5.4.9. Ha L balidedl R-ben és a € L, akkor tekintsiik az Ra* balidedlok lancat.
Mutassuk meg, hogy R balidedlmentes (5.3.8. Tétel).

5.4.10. Alkalmazzuk a Zorn-lemmat a valdédi részcsoportok halmazara. Ha a
Q™ csoportnak lenne egy M maximalis részcsoportja, akkor Q /M primrendii
lenne a 4.4.23. Tétel miatt. Legyen ez a prim a p, €s tekintsiik a g/p elemet,
aholg ¢ M.

5.4.11. Igazoljuk, hogy a J 4ltal R-ben generdlt idedl / + RJ + JR + RJR
(komplexusmiiveletekrdl van sz6 az 5.1.12. Definicid értelmében). Az analdg
csoportelméleti 4llitds nem igaz: tekintsiik egy véges egyszer(i csoport direkt
négyzetének a Z,-vel vett nemtrividlis szemidirekt szorzatit.

5.5.15. Tekintsiik a Q[x, x2, .. .] végtelen sok hatdrozatlant polinomgy(iriit.

5.5.16. Legyen I, = (2",2" 'x,2"2x2,...,x")<Z[x]. Igazoljuk, hogy a
Z[x]/ 1,4, faktorgytirQ 1,/ 1, idedljat az x + I, és a2+ I, elemek barme-
lyikével szorozva nullat kapunk, és ezért egyrészt I,,/1,1, egy Z, folotti vektor-
térnek tekinthets, masrészt ha gq, ..., g € I,/1,41, akkor a g1, ..., g, elemek
altal Z[x]/1,,1-ben generalt idedl a A;g; + ... + Argk alakd elemek halmaza,
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ahol mindegyik A; értéke O vagy 1. Hasznéljuk fol, hogy egy vektortérben min-
den generitorrendszer elemszdma legaldbb akkora, mint a dimenzid.

5.6.8. Hasznaljuk f6l, hogy a radikdl végesen generalt, tovabb4 az 5.6.4. Gya-
korlat megoldédsdban taldlhat6 szdmolds otletét.

5.6.15. Haszn4ljuk {6l az 5.5.13. Gyakorlatnak azt az 4llit4sét, hogy f6idedlgy(i-
riben (r) N(s) az r és s legkisebb kdzos tobbszorose altal generalt idedl.

5.6.23. Tekintsiik Z[x]-ben a (4, 2x) idealt.

5.6.24. A (2) éllitasra ellenpélda Z[x]-ben a (4, 2x) idedl. A (3) bizonyitdsdhoz
legyen M = /1. Tegyiik fol, hogy bc € I, de ¢ ¢ M, be kell latni, hogy b € I.
Ehhez igazoljuk, hogy 1 = m + rc alkalmas m € M-re és r € R-re, és innen a
binomidlis tételt felhasznélva, hogy 1 + sc € I alkalmas s € R-re.

5.6.29. A (2) bizonyitdsshoz legyen P; = /Q;. Mivel a P; idedlok nem
mind egyenldk, feltehetd, hogy példdul P; ¢ P,. Készitsiink ebbdl egy olyan
¢ elemet, amely Q;-ben benne van, de P,-ben nincs. A metszet rovidithetet-
lenségének felhaszndldsdval keressiink olyan b elemet, amelyre b ¢ Q;, de
be sz...an.

5.6.38. Legyen I = (xy, z). Mutassuk meg, hogy ha I1I, = I, de I, és I, is va-
16di médon tartalmazza I-t, akkor I; és I, egyik polinomjdban sem szerepelhet
nem nulla konstans tag.

5.6.40. Alkalmazzuk az 5.6.39. Gyakorlatot, majd osszunk g1, ..., g,-mel ma-
radékosan (5.6.31. Definicio).

5.6.41. Haszndljuk fol, hogy az I-beli polinomok f&tagjai altal generdlt idedl
végesen generdlt, tovabba az el6z6 5.6.40. Feladatot.

5.6.42. Tegyiik fol indirekt, hogy van olyan f € [ polinom, melynek f6tagja
egyik g; f6tagjaval sem oszthat6. Minden ilyen f folirhaté pi1gi + ... + pmgm
alakban, tekintsiik az 0sszes ilyen eldallitast. Legyen G; a g;-nek, P; a p;-nek
a fotagja. Atszdmozdssal feltehetd, hogy a PiG, > PG, > ... = P,G,
(e jelolésben az ,,egyenldség” konstansszorost jelent). Vdlasszuk f-nek ezt az
eldallitdsat (azaz a py, ..., p, polinomokat) ugy, hogy P;G; lexikografikusan
a lehetd legkisebb legyen, és ezen beliil gy, hogy a P;G; kozott a lehetd legke-
vesebb olyan legyen, ami P; G -nek konstansszorosa.

A PG nem lehet az f f6tagja, mert PG oszthatd g, fétagjdval. Ugyan-
akkor lexikografikusan nagyobb vagy egyenl6 mindegyik p;g; mindegyik tag-
janal. Ezért az f-et elallit 6sszegbGl ki kell esnie. Igy P,G, biztosan kons-
tansszorosa P;Gi-nek (és esetleg még néhdny tovabbi P;G; is). Haszndljuk az

S(g1, g2) polinomot arra, hogy a py, ..., p,, helyett olyan f-et el6allité rend-
szert kapjunk amelyben mar kevesebb olyan f6tag szerepel, amely P;G-nek
konstansszorosa.
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5.6.43. Tekintsiik minden egyes 1épésnél az dsszes f; polinomok f6tagjai altal
generalt idedlt. Mutassuk meg, hogy ha valamelyik r;; nem a nullapolinom,
akkor a f6tagja nincs benne ebben az idedlban.

5.7.10. Igazoljuk, hogy ha r/s € S, ahol r és s relativ primek, akkor 1/s € S.
Mutassuk meg, hogy ha I < S, akkor az I N R < R idedl tetszbleges R-beli gene-
ratora S-ben /-t generdlja.

5.7.11. Ha a és b relativ prim nem nulla elemek R-ben, akkor tekintsiik az
r + (sa/b*) elemekbdl 4ll6 S részgyfriit, ahol r, s € R és k > 1 egész. Alkal-
mazzuk ebben az (a/b*) f6idedlokra az 5.5.8. Tétel (1) feltételét.

5.8.14. Haszndljuk fol, hogy p t n miatt az x" — 1 polinomnak nincs tobbszords
gyoke T-ben (5.8.13. Gyakorlat).

5.8.15. Mutassuk meg, hogy ®,(nN) minden primosztdja nk + 1 alakd.

5.8.16. Legyenn = pm. A ®,,,(x) | (xP™ —1)/(x™ — 1) Osszefiiggést mod p
vizsgalva mutassuk meg, hogy ¢ = ap + 1 alkalmas a € Z-re. Ezt helyettesit-
stik be az eldbbi oszthatdsdgba, és alkalmazzuk a binomialis tételt. A ¢ = %1
eset vizsgalatdhoz hasznaljuk fol a 3.9.19. és a 3.9.20. Feladatokat.

5.8.17. A 3.9.23., az 5.8.14. és az 5.8.16. Feladatok segitségével vizsgéljuk meg
D, (c) és D,,(c) kdz0s primosztoit.

5.9.9. Prébalkozzunk a P = {a/b € T : a, b > 0} pozitivitdstartomannyal.

5.9.10. Mutassuk meg, hogy két rendezés van: az egyik a szokdsos, a ma-
sik pedig az, amelynek a pozitivitistartomdnya az a — b~/2 alakd szdmok-
bél 4ll, ahol a + b+/2 a hagyomanyos értelemben pozitiv. Hasznaljuk fol az
(a + bﬁ)(—a + b\/z) = —a® 4 2b? azonossigot a + b2 el6jelének megha-
tdrozdsahoz.

5.9.12. Nevezziink egy nem nulla polinomot pozitivnak, ha a legkisebb foku
nem nulla tagjdnak pozitiv az egyiitthatéja. Mddositsuk az igy kapott elrende-
zést Ugy, hogy a polinomokat x — b polinomjaként irjuk, ahol b € R rogzitett
(2.4.18. Feladat).

5.9.13. Az R helyett az R gytiri T hanyadostestével foglalkozzunk. Legyen
Py a nem nulla elemek négyzetdsszegeinek halmaza. Igazoljuk, hogy ez po-
zitivitastartomany egy részben rendezésre. Mutassuk meg, hogy ha P D P,
pozitivitdstartomany egy részben rendezésre, 0 # r € T, és —r nem irhaté
fol p/q alakban, ahol p,q € P, akkor a pr + g alakd elemek halmaza, ahol
P, q € P, szintén pozitivitastartomany. Alkalmazzuk a Zorn-lemmat.

5.10.15. A feladat megoldasa el6tt feltétleniil ismételjiik at az irreducibilitds
ellendrzésére a 3. fejezetben tanult médszereket. Az (1) — (3) esetekben al-

kalmazzuk az 5.10.2. Gyakorlat el6tt a V2 + \/§ esetében bemutatott techni-
kéat: a szdmot z-vel egyenl6vé tessziik, majd atrendezéssel és hatvanyozassal
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eltiintetjiik a gyokvondsokat, és a kapott polinomrol beldtjuk, hogy irreducibi-
lis. A (2) pontban az irreducibilitds ellendrzéséhez olvassuk el a 3.3.12. Példa
megolddsat. A (4) és (5) esetben hasznéljuk f6l, hogy a korosztési polinom ir-
reducibilis Q folott (3.9.9. Tétel), a (6) esetben pedig a cos 3o folirdsat cos o
segitségével (vo. 1.5.24. Feladat).

5.11.14. Alkalmazzuk az 5.11.8. Allitdst.
5.11.15. Alkalmazzuk az 5.11.7. Allits utdni megjegyzést.

U.6. Galois-elmélet

6.1.25. Mutassuk meg, hogy ¢ = +/2 + +/3 megfelel. Ehhez szdmitsuk ki ¢
és ¢ értékét.

6.1.26. Kovessiik a 6.1.24. Gyakorlat megoldasat, ahol K = Q, ¢ =2, b = 3.

6.1.27. Hasznéljuk a 6.1.26. Feladatot, és alkalmazzunk indukciét n szerint.

6.2.9. Legyen ¢ primitiv harmadik egységgyok. Tekintsiik az o = /2 fokit
K =Qés L = Q(v/2) folott.

6.2.16. Alkalmazzuk a 6.1.27. Feladat (2) pontjat.

6.2.22. A 6.2.13. Tétel bizonyitdsdhoz hasonldan jarjunk el.

6.3.7. Mivel a K < L bovités véges, 1éteznek olyan «y, ..., «, € L elemek,
hogy L = K(a, ..., o) (példaul a bovités egy bazisa). Véges bovités min-

den eleme algebrai (6.2.4. Allits), legyen «; minimalpolinomja K folott s;, és
f € K|x] az s; polinomok szorzata. Mutassuk meg, hogy f felbontasi teste
K folott L.

6.3.15. Hasznéljuk fol a 3.7.9. és az 5.8.12. Gyakorlatokat.

6.4.18. Hasznaljuk fol a 6.4.15. Gyakorlatot és a 6.2.22. Feladatot. (Valdjdban
a 6.2.13. Tétel bizonyitasat kell dltaldnositani.)

6.4.20. Vegyiik észre, hogy ha f € K[x] normalt, n-edfokd, irreducibilis poli-
nom, akkor f(x) — (x —x lf ). (x — x,{ ) mindegyik egyiitthatdja az I idedlnak
generatoreleme a gyokok és egyiitthatok osszefiiggése miatt. Ezért ha egy /-t
tartalmazé idedllal faktorizdlunk majd, akkor f (képe a faktorban) gyokténye-
z06kre fog bomlani.

Tegyiik fol, hogy a megadott elemek éltal generdlt I idedl az egész R, vagyis
tartalmazza az 1-et. A generdlt idedl képlete (5.1.15. Gyakorlat) szerint ez azt
jelenti, hogy az 1 folirhat6 r1 g, + ... 4 rrgx alakban, ahol r; € R, a g; pedig
az I idedlnak generdtoreleme. Ebben a képletben 6sszesen csak véges sok ha-
tdrozatlan szerepel, mindegyik valamelyik f irreducibilis polinomhoz tartozik.

s 7

Legyen S az e hatdrozatlanok és K dltal generalt részgylirtije R-nek, h pedig az
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Osszes olyan f polinom szorzata, amely e hatdrozatlanok valamelyikéhez tarto-
zik. A 6.4.5. Kovetkezmény miatt a 4 polinomnak létezik egy N felbontési teste
K folott. Mutassuk meg, hogy van olyan ¢ : § — N gy(irthomomorfizmus,
amely a g; elemeket nulldba, az 1-et pedig az N egységelemébe viszi. Ez az
ellentmondds fogja mutatni, hogy az I idedl valddi.

pays

6.4.21. Haszndljuk f6l, hogy egy végtelen sok elemmel generdlt bévités minden
eleme véges sok generator hozzavételével megkaphat6 (6.1.10. Gyakorlat).

6.4.22. A 3.6.15. Feladat megoldasanak elsé bekezdését altalanositsuk.

6.4.23. Alkalmazzuk a Schonemann—FEisenstein-kritériumnak az 5.7.9. Gyakor-
lat megolddsdban megfogalmazott dltaldnositasat.

6.4.24. Haszndljuk fol, hogy ha a p # 0 karakterisztikdji K testnek o eleme,
akkor x” — o minden nem els6fokd irreducibilis tényezdje inszepardbilis.
6.4.25. Legyen K tokéletes test, K < L algebrai bévités, és f € L[x] irre-

ducibilis polinom. Bovitsiik L-et f egy o gyokével, és hasznéljuk fol, hogy a
6.2.22. Feladat miatt K < L(«) is algebrai bovités.

6.4.26. Alkalmazzuk a 6.4.24. Feladatban adott jellemzést.
6.4.27. Alkalmazzuk a 6.4.24. Feladatban adott jellemzést.

6.5.14. A Galois-elmélet f6tételének (6.6.7. Tétel) és a 6.5.13. Gyakorlatnak a
felhasznaldsaval igazoljuk, hogy +/2 nincs benne az x* — 5 polinom Q folotti
felbontasi testében.

6.6.12. Legyen ¢ egy n-edik komplex primitiv egységgyok. A 6.3.13. Gyakor-
latban mar lattuk, hogy Q < Q(e) egy ¢(n) foki normalis b&vités, amely az
x" —1, illetve a ®, (x) polinomok kozos felbontési teste. Mutassuk meg, hogy e
bSvités relativ automorfizmusai azok a v; leképezések, amelyekre v (¢) = &/,
ahol 0 < j < n tetsz6leges, az n-hez relativ prim szam.

6.6.14. Igazoljuk, hogy x* — 5 felbontési testében nincs benne egyik primitiv
nyolcadik egységgyok sem, ha viszont egy ilyennel bovitiink, akkor mar x* + 5
gyokei is bekeriilnek.

6.6.15. Mutassuk meg, hogy a polinom 6t komplex gyoke koziil pontosan hdrom
valds, és ezért a komplex konjugdlds a gyokok halmazén transzpozicidként hat.
Hasznéljuk fol a 4.12.46. Feladatot.

6.6.17. Bovitsiik L-et ugy, hogy K-nak normélis bovitését kapjuk (6.4.16. Gya-
korlat), majd alkalmazzuk a Galois-elmélet f6tételét.

P

6.6.18. Alkalmazzuk az el6z6 feladat Gtletét.

6.6.20. Legyen « minimalpolinomja s, konjugéltjai oy, as, ..., ®,, tovibba
B minimélpolinomja ¢, konjugéltjai pedig B, ..., B, (a K folott). Jeldlje L
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az st felbontési testét K folott, G pedig a K < L bdvités Galois-csoportjat.
Mutassuk meg, hogy a G csoport tranzitivan hat az («;, 8;) parok halmazén.

Tekintsiik az f(x) = ]_[(x—ai—ﬁj) polinomot, ahol 1 <i <nésl < j <m
egymdstol fiiggetleniil. Elég beldtni, hogy ez az nm fokd polinom irreducibilis
K folott, mert akkor ez o + B minimdlpolinomja lesz, és igy o + B foka tény-
leg nm. Ehhez a 6.6.19. Gyakorlat (2) pontjat hasznéljuk.

Annak igazoldsdra, hogy az «; + 8, szdmok paronként kiilonbozok, tekintsiik
az «o;-k kozott azokat, amelyeknek a lehetd legkisebb a valds része, és ha tobb
ilyen van, akkor ezek kozott azt, amelynek a lehetd legkisebb a képzetes része,
legyen ez «. Vélasszuk B;-et ugyanigy. Ekkor o 4 81 nyilvén az dsszes tobbi
a; + B;-tdl kiilonbozik.

6.7.18. Vegyiik észre, hogy x> +x + 1 = ®3(x), és alkalmazzuk az 5.8.14. Fel-
adatot. Hasznéljuk fol, hogy egy masodfoku polinom irreducibilis, ha nincs az
adott testben gyoke.

6.7.19. Mutassuk meg, hogy a polinom mindegyik 1-t6] kiilonbozé gyokének
a rendje 11 lesz a Z, folotti felbontasi test multiplikativ csoportjaban, majd
alkalmazzuk Lagrange tételét.

6.7.20. Alkalmazzuk Lagrange tételét, azt, hogy véges test multiplikativ cso-
portja ciklikus, tovabbd az 5.8.14. Feladatot.

6.7.21. Haszndljuk f6l a 6.7.20. Feladat allitasait, a megoldasban szerepld ellen-
példat, valamint azt a tényt, hogy egy elem akkor generdl egy testet, ha egyetlen
valédi résztestben sincs benne.

6.7.23. Osztalyozzuk F,s és 512 elemeit a primtestiik f6l6tti konjugaltsag sze-
rint. Minden ilyen osztily egy Z, f616tt irreducibilis polinomnak felel meg.

6.7.24. A graf csticsai legyenek az [F 4 test elemei, a harom szin pedig az egyet-
len négyelem résztest hdrom nem nulla eleme. Az o és B kozotti élet szinezziik
(o + B)? sziniire.

6.8.21. Jeldlje (a szokdsos médon) az oldalakat a, b, ¢, a hozzajuk tartoz6 szog-
felez6k hosszat f,, f, fo, a szemkoztes szogeket pedig «, B, y. Vizsgaljuk azt
az esetet, amikora = 1, b = 1, f, = 1. Ebben a specidlis esetben szdmoljuk ki
a hdromszdg szogeit.

6.8.22. Irjuk ol a hiromszog teriiletét kétféleképpen. Legyen a beirt kor su-
gara p = 1, a szdr b hosszét pedig olyan szdmnak véilasszuk, hogy a 2x alapot
harmadfoku és irreducibilis polinom gyoke szolgdltassa.

6.8.23. Szerkeszthet6-e 3°-0s sz6g? Es 2°-0s?
6.8.24. Igazoljuk, hogy i sin(27r/n) masodfokd Q (cos(2/n)) f6létt (n > 2).

6.9.13. Tekintsiik az n elemi Z, halmaz ax + b alaki permuticidinak A cso-
portjat a kompoziciora, ahol a € Z,; és b € Z, (ez hasonlit az AGL(1, T)
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csoporthoz, lasd 4.1.25. Definicid). Mutassuk meg, hogy ez (két 1épésben) fel-
oldhat6, és hogy a keresett Galois-csoport ennek részcsoportja.

6.9.14. Emeljiik ki a minim4lpolinombdl a megfeleld gyoktényezdt, és helyet-
tesitsiik be a transzforméaciot.

6.9.15. Szémitsuk ki az (¢;, y) elemek Osszegét 1 < j < p-re.

6.10.7. Hasznéljuk f6l, hogy f irreducibilitdsa miatt G tranzitiv részcsoportja
Ss-nek (6.5.12. Allitas), tovabba, hogy S4 minden tranzitiv részcsoportjanak
rendje néggyel oszthatd (a 4.5.8. Tétel miatt). Keressiik meg az 6sszes ilyen
tranzitiv részcsoportot. Haszndljuk a diszkrimindnst annak eldontésére, hogy
G részcsoportja-e A4-nek (6.10.4. Lemma). Végiil gondoljuk meg, hogy a
3.8.8. Feladat megoldasa minden nulla karakterisztikdju test f616tt miikodik, és
igy f harmadfoku rezolvensének gyokei benne vannak f felbontasi testében.

6.10.8. Hasznéljuk fol, hogy a harmadfokd rezolvens gyokei b/2 és ++/d. Le-
gyenek f gyokei oy, a0 = —ay, 3, 2y = —a3. Fejezzik ki d(b* — 4d)-t az
o; gyokokkel.

6.10.9. Mutassuk meg, hogy ha f gyokei o1, az, a3, 0g és u = (o100 +304) /2
(3.8.8. Feladat), akkor

Qu —b)2u +b)* —4c® = (@) + a7 — a3 — @g)* (@) — @2)* (a3 — @4)* .

U.7. Modulusok

7.2.20. Kovessiik a linedris algebrdban tanult elemi bizonyitasokat.

7.2.21. Legyen v # 0 az y = x egyenessel parhuzamos, w # 0 pedig egy ra
merbleges vektor. Mutassuk meg, hogy v és w az M = M(A, V) modulus-
nak gyenge bazisat alkotjdk. A mésodik kérdés megvialaszoldsdhoz vizsgéljuk a
tiikkrozés helyett az origd koriili +90 fokos forgatést.

7.3.9. A (4) belatasdhoz legyen N < (m), és tekintsik az {r € R : rm € N}
idedlt (a 4.3.26. Lemma analégidjara). Mutassuk meg, hogy ha ezt az idedlt az
r elem generdlja, akkor N = (rm).

7.3.23. Alljon M; < T"*" azokbél a matrixokbél, amelyeknek az i-edik osz-
lopban 1évé elemek kivételével mindegyik eleme nulla. Keressiink egy olyan in-
vertdlhaté B;; matrixot, amelyre M; B;; = M, és igazoljuk, hogy a B — BA;;
modulus-izomorfizmus.

7.4.13. Hasznéljuk fol, hogy
det(v; 4+ ru, vp, ..., v;) =det(vy, va, ..., v;) +rdet(u, vy, ..., v;)

(itt a v; és az u oszlopvektorok), tovabba a Kitiintetett kozos osztéra vonatkozo
(a +rb,b) = (a, b) azonossigot.
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7.4.14. Haszndljunk linedris algebrdt R hanyadosteste folott, pontosabban a
determinansok szorzastételét, illetve az inverz matrixnak a determinans ferde
kifejtésébdl szdrmazé képletét.

7.4.15. Az €l6z6 feladat miatt L~! € R¥**. E matrix elemeivel fejezziik ki a
b; vektorokat a c¢; vektorok segitségével. A masodik allit4s igazoldsdhoz hasz-
naljuk fol, hogy L determindnsa nem nulla.

7.6.7. Haszndljuk 6l a determindnsosztokrodl sz616 allitdsokat (7.4.13. Feladat).

7.6.12. Ha csak véges sok invaridns altér van, hany dimenzios lehet egy sajat-
altér? Mutassuk meg, hogy ha p prim 7' [x]-ben, és az M (A, V) felbontdsdban
két p-hatvdny rendd direkt 0sszeadandé is szerepel, akkor végtelen sok invari-
dns altér van. Haszndljuk fol a 7.4.10. Gyakorlatot.

7.7.11. Azt igazoljuk, hogy
Homg ( @D ., K) = [[Homz(M;, K) s

Homp (M, l_[ Kl-) = l—[HomR(M, K)).

7.7.19. Osszunk el egy maximalis rend(i elemet a rendjével.

7.7.21. Tegyiik fol, hogy by, ..., b, bazis a T test folotti V vektortérben, és
tekintsiik a V* = Hom(V, T') dudlis tér dudlis bdzisdt. Ez azokbdl a b} leképe-
zésekbdl dll, melyekre b7 (bj) =0hai # j,és1hai = j.

7.7.29. A (2) esetében legyen ¢ : Z© — 7' a mod n vett maradék képzése és
K = 7. A (4) esetében legyen ¢ a Z* — Q" bedgyazds és K = Z™.

7.8.22. A (3) pontban azt igazoljuk, hogy (@, Mi) ®K=@P,(M; K).

7.8.25. A (2) esetében legyen ¢ a Z+ — Q7 bedgyazds és K = Z (n > 1).

7.8.27. Hat,s € T, akkor a t ® m elemet megszorozhatjuk s-sel gy, hogy az
eredmény (st) @ m legyen. Igy ezeknek a tenzoroknak a véges linedris kombi-
ndciodit is meg tudjuk szorozni s-sel. Mutassuk meg, hogy ez a szorzds jéldefini-
alt. A tobbi allitast elészor az R = Z és T = Q esetben érdemes meggondolni.

7.9.17. Igazoljuk, hogy a radikdl azokbdl a matrixokbdl all, amelyek f64tldja
végig nulla.

7.9.18. Mutassuk meg, hogy R Jacobson-radikdlja nulla, és az R = R/{0} fel-

bontdsdban csakis 1 x 1-es méatrixgylir(ik szerepelhetnek. Végiil alkalmazzuk a
6.7.13. Wedderburn-tételt, miszerint minden véges ferdetest kommutativ.

7.9.19. A fiiggetlenség 7.2.3. Gyakorlatban megadott jellemzése miatt részmo-
dulusok egy rendszere akkor és csak akkor fiiggetlen, ha minden véges rész-
rendszere az. Ezért ha tekintjiik az 7 halmaz azon I’ részhalmazait, amelyekre
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az M; (j € I') modulus-rendszer fiiggetlen, akkor ezekre teljesiil a Zorn-lemma
(E.1.2. Tétel) feltétele.

7.9.22. Mutassuk meg, hogy a Jr balidedlok Osszege, ahol r befutja R-et, két-
oldali ideal.

7.9.23. A keresett k-féle egyszerti modulus a k darab teljes matrixgytird egy-egy
minimalis balidedlja lesz, mint R-modulus.

7.9.24. Igazoljuk a Zorn-lemma felhaszndldsaval, hogy R minden valédi bal-
idedlja része egy maximadlis balidedlnak.

7.9.28. Legyen e idempotens elem. Mennyi (er — ere)??

U.8. Altalinos algebrak, halék

8.1.17. Azx A (x V(x A x)) kifejezést szamitsuk ki a (4) segitségével kétféle-
képpen.

8.1.25. Legyen x = y akkor és csak akkor, ha x és y kozott van a feladatban
leirt sorozat. Igazoljuk, hogy = ekvivalenciarelacid.

8.2.20. Harom dj jelolést is be kell vezetniink. Csoportok esetében, ha H rész-
csoport és N normélosztd, akkor az elsd izomorfizmustételben H N-r6l beszé-
link. Ennek 4ltaldnos algebrdk esetében a kovetkez6 a megfelel§je. Legyen
B részalgebréja és 6 kongruencidja az A algebrdanak. Ekkor B[f]-val jeloljiik
a 6 azon osztdlyainak uniéjat, amelyeknek van B-vel k6zos eleme. Mutassuk
meg, hogy B[6] részalgebraja A-nak.

A H NN csoportok esetében normdlosztdja lesz a H részcsoportnak. Az
dltaldnos esetben jelolje 6 azt a particiét a B halmazon, amelynek osztdlyai a
0 osztédlyainak a B-vel val6 metszetei (az esetleges lires metszeteket elhagyva).
Masképp fogalmazva B két eleme akkor és csak akkor kongruens 6|z-nél, ha
0-ndl kongruensek. Mutassuk meg, hogy B egy kongruencidjit kaptuk. Ennek
neve a f-nak a B-re vett megszoritdsa.

Végiil legyen p > 60 is egy kongruencia az A algebran. Ekkor mindegyik
p-osztaly 6-osztilyok uniéja. Foglaljuk ezeket a 6-osztdlyokat p-osztidlyonként
egy-egy halmazba. A kapott halmazok az A/6 algebra egy particidjat adjak,
amit p/6-val jelolink. Masképp fogalmazva, az x/6 és y/6 akkor kongruens
p/0-ndl, ha x és y kongruensek p-nél. Igazoljuk, hogy ez a definicié nem fiigg
az x és y reprezentansok valasztdsatol, és A/ p egy kongruencidjit kapjuk.

8.2.39. Tekintsiik a {0, 1, 2, 3} halmazon az x * y = min(x, y) +4 1 miiveletet.

8.2.40. Egy elég sok tényez8s szorzatnak tekintsiik az elsé elemmel indul6 rész-
letszorzatait. A kapott sorozatban a félcsoport végessége miatt van ismétlodés.
Masrészt ha se = s, akkor e egy alkalmas hatvdnya nulla, és igy s is nulla.
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8.2.41. Haladjunk tgy, mint M3 egyszer{iségének bizonyitidsaban (8.2.37. Gya-
korlat). Igazoljuk, hogy ha egy nemtrividlis kongruenciit vesziink, akkor van
olyan atom (vagyis a nulldnak egy fedgje), amely nulldval kongruens. Tekint-
siik ennek az atomnak a komplementumait, ezek mind 1-gyel kongruensek.

8.3.15. El6szor olyan fiiggvényt gyartsunk az e (ES) és a — (NEM) segitségével,
amelynek értéke egy elére adott (ay, ..., a,) € A" helyen 1, a tébbi helyen 0.
Ezutan a tobbi fiiggvényt ezekbdl a v (VAGY) segitségével allitsuk Ossze.

8.3.16. A 8.3.15. Feladat megolddsdhoz hasonl6an jarjunk el.

8.3.30. Az elsd esetben a konstans tag nélkiili egész egyiitthatds polinomokat, a
madsodikban az 6sszes egész egyiitthatds polinomot tekintsiik.

8.3.31. Tekintsiik a {0, 1,2, ...,k — 1} halmazon az x * y = min(x, y) +¢ 1
miiveletet (v6. 8.2.39. Gyakorlat). Fejezziik ki ezzel az x +— x +, 1 fligg-
vényt, a min(x, y) fiiggvényt, majd a konstans fiiggvényeket. Haladjunk tovdbb
a 8.3.15. Feladat megolddsdnak mdédszerével, ahol az ES miiveletet a min, a
VAGY mifiveletet a v(x, y) = min(x —; 1, y — 1) 4+ 1 helyettesiti.

8.4.11. Konstrudljuk meg a végesen generalt szabad algebrikat Birkhoff mod-
szerével K folott. Ezek végesek, és szabadok V(K) folott is.

8.4.20. Mutassuk meg, hogy egy szubdirekt irreducibilis Abel-csoport minden
nemtrividlis részcsoportja szubdirekt irreducibilis, és ha véges, akkor a véges
Abel-csoportok alaptétele miatt primhatvanyrendd ciklikus.

8.4.21. Tekintsiik a szabad Abel-csoportokat, illetve a szabad kommutativ gyfi-
riiket (lasd 8.3.30. Feladat).

8.4.22. Igazoljuk, hogy D4y € HS(Q x Q) és Q € HS(D, x D4). Hasznéljuk
ol a két csoport definidlé relacidit (4.10.15. Példa).

8.4.23. Haszndljuk az x® = 1 és x?y? = y?x? azonossagokat. Mutassuk meg,
hogy minden ezeknek eleget tevs csoportban van egy olyan normdloszt6, amely
elemi Abel-féle 3-csoport, és a szerinte vett faktor elemi Abel-féle 2-csoport.
Hasznéljuk fol, hogy minden mdasodrendd linedris transzformdicié diagonali-
zalhatd, tovabba hogy ha A és B folcserélhetd linedris transzforméciok, akkor
A minden sajataltere B-invaridns. Végiil igazoljuk, hogy ha s és t masodrendi
elemek egy G csoportban, (s1)® = 1, és ¢ folcserélhet (st)*-nel, akkor s-sel is.

8.4.24. Legyenek A; (i € I) az A algebra dsszes végesen generdlt részalgebrai,
és B az A; algebrak direkt szorzata. Ennek definidljuk egy C részalgebrdjat
a kovetkez6képpen. A ¢ = (...,¢;,...) akkor van C-ben, ha van olyan i,
hogy c¢; = ¢; teljesiil barmely olyan j-re, amelyre A; 2O A; (ezek a ,,majdnem
konstans” sorozatok). Legyen ¢(c) = ¢;. Mutassuk meg, hogy a ¢ leképezés
joldefinidlt, és sziirjektiv homomorfizmusa C-nek A-ra.
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8.4.25. Tegyiik f6l, hogy az A algebrdban teljesiilnek a felsorolt azonossagok.
Igazoljuk, hogy A minden végesen generdlt részalgebrdja homomorf képe egy
végesen generdlt J -beli szabad algebrdnak. Alkalmazzuk a 8.4.24. Feladatot.

8.5.8. A (2) bizonyitasahoz tegyiik fol, hogyavec =bvcésan f =bA f,
ahol a feltétel miatt ¢ < f (ittc € I és f € F). Szamitsuk ki a disztributiv
azonossag segitségével az (a Vv c¢) A b kifejezést, és vezessiik le, hogy b < a.
A (3) esetében vegyiink egy ¢ € L elemet, és legyen I = (c] a c alatti, F = [c)
a c folotti elemek halmaza.

8.5.23. Ha az R gyiiriiben teljesiil az x> &~ x azonossdg, akkor fejtsiik ki a
disztributivitds segitségével az (x + y)? kifejezést.

8.5.26. Tegyiik f6l, hogy C részalgebrija a # (X) Boole-algebranak, ahol X tet-
szbleges véges halmaz. Legyen az x,y € X elemekre x ~ y, ha C barmely
Y elemére teljesiil, hogy x € Y <= y € Y. Igazoljuk, hogy ~ ekvivalencia-
reldcid, és mutassuk meg, hogy ~ osztdlyainak tetszbleges unidja eleme C-nek.

8.5.27. A 8.5.26. Feladat megolddsdnak mintdjira x,y € X esetén legyen

x ~ y,haminden i-re x € X; <= y € X;. Ez ekvivalenciarelaci6, és ha X-et
helyettesitjiik a ~ osztalyaibdl all6 halmazzal (ahogy a 8.5.26. Feladat megol-

dasaban), akkor az X1, ..., X, halmazok tovabbra is altaldnos helyzettiek lesz-
nek, de most mar tetszdleges I C {l1,2, ..., n} részhalmazhoz egyértelmtien

létezik olyan x; € X, amely pontosan akkor van benne az X; halmazban, ha
i € I (hiszen a ~ reldci6val dsszevontuk az ilyen tulajdonsdgu elemeket). Igy
X elemszdma 2". Az U.1. dbra mutatja ezt a helyzetet n = 2 esetén (ez a szo-
kasos Venn-diagram, amit logikai feladatok megolddsdra is haszndlunk).

X X5
Xy X

U.1. abra. A két elemmel generdlt szabad Boole-algebra.

Megmutatjuk, hogy az X; halmazok a teljes & (X) Boole-algebrat generaljak.
Az {x;} egyelem{ halmaz megkaphat6 gy, hogy elmetssziik azokat az X; hal-
mazokat, ahol i € I, és ehhez még hozzdmetssziik azoknak az X ; halmazoknak
a komplementumait, ahol j ¢ I. Innen uniézdssal az X minden részhalmaza
megkaphatd, tehat | F| = 2%".

Legyen B tetszSleges Boole-algebra és by, ..., b, € B. Rendeljiik hozza az

x; elemhez a
p(x;) =b; = (/\ie[ b;) /\(/\jgélb;)
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elemet, és ha Y C X, akkor legyen

b=\ _, 0.

Ekkor ¢ : F — B homomorfizmus lesz, amelyre ¢(X;) = b; minden i-re.
Mivel ennek igazoldsa eléggé szdmolds, egy mdsik utat is mutatunk (aminek a
Iényege az, hogy tetsz6leges B helyett elég a kételem Boole-algebrit venni).
Legyen KX = {K}, ahol K a kételemii Boole-algebra. Készitsiik el Birkhoff
modszerével K folott az n elemmel generalt szabad algebrat. Ez a 8.4.10. Gya-
korlat és a Stone-tétel miatt a Boole-algebrdk varietdsa folott is szabad lesz.
Igazoljuk, hogy az el6z6ekben leirt algebraval izomorf Boole-algebrat kapunk.

8.5.28. Mutassuk meg, hogy az n elemmel generalt szabad disztributiv hil6é
f(n) elemszdmadra tetszbleges 0 < k < n esetén

2 < pny = 2”

teljesiil. A legjobb alsé becslést ebbdl akkor kapjuk, ha k = [n/2], vagyis paros
n esetén n fele, paratlan n esetén az ennél 1/2-del kisebb (egész) szam.

8.5.29. Tekintsiik egy végtelen X halmaz Osszes részhalmazaibdl all6 &P (X)
Boole-algebrat. Legyen I az X véges részhalmazaibdl all6 ideal. Mutassuk
meg, hogy a 6; kongruencia (8.5.8. Feladat) szerinti faktor atommentes.

8.5.30. Az (5) bizonyitdsdhoz tegyiik fol, hogy I valddi idedl L-ben. Legyen
d e L—1,¢é F = [d) ad-nél nagyobb vagy egyenl6 elemekbdl 4ll6 filter.
Tekintsiik az L azon ideédljait, amelyek /-t tartalmazzdk, de a d elemet nem.
Mutassuk meg, hogy a Zorn-lemma miatt ezek kozott van maximdlis, és ez
primideal is, hiszen maximalis az F filtert6l diszjunkt idedlok kozott.

8.6.12. Igazoljuk, hogy az U.2. dbran lathaté halot generdljak az a, b, c elemei.

U.2. abra. A ,halgerinc”-halé.
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8.6.27. Tegyiik fol, hogy b = py A... A p, = g1 A ... A gy két el6dllitds met-
szetirreducibilisek metszeteként. Igazoljuk a ,kicserélési” tételt: mindegyik
1 <i < n-hez van olyan 1 < j < m, hogy az els6 felbontisban p;-t g;-re
cserélve szintén a b egy felbontdsét kapjuk (vagyis ha

C=PIA...AD-I APisi Auri A Dy,

akkor ¢ A gj = b). Haszndljuk fol, hogy a [b, c] és a [p;, p; V c] intervallumok
¢ A p; = b miatt izomorfak.

8.6.33. Legyen ¢ € L. Vegyiink sorban a; atomokat (addig, amig lehet) ugy,
hogy a; 41 ne legyen ¢ Va; Vv ...a; alatt. Haszndljuk a dimenzié-egyenlGséget
annak igazoldsdara, hogy ez az eljards véges sok 1épésben véget ér, és a kapott
atomok egyesitése c-nek komplementuma lesz.

8.6.34. Haszndljuk f6l az (x Vy)A(xVz) = xV ((x Vy)A z) azonossigot
(amely a modularitdsbdl kovetkezik).

8.6.35. A 8.3.10. Gyakorlat miatt elég belatni, hogy a B szimmetrikus és tranzi-
tiv. Hasznéljuk fol, hogy az A algebranak van Malcev-kifejezése (8.6.4. Tétel).

8.6.36. Definidljuk a 6 kétvaltozos relaciét a B algebran a kovetkezSképpen:
(b1, by) € 6 pontosan akkor, ha van olyan ¢ € C, hogy (b1, c), (b, c) € A.
Ez reflexiv (mert A szubdirekt részalgebra) és nyilvdn kompatibilis, tehat a
8.6.35. Feladat miatt kongruencia. Ugyanigy legyen (cy, ¢;) € p akkor és csak
akkor, ha van olyan b € B, hogy (b, c1), (b, c2) € A, ez kongruencia a C algeb-
rdn. Végiil értelmezziik a ¢ leképezést igy: ¢ (b/60) = c/p akkor és csak akkor,
ha (b, c) € A. Mutassuk meg, hogy ¢ joldefinidlt, izomorfizmus, és teljesiil ra
a feladat allitdsa.

8.6.37. Alkalmazzuk a 8.6.36. Feladatot, és indukciot a tényezdk szdma szerint.

8.6.38. Legyen H részcsoport G-ben, és N a H altal generdlt normaloszto.
Jelolje D a G x G-ben a (g, g) alaki elemek részcsoportjat, ahol g befutja G-t,
B pedig a (g, h) alakd pdrokbdl 4116 részcsoportot, ahol g='h € N (tehdt B az
N-hez tartoz6 kongruencia). Alkalmazzuk a modularitdsta H x {1} < N x{1}és
a D részcsoportokra. A D és a H x {1} egyesitésének kiszamitdsdhoz hasznaljuk
fol a 8.6.35. Feladatot.

8.7.10. Matrixok helyett dolgozzunk linedris transzformicidkkal. Ha L bal-
idedl, akkor jelolje W = L* < T" a hozza tartozé alteret. Nyilvan W” D L,
tehdt csak a forditott tartalmazést kell igazolni. Ha C tetszGleges linedris transz-
formdcid, akkor a linedris algebrdban bizonyitott eldirhatdsagi tétel segitségé-
vel konnyl konstrudlni olyan D linedris transzforméciét, hogy DC magtere
ugyanaz, mint C magtere, de DC mdr identikusan hat a sajat képterén, mas
szoval DC négyzete bnmaga (vagyis DC idempotens). Készitsiink ennek fel-
hasznélasaval olyan L-beli transzforméciot, amelynek magtere W.
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8.7.11. Tekintsiik a C folotti szabad algebrak alaphalmazat, mint kompatibilis
rel4ciot.

8.7.12. Hasznaljuk fol a 8.7.9. Gyakorlat éllitasat arra, hogy az éllitast vissza-
vezessiik a 8.7.10. Feladatra.

8.8.3. Az injektivitas jellemzése minden varietdsban igaz: hasznaljuk az egy
elemmel generalt szabad algebrat. A sziirjektivitdsé nem: tekintsiik a Z — Q
identikus bedgyazast a gyfirtk varietasaban.

8.8.7. A (2) esetében legyen M az M; modulusok direkt 6sszege, és m € M;
esetén m;(m) az az elem, amelynek az i-edik koordindtdja m, a tobbi nulla.
A (3) esetében 7; Ggy adédik, hogy az X; — (J X; bedgyazast kiterjesztjiik
egy F(X;) — F(X)homomorfizmussa.

U.9. Hibajavité kédok

9.4.3. Legyen I av(x) + f(x)(x" — 1) € Q[x] alaku polinomok halmaza, ahol
v(x) befutja a C kédszavaihoz tartoz6 polinomokat, f € Q[x] pedig tetszdle-
ges. Mutassuk meg, hogy I idedl, és hasznaljuk fo6l, hogy test f6l6tti polinom-
gytrd féidealgytrt.
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