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2. fejezet

2.2. Az als6sor kbzépé medjébe téve jelét, a keresztet huzé jatékos nyer.
A karikat huzo jatékos akkor nyer, ha a bal alsé sarokba teszi jelét.

2.3. Az a,b,c,d, e g allasok mind ekvivalensek egymassal; masrészt ekvi-
valensek egymassalda f ésh allasok is. Aza-bél kiindulva ac allast kap-
juk, ha mindent egy sorral feljebb |éptetiinkg# ha mindent eggyel jobbra
|éptetlink; ab-t ha mindent észor eggyel balra, aztan eggyel lejjebb 1épte-
tlink; végll, az-t haa-t egy negyedforulattal elforgatjuk. A masik csoportot
tekintve,d-t egy félfordulattal elforgatva kapjuk-et (ez a mivelet egyen-
értékii egy lefele majd jobbra Iéptetéssel), véfydlt eggyel jobbra Iéptetve
megkapjukh-t.

2.4. A kezd jatékosnak valdjaban nincs valasztasi |16kége, hiszen min-
den meb#t le/fel illetve jobbra/balra léptetve eléribethogy barmely altala
valasztott med a tdbla kbzepére keriljon. Ellenfele erre két [épés kbzott va-
laszthat: vagy kdzvetlenll mellé tesz, vagy egy atlésaf et valaszt.
Helyes stratégiat alkalmazva a kézdtékos mindig nyer.

2.5. A vilagos huszar egy futét, a kiralyt és két huszart tamad, dhiggy
kiralyn6, egy bastya, egy futé és a huszarok tamadjak.

2.6. A vilagos huszar és kiralyhminden sétét babut tamad.

2.8. A bal als6 sarokba. (Képzeljik ugy, hogystor felfelé, majd jobbra
Iép egyet.)

2.9. A szokasos sakkban bevalt érvelés mutatja, hogy ez soha nem fordulhat
elé: egy futd csak olyan babut tAmadhat, mely vele egyszin(i meén all,

mig huszar csak az 6vével ellentétes szinlidme#ld babut tud tamadni.
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2.10. A falon keresztiilnézve szobank egy pontos masolatat latjuk, a szoba-
ban pedig sajat magunkat; példaul az difislon at a hatunkat. A padlon
keresztliinézve a fejlink bubjéat, a plafonon at pedig ardigalpat latjuk.
2.12.Dobjuk el a labdat, majd gyorsan forduljunk meg. Ha ezt elég gyorsan
meg tudjuk csinalni, egész j6l ellabdazhatunk sajat magunkkal.

3. fejezet

3.1. Az a ésc fellletek topolégidja azonos. Azonos topologiajdaks

d, valamint egy harmadik csoportot alketf,g ésh. EI® pillantasra agy
tinhet, hogy & felllet négyszemélyes. Ha azonban azonos sikba forgatjuk a
»fogantyuit”, akkor rogtdn lathatd, hogy csak haromszemélyeg féliiletet

pedig (gondolatban) egy kicsit deformalnunk kell ahhoz, hogy keresdiez
részeit kibogozzuk.

3.2. Egy topoldgiai tulajdonsagot fedezett fel, hiszen Sikféld azon tulajdon-
saga, hogy ilyen fonal-nyomvonalak fektetblete rajta, valtozatlan marad
deformélésai soran.

3.3. Az a,c,d ésf fellletek megegyeznek egymassal beagyazas szempont-
jabol, ab felulet pedig aze-vel. A legnehezebb azt észrevenni, hagds

f azonosala-val: hizzuk 6sszé-ben a két hurkot 6sszekbtészt s az igy
keletked fellilet most mac-re hasonlit; ha pedigbels fogantydjat kihtz-

zuk a kil aldl, akkor az igy keletkézfelllet kezd hasonlitara-ra. Sok
szerencseét!

3.4. A szétvagas utan csak fél csavarral ragasszuk Ujra 6ssze a szalagot
(szemben az eddigi teljes csavarral). Az eredményil kapott alakzatot M6-
biusz szalagnak hivjak.

3.5. Egy papirlapbdl csavarhatd kup, de egy kosérlabdara mar nem simithat-
juk anélkil, hogy meggyirnénk. Aki nem hiszi, jarjon utana! Ha nincs kéz-
nél kosarlabda, hasznalhatjuk valaki fejét is. Eszerint a papirlap, a henger és
a kup geometriaja azonos (ha a kdp csicspontjat figyelmen kivil hagyjuk),
mig a koséarlabdaé kulonbozik a fentieddét

3.6. Képzeljuk ezt a vildgot egy szobanak, melynek szemkdzti falait paron-
ként azonositottuk. Ha példaul mi az egyik fal mellett lakunk, barataink a
szoba kozepén, a felfedezit pedig a szemkdzti falhoz vezetett, akkor az

Ut végeztével csupan at kell Iéplink a mellettiinldléaion és maris otthon
vagyunk.

3.7. Az el felfedezés lokalis, mig a masodik és harmadik globalisak.

3.8. Egy egysokasag (azaz egydimenzios sokasag) olyan tér, melynek loka-

sz

példaul egy egysokasag.diSez azegyetlen,zart” egysokasag.)
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3.9. A henge®és a sik lokalis geometridja megegyezik. Globdlis topoldgiajuk
kilénbdd, mig lokalis topolégiajuk (mint minden fellleté) azonos. Csupéan

a 2. szamu felfedezés segitségével tudnanak a sikfoldiek egy hengert a siktél
megkilonbodztetni, de ez is csak akkor sikeriilhet nekik, ha a helyes iranyba
indulnak.

3.10. Lokalis topolégiajuk (mint minden haromsokasagé) azonos, ugyanigy
lokdlis geometriajuk is (mely ugyanolyan mint a kozonséges euklideszi téré).
Globadlis topoldgiajuk is egyforma — mindegyik szoba kénnyen deformalhato
(azaz itt: nydjthaté/6sszenyomhatd) annyira, hogy a masikkal azonos méret
legyen. Az azonban, hogy a szobak eredeti méretei killébnb6znek azt ered-
ményezi, hogy a kapott haromsokasagok globalis geometriai kiilonbdznek.
3.11. Igen; lokélis geometridja minden pontban megegyezik a kbézénséges
euklideszi tér lokalis geometriajaval.

3.12.1.,3.,4.,7. és 9. zartak, mig 2., 5., 6. és 8. nyiltak.

3.13.Sajat magaba Utkdzne.

4. fejezet

4.2.Minden allas nyes!

N

4.3. A vilagos huszar egy futot, egy huszart és egy bastyat tamad. Ugyanaz
afutd, huszar és bastya tamadja

4.4. A keresztet huzo jatékos azonnal nyer minden allasban a mellékelt abran
lathato lépésekkel. (Ugyanakkor azé&lségy tabla mindegyikén veszit, ha
ezeket elmulasztja és helyette arra koncentral, hogy megakadéalyozza a kari-
kat huzé jatékos nyilvanval6an nyelépéseit, mivel az utdébbi kétféleképpen

is nyerhet ezeken a tablakon.)
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4.7. A balfelsh sarokban talalja magat.

4.8. A 2.6-0s abra tablajanak jobb oldalan @éminden meé vele azonos
szinimezvel lesz szomszédos, miutan Klein palackot ragasztunk a tablabol.
llymddon, amikor a futé a tabla egyik szélén atlép, a masik oldalon ellentétes
szin medre kertl. Ez a jelenség nem lép fel, ha a 4.8.-as abra szerinti
tablabdl készitjik a Klein palackot; itt ugyanis minden szomszédo$ mez
ellentétes szinll lesz. Egy huszér és egy bastya azonban tovabbra is tudja
Utni egymast: tegylk a bastyat a kézéppont feletti sorba, a huszart pedig
eggyel jobbra és keitel lejjebb.

4.9. A hatso (illetve elll8) falon kinézve a szoba tiikorképét latjuk. A tébbi
falon keresztill a szoba rendes masa latszik, hasonléan a hdromtéruszban
tapasztaltakhoz.

4.11. A projektiv sik nem iranyithat6: az a sikféldi, aki ,atlépi a peremet”,
sajat maga tukorképeként tér vissza.

4.12.Abban a pillanatban van a legmesszebb, amikor éppen atlépi a peremet;
ezutan ismét kézeledni kezd otthonahoz.
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4.13. A kéttlizoltoallomast ,90-0s szogben” kell elhelyezni. Lehet példaul
mind a ket a peremeh 90°-0s szégben, vagy az egyik tefiet peremre,

a masik pedig a ,déli sarkra”. Harom tlizoltéallomast ugy kell elhelyezni,
hogy paronként 900s szdget zarjanak be. Ez eléthe@ldaul ugy, hogy
kettot (90°-0s szogben) a peremre tesziink, a harmadikat pedig a déli sarkra.
4.14. Sétaljon addig egy egyenes vonal mefténig vissza nem ér. Egy
projektiv sikon sajat maga tikorképeként tér vissza, mig egy gémbfellleten
eredeti val6jaban. Ez az egyszer(i modszer nem segit a masodik sikfoldinek:
neki meg kell mérnie egy haromszog lietzdgeinek dsszegét és megnézni,
vajon az eredmény 180 fokkal egyéré.

4.15. Gombfelllet: gorbilt és irdnyithaté. Torusz: lapos és irdnyithatd.
Klein palack: lapos és nem iranyithatd. Projektiv sik: gorbiilt és nem ira-
nyithato.

4.16. A projektiv tér irAnyithatd. A tdomdr gdmb peremét atlépve ugyan 180
fokkal elforgatottnak talaljuk magunkat, de megmarad eredeti valonk, nem
valunk a sajat tukorképlinkké. Részletesebb magyarazatért lasd a 14.8-as
abrat és a 14. fejezet ezen abrahoz kapcsolédé részeit.

4.17. Az iranyithatdsag globalis tulajdonsag, mert a sokasagrol mint egy-
séges egésidr mond valamit. Kénnyen lathatéan topoldgikus tulajdonsag,
hiszen semmilyen deformalas nem valtoztat rajta.

5. fejezet

5.1. Egy kétszemélyes és egy egyszemélyes uszogumi-felllet dssaefligg
0sszege egy haromszemélyes Uszégumi-fellleto£jiink meg el egy,

az 5.4-eshez hasonl6 rajz készitésével.) Hasonldan, egy hat- és egy tizenegy-
személyes felllet 6sszefliy@sszege egy tizenhét-személyes Uszégumi-fe-
lUlet.

5.2. A gombfelllet és egy tetSteges felllet 6sszeflggdsszege egysze-

rlen az eredeti felllet. Ennek az az oka, hogy a gémbfefillethy kérlapot
elhagyva (topolégiailag) ismét egy korlapot kapunk, vagyis az 6sszéfligg
0sszeg vételekor feluletiinébel6szor elhagyunk egy korlapot, majd vissza-
ragasztunk egy masikat.

4 Emlékezziink, hogy nem a projektiv sik pereéiéan sz6 — az ugyanis nincs —, hanem
ama félgomb hatarolé kérvonalarél, melynek atellenes pontjait 6sszeragasztva kaptuk meg a
projektiv sikot — (a lektor).

5 Az olvasét talan zavarja az a koriilmény, hogy példaul egy gémbfeliileten nincs egyenes
vonal. Ez igaz. Azonban itt a szérzegyenes vonalon” geodetikust ért, azaz olyan gor-
bét, melynek barmely két (elegefeh kdzeli) pontja koz6tti ive révidebb barmely masik a
fellleten futd, a két pontot 6sszekdorbe ivénél — (a lektor).
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5.3. Amikor a projektiv sikbdl kivagunk egy korlapot, Mdbiusz szalagot

O
o
A

.

q

AR

5.4. Két projektiv sik 6sszefldgosszege egy Klein palack. Vegytnk két
projektiv sikot és hagyjunk ki bélik egy-egy korlapot. A keletkezett M6-
biusz szalagokat (lasd az 5.3. gyakorlatot) a peremiik mentén 6sszeragasztva
egy Klein palackot kapunk (l4sd az 5.6-0s rajzot).

5.5. A torténet alapjan Sikfold egy térusz és egy projektiv sik 6sszéfiigg
0sszege. A biztonsagos részek egy olyan téruszt alkotnak, Gidlgmyzik
egy korlap, mig a Tukrdz Zéna nem mas, mint egy Mobiusz szalag, ami
pedig egy olyan projektiv sik, melgbszintén hianyzik egy korlap.

5.6. (THTO#HS = THT?, KH#S = K? ésP#S = P2, (Az X#S = X
mindenX fellletre teljesil.)

5.7. () K2#P? = P2#P?#P2, (b) K2#T2 = P2#P#T?, és (C)K?#K? = P?#P?
HP2HP2,

5.9. Az 5.8-as gyakorlat szerift?#P? = K?#P?, az 5.4-es gyakorlat pedig
mutatja, hogyK?#P? = P2#P2#P?,
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5.10.Haegy O6sszefligg 6sszegben téruszok és projektiv sikok egyarant sze-
repelnek, akkor az ennek megféldelilet felirhaté pusztan projektiv sikok
Osszefligg 6sszegeként is, hiszen — a fellilet topolégidjanak megvaltozta-
tasa nélkil — a téruszok Klein palackokra cserdkdilasd az 5.8-as gya-
korlatot), majd a Klein palackokat projektiv sikokkal helyettesithetjik (az
5.4-es gyakorlat eredménye alapjan). Vegyik azonban észre, hogy ha egy
0sszefligg 6sszeg csak toruszokat tartalmaz, akkor az nem lehet égyenl
egy, csak projektiv sikokat tartalmazo6 6sszeggel, hiszen az 5.8-as gyakor-
lat feltételezi legaldbb egy projektiv sik jelenlétét. (Mellékesen, téruszok
Osszeflig§ dsszege irdnyithatd, mig projektiv sikoké nem, igy ezek soha
nem lehetnek egyetik.) Ez alapjarm 2#P? = K2#P? = P2#P?#P?, T2#K? =
T2HPHP? = K2HP?#HP? = P?#HP#HP#HP?, P#S = P? ésS#S = F. Ossze-
foglalva: a gdmbfeliilet és téruszok dsszefgpszegei irdnyithatéak, mig
projektiv sikok 6sszefldggisszegei nem.

5.11. T%#S = T2, K? = P#P?, S#S#S = S#S, PHT? = K%#P? és
K2HT2#P? = P2#HP#HP#K?,

6. fejezet

6.1.1. négyzet; 2. sik; 3. (végtelen) henger; 4. (végtelen) szalag.

6.2. Nem, mivel ugyan szakaszok kore, de nem allithatkérok szakasza-
ként. (A 17. fejezetben részletesebben fogunk evvel a kérdéssel foglalkozni.)
6.3. A D? x S! szorzat topoldgiailag egy témor Gszégumi. Az abra mutatja,
hogy eball kdrlapok korvonalaként. Ball korvonalak korlapjaként is, de

azt egy kicsit nehezebb lerajzolni.

6.4. Az elsh példaban a korok, az utolséban pedig a szakaszok nem egyforma
méretliek. A kdzégspéldaban a korok nem nidegesek a szakaszokra.

6.5. Egy szabalyos négyzet geometriai szorzat lesz, minden mas négyszog
(deformdlt négyzet) mar csak topolégiai.
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6.6. A kapott haromsokasag egy Klein palack és egy kérvonal szorzata (K
Sh. (A 6.5-6s abra vizszintes szeletei Klein palackokka valnak a megfelel
ragasztas utan.) Az eredmény geometriai szorzat lesz, mert mind a vizszintes
Klein palackok, mind a flig@leges szakaszok azonos méretliek egymassal,
és a szakaszok ntdegesek a Klein palackokra.

6.7. P2 x S, amit legjobban megvastagitott félgémbként képzelhetiink el
(lasd a mellékelt rajzot). A bebsfélgémbot a kilével kézenfek modon
azonositjuk, a ,peremfellilet” pontjait pedig Ugy ragasztjuk 6ssze, hogy min-
den félgémbfelllet-réteg egy-egy projektiv sikka valjon. A kapott sokasag
lokalisanS? x St-gyel egyezik meg, globalis topoldgiaja azonban killdnbdzni
fog. TalaljunkP? x S-ben iranyitasfordito utat!

7. fejezet
7.1.

k ”

X » X
b k4

X X X
” »

X X X
k] »

X X X
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7.2.
OIX| 1oX] OX
X|_[O[X] [OX| |0
TOIX 1OIX] O[X
X[ [0[X|_[o[X] [0
TOIX| [OIX| 10X
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7.3. A ,negyedfordulatos sokasagban” kockak egy végtelen halojat lathat-
juk: egy adott szinten a kockdk szinezése azonos; egy szinttel feliebb a
kockéak negyedfordulattal elfordultak; még egy szinttel feljebb egy Gjabb
negyedfordulattal, és igy tovabb. Hasonl6 a latvany a fél- illetve harom-
negyedfordulatos sokasagokban is. A negyed- és haromnegyedfordulatos
sokasagok egymas tiikérképei, igy csupantbrllajdonsagaik alapjan nem

is tudjuk 6ket megkulldnbodztetni. Ennek oka az, hogy nincs olyan médszer,
mellyel az 6ramutaté jarasaval megegyeagy ellenkeé irdnyt azonositani
tudnank: az 6rdk mutatéinak megfigyelése sem segit, hiszen nem tudjuk, ép-
pen ,normalis” vagy ,tikrozott” éniink kezén nézzik az oréat. A filozofiai
kérdések irant fogékonyabb olvasék tovabb meditalhatnak ezen a kérdésen:
a probléma Iényege az, hogy a ,jobb-bal” illetve ,az 6ramutatd jarasaval
egyed-ellenked” kifejezéseket a mindennapi életben abszolut értelemben
hasznaljuk, habar ezek val6jdban csak relativ fogalmak, és csupan azonos
térben €% targyak 6sszehasonlitasara alkalmasak.

7.4. A 7.10-es 4brahoz: a kocka el@lsldalat ugy ragasszuk a hatséhoz,
hogy ebtte tikrozzik a figgleges oldalfelez meBlegesére; a tetejét az
aljadhoz ugy, hogy éitte tiikrozzik a szemiink sikjara rékages oldalfelez-

jére; a jobb és bal oldalait pedig a kézenféknddon. A 7.11-es abrahoz:

az elll® oldalt ismét ugy ragasszuk a hatso oldalhoz, hogttetiikrozzik

a fugdleges oldalfelez meBlegesére; a tetejét az aljahoz azonban most a
szemiink sikjavaparhuzamosldalfeledjére tiikrozzik miditt az aljahoz
ragasztjuk. A jobb és bal oldalakat tovabbra is a kézerifakédon ra-
gasszuk. Végul a 7.12-es abrat kapjuk, ha az eredeti kocka alldalat
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elészor a fliggleges oldalfelez meBlegesére tiikrozzik, s csak aztan ra-
gasztjuk a hatsohoz; a tetejét az aljdhoz egy félfordulattal, és a jobb oldalt a
balhoz ,rendesen”. (A 7.12-es abra esetében az is helyes, ha azt mondjuk, a
kocka tetejét ugy kell az aljahoz ragasztanunk, hogttekétszer tiikrozzik

— elbszor a szemunk sikjaraer6leges, majd a szemink sikjapdrhuza-
mosoldalfeled meBlegesre —, mivel e két tiikrozés egymasutanja a kocka
tetejének 180 fokos elforgatasat eredményezi.)

7.5. A 7.3-as gyakorlatban éfordul6 minden sokasag iranyithaté; egy uta-
zas soran megeshet, hogy ,elforgatédunk”, de soha nem valunk a sajéat ti-
korképilinkké. A 7.4-es gyakorlat minden egyes sokasaga nem iranyithato:
mindegyiknél legalabb egy oldalpart (pl. az@l€s a hatsét) valamilyen
tengelyes tiikrozéssel ragasztottunk ¢ssze.

7.6.

Ha egy masik kisrepdlis ott repiil a hexagonalis téruszban, akkor persze az
is megjelenik minden egyes hatsz6gl (hexagonalis) cellaban.

7.7. Az el feliilet esetében a hatszog hat sarka harom, egyenként két csu-
csot tartalmaz6 csoportra oszlik, igy a fellletnek harom klp-pontja van. A
masodik esetben a cslcsok két csoportban, harmasaval illeszkednek 6ssze,
igy a kapott fellleten nincs kip-pont. A harmadik példaban pedig mind
a hat cslcs egy pontban taldlkozik a ragasztaskor, ugyhogy a kapott feliilet
egy ,anti-kippontot” tartalmaz (azaz egy olyan pontot, melyet tébb mint 360
foknyi feltlet vesz kériil, szemben a kip-ponttal, melyet kevesebb mint 360
foknyi. Lasd a kovetkeZ oldalon a fel abrat!)

7.8. Egyik sem.

7.9. A kapott felllet egy hexagondlis Klein palack. (Lasd a kovetkelra-

lon a kdzéps abrat!)

7.10.A hexagonalis és lapos torusznak (mint minden feltletnek) azonos a lo-
kalis topolégidja. Megegyezik lokdlis geometriajuk is (mind&d#pos), és

még globalis topoldgiajuk is egyforma (mindketiszégumiva alakithato).
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Globdlis geometridjuk azonban kiloniddmint azt a 7.6-os és 7.9-es gya-
korlatokhoz tartozé dbrak mutatjak.

7.11. Csak a masodik felllet lapos; az @kup-pontjai, a harmadik pedig
anti-kippontja miatt nem lapos.

7.12. A hexagonalis és a szokasos haromtorusz lokélis geometriaja azonos:
mindket lapos, vagyis lokalis geometriajuk a kdzonséges euklideszi tér lo-
kalis geometrigjaval azonos. Mindkétylobalis topoldgiaja a térusz és a
gonalis téruszt, mig a masik esetben a kdzonséges lapos téruszt szorozzuk a
korvonallal. Ezek a kiildnbségek azonban geometriai és nem topologiai ter-
mészetliek. Ugyanemiatt azonban globalis geometriajuk kil@nb&gy
hexagonalis haromtéruszban koriilnézve sajat magunk masolatait latnank,
hexagondlis racsbdl all6 szintekbe rendezve.
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7.13.Sajat magunk masait ismét hexagonalis racsbdl allo szintekbe rendezve
latnank ugyanuagy, mint a hexagonalis haromtorusz esetében. Az egyetlen
killénbség az, hogy egy adott szintendewmasolatok most egyharmaddal
(egyhatoddal) elfordulnak a kézvetlenil alattukdeszintbeli kdpiakhoz ké-

pest.

8. fejezet

8.1. (1) Térusz; iranyithatd és kétoldalt. (2) Klein palack; nem iranyithaté
és kétoldalu. (3) Térusz; iranyithatd és egyoldalld. (4) Klein palack; nem
irdnyithat6 és egyoldald.

8.2. Az egy- vagy kétoldalUsag egy felllet kélgllemaje, mivel attél fligg,

hogy az adott fellilet hogyan agyazédik be egy haromsokasagba. (Tekintsiik
példaul a 8.2. abra diss harmadik rajzan Iévoruszokat, melyek belidt

nem kilonbéztethék meg, s melyek kozul az egyik egyoldall, mig a masik
kétoldald.$

Az iranyithat6sag viszont be&lgulajdonsag, hiszen egy sikfoldi képes el-
donteni azt, hogy a fellilet, melyen él irAnyithaté-e vagy sem.

A Klein palackok mind nem iranyithatok, de van koztik egyoldali (pél-
daul a 8.2. 4abra utolsé rajzan lathatd) és van kétoldala (amilyen példaul a
8.2. abra masodik rajzan lépalack).

8.3. Hasznaljuk a 8.2-es abra masodik rajzarbl&etoldala Klein palackot,
s benne egy éIr6l hatrafelé futd kdzé@ssavot.

9. fejezet

9.1. EIs haromszdg: terllete /2, sz6gdsszege = 311/2. Masodik harom-
sz0g: terulete 1/6, sz0gOdsszege = 711/6. Harmadik hdromszdg: terilete =
211/3, szogosszege = 511/3. Negyedik hdromszog: terlleteszogdsszege

= 2. Otodik haromszog: teriilete /2, sz6gosszege = 31/2. Hatodik
haromszdg: terillete = 21, sz6gdsszege = 3. Akbrekben majd dssze-
fuggést fogunk mutatni haromszdégek terllete éstsiigeinek 6sszege
kozott.

6Valéjaban tehat az ,egyoldaliisag” vagy ,kétoldalisag” nem a feliilet (jelen esetben a
Klein palack) tulajdonsaga, hanem a fellilet és az azt tartalmazd hdromdimenzioés sokasag
altal alkotott paré. AZ? kivételével minden zart feliilethez van olyan zart haromsokaség,
melybe a feliilet egyoldaltan beagyazhaté. Kétoldalian pedig nyilvan mindelilet be-
agyazhat6 af x S' sokasagba — (a lektor).
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7z z . . N . . T m_ 13m
9.2. Az el haromszdg befs szogeinek osszegg+ 3+ = 55, en-

nélfog\a terUIete%T— = 15. A masodik haromszog esetében a foko-
kat ebszor radianra kell valtani (azokgf;-nal szorozwa); ekkor a teriletre
T=(1,065+1,082+1,1)— 1= 3,247— 3,142= 0,105 adddik. (Megjegy-
zés: ha a szdgek fokban vannak megadva, érdemes a sz0g @ stésiir
180 fokot levonni, és csak a kapott eredményt radianra valtani. A fenti pél-
déban tehat csal61° + 62° +63°) — 180° = 6°-ot kell atvaltani; igy a valasz
ismét 6x (155) = 35 = 0,105.)

9.3. Elst megoldas:Valtoztassuk meg @ = (a + 3 +Y) — 1 képlet fenti
levezetését Ugy, hogy az alkalmazhaté legyen @kbtirom vagy sugaru
gombfellletre is. Kezdjiuk a kéts holdak tertletére vonatkoz6 formula at-
alakitasaval. A helyes végeredmény-= r2[(a + B +y) — Ti.

Mésodik (elegans) megoldaskdgzitsiink az egység sugaru gombfeli-
leten egy haromszoget, majd nagyitsuk a gémbfellleted leetgjartra mi-
kdézben hagyjuk, hogy a haromszég is vefgém. Ekdzben a haromszdg
szbgei nem valtoznak, tertlete viszont négyszeresg(hiszen mind a ma-
gassaga, mind a szélessége megduplazodik). Altalanossagban, ha a gémb
sugarar-szereseére novekszik, a haromszog terilete (hasonléan a gdmbfeld-
let teljes teriiletéhez¥-szereséred Masszoval, az sugart gémbfelileten
lévb haromszog teriiletg-szer akkora, mint a hozza hasonlo, egységnyi su-
garu gémbfeliileten & haromszogé. Kovetkezésképp tertletének képlete
T=r?[(a+B+y)— .

9.4. A parasztember foldjének teriilete= r?[(a + B+y) — 1 = (1000 m¥
[(0,76138+ 1,48567+ 0,89483)— 3,14159] = (1000000 &)[0,00029] =

290 n?. Mivel a sz6gek harom tizedesjegyig vannak megadva, a kere&itésb
adodo hiba miatt az eredmény csak néhany szazalék pontossagu. Mitorténik,
ha a szdgeket eredetileg csak egy tizedesjegyig adtak meg?

9.5. AT =r?[(a+B+Y) — 1] képletbe helyettesitve a keresett sugar
10000 méternek adodik. EbbkovetkeHen a gomb felszing& = 41r? =

1,2 x 10° négyzetméter.

9.6. (1) T+ (2 x 107°) radian, (2)rt+ (0,01) radian, (3)r+ 3 radian.

9.7. A projektivsik lokalis geometriaja megegyezik a gdmbfellletével, igy a
gombi haromszogekre talalt tertiletképlet is mikodik rajta. Egy projektiv si-
kon éb sikfoldi lokalis adatok alapjan nem tudja megallapitani, hogy gémb-
feluleten vagy projektiv sikon él-e. Globalis adatok birtokaban azonban
koénnyen kideritheti, hiszen a projektiv sik nem iranyithat6, igy a benne uta-
z6kkal megeshet, hogy sajat tiikorképiikként térnek vissza.
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10. fejezet

10.2. Ikozaédert kapunk. (Az ikozaéder 20 darab haromszdglappal ren-
delked szabalyos poliéder.) Az ikozaéder pontosan annyira kozeliti meg
a gbmbfelllet geometriajat, mint ahogy a hiperbolikus papir a hiperbolikus
sikét.

10.3.T =1i— (/24 1/3+ 1/6) = 11— 31/4 = T1/4.

11. fejezet

11.1. A kup-pontok megsziintetéséhez helyezzilk a négyzetet egy gombfe-
liletre és nagyitsuk addig, mig sarkai éppen egy kérlappa illenek 6ssze a
ragasztaskor (ez pontosan akkor kovetkezik be, amikor a négyzet egy teljes
félgombot fed le, és ekkor minden szdge pontosan 180 fok). A feliileten
ezzel egy homogeén, elliptikus geometriat talaltunk. Vegyik észre, hogy a
projektiv sikrél van szé (topologikusan mindvégig a projektiv sikkal dolgoz-
tunk, de csak most talaltuk meg a helyes geometriat). A 11.1-es alfra els
felllete is egy projektiv sik.

11.2. Els6 felllet: mind a hat sarok egy csucs koérul illeszkedik és igy egy
anti-kppontot kapunk, melyet egy hiperbolikus geometria tlintdléko-

dik fellilet: a csucsok két darab harmas csoportra oszlanak, nincs sem kap,
sem anti-kippont, Ugyhogy a felllet geometriaja euklideszi (lapbis)-
madik feliilet: mind a nyolc sarok egy csucs korill illeszkedik és igy egy
anti-kppontot kapunk, melyet egy hiperbolikus geometria tiintetNs-
gyedik felllet: mind a nyolc sarok egy csucs korul illeszkedik és igy egy
anti-kippontot kapunk, melyet egy hiperbolikus geometria tiintet el.

' =

11.3.Egy n-személyesiszégumit hatszdgekre vagva olymédon, hogy a hat-
szogek sarkai négyesével talalkozzanak, mindig pontosandhatszoget
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kapunk.(Habamagyon sokféleképpen vaghatjuk fel az iszégumit ilyen hat-
szogekre, a szamuk mindig 44 lesz!)

11.4. P? elliptikus geometrigjd. P?#P2-n euklideszi geometria talalhato,
hiszen a lapos négyzet 90s szbgei szépen 6sszeillenek négyes csoportok-
ban. (P#P? persze ugyanaz, mit?, tgyhogy kezdeftl fogva tudtuk, van

rajta euklideszi geometria.) Minden tovabbi esetben a sokszdgek szogeit
csokkentenlnk kell ahhoz, hogy a négyes csoportok pontosan illeszkedjenek
egy-egy csucs korill (azaz 21+t adjanak ki 6sszegben), ezért a tébbi dssze-
fliggd 6sszegen hiperbolikus geometria talalhato.

11.5.
irdnyithatd  nem iranyithato

elliptikus & p?

euklideszi T2 P2#P2(= K?)
T2#T2 P2#P24p?

hiperbolikus| T2#T2#T2 | P2#P2#P#P?

stb. stb.
12. fejezet

12.1.A cellafelbontasbakilenc csucs, tizenot él és hét lap szerepel.

12.2. Egy n-sz6g(n— 2) darab haromszogre vaghato fel. Azzog bel
szbgeinek 6sszege éppen a haromszogek Betigdsszegének dsszege lesz;
egy haromszogre ez a sz6gbsszeg éppen

12.3. Egy n-szdg terilete éppeim — 2) részharomszoge teruletének dssze-
gével egyerd. Masrészt egy haromszog tertilete nem mas, mintlss-
geinek 6sszege minuse llymodon egyn-szog teriillete egyeilbeld szo-
geinek 0sszege minuéa— 2)1t

12.4. A médszer ugyanaz, mintha a sokszdg egy gémbfeliileten lenne, csak
most a haromszog teruletétre— (o + B +y) képlet adja meg, nem pedig
(a+B+y) —1 Avegs képlet:T = (n—2)rt— (beld szbgek dsszege)

12.7. Minddssze a 2. lépésben szukséges moédositanunk:=a(bel
szOgek dsszege}(n— 2)mt képlet helyett al = (n— 2)r— (beld szdgek
0sszege) képletet kell alkalmaznunk. Mivel ez éppen minusz egyszerese az
el6z6 formulanak, végeredménykéht= —21x adodik.

12.8.A 12.1. (b) abran lathat6 cellafelbontast alkalmagy@*#T?) = 8 —

16+ 6 = —2 adodik. A 11.3-es abran lathato cellafelbontés alapjan is ezt az
eredményt kapjuky (T?#T?) =6 —12+4 = -2,

12.9.T = 21K = —2m(—2) =41
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12.10. A 11.3 &bra cellafelbontasat hasznajva- 12— 24+ 8 = —4 adé-

dik. (Mas cellafelbontasban mas a csucsok, élek és lapok szama, de az Eu-
ler szdmra mindig ugyanazt az eredményt kapjuk.) A fel3zia —2my =
—21(—4) =81

12.11.X(T?) =v—e+f=1-2+1=0. AKlein palack Euler szama is
nulla, a valasztott cellafelbontastol fiiggetlendl.

12.12. Az Euler szam minden Iépésben Kettl cstkken, kovetkezésképp
X(T?HT2#T?#T?) = —6.

12.13. Hasonl6an okoskodhatunk, mint téruszok 6sszediiggszege Eu-
ler szamanak kiszamitasanal. Projektiv sikok dsszéfiiggzegének ezen
cellafelbontasanal = (2n-2)/4=n,e= (2-2n)/2= 2n és perszd = 2.
Kovetkezésképg =v—e+f=n—-2n+2=2—n.

12.14.11.1-es dbraAz elsh fellletrex = 3— 3+ 1= 1, s mivel a felllet nem
iranyithato, e2?. A méasodik felulet Euler szama=2—3+1=0, ez sem
iranyithato, kdvetkezésképp B2#P? (vagyis topologiailag a Klein palack).
A harmadik felilletrgg = 1— 34+ 1= —1, nem iranyithato, igy eR?#P#P.
11.2-es dbraAz el felliletrex = 1— 3+ 1= —1, afelllet nem irdnyithaté,
igy ezP?#P*#P>. A méasodik feliilet Euler szama=2—-3+1=0, ez sem
iranyithato, kovetkezésképp B2#P? (vagyis topologiailag a Klein palack).
A harmadik felilletrex = 1 — 4+ 1 = —2, iranyithato, igy eZr2#T2. A
negyedik felliletrq = 1— 4+ 1= —2, nem iranyithato, igy eR°#P#P>#P°.

12.15.A gorbiilet képleté = %, tehata gorbuletet’, -benmérjik. A felu-
let felszinétm?-ben mérjik, igykT dimenzié nélkiili mennyiség, hasonloan
211%-hez.

12.16. A projektiv sik és az azonos sugart gémbfeliilet gorbilete azonos;
esetiinkben elz= 5 = ﬁ = 2m~2. A projektiv sik felszine fele az azonos
sugart gémb felszinének; esetiinkben tdhéat 21 = 2m(2my = 8.

Egy projektiv sik Euler szama (a sugartol fuggetlenil) 1, igy a Gauss—Bonnet

képlet a kévetkei alakot 6lti: (m~2)(8rm?) = 21t (1).

12.17.Helyettesitsiik &T = 21y képletbe & = —0,00001 nT2 ésy = —4
értékeket, igy a felszi = 2500000 M = 2,5 km?-nek adodik.

12.18.Helyettesitsiink = —3,1658x 10°® m~2 ésT = 1984707 m értéke-
ket akT = 21y képletbe, majd oldjuk meg-re. A kapotty = —1 érték alap-
jan a 12.3 abra tablazata azt mutatja, hogy a szébanforgo feR#eE#P2.
(Fantasztikus, hogy milyen sok minden kikdvetkeztditegy-két egyszeri
adatbal!)
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12.19. A T?#T2 sszefligg 6sszeg a gorbilteBb Akar ki is szamolhatjuk

a két felillet gorbiiletét, de elegansabb gy okoskodni, HogiT2 Euler
szama kétszer akkora miRE#P*#P>-¢, de felszine kevesebb, mint kétszer
akkora, igy gorbilete (abszolut értékben) sziikségképpen nagyobb.

12.20. Helyettesitsuk az adatokakdy = (a + 3 +Y) — tegyenletbe, majd
oldjuk megk = —1,02x 10* km~2-re. Ezutan hasznaljuk kT = 271K
képletety kiszamitdsara. Eredményjl= —4,05 adodik, feltehéten te-
hatx = —4, s igy a sz6banforgd feliilet (a 12.3. 4bra tablazata és a feliilet
iranyithatosaganak tudatabam#T2#T2. A x kiszamitott értékében fellép
hiba val6szinlileg abbdl adodik, hogy a teljes felszint csak megkdizglit
tudjuk.

12.21.A pup tetején a gorbulet pozitiv (hiszen a pup konvex), de a peremén
negativ (mert itt a feltlet lokalisan egy nyereghez hasonlit).

13. fejezet

13.1. Egy szellem kdnnyen ,atemelheti” a kétél egy darabjat a masikon,
pusztan a negyedik dimenziéba mozgatva azt. Lasd a mellékelt dbrat. Az
eredmény ugyanaz, mintha a sz6banforg6 darab athatolna a kotél masik ré-
szén. igy a csomo kibogozhatd.

13.2.Nyomjuk aKlein palack ,nyakat” a negyedik dimenzioba.
14. fejezet

14.3. Egy id6 utan a lufi belsejében talaljuk magunkat, hiszen elkezdi kitdl-
teni a rendelkezésre allo teret. Mit tegylink ahhoz, hogy megmenekailjink

7 Ugy értve, hogy mindkét feltlet gdrbiilete negativ, 824 T2 felillet gorbiilete nagyobb
abszoldt értékl — (a lektor).
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eblbl a szorult helyzettl? (Tegyik fel, hogy a favokan nem fériink at, és
tonkretenni sem akarjuk a lufit.)

14.4.El6sz6r is 10 szbgperc %=fok = 0,003 radian. Tehat a Gauss altal mért
sz0gdsszeg legalabb 0,003 radiannal kell, hogy meghatedghhoz, hogy

az altala hasznalt berendezésekkel ki tudja mérni a kilonbséget. A mért
haromszog teriilete kb. 4000 Rraolt, igy akTa = (a + B +y) — rtképlet
alapjan & gorbiiletnek legalabffa + B +y) — 11 /Ta = 0,003/4000 km =
0,000001 km-nek kell lennie ahhoz, hogy az Gauss szaméra észréviehet
gyen. Ez a gorbullet egy legfeljebb 1000 km sugaru Vilagegyetemnek felelne
meg (ak = r% Osszefliggésalkalmaza). A mi Vilagegyetemuink nyilvan
nem ilyen kicsi!

14.5. A henger végeit egy 180 fokos csavarassal (és nem tiikrozéssel) ra-
gasztjuk 6ssze, igy (topoldgiailag) egy téruszt kapunk. Ez a torusz iranyit-
hat6, mivel egy sikfoldi soha nem valik a sajat tiikdrképévé benne, és kétol-
dalu, mert egy haromdimenziés hangya nem tudna a felllet egyik oldalarél
a masikra atmaszni.

14.6. P2 konstrualasakor, a gdémb kézéppontjan athaladd barmelyik kdrlap
projektiv sikka valik a kapott projektiv térben. Ezek a projektiv sikok mind
nem iranyithatéak és egyoldaltak. (Egy iranyithaté haromsokasagban —
mint amilyenP? is — minden iranyithato feliilet kétoldald, és minden nem
iranyithato fellilet egyoldald.)

15. fejezet

15.1. Elképzelheb, hogy Vilagegyetemiink lokalisan olyan, midf, de
gorbulete olyan kicsi, hogy eddig nem tudtuk megmérni. (Ehhez kapcsol6do
kérdés: mi az a legkisebb gorbilet, amit Gauss ki tudott volna mar mérni?
Lasd még a 14.4-es gyakorlatot.)

15.2.A benne éknek végtelennek tlinne. Tapasztalatbél pontosan tudnanak
tavolsagot becsiilni aszerint, hogy mennyire kell bandzsitaniuk. \@on
milyennek latnak a mi Vilagegyetemuinket?

16. fejezet

16.1. A négy sarok cslcsai egybeesnek a ragasztaskor. (Ezt onnan latni,
hogy a ragasztas utan minden sarok szomszédos a tébbi harommal.) A sar-
kok azonban tul hegyesek ahhoz, hogy pontosan illeszkedjenek a kdzds cslcs
kordl, igy a tetraédert egy hipergémboibstor fel kell nagyitanunk. Evvel

a sokaségon elliptikus geometriat talaltunk.
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16.2. A kocka sarkai két, egyenként négyes csoportra oszlanak. (Egy cso-
porton belll minden csucs szomszédos a tébbi harommal, de semelyik csucs
sem szomszédos masik csoportba tartozokkal.) A sarkok megint tal hegye-
sek, igy a sokasagon (a®eb esethez hasonlé okfejtéssel) ismét elliptikus
geometriat talalunk.

16.3. Az oktaéder hat cslcsa egy pontta valik a ragasztaskor. Ennek méd-
jat a mellékelt abra mutatja. Minden csucs pontosan néggyel szomszédos (a
tobbi 6t kozll), és ez a négy a kimaradd 6todikkel szomszédos. A kérdés
most mar csak az, hogy a sarkok tul vékonyak, tul vastagok, vagy ponto-
san 6sszeillenek-e. Akkor illenének pontosan 6ssze, ha minden sarok éppen
annyira lenne hegyes, mint a rajz kozepérdl&ackaba rajzolt piramisok.

Egy lehetséges (nyilvan nem az egyetlen) mddja a kérdés elddntésének a
Pitagorasz-tétel alkalmazasa lenne: ez azt mutatja, hogy az oktaédgmifels
ramisanak magassaga kb. 0,7-szerese az alap szélességének, mig@ kozéps
rajz piramisaira ugyanez az arany kb. 0,5. Kdvetkezésképp az oktaéder sar-
kai tal hegyesek, igy az @6 két gyakorlatban tapasztaltakhoz hasonléan a
talalt geometria elliptikus lesz.
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17. fejezet
17.1.
i
!
I _H
i
17.2.

korvonal feletti
térusz-nyalab

Klein palack-nyalab

17.3.Az alaplapot}-os, ;-es,3-osvagy 3-esfordulattalragaszthatjuk hozza
afeddlaphoz. Alkalmazhatjuk az alabbi abra tikrézéseit is, bar ezekhez nem
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tudunka 17.4-eshez hasonl6 szép rajzot késziteni a szokasos haromdimen-

H ’
+ ¥
/

tukrozés tukrozés

ad.)

17.4. A térusz és a Klein palack. (Emlékezliethaegy Mobiusz szalagban
az éleket a rajzon lathaté médon 6sszeragasztjuk, Klein palackot kapunk.)

M@obiusz szalag Klein palack

17.5. Vegyunk egy tomor hengert, majd képzeletben ragasszuk dssze a két
végét gy tikrozéssel. Eredményiil ugyan kérlapok korét kapjuk, de mégsem
lesz szorzat. (Ezt a ragasztast nem tudjuk végrehajtani a haromdimenzios
térben, ugyanugy, ahogy egy sikfoldi sem képes a sajat sikjaban Mobiusz
szalagot késziteni.)
17.6.Képzeljiik elS x |-t egy megvastagitott gombhéjként. A biegimb-
fellletet kézenfek®y modon ragasztva a kifls6zS? x S'-et kapjuk, ha azon-
ban a két gobmbfellletet Ugy ragasztjuk 6ssze, hogy @belsszor tikroz-
zUk egy kdzéppontjan atmérsikra, akkor egy nem iranyithatd kor feletti
gdémbfeliilet-nyalabot kapunk @<at). Minden mas ragasztas — példaul az,
amikor a bel§ gombfelllet pontjait a kiisgdmbfeliilet atellenes pontjaihoz
ragasztjuk — a fenti két példa valamelyikével topologikusan azonos sokasa-
got eredményez. (A helyzet ahhoz hasonlit, mint amikor egy henger két vé-
gét esetenként mas-mas szog forgatassal ragasztjuk 6ssze. Az igy kapott fe-
luletek — bar geometriailag killénbdek — topologiailag mind megegyeznek
azzal a torusszal, melyet a henger két végének barmilyen elforgatas nélkiili
ragasztasaval kapunk. Ahhoz, hogy topologiailag is mas fellletet kapjunk,
valami drasztikusabb valtoztatasra van sziikség, példaul egy tiikrozésre.)
Egy ,hipertdémor'S x St-et (pontosabban a tomaor toérusz négydimenzios
megfelebjét) pedig ugy készithetjiik el, hogy vessziik a tomodr gbmb és a
szakasz szorzatat, majd a két saé@mbtest pontjait kézenfebvmaddon
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azonositjuk. ,Hipertomork? készitéséhez az utdbbi ragasztast ugy kell
végrehajtani, hogy a bélggdmbtestet élszor tikrozzik egy kdzéppontjan
atmerd sikra. E négydimenziés sokasagok jobb megértése érdekében kép-
zeljik el, milyen médon prébalhatta Négyzet a tomdr téruszt és a tomor
Klein palackot felfogni.

17.7.A 7.4. gyakorlatban szerdpbokasagok, valamitt? x St.

17.8. A hasab aljanak tetejéhez val6 ragasztasaval korok egy nyolcszogét
kapjuk, s e nyolcszdg szembenfékoldalait paronként azonositva pedig
kétszemélyes Uszdéguminyi kort. (Ha egy nyolcszog szembedfekialait
paronként azonositjuk, topolégiaildg#T2-t kapunk.)

17.9. Képzeletben toltsiik fel a 8.2. abra kockait fdtgges spagettiszalak-

kal. A kockak aljanak tetejikhoz valé ragasztasa soran a spagettik korokké
valnak, igy minden egyes példa valamilyen kérnyaldbot eredményez. Az
el egy térusz feletti irAnyithatd, a masodik egy Klein palack feletti nem
iranyithatd, a harmadik egy térusz feletti nem iranyithato, végil a negyedik
egy Klein palack feletti iranyithat6 kérvonalnyalabra ad példat.

17.10. Barmely harom fuggleges él 6sszeragaszthaté olymédon, hogy a
vizszintes egyenesek illeszkedjenek, a negyedik élt viszont sehogy sem tud-
juk helyesen odaragasztani, mert egyszerre két kild@nhidmgassagban”
kellene lennie. A feladat étt bemutatott csavart torusz esetében ez a prob-
[éma nem Iép fel.
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17.13. Meglepd mdédon a csavart torusz ugy isbéllithatd, mint egy kor-

vonal feletti térusznyalab: szeleteljik fel a csavart téruszt a rajzon lathat6
modon és vegylk észre, hogy a szeletek az azonositas utan téruszokka val-
nak a nyiras ellenére. A csavart torusz azonban mégsem szorzat, hiszen an-
nak, ahogy téruszok kdrekéntdlll, semmi kéze nincs ahhoz, ahogy kdrék
toruszaként éallithato.
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18. fejezet

18.1.K3 (lasda 17.6-0s gyakorlatot).

18.2. Tetsdleges feliilet és kdrvonal szorzata ilyen, amennyiben a felllet
nemS?, P?, T2 vagy K? valamelyike. Tébb korvonal feletti feliilletnyalab is
ellathatoH? x E geometriaval; ilyenek talalhatok példaul a 17.3. gyakorlat-
ban.

18.3. K3 ésP? x St nem iranyithatéak, mi§® x St és az ebbb megismert

0j sokasag iranyithatd. Az Uj sokasag néhany szempontbdl a projektiv térre
hasonlit: azs* x | vastag gdmbhéj akar kidls akar belé gémbfeliiletén
valahol ,atlépve” ugyanazon felllet atellenes pontjdban talaljuk magunkat —
elforgatva! Azonban nem valunk sajat tikorképinkkeé.

18.4. Nem. Egy csavart euklideszi geometrigju sokasagban kénnyen el-
donthetjik, hogy az éramutato jarasaval megegyemy ellentétes iranyba
kell-e elindulnunk ahhoz, hogy kiinduld pozicionk ala érkezziink vissza. Te-
gyuk fel, hogy egy ilyen sokasagban élve azt tapasztaljuk, az ramutat6 jara-
saval megegyériranyban vizszintes kis korok mentén koérbejarva kiinduld
pozicionk ala értink vissza. Egy baratunk hosszabb felfedéza indul a
sokasagban, melynek soran tavoli tajakra latogat, és Gtja soran tovabbra is
ugyanezt tapasztaljabsmég azutan is, hogy Utjarél visszaérkezik. &ldr
kovetkezik, hogy nem valt sajat tiikorképévé: ha azza valt volna, akkor meg-
érkezve azt latna, hogy az éramutatd jarasailahtétesranyba kell mennie
ahhoz, hogy kiindul6 pozicidja ala kertiljon. A fentiek azt bizonyitjak, hogy
egy utazé soha nem valik sajat tiikorképévé, kovetkezésképp a sokasag ira-
nyithato.

18.5.A 17.12. gyakorlatban szerépsokasag éppen jo lesz.
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19.fejezet

19.1. A gyakorlatban megadott képlet szerint, ha a Hubble konstans
15(km/sec)/milli6 fényév), akkor a Hubble id lis(millié fényév)(secykm.

Ezt a valaszt nem kénny( emberi Iéptékkel felfoghatd mértékegységre, mond-
juk évekre véltani. Ahhoz, hogy ezt megtegyiik, emlékeznink kell arra,
hogy 1 év = 365,25 nap = 8766 6ra = 525960 perc = 31557600 masod-
perc. Ha a fény masodpercenként 300000 km-t tesz meg, akkor egy év alatt
300000x 31557600= 9,47 x 102 km-t halad, kdvetkezésképp egymillio
fényév valdjaban 917 x 10*8 km-t jelent. igy a Hubble il masodpercekben
megadvars (9,47 x 10*8 km)(secykm = 6,31 x 10'"sec. Ezt az eredményt
31557600-zal elosztva azt kapjuk, hogy a Hubbte id

(6,32x 10" sec) (31557600 sec/év) 2x 10'° évnek adddik. Ez 20 milli-

ard évet jelent! A Hubble konstanst 3km/sec)/millio fényév)-nek véve

a Hubble id felezdik, igy ekkor 10 milliard évet kapunk eredménydil.
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