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L y*=8x F(2,0), vezéregyenes: x = —2 27. Aszimptotik: y = +x 29. Aszimptotik: y = +x
y y
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41. (a) fokuszok: (44 +/7,3); tengelypontok: (8,3) és (0,3),
kozéppont: (4,3)

y

(b)
@-4? (-3)?
T y9 =1
6+
Fi(4-7.3)
C4,3)
0,3 © . ° (8,3)
Fi(4+17,3)
0 n s "
43. (a) centrum: (2,0); fékuszok: (7,0) és (—3,0), tengely-
pontok: (6,0) és (—2,0); aszimptotdk: y = :I:%(x— 2)
(b) @2? P
9
45. (y+3)2=4(x+2),V(=2,3), F(—1,-3),
vezéregyenes: x = —3
47. (x—1)>=8(y+7),V(1,-7), F(1,-5),
vezéregyenes: y = —9
49, 20 4 OO p(2 £ VB - 1), V(—2,43 - 1),
C(-2,-1)
51 G20 L 0230y p(3.3) 6s F(1,3), V(£V3+2,3),

€(2,3)
53, WM 020y 0(2,2), F(5,2) és F(—1,2),
V(0,2); aszimptotdk: (y —2) = :I:g(x— 2)
55, (y+ 12— (x+1)2=1, C(-1,-1),

F(=1,—V2 1), V(~1,0) és (V(~1,-2);
aszimptotdk: (y+1) = +(x+1)

57. C(—2,0),a=4

59. V(—1,1), F(—1,0)

61. Ellipszis: S22 432 — 1, ¢(~2,0),

V(v/5-2,0) és V(—v/5-2,0)

63. Ellipszis: “51° 4 (y—1)2=1,C(1,1),
V(V2+1,1)és V(—v2+1,1)

65. Hiperbola: (x—1)2 — (y—2)2=1,C(1,2), F(14+/2,2) és

F(1-+/2,2),V(2,2) és V(0,2); aszimptotdk: (y—2) = +(x—1)

67. Hiperbola: U225 — £ — 1, €(0,3), F(0,6) és F(0,0),

V(0,v/6+3) és V (0, —/6+3); aszimptotdk: y = v/2x+ 3 vagy

—V2x+3

69. 71.

A 02y 16y2 = 144

THEN o

_4F 4k

V(4,2) és

F(=1,V/2—1) és

F(0,0) és F(—4,0),

F(2,1)és F(0,1),

-

y

xX24dyr=4 _és4x2+9y2536

[N

73.

71.
79.
81.
83.
85.

30243y —Tx—Ty+4=0

(x+2)2+ (y—1)2 = 13. A pont a kr belsejében van.
Mb)1:1

Hossziisag: 2v/2, szélesség: v/2, teriilet: 4

24m 87. (0,16/(37))

10.2. Kuapszeletek osztalyozasa
excentricitasuk alapjan

1
3
5.
7

9.

13.

19.

e=3/5,F(+3,0),x = +25/3
e=1/v2,F(0,+1),y=+2
e=1/V3,F(0,£1),y==3
e=+/2/3, F(£v3,0),x=+3\/3

2 2 2 > _
Lyr=1 1L ghs7 + afop =1

5 2
=W bl IS em1/2 g
Bl 4 O g p(1,44+v/5), e =V/5/3,

y=4£(9V5/5)

21.
23.
25.
27.
29.
31.
35.
39.

a=0,b=—4,c=0,e=1/3/2
e=+2,F(£V2,0),x=+1/V2
e=+2,F(0,+4),y==2

e=1+/5, F(£V/10,0), x= +2/y/10
e=1+/5,F(0,+£v10),y=+2/1/10

yz—%zzl 33. xz—ygzl
=25 % =1 3. e=2.2-% =1
062 _ G-1? _,

36 5=

10.3. Masodfoku egyenletek és

forgatasok

1. hiperbola 3. ellipszis 5. parabola
7. parabola 9. hiperbola 11. hiperbola
13. ellipszis 15. ellipszis

17. x’2 —y'2 =4, hiperbola

19.
21.
23.
25.
27.

4x2 4 16y’ = 0, parabola

y'2 = 1, parhuzamos egyenesek
2v/2x2 48v/2y' = 0, parabola
4x2 42y = 19, ellipszis

sinat = 1//5, cosat =2/+/5
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10. fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 503

29. A =088, B' =000, C' =310, D' =074, E' = —120,  13. x=(a b)cos@—i—bcos(TbG)
—3;088x"2 +3,10y2 +0,74x’ — 1,20y’ — 3 = 0, ellipszi

X'+ Y+ X y ellipszis V= (a—b)sin® — bsm(TbG)

31. A’ =0,00,B =0,00,C" =5,00,D' =0,E'=0, F = —5; 5 5

5,00y"2 —5 = 0 vagy y' = £1,00, parhuzamos egyenesek 15. x=asin“rtgr, y = asin”s

33 A" =5,05,B =0,00,C' =—-0,05,D' = 5,07, 17. (1,1)
—6,18, F' = —1; 5,052 — 0,05y — 5,07 — 6,18y — 1 =
= O, hiperbola

10.5. Polarkoordinatak

12 12
35. () L+h=1 b 5 -2 =1
(© X2+y2 =g @ y = _7x/ 1. aeb,gchdf
€ y=—3x+2 3.
37. (a) X2 —y?=2 (b) X2 —y? =24

43. (a) parabola

45. (a) hiperbola

, @ (2,5 +42n7)és (2,5 + (2n+1)7), n egész szam
(b) y=‘2"*3\4\_ ! (b) (2,2n7) és (—2,(2n+ 1)7), n egész szdm
3% y=% (© (2, 32” +2n7) és (-2, 37” + (2n+1)7), n egész szdm
y=-20-3 2N @) (2,(2n+ 1)) é (—2,2n7), n egész szém
7 5. (a) (3,0) () (-3,0) © (-1,v3)
""" 3 @ (1,v3) @ (3,0) ® (1,v3)
-4 (® (-3.0) (M) (—1,v3)
s
- 7. 9, A
() y=-2x—3,y=-2x+3 /_\'21
NV
10.4. Kupszeletek és paraméteres
egyenletek; a ciklois y
11. 13.
y y r 6=3
1 3. 2y -1=r=3
5 I + % =1
X y2= 1
/\ | : X
- - t=T1 t=0 -1 0 2
= 1; 0 Ir]t 0 ‘\ 0 I;r4 * -1
\\\ //, N ,/I 15. r 17. A
Sef--7 AN -
y y 0=3 r=1
5 7. , r=0 0=0=n
,/
. ) /\
/ X
1 .,' ) T — 0 1
. 0 i
t_gT i x \\ 19 A ’%59237’” 21. X —gsesg
\\ 1 0=r=1 2 l=r=2
\
x i

/
/ i " * 23. x=2,a(2,0) ponton dtmend fiiggSleges egyenes
=2 \
S . — \\ 25. y =0, az x-tengely
i N 27. y=4,a(0,4) ponton dtmend vizszintes egyenes

29. x+y=1,egyenes,m=—1,b=1
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31. x> +y? =1, kér, €(0,0), a sugdr 1 11. x-tengely, y-tengely, origd
y
33. y—2x=5,egyenes,m=2,b=>5 L 2=—sind

35. y? = x, parabola, tengelypontja a (0, 0) pont, jobbrél nyitott

37. y=¢", atermészetes alapu logaritmusfiiggvény grafikonja

39. x+y = %1, két egyenes vonal, meredekségiik —1, az y-
tengelyt a b = +1 pontokban metszi

41. (x+2)%+y* =4, kor, C(—2,0), sugdr 2 T
43. X2+ (y—4)% = 16, kor, C(0,4), sugir 4 13. x-tengely, y-tengely, origd

45. (x—1)2+(y—1)2 =2, kér, C(1,1), sugar /2

47. V3y+x=4 ;Zn 1A (—1,7/2) pontban a meredekség —1,a (—1,—7/2) pont-
49. rcos6 =7 A
51 0=r/4 (1-3)

15. origd

r=-1+cosf

53. r=2vagyr=-2

55. 4r%cos? 6 +9r%sin? 6 =36
57. rsin2@ =4cos6
59. r=4sin6 (.3)

61. 2 =6rcos® —2rsinf —6 19. Az (1,7m/4) pontban a meredekség —1, a (—1,—m/4) pont-
ban I, a ( 1,37 /4) pontban 1, az (1,—37/4) pontban —1
y

63. (0,6), ahol 6 valamilyen szog

(-3)
10.6. Abrazolas polarkoordinatakban
1. x-tengely 3. y-tengely ’
y y
r=1+cos6 r=1—sing (,—3%-)
1 y
Cl 0 N (b)
B X
-1 = T 3t
2 2
L
5. y-tengely 7. x-tengely ZK_/ i
y y 2
2
r=sin@©/2) |, 2 y

23. (a)
3
2
_3
x 0 \/

9. x-tengely, y-tengely, origd
y

<

25.
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10. fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 505

31, (0,0). (1,7/2). (1,37/2)
33. (0,0), (vV3,7/3), (—V3,—n/3)
(
(

35. (V2,£7/6), (V2,£57/6)

37. (1,7/12). (1,57/12), (1,137/12), (1,171/12)
43. (a)
51, 2y =20

10.7. Teriilet és hosszasag
polarkoordinatakban

. 18rm 3. n/8 5. 2

7. 2-1 9. 51-8 1. 3V3-=
13 24 15 127-9v3  17. @3- 1%
19. 19/3 21. 8 23. 3(vV2+In(1++2))
25. F+3 27. 2n 29. V2

3L 21(2—V2) 3. (ga,o)

10.8. Kupszeletek
polarkoordinatakban

1. rcos(8—m/6)=5,y=—3x+10

3. rcos(6—4n/3)=3,y=—(v3/3)x—2V3

5. y=2—x 7. y=(V/3/3)x+2V3
9. rcos(6+%)=3 11. rcos(0%)=5

13. r=28cosH 15. r=2+/sinf

17. C(2,0), asugr=2 19. C(1,7), asugar=1

21. (x—6)>+y*=36,r=12cos 0
23. x>+ (y—5)>=25r=10sin0
25. (x+1)2+y?=1,r=—2cosh
27. X+ (y+1/2)2=1/4,r=—sin0

29. r=2/(1+cos6) 31. r=30/(1—5sin0)
33. r=1/(2+cosH) 35. r=10/(5—sin0)

<

¥
37. . 39. s
N_ B 1 Y- "~ 10-5cos 0
r=——
1+cos b Bl 0

0=r=2cosf

57. (b)
Bolygé Perihélium Afélium
Merkir 0,3075 AU 0,4667 AU
Vénusz 0,7184 AU  0,7282 AU
Fold 0,9833 AU 1,0167 AU
Mars 1,3817 AU 1,6663 AU
Jupiter 4,9512 AU 5,4548 AU
Szaturnusz ~ 9,0210 AU 10,0570 AU
Uranusz 18,2977 AU 20,0623 AU
Neptunusz 29,8135 AU 30,3065 AU
Pluté 29,6549 AU 49,2251 AU

59. (a) >+(y—2)2=4,x=3

(b)

r=4sin 0

y

(2, m/6)

/ R

\ V3, 7/3)
(3,3

61. r=4/(1+cos0)

r="\3sec

63. (b) A tlik egymastdl 2 cm-re legyenek.

65. r=2asin 6 (kor)

67. rcos(0 —a) = p (egyenes)

Gyakorl6 feladatok

= o8
(i) E) . 400 2-2sinf
3720 16 + 8 sin 0
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13 D220 62 c2v2), v(2,4v2) 6 v(2,0), Az anyag alaposabb elsajatitasat

(f+2\f) F(,f+2f), 158 tovabbi
im0ty 2‘;5 ey oyt 4t 2y segito tovabbi feladatok

y

_97)\2
15. Hiperbola: U225 —y2 — 1, F(2+5,0), V(2+2,0, L ) L
C(2,0); aszimptotdk: y = £ (x—2) L 2T
17. Parabola: (y — 1)? = —16(x+3), V(=3,1), F(=7,1); ve- Lo P A
zéregyenes: x = 1 opr 3 \Q
19. Ellipszis: &2 1 072 — 1 p(+/7-3,2), V(44 -3,2), -
C(=3,2)
3. 32432 —8y+4=0
21. Kor: (x—1)2+(y—1)>=2,C(1,1), sugdr: = /2 5. (0.41)
23. Ellipszis 25. Hiperbola 27. Egyenes o 16(y43)
7. (a) O —4ﬁ=1 () 0 2
29. Ellipszis, 5x2 43y2 =30 R
4dy2-4=0 2oy2 120 13. ) .
31. Hiperbola, yZ — x> =2 %2"?_651
y - -
33. 4y2-ax2=1, 35, / - -
\ = / 1 11 [ 1 x
\/ ' : ’ ’
\ x -
Ifr=0 \J
2
0 [
RS 2+v2-25=o
/// \\\
e N *ox2+4y2-36= of

y 4x2+9y2=16
37. L
0=r=6cos@ i 1 L1

39. (d) 41. () 19. = (a+b)cos6 —beos (4426,
43. () y:(a—l—b)sine—bsin(#ﬂ)
45. ( 47. (0,0
(1) ( ) 21. (a)r= 626 (b) g(eétﬂ _ 1)
49. (0,0), (1,£7/2) 51. A grafikonok egybeesnek.
23, Rmindd 25. r= ey
53. (ﬁ 7r/4) 55. y=(V3/3)x—4 5 TF2cos
27, r=yts 29. (a) 120°
57. x=2 59. y=-3/2
5 5 - 31. 1,6 x 10" km 33. e=+/2/3
6l x"+(y+2)°=4 63. (x—V2)2+y*=2
35. Igen, egy parabola.
65. r=—5sin6 67. r=23cosH ) N
— a — — :
6. y 1. y 37. (a) r= W (b) r= 3"cos® (C) r=31 +251n9
N N 43. n)2 47. (2,4%),%
frees? ¢ Iozeosd 51. 72 53. n/4
(1,0) * (6, 7) 0 *
11. fej
> . fejezet
4 2
3. r= 1+2cos 6 75 r= 2-+sin @
71. 91/2 79. 24-m/4
8L 8 83. 13 11.1. Sorozatok
85. 2—V2)m 87. (a)24n (b) 167

1. ay =0, an =—1/4, as =—2/9, ag = —3/16
3. a) = 1, (12:—1/3, a3:1/5, a4:—1/7
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11. fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 507

5. aqy=1/2,a,=1/2,a3=1/2,a4=1/2 13. (1+1)+(%_é>+(i—%)+(%—%>+m,%
7. 1.3.7 15 31 63 127 255 511 1023
© 9204807167320 641287256 512 |
L | T 15. 1 17. 5 19. 1 21. —5
9. 2a17_§7_17§7ﬁa_§7_a$m3ﬁ - 5 \/Q 55
. K s . K , 1
1. 1,12358,13213455 13, ap= (-1 n>1 onvergens, 2+ onvergens. &
H e

15 an=(—1)y"*""2n>1  17. ay=n®—1,n>1 27. Divergens 29. o

" 31. Konvergens, 2/9 33. Konvergens, 3/2
19. ap=dn—3,n>1 21, gy = EEDT sy onvergens. 2/ onvergens. 3/

35. Divergens 37. Divergens
23. Konvergens, 2 25. Konvergens, —1 39. Konvergens, % n _
27. Konvergens, —5 29. Divergens
31. Divergens 33. Konvergens, % 41. a=1, r=—x halx| <1, akkor 1/(1 +x)-hez konvergal
35. Konvergens, 0 37. Konvergens, V2 43. a=3,r=(x—1)/2, haxe (-1,3), akkor 6/(3 —x)-hez
39. Konvergens, 1 41. Konvergens, 0 tart
43. Konvergens, 0 45. Konvergens, 0 45. |x| < %7 ﬁ 47. -2<x<0, 2+x
7
47. Konvergens, 1 49. Konvergens, e 49. x#£ (2k+ )T T kegész szim; 1 ;mx
51. Konvergens, 1 53. Konvergens, 1 51 23/99 3. 7/9
55. Divergens 57. Konvergens, 4 55' ) {5 57° 4{333 - 300
59. Konvergens, 0 61. Divergens - 1/ o | /
-1 2/3 59. (a —_ e,
63. Konvergens, e 65. Konvergens, e (a) nzz—z nt ) (nt5) (b) Z nr2) n+3)
67. Konvergens, x, (x > 0) 69. Konvergens, 0 - |
. . (Y AN Ay
71. Konvergens, 1 73. Konvergens, 1/2 (c) ng, n—3)(n_2)
75. Konvergens, 7/2 77. Konvergens, 0
79. Konvergens, 0 81. Konvergens, 1/2 69. (a)r=3/5, (b)r=-3/10
_on—2
83. Konvergens, 0 85. x,=2" 71 |r| <1, i+32r 73. 28m 75. 8m?2
— 42 _ ~
87. (a) f(x)=x>—2, V2~ 1,414213562, 7. @) 3(4)" n
(b) f(x)=tg(x)—1, /4 ~0,7853981635, 5

Ap=A+A+ 1 (Ha+. . + 1" "4
(©) f(x)=e¢", divergens (b) ﬁ +34+3(5) A+ +3(5) ;
A=F, limA, =2V3/5

89. (b)1

97. Novekvd, korlatos 99. Korlatos . , o
11.3. Az integralkritérium

101. Konvergens, Weierstrass tétele

103. Konvergens, Weierstrass tétele 1. Konvergens: mértani sor, r = % <1
105. Divergens, definicid 109. Konvergens 3 i 0
111. Konvergens - Divergens: . 1 =17
121.N =692, a, =+/0,5, L=1 5. Divergens: p-sor, p < 1
123.N =65, a,=0,9", L=0 7. Konvergens: mértani sor, r = % <1
125. (b) V3 9. Divergens: integralkritérium
11. Konvergens: mértani sor, r =2/3 < 1
11.2. Vegtelen sorok 13. Divergens: integralkritérium
. 201 - (1/3)") \ 15. Divergens: lim, e % #0
e O

! —(1/3) 17. Divergens: lim,—.c(y/n/Inn) # 0

3. 5, = —(=1/2)" 2/3 19. Divergens: mértani sor, r = ﬁ >1
1= (=12
1 1 1 21. Konvergens: integralkritérium
5. sn= 2 n+422 23. Divergens: n-edik tag
1 1 1 4 25. K e Alkritéri
7 1l m o — — — - . Konvergens: integralkritérium
4 + 16 64 Feen 5

0 7 . 7 . 7 . 7 27. Konvergens: integralkritérium

4 16 64 73 29. Konvergens: integralkritérium

5 1 5 1 5 1 23
. T4 Z4- e L= 3. a=1 33. (b)kb. 41,55  35. Igaz

11 (5+1)+<2+3)+<4+9)+(8+27>+ 5 g
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11.4. Osszehasonlité kritériumok

Divergens, vo. Y.(1//n)

Konvergens, vo. Y (1/2")

Divergens: vo. n-edik tagok sorozata
Konvergens: (ﬁ)" <(£)'= (%)n
Divergens: vo. Y.(1/n)

11. Konvergens: vo. ¥(1/n?)

13. Divergens: vo. Y(1/n)

15. Divergens: vo. Y.(1/n)

17. Divergens: integralkritérium

19. Konvergens: vo. Y.(/n3/?)

.1 1
21. Konvergens: 5 < 55

L ;W=

1 1
T S 3T

25. Divergens: vo. Y.(1/n)
27. Konvergens: vo. lim(1/n?)

/2
Piny

23. Konvergens:

29. Konvergens: 298" <
T

31. Konvergens: vé. Y'(1/n%)
33. Divergens: vo. Y.(1/n)
35. Konvergens: vo. Y(1/n%)

11.5. A hanyados- és a gyokkritérium

1. Konvergens: hdnyadoskritérium
3. Divergens: hanyadoskritérium

5. Konvergens: hanyadoskritérium
7. Konvergens: vo. Y.(3/(1,25)")

9. Divergens: ,}520 (1 — %)n =e 340
11. Konvergens: v6. ¥(1/n?)

13. Divergens: v6. Y(1/(2n))

15. Divergens: vo. Y.(1/n)

17. Konvergens: hanyadoskritérium
19. Konvergens: gyokkritérium

21. Konvergens: gyokkritérium

23. Konvergens: gyokkritérium

25. Konvergens: vo. Y (1/n%)

27. Konvergens: hanyadoskritérium
29. Divergens: hanyadoskritérium

31. Konvergens: hanyadoskritérium
33. Konvergens: hanyadoskritérium
35. Divergens: a, = (%)Un! — 1
37. Konvergens: hanyadoskritérium
39. Divergens: gyokkritérium
41. Konvergens: gyokkritérium

43. Konvergens: hanyadoskritérium

47. Igen

11.6. Alternalo sorok, abszolut és
feltételes konvergencia

1. Konvergens: 16. Tétel
3. Divergens: a, /0
5. Konvergens: 16. Tétel
7. Divergens: a, — %
9. Konvergens: 16. Tétel

11. Abszolit konveergens: a tagok abszolutértékei mértani sort
alkotnak

o

1
13. Feltételesen konvergens: 1/y/n — 0, de Z N divergens

n=1

o

15. Abszolit konvergens: vo. Z (1/n%)

n=1

=

17. Feltételesen konvergens: 1/(n+3) — 0, de Z

n=1"

diver-

gens (V0. i (1/n))
n=1

19. Divergens: % —1

21. Feltételesen konvergens: (ni2 + %) —0,
de (14n)/n> > 1/n.

23. Abszolit konvergens: hanyadoskritérium
25. Abszolut konvergens: integralkritérium
27. Divergens: a, /0

29. Abszolut konvergens: hanyadoskritérium

1
n24+2n+1

1
)

31. Abszolit konvergens: <

cosnm | _ ‘(*1)"+1

ny/n

33. Abszolut konvergens: S| = ,13% (konver-

gens p-sor)
35. Abszolit konvergens: gyokkritérium
37. Divergens: a, — oo
39. Feltételesen konvergens:
Vn+1—yn=1/(y/n++/n+1) — 0, de a tagok abszolitérté-
keibdl ll6 sor divergens (vo. Y (1/+/n))
41. Divergens: a, — 1/2#0
2¢" 2" _ 2

“ . _ 2 _ _
43. Abszolut konvergens: sechn = e T A o = o

az utébbi konvergens mértani sor tagja
45. |hiba| < 0,2

47. |hiba| <2-107!1

49. 0,54030

51. (@) ap > apq, (b) —1/2
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11.7. Hatvanysorok

1
3
5.
7
9

11.
13.
15.
17.
19.
21.
23.
25.
27.
29.
31.

@l, —-1<x<l1, (b)—1<x<1, (c)sehol sem
@1/4, —1/2<x<0, (b) —1/2 <x <0, (c)sehol sem
(a) 10, —8 <x < 12, (b) —8 <x < 12, (c) sehol sem
@l, —-I<x<l1, (b)—1<x<1, (c)sehol sem

(@a)3, -3<x<3, (b) -3 <x<3, (¢)sehol sem

(a) oo, minden x-re, (b) minden x-re, (c) sehol sem

(a) oo, minden x-re, (b) minden x-re, (c¢) sehol sem

@l —-1<x<I, b)-l<x<l, (x=-1

(@5, -8<x<2, (b) -8 <x<2, (c)sehol sem

(@) 3, -3<x<3, (b) -3 <x<3, (c)sehol sem

@l, —l<x<l, (b)—1<x<1, (c)sehol sem

@) 0, x=0, (b)x=0, (c) sehol sem

@2, —4<x<0, (b)—4<x<0, (c)x=0

@l, —-1<x<1, (b)—1<x<1, (c)sehol sem

(@ 1/4,1<x<3/2, (b)1<x<3/2, (c)sehol sem
(@1, (-1 ), (b) (1

—m) <x<(l— —m) <x<(l—m),

e)x=—-1—-m

33.
3s.
37.
39.
41.

43.

—1<x<3,4/(3+2x—x%)
0<x<16,2/(4—/x)
—V2<x<V2,3/(2—x?)
l<x<52/(x—1); 1<x<5, —2/(x—1)2

(a) cosx:l—’é——i—x4

konv.

10 .
%+ 8' — {or + ... minden x-re

Ul

(b)és (¢) 2x— 5 4 270 200 4 200 2l

1728 31x10 T T
@ % +12+45+2520+14175’ -3 <x<j3

2t 178 6

11.8. Taylor- és Maclaurin-sorok

1.

Po(x)zo,

Pi(x)=x—1, P(x)=(x—1) = 3(x—1)%,

P =@x—1)—ta—12+1x-1)3

Po(x) =3, Pi(x)=3—1(x-2),
P(x)=45-tx-2)+1(x-2)2

P(x) =5 —1(x-2)+1(x-2)% - L(x—2)
Po(x)zg,

AW = 242 (v ),

P =242 (= §) =2 (- §)%
BW=E+2 (-5 ¢ (-5 - -5
Py(x) =2, Pi(x)=2+1(x—4),
Pz(x):2+%(x—4)—&(x—4)2,
Px)=2+3(x—4) - L (x—4)2+ 5 (x—4)?
o (_ )n 2 3 4

11.

13.

17.

19.
21.
23.

25.

33.
35.
37.

11. fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 509
Z(fl)"x”:17x+x27x3+...
n=0
oo ¢ 1\n32n+1,2n+1 fd ny2n
ZM 15. 7- Z xz
o (2n+1)!
i x2n
&= (2n)!
=28 —5x+4
8+10(x—2) +6(x—2)% + (x—2)3
21 —36(x+2) +25(x+2)> —8(x+2)% + (x+2)*
) o 2

e
Y —1)'(n+1)(x—1)" 27 Zﬁ(x—Z)"
n=0 n=0"""

() =0, Q(x) = —x*/2
Lix)=1, Q(x) =1+x%/2
(W)= 0()=x

11.9. A Taylor-sorok konvergenciaja,

Taylor tétele

o0 (_Sx)n 52 2 53 3
TR T

) 5(_1)n(_x)2n+1 _ o 5(_1)n+1x2n+1 _
3 n;) (2n+1)! —EO (2n+1)!

56 5% 547

= +?‘?+7‘
- x—|—1)
5. Z
n=0
o n+1 3 4 5
Ty =k
= ! 3!
S = A e L
= () 41 6! 8 10!
2.3 4x5 6.7 o 2n 2n+1
=X T X
W x— e~ + 2
2! 4! =
o (1) (20>
13. 1+ =
ngb 2-(2n)!
! (2x)? +(ZX)4 (2x)°  (20°
To2.20 2.4 2.6 0 2-8!
15. xZZ(Zx)”:x2+2x3+4x4+...
n=0
17. Yo = 1420437 400+
n=1
19. |x| <0,06'/° <0,56968
21. |hiba| < (1073)3/6 < 1,67-1071%, 1073 <x <0
23. |hiba| < (3%1).0,13/6 < 1,87-10~*
25. 0,000293653 27. |x| < 0,02
31. sinx, x=0,1, sin(0,1) 33. arctgx, x=1/3
35. ¢“sinx =x+x2 —I—f——o—%...
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3. (@) 0) =1 +hke+ 12 b)ha0 <x< 10071/ 3 fw-Y 20 o
— n
49. (a) —1, (b) (1/v2)(1+i), (¢) —i , !
53. x+x2+%x3—%x5...,minden x-re konvergens ok
75"_

11.10. Hatvanysorok alkalmazasa

Lo1+3-%+5 30 1+ lxt 3+ 300 oz T
5. l-x4¥ ¥ 7. 1-% 4R 50 3t
1 1 1
9. 1 + Z - W + @ .
1L (1+x)* =1+4x+6x2 +4x3 +x*
( ) 5 -1 (1 & cos(nx) & nsin(nx)
13, (1—2x)3 =1—6x4 1247 — 85 . p §+n§ 211 —n; 2
15. y= y (_l)nx”—e_" 17 y—i(x”/n')—e”fl A
n=0 n! n=1 600
500
_ P TN 400 -
19. y ;(x /n)=¢ —x—1 ool
5 200 -
< x ! 2/ - 2 100
21 y= =/ 23 y=Y 2" = . . .
r;) 2"n! ngo I—x 0 T T 3 2ar *
o x2n+1 | ? | = : 1
25. y:ngb(Zn—l—l)! = shx 7. f(x):icosx—i— E,,:zn( r—;(—_l) )sinnx
e (_ 1 )n+1x2n y
27. y=24x-2y) —F————
ngl (2n)!
1
oo 2n 0 2n+1
X X
29, y=x—-2) ———-3) ———
e n;)(zn)! Eo(znﬂ)!
4 5 7 8 9 Il Il Il x
3. y=at+bvt g —§5 - 85— gor +3fs + 1850 A N A
33. 0,00267 35. 0,1
37. 0,0999444611 39. 0,100001 b
7 11
41 1/(13-6!)~0,00011 43, § — A 42
£ _x 2,
4. @ 71 Gyakorlé feladatok
2 4 6 8 32
b 535+ —Fgt -+ 50m o
1. Konvergens, a hatarérték 1
47. 1/2 49. —1/24 5L 1/3 53. -1 3. Konvergens, a hatdrérték —1
55. 2 3 59. 5500 t?g 61. 4tag 5. Divergens
3 5 . P
63. (a) x+% + 350 + 7iz, konvergenciasugar = 1 7. Konvergens, a hatdrérték 0
7
b) §F—x— % + % -3 9. Konvergens, a hatarérték 1
65. 1—2xv13:2 4+ 11. Konvergens, a hatarérték e >
71. (0)3/4 13. Konvergens, a hatarérték 3
15. Konvergens, a hatarérték In2
. 17. Divergens 19. 1/6
11.11. FOlll'lel'-SOI'Ok 21. 3/2 23. e/(e _ 1)
L (=1 25. Divergens 27. Feltételesen konvergens
. x) =
y 29. Feltételesen konvergens 31. Abszolit konvergens
33. Abszolit konvergens 35. Abszolit konvergens
, 37. Abszolit konvergens 39. Abszolit konvergens
41. (@)3, —7<x<-1, (b)-7<x<—-1, (©x=-7
43. (a)1/3,0<x<2/3, (b)0<x<2/3, (c)nincs ilyen
0 g ” 37” 2w 45. (a) o, minden x, (b) minden x, (c) nincs ilyen
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47. (a) V3, =3 <x <3, (b) —v3 <x<+/3, (c) nincs

ilyen

49. (a)e, —e<x<e, (b) —e<x<e, (c)iireshalmaz

5Ll 4,3 83 sinm 0 55 ¢, In2,2
- > (1) 2n+1,2n+1
5. 5o s9. y DT
P = (2n+1)!
o 5 U o 3 (B2
Z " (2n)! o
2 3
65. 2 G+ HE 42
67. - -3+ L(x-3)2-Lx-3)7
I (_1)n+1 B
69. y— ¥=—e
oo —1 n2n _
1. y:320%x":3e a
=

73. y=—1-x+2) («"/n!)=2¢"—3x—3
n=2

75. y=1+x+2) (x"/n!)=2¢"—1—x

n=0
77. 0,4849171431 79. ~0,4872223583
81. 7/2 83. 1/12
85. -2 87. r=-3,5=9/2

89. (b) |hiba| < |sin(1/42)| < 0,02381, a becslés alsd, mivel a
maradék pozitiv

91. 2/3

93. In (%), a sor Osszege ln%
95. (@)oo, (b)a=1,0=0
97. Konvergal

I & 2sin((2n—1)x)
105.5-) =0 1,

= (2n-D)=m
y
1
S e
2 2
= 4dcos((2n—1)x) 2sin((2n—1)x)
107
n; n(2n—1)2 n; 2n—1
y
g_
0 T 3‘71' I'n' *

SRR
|

Az anyag alaposabb elsajatitasat
segito tovabbi feladatok

Konvergens: 6sszehasonlité kritérium

Divergens: a tagokbdl 4ll6 sorozatra vonatkoz6 kritérium

1

3

5. Konvergens: ¢sszehasonlité kritérium

7. Divergens: a tagokbdl all6 sorozatra vonatkozo kritérium
9

. a=m/3-mal
s (- 5) -5 ) e )

11. a:0-vale"=1—|—x—|—’2ﬁ!—|—§+...

13. a=22m-vel

1 1 1
cosx=1— E(x—zzn)%rE(X—zzn)“— a(x—ZZn')6+...

15. Konvergens, a hatarérték b
17. n/2
25. a=2,1=-7/6

23. b=+1/5
29. (b) Igen

3s. (a)inx"_l, (b)6, () 1/q
n=1

37. (@) Ry=Coe M0 (1—ek0)/(1—¢ ko),
R =Cy(e0)/(1—e70) = Cy /(e — 1)

(b) Ry =1/e~0,368,
Rigp =R(1—e"'9) ~ R-0,9999546 ~ 0,58195,
R~0,58198, 0 < (R—Rjg)/R < 0,0001

(¢c) 7

12. fejezet

12.1. Haromdimenzios
koordinata-rendszerek

1. A (2,3,0) ponton dtmend egyenes parhuzamos a z-tengely-
lyel.

3. Az x-tengely

5. Az xy-sik x2 4 y% = 4 kore.

7. Az x?+z% = 4 Kor az xz-sikon.
9. Azy?+z% =1 Kkér az yz-sikon.
11. Az x4 y* = 16 kor az xy-sikon.

13. (a) Az xy-sik els6 siknegyede.
(b) Az xy-sik negyedik siknegyede.

15. (a) Az origé kozéppontd, 1 sugard gombtest.

(b) Az 6sszes olyan pont, amely 1-nél nagyobb tdvolsagra
van az orig6tol.

17. (a) Az 1 sugard, origd kdzéppontu fels6 félgomb.
(b) Az 1 sugart, origd kozéppontu felsd félgombtest.
19. (@x=3 (Mb)y=—-1 (¢)z=-2
2. @z=1 (b)x=3 (©y=-1
23. (a) ¥+ (y—2)2=4,2=0
b)) (y-2)+2=4,x=0
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() X*+2=4,y=2

25. (@y=3,z=—-1 (bx=1z=-1 ()x=1,y=3
27. x2+y2+zz=25,z:3
29, 0<z<1

3B.o@E—1)2+G-1)2+(z-1)2<1
b) (x—12+-1)2+(z-1)?%>1

35. 3 37. 7
41. C(-2,0,2),a=2v2

43. C(V2,vV2,—V2),a=V2

45. (x—1)2+(y—2)>2+(z-32=14

31. z<0

39. 23

47, (x4+2)24+y*+2=3
49. C(-2,0,2),a=+/8

1 c(-hh1)am 2

44 4 4

53 (@) \V)2+22 (D) Va2H2 (0) /a2 +y?
55. V17+33+6

12.2. Vektorok

L (@ (9,-6) (b)3VI3
3. @(1,3) B)VIO
5. (@) (12,—19) (b) /505

1. (a)<§,—> (b)—7

9. (1,-4) 1. (-2,-3)

1 V3 V31
13. <—2,2> 15. <—2,_2>
17. (=3,2,-1) 19. (-3,16,0) 21. (3,5,-8)

23. v vizszintes, w fiiggbleges vektor, u 45° szoget zér be a viz-
szintessel. A vektorokat méretardnyosan kell megrajzolni.

v

(a) (b)

u+v+w

-V

© \ @ .

2,1, 2

27. 5(k)

3. (@2 (b)—V3k (0 %j+§k (d) 6i —2j + 3k

33. 12i — 5k)

7
el

4 1
35. (a) —n+—J——k (b) (1/2,3,5/2
53 5 s (1/ /2)
1 1 1 579
37. () ——i——j——=k ()=, =
()\/g NG ()(222>
39. A(4,-3,5) 41. a—% b:% 43. 5/3i, 5k
45. = (—338,095,725,046)
47. (a) (5c0s60°,5sin60°) = (;,5\2@)

(b) (5¢c0s60° +10c0s315°,5sin60° + 10sin315°) =
B <5+10\/§ sﬁ—m\/i>

2 ’ 2

49. (a)%i+%j—3k b i+j—k (0)(2.2,1)

12.3. Skalarszorzat
1. @ -2555 (-1 (-5 (d)—2i+4j—>5k

3. (a)25,15,5 (b)% (c)g (d)é(lOi—l—llj—Zk)

2 1, ..
S@LVEYE B2 © = @ (-3
10++v17
7. —V17,26, —_
(a) 1 17,26, 21 (b) 7536
10++17 10+V17 _, .
© —— e d ———— /2—6(51+J)

9. 0,75 radidn 11. 1,77 radian

1
13. Az A csucsndl 1év6 szog = arccos (—) = 63,435 fok, a

V5
3
B csticsnél 16v6 szog = cos ™! <§) ~ 53,130 fok, a C cstcsnl

1
16v3 sz6g = cos ™! (7> A~ 63,435 fok.
£ NG

3. 3, 3. 3,

14, 28, 14 10, 16, 22

21. Kétegyenld hosszisagu vektor 6sszege mindig merSleges a
kiilonbségiikre, amint az a (vi +v7)- (Vi — V) = V{-V| + V2V —
—V1-Va —V3-V5 = |v|> — |v2|? = 0 azonossagbél lthaté.

27. A vizszintes Osszetevs ~ 396 m/s, a fligg6leges Osszetevs
~ 55 m/s.

29. (a) Mivel |cosB| < 1, ezért
[u-v| = [u] [v[[cos O] < [u][v|(1) = |u]|v].

(b) EgyenlGséget akkor kapunk, ha |cos 8] = 1 vagy ha u
és v legalabb egyike nulla. Ha a vektorok nem nulldk, akkor
egyenléséget 6 = 0 vagy 7 esetén kapunk, azaz amikor a
vektorok parhuzamosak.
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31. a
35 xt12y=4 37, —2xty=-3
¥ y
i+ /
l_
i+2) s x
3 ) 0 3
2
x+2y=4
2x4y=-
ol .
3
39, x+y=-1 41. 2x—y=0
y y
o) Al P(1,2)
2x-y=0
=] i
X+y=-— —i - 2j
_1\ e
43. 5] 45. 34641 47. %
49. 2 51. 0,14
53. %és 27” minden pontra.

55. (0,0)-ban Z: (1,1)-ben ¥ és

3
7

12.4. Vektorialis szorzat

1. |uxv| =3, az irdny %i—i— %j + %k; |[v x u| = 3, az irdny

2 1: 2

3. |uxv| =0, az irdny nincs meghatdrozva; |v x u| =0, az

irdny nincs meghatdrozva.

5. |uxv|=6,azirdny —k; |v x u| = 6, az irdny k.

7. |uxv|=6v/5,aziriny %if %k; |v x u| = 6v/3, az irdny

i+k

L:, 2
——i+ —==k.
it
Z
9. 11.
ixj=k i-j+k
|
|
|
. | S
J
|
i 1/,7
7k
X
Z
13.
S5 o !
7 i+ //
7 e
_____ . 7/
x 2k

15. (@)2v6 (b) i\i@(Zi—f—j +Kk)

17 @ % ) +25-)

19. 8

21. 7

23. (a)Egyiksem (b)uésw

25. 10/3 Nm.
27. (a) Igaz (b) Nem mindig igaz
(c) Igaz (d) Igaz
(e) Nem mindig igaz (f) Igaz
(g) Igaz (h) Igaz
29. (a) projyu= y¥v (b) fuxv
(¢) £(uxv)xw d) [(uxv)w|

31. (a)igen (b)nem (c)igen (d)nem

33. Nem, v-nek nem feltétleniil kell egyenlének lennie w-vel.
Példaul,i+j# —i+j,deix (i+j)=ixi+ixj=0+k=Kkés
ix(—i+j)=—-ixi+ixj=0+k=k

35. 2 37. 13 39. 1172 41. 2572
43. Ha A =aji+ayjés B = bi+ byj, akkor
i j k
AxB=la; a O:Z1 ZZk
by by 0 P
és a hdromszog teriilete:
1 llay ay
“|a B’:if .
2‘ x 21by by

A + elgjelet kell haszndlni, ha az xy-sikon a A-tél B felé mutaté
irdnyitott sz0g az 6ramutaté jardsdval ellentétes, és a — elGjelet,
ha az édramutaté jardsdval azonos irdnyu.

12.5. Egyenesek és sikok a térben
x=3+4+t,y=—4+t,z=—1+t

x=—-2+5t,y=5,7z=3-5t

1
3
5. x=0,y=2t,z=t
7. x=1,y=1,z=1+¢
9

x=t,y=-T4+2t,z=2t

11. x=1t,y=0,z=0

13 x=t,y=t,2=31,0<1<1

0,0,0)
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17. x=0,y=1-2t,z=1,0<tr <1
Z

©O,-1,1) 0,1, 1)

x

19. x=2-2t,y=2t,z=2-2t,0<r <1
Z

(2,0,2)

|
|
| (0,2,0)
|
|

21. 3x—2y—z=-3
25. x+3y+4z=34

23. 7x—5y—4z=6
27. (1,2,3), —=20x+ 12y +z=7

29. y+z=3 3. x—y+z=0  33. 230

35. 0 37. W2 39. 3

41. 19/5 43. 5/3 45. 9/\/41
47. /4 49. 1,76 radidn 51. 0,82 radidn

53. (3,-3.0) 55. (1,1,0)

57. x=1—-t,y=1+t,z=-1

59. x=4,y=3+6t,z=1+3¢

61. L1 metszi L2-t; L2 parhuzamos L3-mal; L1 és L3 kitérSk.

63. x=2+42t,y=—-4—t,z=T7+31;
x==-2—-t,y==-24+(1/2)t,z=1-(3/2)t

65. (0,—3,-3),(-1,0,-3), (1,—1,0)
69. Tobb vdlasz lehetséges. Az egyik: x+y=3és2y+z="17.
71. (x/a)+ (y/b) + (z/c) = 1 az sszes sikot leirja az origén

atmend sikok és a koordindtatengelyekkel parhuzamos sikok ki-
vételével.

12.6. Hengerek és masodrendi
feliiletek

1. (d) ellipszoid 3. (a) henger
5. (1) hiperbolikus paraboloid 7.  (b) henger
11. (h) kdp

9. (k) hiperbolikus paraboloid

z

13.
™~

17.

21.

25.

29.

33.

4x? 4972 = 9y?

31. s

35.
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61 o +4y? + 72 =36 63 ¥ +yr-162=16
. 2 .

37.

65. 67.

41.
z z

69. 71. 1,2

442 —4xt=4

y —~

73. X 75, MCrIer=ed
45. I

<

49. o
77. () Z0) )8 (o) dmabe

81. Csticspont: (O,yl,cy%/bz),
fokusz: (0,y1,c(y3/b?) —a*/(4c))

Gyakorlo feladatok
1. (a)(—17,32) (b) 1313
53. 3. (@ (6,-8) ()10
3 1

5. <— 5= §> (az 6ramutat6 jarasaval ellentétes forgasiranyt
feltételezve)

7 <L _L>
' V1T V1T
9. A hosszisdg =2, az irdny %H— ﬁj.

11. v(n/2) =2(—i)

13. A hossziisag = 7, az irdny %i - %j + gk.

8 :+ 2 :, 8
/ 15. ﬁl_ﬁj—i_ﬁk
1677492 =4 17. |v|=v2, |u/=3, vu=uv=3 vxu=—2i+2j—k,
99 _ _ 1Y\_z
uxv=2i 2.]+k,|v><u|—3,9—arccos(ﬂ)—4,

/ ! |u|cos 6 = %, projvu = 3 (i+3j)
. 19. $(2i+j—k)—1(5i+j+11k)

57.
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21. uxv=k A 75.
ix@+j=k
y
i+j

23. 27 25. (a)V14 (b) 1
29. \/78/3 31 x=1-3t,y=2,2=3+Tt
3B.V2 3 udy+z=s 3. Oxrryrii=4 Az anyag alaposabb elsajatitasat
39. (0,—4,-3),(~1,0,-3), (1,—1,0) 41. n/3

segito tovabbi feladatok

43, x=-5+5t,y=3—t,z=-3¢t
1. (26,23,—1/3) 3. |F|=281.6N

45. (b)x=—12t,y=19/12+15t,z=1/6+6t 7. (@) BD—AD—AB (b)AP— %A_'B+%A_D

. 32.,23: 13
47. Igen, v parhuzamos a sikkal. 13 32i+Bj- Bk
49. 3 51. -3j+3k 15. (@) 0,0 (b) —10i—2j+ 6k —9i—2j+7k
2 e o2 7 (c) —4i—6j+2k,i—2j—4k (d) —10i— 10k, —12i—4j—8k
53. Z(5i—j—3k) 5. ($.4.7)

25. (a) [F| = Clm (1+):;;1 W) (b) igen
57. (1,-2,—1);x=1-56y=—2436,2= —1 +4

59. 20+ 7y+2:+10=0 13. ijEZEt

61. (a)nem (b)nem (c)nem (d)nem (e)igen

63. 11/y/107

13.1. Vektorfiiggvények

iy =4 Padyes
65. X +yz+ 67. 4. +4yz+ 4 ,
5 1. y=x"—-2x, v=i+2j, a=2j
i \é/ 3. y=2x, v=3i+4j, a=3i+8j
|
e s FL L V2 V2 V2 V2
. ﬂ . 42 27 2 27
2 IZE v=—j,a=-i
69 71 1 A

73.

0| T 2m

1, 2, 2
9. v=i+42tj+2k, a=2j, sebesség: 3, irdny: §i+ §j+ gk,
1, 2, 2
1)=3(zi+zj+zk
v(1) (314-3,]4-3 )
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11. v=(—2sint)i+ (3cost)j+4k, a= (—2cost)i— (3sint)j,
sebesség: 21/5, irdny: (—1/\@) i+ (2/\5) k,
v(n/2) =2V5 [(—1/\@) i+ (2/\6) k]

2 -2
13. v=|— |i+2j+tk,a=| — |i+2j+k
v <t+1)1+ Jt+1tk, a ((t+1)2)1+ )+ K,

1 2
sebesség: /6, irdny: —i+ —j+ —Kk,
1 2 1
v(l)=V6 —i+—'+—k)
W =vo( i+ e+ e
15. n/2 17. ©/2

19. 1=0, 7,27 21, (1/4)i+7j+(3/2)k
23. <n+22ﬂ)j+2k 25.

_— -2 —
217. l'(l) = <T+l)i+ (T +2>j+ <T +3)k

29. r(t) = ((t+1)3/271)i+(fe_’+1)j+(ln(t+1)+1)k

(In4)i+ (In4)j+ (In2)k

31. r(t) = 8ti+ 8tj+ (— 16>+ 100)k
33. x=t,y=—1,z=1+¢

35. x=at,y=a, z=2nb+ bt
37. (a) (i): konstans 1

(b) (i): konstans 2  (ii): igen

(ii):igen  (iii): v~ (iv): igen

(iii): v (iv): igen

(¢) (i): konstans 1 (ii): igen  (iii): v~ (iv): nem, a
(0,—1)-bdl
(d) (i): konstans 1  (ii):igen  (iii): ~ (iv): igen

(e) (i): valtozé (ii): nem

3 6 1 2
39, 1‘([) = <El2+\/ﬁt+l>i+ <§t2+ﬁt*2>j+
1 2
+ <7t2+7t+3>k:

>iil): v (iv): igen

20 Ty
= (5%1) (3i—j+k)+ (i+2j+3K)

41. v=2V5i+5j

43. max|v| =3, min|v| =2, max|a] =3, min|a] =2

13.2. Egy lovedék roppalyajanak
leirasa

1. 50s

3. (a)72,2s,2551lm (b) 4020 m (c) 6378 m
5. t=~2,1395,x~19,96 m

7. (@)vop~9,9m/s
9. 849 m/s

11. A golflabda nekimegy a fanak.

(b) o =~ 18,4° vagy @ ~ 71,6°

13. (a) 45,4 m/s (b)2,25s
15. 39,9° vagy 50,7° 17. 142 m/s
21. 1,925,22,5m 23. 122m,2,38 m/s

25. vp-nak feleznie kell az AOR szoget.

27. (a) Feltéve, hogy az x = 0 helyen torténik az iités:
r(t) = (x(1))i+ (1) . ahol
x(t) = ((10,67) cos27°)r és
y(t) = 1,224 ((10,67)sin27°)t — (4,9)¢2.

(b) =~ 0,497 méasodpercnél, a maximalis magassig
~242m.

(¢) Alabdar~ 1,201 masodperc milva ~ 11,41 m tdvol-
sagra ér foldet.

(d) 7=~ 0,254 és t ~ 0,74 masodpercnél, amikor ~ 9 és
~ 4,38 méter tdvolsdgra van az iités helyétol.

(e) Igen, a megemelt hal¢ felett nem megy 4t a labda.
31 @) () = (x(1))i+ (). ahol
(1 - e*O»OS') (47¢0s20° — 5,36) és

47 ) (1 —e*O»OS’) (sin20°)+

" <09(;22) (1 —0,08r — e_O,OSI) _

(b) t~ 1,54 masodpercnél, a maximdlis magassig
~ 13,13 m.

(c) A labda r ~ 3,2 mdsodperc milva ~ 109,8 m tavol-
sagra ér foldet.

(d) 7~0,88ést~ 2,21 masodpercnél, amikor ~ 33,1 és
~ 78,6 méter tavolsdgra van az iités helyétol.

(e) Nem. Legaldbb 3,9 m/s ersségli, az iitéssel egyezd
irdnyu széllokés sziikséges ahhoz, hogy a labda dtmenjen
a kerités felett.

13.3. Ivhossz és a normalt

érintovektor
2 .\, (2 . V5
1. T-(—gsmt>l+(§cost)‘]+7k, 3n

i+ k,
Vi+r V141 3

3
5. T = —(cost)j+ (sinr)k, 5

7. po (Sostmrsing), (sintrcost), (VA2

LA
2
9. (0,5,24m)
5
11. s(r)=5t, L= 77!

13, s(t)= V3 3, L= 34£

15. V2+1n (1+x/§)

© Typotex Kiadé
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17. (a) Ahenger x> +y> =1,asik x+z=1.
z
(b) és (c)

(e) L~ 7,64

2
(d)L:/\/l+sin2tdz
0

13.4. Gorbiilet és a normalt
fonormalis

1. T = (cost)i— (sint)j, N = (—sint)i— (cost)j, k¥ = cost

1 1 —t 1

3. T= i—i',Nzii_i',

Vite Vire Jite Vire

K:%

2(\/1—|—t2)

5. (b)cosx
_22[

7. (N ¢

= i+ j
V14 deH \/1+4e4’J
1
©N=—3 (Va—ri+ij)
i 4
9. T= 3COSti— 3S1ntj—i— —k, N = (—sin?)i— (cost)j,
5 5 5
_3
25

cost —sint cost +sint
1. T=(—— )i+ ————ij,
( V2 ) ( V2 >’
—cost — sint —sint + cost
N= i+ j,
( V2 ) ( V2 )J

K

K=
e2
RS B SR
' 2l VAR Vil Vel
1
K=
112 +1)3/2
1 t
15. T= i+ (th—)j
(ch(t/a))H_( )b
t 1
w1
N=( ta)H—(ch(t/a))J’
_or
~ ach¥(t/a)
19. 1/(20)
A
21. ( —5) 2 =1
2
23. K(x):7(1+4x2)3/2
B | sinx|
25. K(X)_ (1+COSZ)C)3/2

13.5. Torzio és a normalt binormalis

4 . (4. Y. 3 4
1. B—<§COSI)1—(§Slnt)_]—5k,T— 25

3. B=k =0 5. B=—k t=0
7. B=k t=0 9. a=|aN
4 25
11. a(l)=§T+TfN 13. a(0) =2N
T V2, V2, T V2, V2,

15 r(5) 7‘7*“7 (7)==

T 2 2 T

[P e
N(4) 2 ') 4
simuldsik: z=—1, normalsik: —x+y =0,

rektifikdld sik: x+y = /2

17. Igen. Ha az aut6 kanyarban halad (x # 0), akkor ay =
=k|v[>#0ésa#0.

2w (%))

23. x=1/t,p=t

29. v=(—18701, 0,7089, 1,000), |v|=2236l,
a=(—1,6960, —2,0307, 0), T =(—0,8364, 0,3170, 0,4472),
N = (—0,4143, —0,8998, —0,1369),

B = (0,3590, —0,2998, 0,8839),

kK =0,5060, T=02813, ar=0,7746, ay=2,5298

31. v=(2,0000, 0, 0,1629), |v| =2,0066,

a= (0, —1,0000, 0,0086), T = (0,9967, 0, 0,0812),

N = (—0,0007, —1,0000, 0,0086),

B = (0,0812, —0,0086, —0,9967),

K=02484, 7=-00411, ar=0,0007, ay=1,0000

13.6. Bolygomozgas és miitholdpalyak

1. T=932perc 3. a=6764km 5. D=06501km

7. (a) 42168 km (b) 35789 km
(¢) Syncom 3, GOES4 és Intelsat 5

9. a = 383200 km a Fold kozéppontjatdl, vagy koriilbeliil
376821 km a Fold felszinétdl.

11. 2,97 10719 sec?/m3, 9,902 - 10714 sec?/m3, 8,045 -
10712 sec?/m?3

Gyakorlé feladatok

2
ST
16 2

¥

2 v(Z
\2- (4) V2, 1)
/ a3 v0)
-4 0 T
-1 -‘/

At=0-ban:ar =0, ay =4, k =2;
T 7 4/2 42
At = —- : = — = — = —
t 1 ben: ar 3 ay 3 K 77
3. [Vlmx=1 5. «x=1/5 7. dy/dt=—x, ~

© Typotex Kiadé

© George B. Thomas, Jr.
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11. A silygoly6 a f61don van, koriilbeliil 19,05 méterre a dobds
helyétdl.

15. (a) 18,04 m/s (b) 22,73 m/s
19. kx=ms
bid 2 T 2
21. Z 1+16+ln<4+ 1+16)
2 2 1 1 1
23. T(O)==-i—-j+ =k 0)=—i+—j
0)=3zi-3i+3k N 21+ﬁ1,
1 1 4 V2 1
B0)=——<it+—=j+—=k k=—-, T=_
© 32 3\/5J 3v2 3 6
1 4 4 1
25. T(In2)= —i+—j, N(n2)=-——i+ —j,
(In2) V17 \/17'] (In2) V17 \/17'l
8
B(n2)=k, x=——, 1=0
(In2) 17+/17

27. a(0) = 10T +6N

1 1
29. T=|( —=cost |i— (sin?)j+ [ —=cost | Kk,
(Fgeose)i-tinais (5eou)
1 1
N=|———=sinz |i—(cost)j— [ —=sinz | K,
(- 7g9me 1= (o= (5m)

1 1 1
B=—i——k, x=—, 7=0
V2 V2 V2
31. /3
33. x=1+t, y=t, z=-t

35. 5971 km, 1,639-107 km?, a Fold 3,21%-a lthaté

Az anyag alaposabb elsajatitasat
segito tovabbi feladatok

1. (@r(@) = (,E,a +4t2> i+ (—20f + 100)j;

15
do ngh
. — =2
3 (a) dl 0=21 a2+b2
b2 b2
(b) 6= é; N LT g2 2
2(a?+b?) 2(a?+b?)
gbt
o) V()= —=—=—,
©YO= Vs 2
2
SN
i a2 rp? a? + b2

A B irdnyd komponens egyiitthat6ja 0.

d. . d .
7. (a) d—f =7cosO —rBsinb, d%) =7sin@ +r6cos O

d do
(b) d—: =Xcos 0 +ysin6, = —xisin@ +ycos 6

9. (a)a(l) =—9u, —6uy,
(b) 6,5 cm

v(1) = —u,+3ug

11. (c) v =iu, +rBug + 2Kk,
a=(i—r0?)u,+ (r0 +270)ug + 7k

14. fejezet

14.1. Tobbvaltozos fiiggvények

1. (a) Az xy-sik minden pontja (b) Minden valés (¢) Azy —x =
= ¢ egyenesek (d) Nincsenek hatarpontok (e) Nyilt is és zart is
(f) Nem korlatos

3. (a) Az xy-sik minden pontja (b) z > 0 (¢) f(x,y) =0-ra z
origd, f(x,y) # O-ra ellipszisek, nagytengelyiik az x-, kistenge-
lyiik az y-tengelyen (d) Nincsenek hatdrpontok (e) Nyilt is és zart
is (f) Nem korlétos

5. (a) Az xy-sik minden pontja (b) Minden valds (¢) f(x,y) =
= 0-ra az x- és y-tengely, f(x,y) # O-ra hiperboldk, amelyeknek
a koordinatatengelyek az aszimptotdik

(d) Nincsenek hatarpontok (e) Nyilt is és zart is (f) Nem korlatos

7. (a) Minden (x,y), amire fenndll x2 —I—y2 <l16()z>1/4
(c) Orig6 kozépponti korok négynél kisebb sugdrral (d) A hatar
az x> 4+ y* = 16 kér (e) Nyilt (f) Korlatos

9. (a) (x,y) # (0,0) (b) minden valds (c) Origd kozépponti
korok pozitiv sugarral (d) A hatdr egyetlen pont, (0,0) (e) Nyilt
(f) Nem korlétos

11. (a) Minden (x,y), amelyikre —1 <y—x <1 (b) —7/2 <
<z<m/2(c) y—x=calakid egyenesek, ahol —1 <c¢ <1(d) A
hatdr két egyenes: y = 1 +x, y = —1 +x (e) Zart (f) Nem korlatos

13. 15. (a) 17. (d)

19. (a) ; (b) A
z=4
z=1

z=0 N

z=1
z=4

21. (a) A =iy (D)

23. (a) =@ (b) A

z=-4

© Typotex Kiadé
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25. (a) 5 =iy (D) A

29. X2 +y2=10
31. arctgy-+arctgx = 2arctg /2

33. N 3s.
1
y
X w
[

fay=xr+y+ =1

37. R

fGy.2) Lo =1

fey, ) =x+z=1

/
’ @y )=z-x2—y*=1
y
41. /x—y—Inz=2 43. %:1112
45. Igen, 2000 47. 63 km

14.2. Hatarérték és folytonossag
magasabb dimenziéban

1. 512 3. 2v6 5 1 7. 112 9, 1
11. 0 13. 0 15. -1 17. 2 19. 1/4
21. 19/12 23. 2 25. 3

27. (a) Minden (x,y) (b) Minden (x,y), kivéve (0,0)
29. (a) Minden (x,y), kivéve, aholxy = 0 (b) Minden (x,y)
(

31. (a) Minden (x,,7)

(b) Minden (x,y,z), kivéve az P4+yr=1 henger belsejét
(

2),
33. (a) Minden (x,y,z) ahol z # 0
(b) Minden (x,y,2),

ahol x> +72 # 1

35.
37.
39.
41.
43.
49.

51.
57.
63.

Kozelitstink y = x, x > 0, ill. y = x, x < 0 mentén
Kozelitsiink y = kx? mentén, ahol k konstans
Kozelitsiink y = mx mentén, ahol m # —1 konstans

Kozelitsiink y = kx*> mentén, ahol k # 0 konstans

Nem 45. Alimesz 1 47. Alimesz 0
(@) f(x,y)|y=mx =sin26, ahol tgd =m

0 53. Nem létezik 55. /2
f(0,0)=In3 59. 6§=0,1 61. 6 =0,005
8§ =+/0,015 65. 0 =0,005

14.3. Parcialis derivaltak

11.

13.

15.

17.

19.

21.

23.
25.
27.

29.

31.

33.

35.
37.

39.

41.

43.

9f _ _ x if _ _ v

X /x2+y2’ y /x24y?
af _ -1 _ 9f _ _—I

dx T (xy)?? dy T (xhy)?
of _ —*~1 9f _ —x—1

dx — (xy—1)2’ dy — (xy—1)?
aIf _ A aIf _ A

dx > dy
af _ L df _ 1

dx — xty’> dy T xty
g—f = 2sin(x — 3y) cos(x — 3y),
3—5 = —6sin(x — 3y) cos(x — 3y),
3—f —yxy_1 g’; =x"Inx

fx :)’27 fy = 2xy7 fz =4z
fi=1 f=—y0?+2)7 V2 o= =202 +22)71/2

fe 12222’ Iy 1=y’ NE V=222

f _ 1 f _ 2 f _ 3
X xF2y+H3z0 SV T x42y+320 YT T x 2943z

fe = —2xe~ (WD) fy= 2y~ ()
= _2zef(x2+y2+zz)

fr=1/ch?®(x+2y+32), fy =2/ch®(x+2y+32),
fo=3/ch*(x+2y+32)

9 — _amsin(2m—a), I = sin(2m - a)

% =sin¢cosh, g—g = pcosPcosB, % = —psingsin®
WP(P7V767V7g) :V7 WV(P,V,(S,V,g) :P+ ‘;—‘;’
2

W5(P,V,8,v,8) = %5, Wu(PV,8,v,8) = Yo,
2

Wg(P,V,67V,g):—V2(Z’¥

9 _ I _ Pf_o Pf_

x_l—’_ya Ty—l‘i‘X, W_O7 TyZ_O’

Pf _ P _

dydx — dxdy —

@_ZX-‘- 98 _ 32 _sin + sin

ox Yy T yCOSX, ay—_x siny + sinux,

g _ )

32 =2y —ysinx, gy =X~ —cosy,
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14. fejezet kivalasztott feladatainak megoldasai 521

% = 2x+cosx
45, 9r— 1 or_ 1 Pr_ -1 Pr_ -l
Coodx T oxhy? dy T oxty? 92 T (x+y)E? 9yr T (x+y)??
I ) A |
dydx — dxdy — (x+y)?
47 dw _ 2 dw _ 3 Pw _ Pw —6
*dx T 2x+3y’ dy © 2x+3y’ dydx ~ dxdy ~ (2x+3y)?
19.
49. %—;V =2 +2xy° +3x%y*, ‘;—‘;’ = 2xy + 3x%y% +4x3y3,
2 2
% = gx(;"y?.y—l-6xy2+ 12x%y3
51. (a) x el6szor (b) y el6szor (¢) x eloszor
(d) x el6szor (e) y eldszor (a) y el6szor
53. f(1,2)=—13, fy(1,2) =-2
55. 12 57. -2
9A 9A A—b
59. da bcs‘ilnA’ 9b leg:inA 21.
_ 1
61. v, = (lnu)(?r‘l)v)fl
77. Igen
14.4. A lancszabaly wo |
L@ =0 (b %m=0 o
<@g =0 @\t = dw _ dwdx | dwdy _ dwdx .o 1 d
. ) 2. Gr=%at9 T =5 & mivel =0
3. @%=1, (b F3)=1 %:ﬂﬂ+@ﬂzﬂﬂ mivel‘[%:o
5. (a) 4 =drarctgr+1, () L (1)=m+1
7. (a) % =4cosvin(usinv) +4cosv,
g—i = —dusinvin(usinv) + %
(b) §= =v2(In2+2), $ = -2v2(In2-2))
9. @ Gr=dutdw Fr=24ul M) GE=3 Fr=3 g 2. %=i%=-3
du _ du _ Ju _ _—y _
11. (a) 55 =0, a; = (Z_Zy)z, %= oF 31. 33. 12 35. -7
du _ du _ du _
) 5 =0,5=15=-2 3. 39. —0,00005 Als
d dzdx | 9 d 45. é sin(—2),—2
B G=5%0+t5=a (=2),-2)
. 47. (a) Maximum (,4 ﬁ)-nél és (%fﬁ )-nél,

2 2
.. V2 2 1. 2 2 <
minimum (777 -nél és (-5, —5 ) -nél.

(b) Max.=6, Min.=2

X2
3x2
49. 2xx/x8+x3+/7dz
0 2Vt 4 %3

15. Qi
%j % 14.5. Iranymenti derivaltak és
z v
w gradiens vektor
1 A 3. 1 Vg=2i+]

/ y—x2=—1
S

17. <—1,0)'¥1 1
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5. Vf=3i+2j—4k 7. Vi=-%i+Bj- 3k
9. —4 11. 31/13 13. 3 15. 2

17. u= fﬁw %j, (Duf)p, = V2, —u= %if %j,
(Dfllf)Po - _\/i

19. u= 3\[ 3\[.] K, (Duf)p, = 3V3

—u=-— 3\[14-3\[]4- fk( —uf)p=-3V3

21. u:ﬁ(i+j+k), (Duf)p, = 2V/3, —u:—T( +j+k),
(D—uf)Po = —2\/3
23. vf= 2\/§1+2\/§J 25. Jy
> xy=-4 a
11 1 1 L1 Vf=-2i+2j i
\ B @.-2)
x2+y2=4 L y——x+2\/_
o T2 g Tl 2
27, w= i gk mu= - it Il

29. Nem, a valtozds maximdlis gyorsasdga /185 < 14

7
31. v

14.6. Erintésikok és differenciglok

1. @x+y+z=3Mb)x=14+2t,y=14+2t,z=1+2¢
3. @2x—z—-2=0Mb)x=2—-4t,y=0,z=2+2t

5. (@2wx+2y+z—4=0
b)x=2t,y=14+2t,z=2+t

7. @x+y+z—1=0Mb)x=t,y=1+t,z=t

9. 2x—z—-2=0 11. x—y+2z—1=0

13. x=1,y=14+2t,z=1-2¢

15. x=1-2t,y=1,z=}1+2

17. x=1+4+90t,y=1-90t,z=3

19. dlel%%w%QOOOS 21. dg=0

23. (a) 3 gin 3—§COSf 0,935
(b)\/§sm\f—cosf~1,87

25. (a) L(x,y)=1(b) L(x,y) =2x+2y—1

27. (a) L(x,y) =3x—4y+5 (b) L(x,y) =3x—4y+5

29. (@) L(x,y) =14+x() L(x,y)=—y+ 5

31. L(x,y)=7+x—6y;0,06 33. L(x,y)=x+y+1;0,08

35. L(x,y) = 14x;0,0222

37. (a) L(x,y,2) = 2x+2y+2173; (b) L(x,y,2) =y+z
(©) L(x,y,2) =

39. (a) L(x,y,z) = x; (b) L(x,y,2) = %x—i— \%y
(© L(x,,2) = 1x+ 3y + 32

41. (a) L(x,y,2) =2+x

(M)L(x,y,2) =x—y—z+5+1
(©) L(x,y,z) =x—y—z+ 5 +1

43. L(x,y,z) =2x—6y—2z+6;0,0024

45. L(x,y,z) =x+y—z—1;0,00135
47. Maximadlis becslési hiba < 0,31
49. Maximadlis hiba szdzalékban +4,83%

51. A két dimenzi6 koziil a kisebbnek kell tobb figyelmet szen-
telni, mert az eredményez nagyobb parcidlis derivaltat.

53. (a) 0,30% 55. f alegérzékenyebb d valtozdsara.
57. Q a h-beli véltozdsokra a legérzékenyebb.

61. —Z-nél — \[,0 -ndl 0; -nél -~ 3

14.7. Szélsoértékek és nyeregpontok

1.  f(-3,3) = —5, lokdlis minimum

3. f(3.%) =0, lok.max. 5. f(—2,1), nyeregpont
7. f (%, 2—9) nyeregpont 9. f(2,1), nyeregpont
11. f(2,-1)=—6,lok.min.  13. f(1,2), nyeregpont
15. f(0,0), nyeregpont

17. £(0,0), nyeregpont; f (—%,3) = 119 lok.min.

19. £(0,0) =0, lok.min.; f(1,—1), nyeregpont

21. £(0,0), nyeregpont; f (§,%) = — &}, lok.min.

23. f(0,0), nyeregpont; f(0,2) = —12, lok. min.;
f(=2,0) = —4, lok.max.; f(—2,2), nyeregpont

,0), nyeregpont; f(1,1) =2, f(—1,—1) = 2,lok.max.
,0) = —1, lok.max.

29. f(nm,0), nyeregpont; f(nm,0) = 0 minden n-re

31. Absz.max.: 1, (0,0)-nal; absz.min.: —5, (1,2)-nél

33. Absz.max.: 4, (0,2)-nél; absz.min.:0, (0,0)-nal

35. Absz.max.: 11, (0,-3)-nal; absz.min.:—10, (4,-2)-nél

37. Absz.max.: 4, (2,0)-ndl; absz.min.: 3‘[ (3,—%)-nél,
(3, 4) -nél, (1, —7) nél, (1,%)-ne]

39. a=-3,b=2

41. Legmelegebb: 214—° (,l’ @)-nél és (f%, fg)-nél; a
leghidegebb — 1, (},0)-ndl.

43. (a) £(0,0), nyeregpont (b) f(1,2), lok.min.

(c) f(1,-2), lok.min.; f(—1,—2), nyeregpont

0. (53.%)

53. (a) A félkoron max f = 2V2,t = 7 /4-nél, min f = —2,
t = m-nél. A negyedkoron max f = 22, 1= 7 /4-nél, min f =2,
t =0,7/2-nél.

(b) A félkoron max g =2, r = w/4-nél, min g = —2,¢t = 37w /4-
nél. A negyedkorén max g = Zﬁ, t = m/4-nél, min g =0,
t =0,7/2-nél.

(c) A félkoron max h = 8, r = 0-ndl, 7-nél, min h =4, 1 = 1 /2-
nél. A negyedkoron max i =8, t = 0-ndl, min h =4, = 7w /2-nél.

55. i) min f = —1/2,t = —1/2-nél; max nincs; ii) max f =0,
t = —1Inél, r = 0-ndl; min f = —1/2, t = —1/2-nél, iii) max
f=4,t=1-1nél; min f =0, t = 0-ndl.

71
57. y=—73 -3

59. y= %x+ésy‘x:4: %
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61. y=0,122x+3,59

1795
1790
1785
1780
1775
1770
1765
1760

Ev

1 1
=3 =3

(=3
aQ @

Kochel szamok

(b) y=0,0427K + 1764.,8 (c) 1780

14.8. Lagrange-multiplikatorok

1. (i%,%), (i%,—%) 339 5 (3,43V2)
7. (a)8(b) 64 9. r=2cmh=4cm

11. Hossz= 4v/2, szélesség= 3v2

13. f(0,0) = 0 min., f(2,4) =20 max.

15. Legalacsonyabb=0°, legmagasabb=125°

17. (%,2, g) 19. 1 2L (0,0,2),(0,0,~2)
23. f(1,-2,5) =30 max., f(—1,2,—5) = —30 min.
25. 333 27.

29. (+4/3,—4/3,—4/3) 31. U(8,14) =$128
33. f(2/3,4/3,-4/3)=% 35 (244)

37. Maximum=1+ 6+/3, (i\ffl) nél;
minimum=1 — 6+/3, (6, —/3,1)-nél

39. Max.=4, (0,0 2)-nél; min.=2, (v/2,4+/2,0)-ndl

14.9. Feltételes parcialis derivaltak

@O0M) 1+2z(c)1+2z

1

KA CY aP+aT (nR) (b) (VR)"'?TZT]
5. @5 bS5
7

(5:)y=cov0 (5), = i

14.10. Kétvaltozos Taylor-formula

1. Madsodfoku: x + xy; harmadfoku: x 4 xy + %xy2

3. Misodfoku: xy; harmadfoku: xy

5. Misodfokd: y+ 3 (2xy —y?);

harmadfoku: y + %(ny )+ %(3x2y —3xy> +2y%)

7. Mdsodf.: %(sz +2y?) = x> +y?; harmadf.: x> +y?
9. Misodfoki: 1 + (x4y)+ (x+)2

harmadfoki: 14 (x+y) + (x+y) + (x+y)?

11. Maisodfoki: 1 — fx — zy E(x,y) <0,00134

Gyakorl6 feladatok

1. Ertelmezési tartomdny: minden (x,y) ; értékkészlet: z > 0;
szintvonalak: ellipszisek, nagytengely az y-tengelyen, kistengely
az x-tengelyen

3. Ertelmezési tartomany: minden (x,y) amire x # 0, y # 0;
értékkészlet: z # 0; szintvonalak: hiperboldk, aszimptotdik az x-
és y-tengely

5. Ertelmezési tartomdny: minden (x,y,z) pont; értékkészlet:
minden valds szdm; szintfeliiletek: forgdsparaboloidok, tenge-
lyiik a z-tengely

z

J(x, . ~)=x2+y2—z=—1
vagy
z=x% +y +1

7Q>

7. FErtelmezési tartomany: minden (x,y,z), ahol (x,y,z) #
# (0,0,0); értékkészlet: pozitiv valds szamok; szintfeliiletek:
gombok, origd kozépponttal, pozitiv sugdrral.

l
x+y +27

x

h(x,y,z) = =1
vagy

x+y+z—1

Z

9. —2 11. 172 13. 1  15. Legyeny=rhkx? k#1

17. Nem; lim(, ) (0,0) f(x,y) nem létezik

=
I
|
<
2
=
[sa)
+
=
o
[*}
2]
(s

19. a—zcose—i—sme ==
d

J d
21, o 1 9f _ 1 7{__%

Ri — R} IR Ry’ ORy T R}
23, 9P _RT 9P _nT 9P _ nR 9P _ _ nRT
*dn VIR TV IT — V>V T V2

g g g _ 2 Pg _ g _ 1
5. 53 =000 =%y T o - 2

oxr T 9y?

P f _ 220 f o P _ P _
27. —30x+ Wa dy? — 7 dxdy T dydx =1
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29. 4 -
=

3. 9 =2, 9 =2-n
"(r9)=(m0) *lr9)=(m0)

33. %J; = —(sinl+cos2)(sinl)+
+ (cos 1 +cos2)(cos1) —2(sin1 +cos1)(sin2)

3. & -
=01
37. Leggyorsabb novekedés irdanya: u= —%i 2 53

leggyorsabb csokkenés irdnya: —u = @i—!— ‘2[,],

Duf= @;D_uf: *%;Du1f= — 15 ahol uy = “’7'

39. Leggyorsabb novekedés irdnya: u= 7i—|— Zj+ 7k

leggyorsabb csokkenés irdnya: —u = — —1 -5 j - —k
Duf=7;D_wf=-T;Dy f=17, aholu1 = IV\
41. n/V2
43. (@) fi(1,2)=£,(1,2) =2 (b) 14/5
45.
Cay+2=0 ;

Vil -1 n=J+2k

Vflo.0.0=i

K\)y

Vflo,-1,-1y=J-2k

47. Erintésik: 4x —y — 57 =4;

normdlegyenes: x =2+44¢,y=—1—t,z=1-5¢

49. 2y—z-2=0

51. FErint6: x4y = 7+ 1; normalegyenes: y = x — 7+ 1

Y y=—x+m+1

53 x=1-21,y=1,z=1/2+2

55. A vilasz |fi|, |fix]s |fyy|-ra megallapitott fels6 korlattdl
figg. Ha M = \/2/2, akkor |E| <0,0142. HaM = 1, |E| <0,02.
57. L(x,y,2) =y—3z, L(x,y,2) =x+y—z—1

59. Ugyeljiink nagyon az dtmérére.

61. dI = 0,038, %-os valtozasa I-nek: 15,83%, érzékenyebb a
fesziiltségre

63. qbf (a) 5%
65. lokalis minimum:—8, (—2,—2)-nél

67. Nyeregpont (0,0)-ndl, f(0,0) = 0; lok.max.:1/4,
(—1/2,—1/2)-nél

69. Nyeregpont (0,0)-ndl, f(0,0) = 0; lok.min.:—4, (0,2)-nél;
lok.max.:4, (—2,0)-ndl; nyeregpont (—2,2)-nél, f(—2,2) =0

71. Absz.max.: 28, (4,0)-ndl; absz.min.: —9/4, (3/2,0)-nal

73. Absz.max.: 18, (2,—2)-nél; absz.min.: —17/4, (=2,1/2)-
nél

75. Absz.max.: 8, (—2,0)-ndl; absz.min.: —1, (1,0)-ndl
77. Absz.max.: 4, (1,0)-ndl; absz.min.: —4, (0,—1)-nél

79. Absz.max.: 1, (0,£1)-nél és (1,0)-ndl; absz.min.: —1,
(—1,0)-ndl

81. Max.: 5, (0,1)-nél; min.:—1/3, (0,—1/3)-nal
1 A1

3)-nal,

L S T Y
)l

melyseg (bzv ) 1/3,

83. Max: /3, (\% —%,
min: —/3, (

&\H

1/3
85. Szélesség: (CZ—X

N~—

magassag: “a—v

\_/

87. Max.: 3 (%,ﬁ,ﬂ)-nél és (—%,—%,—ﬂ)-né];
min.: % (—%,%,—ﬂ)-nél és (%,—%,ﬂ)-n{:l

89. (a) (2y+x%2)e¥  (b) x%e” (y— 2%)
() (1+x%y)e

Iw _ Jdw _ sin@ dw dw Iw
91. W—cosﬂar 5 ae,ay—sme %6

97. (t,—1+4,1),1 valés

Az anyag alaposabb elsajatitasat
segit6 tovabbi feladatok

1. fy(0,0) =—1, £1x(0,0) =1
7. ©5 =12+ +P) 13 V=g
17. f(xy)=5+4,gxy)=5+3

19. y=2In|sinx|+1In2

21. (a)%(Zi-ﬁj) (b) \/z‘glw(98i—127j+58k)

202, .
23. w=e “"lsinzmx

15. fejezet

15.1. Kettos integral

1. 16 3. 1
y y
2 (3.2)
-1 1
0 3 * 1.-1 T a, -n
2
5. T +2 7. 8In8—16+e
y y
Ing8 (Inln 8, In 8)
(a, ) ;
ko
1 x=Iny
0‘ T * ] N
0 Inln8
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9. e-2 39. 3
y
y
(1.1
1
—x+y=1 x+y=1
R
a 1 *
3
1. 32 13. 16 15. —1/10 o o
17. 8 . 9. 21 =
u=sect
, . s | (@B 41. % 43. & 45. 16
- : 47. 20 49. 2(1+1n2) 51. 1
v=p v=-p
2 3 20v3
53. 7 55— 57. 23
O Q.-
59.

21 [ [ axay

61. T azon (x,y) pontok halmaza, amelyekre x> 4 2y* < 4

63. Nem, Fubini tétele szerint a két megoldasnak ugyanaz az

25. [f fin dxdy
y eredménye kell legyen.

eT- e

y=et 67. 0,603 69. 0,233
11— 1,1
S 15.2. Teriilet, nyomaték,
tomegkozéppont
29. 31. 2 , g PP
A mm Lo 33 dydx=2vagy J3 3 dxdy=2
y
y=x )
X 0 1;' * y=2-x
33. 35. 2 . 0 L x
\In 3 VIn 3, 2VIn 3
g A 3. 5. I ddy=1
T L 2.2
y=e
0 \In 3 * x 1
o] m2 *
37. 1/(80m)
X 7. 9. 12
y
0.0625 (0.5.0.0625)
yoyt 6F a3 (12,6)
0 0.5 * 5 TR
NEM MERETARANYOS
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3 2 3-3y/2 1-y/2—2/3 3 2-2z/3 1—y/2—z/3
1. 13. 3
7 / / / dxdzdy, / / / dxdydz.
“1.2,| 0 0 0 0 0 0
1 Mind a hat integral értéke 1.
y=1-x
S I ¥ 2 VASZ 8- —)?
“I e 5. / / / 1dzdxdy,
y=-3 2 VAT 2y?
2 VA 8—x2—y?
15. )0 (b) 2 17. & / / / ldzdxdy,
) 252
19. x=7,y=% 21 x=§,y=5/7 ApEgtis 2
2 s_ —

23. ¥=0,y=4/(37) 25. x=y=4a/(37) P B ldxdzd U ldxdzd
27, L=l =4mlo=81 29, x=—1y=1/4 / / / e y+// e
o . 2 4 _ g “2y _\ [y

3. Iy = qp5,Rc=24/7 33. x=3/8,y=17/16 § VE: VEB? 4 Vi ViR
35. x=11/3,y=14/27,1, =432,R, = 4 / / / 1dxdydz+/ / / ldxdydz,
B _ 4 8—z — 8717)/2 0 \/27 Z*y2
37. x=0,5=13/31,I, =7/5,R, = /21/31
F=0y=13/3L1L =7/5.R, / 2 8- B 24 Vori
39. x=0,5=7/10;I, = 9/10,1, = 3/10,Iy = 6/5; / / / 1dydzdx+// / 1 dydzdx
Ry= 31\0[’R 3?0[’R - i -2 4 B “2x% a2
41. 40000(1 — e 2)In7/2 ~ 43329 § VB VB 4 Ve VaE
/ / / 1dydxdz+/ / / ldydxdz
. < °-né
43" HaO<a< i / %, akkor a szerke':zetnek 45°-ndl nagyobb Y Y e I
szogben kell megdSlnie, hogy felboruljon. Mind a hat integral értéke 167.
— 2
45. (%,5)=(3.0) 7. 1 9. 1 1. Z(1-cosl)
47. 3/2 (b) U k.
(a) 3/2 (b) Ugyanazo 13. 18 15. /6 17. 0
53. (a) (7/5,31/10) (b) (19/7,18/7) 19. % _ %
(c) (972, 19/8) (d) (11/4, 43/16) .
21. (a [ dydzdx
55. Ahhoz, hogy a tsmegkozéppont a hatdron legyen, h = av/2 @[ 1{3* Ju ~dydz
kell legyen. Hogy beliil legyen, i > ay/2 (b) fo f f “dydxdz
© fo i f\f dxdyds
27 e 2y 2 -y \[
15.3. Kett6s integralas @ Jo Jy " ydxdzdy
p PP ! yd dxd
polarkoordinatakkal © J3 25 dzdvdy
23. 2/3 25. 20/3 27. 1 29. 16/3
/2 3. w8 5. 7md 3. 87— 2 332 35. 4z 37. 3153
7. 36 9. (1-In2)mw 39. 1 41. 2sin4 43. 4
11. (2In2-1)(7/2) 13. (7/2)+1 45. a=3vagya=13/3
15. z(ln4—1) 17. 2(z—1) 19. 127 47. Az értelmezési tartomany mindazon (x,y,z) pontok hal-
21. (%) +1 23. 4 25. 6V3—2x maza, amelyekre 452 +4y2 +72<4.
27. ¥=5/6,5=0 29. % 3. 0%
33. 2m(2—\e) 35 4+43F 3. (@) M1 15.5. Tomeg és nyomaték harom
) 2 . .2
39. 7mln4, nem 41. j(a +2h ) dlmenZloban
’ . ’ ’ .o 2 1. R - b2+CZ7R - ,12 CZ,R - M
15.4. Harmas integral derékszogiu ) 12 12 Ve

.z . L=Y(p? I, = L=
koordinata-rendszerben 3 SO +) by = § (@ + )L = (@ +c?)

. x=y=0,z=12/5,1,=7904/105 ~ 75,28,
L 1/6 I, = 4832/63 ~ 76,70, I, = 256 /45 ~ 5,69
1 2-2x¢ 3-3x-3y/2 2 1-y/2 3-3x-3y/2 7. @x=y=0z=8/3(b)c=2V2
3. / dzdydx, / / / dzdxdy, 9. I, —1386.R, = g
01 3-3x 272272z/3 03 182/3 2725722/3 40 5
/ / / dydzdx, / / / dydxdz, o L=5R=y3
0 0 0 b0 b 13. (a)4/3(b)x=4/5,y=7=2/5
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15. (a)5/2 2 2 ®/6
b)x=y=7=28/15 +// /pzsinq)d(pdpde
©L==I=11/6 00 0
(AR =Ry=R, =/} 2z 72

17. 3 33-//
0 0

cos ¢
19. (@32 (b)3g
2r © l—cos¢
abe(a?+-b? a
23. (@) Iyy, = LU Ry, =/ 35. // / pzsinq)dpd(pde:%”
) I; = abc(a23+7b2)7 R, — a2-§7b2 00 0
27. @ h=av3b)h=ay2 27 m[2 2e0s9
37./ /p sinpdpdde =
0 m/4 0
15.6. Harmas integralok henger- és .
2
gombi koordinata-rendszerben 39. (a)8 / / / p2singdpdedo
0O 0 0
4n(v/2-1) 177 n)2 2 VA
L 3 5 5. m(6v2-8) (b) 8 / / / rdzdrd®
3n T 0 0 0
’ 10 > 3 2 VA2 A2y
21 1 VA—72 (c)8/ / / dzdydx
1. )// / rdzdrd® 0 o 0
00 0
2mV3 1 21 2 VA2 w3 2 .
)///rdrdzd9+// / rdrdzd® 41. (a)// /P singdp dpde
0 0 seco
0 0 0 0
1 Va—r22x v 2w V3 VAo
)/ / /rdedzdr (b)// / rdzdrd®
0 0 0 0 0 1
N V3 3 Ay
T cosO 32
(c)/ / / dzdydx (d) 57/3
13. / / / (,6,2)dz rdrdo Y /
Ve |
-n/2 0
: . 3n—4
7w 2sin® 4—rsin6 43. 87‘6/3 45. 9/4 47. 13
15. / / / f(r,6,2)dz rdrd® )
o 0 b 49. ’;" 51. 51/3 53. 72
/2 1+cosf 4 4(2\6_1)”
17. / / /f(,,eﬂ)dz,drde 5. ——5—— 5. 1on 59. 5m/2
—-r/2 1 0 —
61. 4n(8—3v3) 63. 23 65. 3/4
/4 sec® 2—rsin6 3
19. / / / f(r,0,2)dzrdrd® 67. x=y=0,7=3/8 69. (x,5,2) = (0,0,3/8)
0 0 0 5
. 71. ¥=5=0,2=5/6 73. Iz:307r,Rz:\/i
21. 72 23, = 25. 5% 27. 2% 2
’ 75. I, —71/4 77, @hn
8_5\/§ . x—n/ . 10
29. ( > )3
4 1
27 /6 2 79. @ (55,9 = (0.0.2).f = 1R =/ 5
31 (a)///pzsind)dpdq)de—i— 5 . 5
0O 0 0 (b)<7772)7(0 0’6) 7ﬁ7Rz: ﬁ
21 /2 cscd
+// /p2s1n¢dpd¢de 243k mad (W +2h) a
0 71'/6 0 83' (x>)’>Z)—(O7O7 3h+6 sz — 4 7RZ_$
2 2 arcsin(1/p) am
(b)// / p2sing do dpd6 + 85, o
7R3
01 /6
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89. A felszin r = f(z) egyenlete mutatja, hogy az (r,0,z) =
= (f(z),0,z) pont minden O esetén a feliileten van. (f(z),0 +
+m,z) afeliileten van, ha (f(z), 0,z) a feliileten van, igy a feliilet
szimmetrikus a z-tengelyre.

(f(2), 0,2)

15.7. Helyettesités tobbes
integraloknal

1. (@x= MTH Y= V’32”; % (b) Haromszogtartomany, hatérai:

u=0, v=0,u+v=3

3. (@x= %(ZM —v),y= %(31} —u); % (b) Haromszogtarto-
many, hatdrai: 3v=u, v=2u, 3u + v =10

7. 6415
7 2 52
9. //(u+v)7”dudv:8+?1n2
11
nab(a®> +b?) 1 3
1. 2T 13, —(1+2)~04
i 3. S(1+ 5) ~ 04687
15. (a) c9sv —usmy = ucos’>v+usin®v =u
simvy ucosv
(b) sy ucqsv = —usin®v—ucos®v = —u
Cosv —usimy
212 .2
19. 12 2, b
6
Gyakorl6 feladatok
1. 9-9 3. 92
y 1

10} (1710, 10)

sP+42=9
1 1,1

B E— e
0 1

NEM MERETARANYOS

3 (1/2)vo-»
7. / / ydydx = g

X +4?=9

9. sind 11, b7 13. 4/3
15. 4/3 17. 1/4 19. ¥=y= 51>
21. Ip=104 23. I =28,R.=/3
25. M =4,M; =0,M, =0 27«
3V3

29. x=—>,y=0
X p Y

3. @x= 2 y=0

(b) 1

r=1+cosf

33 22 350 37. 8/35
2(31-3%2
39. 7/2 41, B30

vz V2? G322

13. (a) / /

3dzdxdy

45. // /pzsin(j)dpd(i)d(?:g
0 0 0

47. / / / Pxydzdydx+
0 1
V3 V322 /A =y?

+ / / / zzxydzdydx
10 1

®) 87(4v2—5)

49. (a) 3 3

51 L=

Az anyag alaposabb elsajatitasat
segito tovabbi feladatok

2 67 2 6 x?
1. (a)/ /xzdydx (b)/ / /dzdydx
23 x 3 x 0
(c) 125/4
3. 2rm 5. 3rm/2
(a) Lyuk sugara =1, gomb sugara =2. (b) 4y/37
9. m/4 11. 1n(§) 15. 1/V3

b
17. Toémeg = a” arccos (;) —bVa?— b2,
4 3 3
b b b
Iy = %arccos (;) — Va2 b2 - E(a2 —b?)3?

2

© Typotex Kiadé

© George B. Thomas, Jr.



© Typotex Kiadé
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1 2b2 Ve . .
19. (7 —1) 2. )1 (©0 16.3. Utfiiggetlenség,
25. h=v20cm, h=+60cm 27. 2 [;(;) \25] potenc1alfu’iggveny, konzervativ
vektormezo
16 ° fej ezet 1. Konzervativ / 3. Nem konzervativ
5. Nem konzervativ
7. flayz) =2+ 422 4C
16.1. Vonalintegral 9. flxy.z)=xeE4C
1. f(x,y,z) =xInx—x+tg(x+y) + (> +22) +C
1. (c)dbra 3. (g)dbra 5. (d)ébra fxy,2) = xInx—x+tglx+y) + 7 In(y" +27)
7. () dbra 9. 3 o 13. 49 15. —16 17. 1 19. 9In2
21. 0 23. -3
13. 3V14 15. L5v/549)  17. ﬂln(g) .
27. F=v (21
19. 10v5-2 21. 8 23. 221 ( y )

29. @1 ()1 (o)1
31. (a2 (b)2
33. @c=b=2a (b)c=>b=2

25. (a)4v2-2(b) V2+ In(1+V2)
27. I,=2n8a>, R, =a
29. (a)l, =27v28, R, =1(b) I, =47v25, R, =1

3. L= 21— 2R —1 35. Barmelyik utat vdlaszthatjuk. A munka mindig ugyanak-

kora, mivel a mez6 konzervativ.

37. Az F er6 konzervativ, mivel az M, N és P parcidlis deri-

16.2. Vektormezok, cirkulacio, véltia mind nulla. f(x,y,2) = ax+ by +cz+C; A = (xa,ya,za)
Kka. 4 15 és B = (xb,yb,zb). Ezért [F-dr = f(B) — f(A) = a(xb — xa) +
—
munka, aramias +b(yb—ya) +c(zb— za) = F - AB.
Lo Vf=—(xi+yj+k)(@+y* +27) 732
3. Voo (xzixyz)i— (zjy) itk 16.4. Green-tétel a sikban
5. F=— (x2+];§)3/2i . (x2+;‘2y)3/2)j,bérme1y k>0 1. fluxus =0, c?rk. =2ma®> 3. fluxus =—7ta2,. cirk. =0
7. (a)9/2 (b) 13/3 (¢) 912 5. fluxus =2, cirk.= 0 7. fluxus = -9, cirk. =9
9. fluxus = 1/2, cirk. =1/2
9. (a)1/3(b)-1/5(c) 0
11. fluxus = 1/5, cirk. =—1/12
1. (a)2 (b)3/2 (c) 112 uxus = 175, cir /
B - — 13. 0 2 15. §/33 17. 0 19. —167
19. —39/2 21. 25/6 21 ma 23 gm

25. (a)4m, ha C pozitiv irdnyitasd

23. irk; = 0, cirky = 27, flux; = 277, fluxy = 0 lrany i
(@) cirk; e T T, Tuxa (b) (h— k) (a tartomdny teriilete)

(b) cirky =0, cirky = 87, flux; = 87, flux, =0

25. cirk =0, flux = d?7 35. @0
27. cirk = a*x, flux =0
29. (@) —Z ()0 (o) 1 16.5. Feliilet felszine és feliileti
3l integral
1. Y= 3. 4
5. 6V/6-2V2 7. V41
. 9. Z(17V17-5V5) 11. 3+2In2
13. 94° 15. %< (ab+ac+ be)
17. 2 19. 18
21, & 23. ™
33. @G=—yitxj (b)G=+/2+)F 25, & 27, -3
i+yj 29. —4 1. 34
35. sz% 9 31. 3a
VY 3. (5.5.9)
37. 48 39. n 41. 0 43.

5. (659 = (00.4). 1= 15978 5 =
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530 Megoldasok

37. (a) 2a*5 (b) 2Za*s
39. Z(13V13-1)

41. 5mV2

43. 2(5V5-1)

16.6. Paraméteresen adott feliilletek

1. r(r,0)=(rcos@)i+ (rsin@)j+r’k,0<r<2,
0<6<2m

3. r(r,0)=(rcosB)i+ (rsin6)j+ (r/2)k,0 < r <6,
0<6<m/2

5. 1(r,0) = (rcos0)i+ (rsin0)j+v9 — r2k,
0 <r<3v2/2,0<6 <2nm; tehit
r(¢,0) = (3sin¢cosO)i+ (3sin@sinb)j+ (3cos )k,
0<¢<m/40<6<2rm

7. r(9,0) = (v3singcos0)i+ (v3singsin@)j+
+(v3cosd)k, /3 <9 <2m/3,0< 0 <2m

9. r(xy)=xit+yj+(@d-y)k0<x<2,-2<y<2
11. r(u,v) =ui+ (3cosv)j+ (3sinv)k,0<u <3,0<v <27

13. (@) r(r,6) = (rcosB)i+ (rsin@)j+ (1 —rcos® —rsin0)k,
0<r<3,0<6<2r

(b) r(u,v) = (1 —ucosv — usinv)i+ (ucosv)j+ (usinv)k,
0<u<3,0<v<2m

15. r(u,v) = (4cos?v)i+ uj+ (4cosvsinv)k,
0<u<3, —(n/2) <v<(m/2);

Mads médon: r(u,v) = (2+2cosv)i+uj+ (2sinv)k,
0<u<3,0<v<2m

2w 1
17. //ﬁrdrdezﬂ—\/g
2 2
00
2m 3
19. // V3drdo = 81v/5
01
2n 4
21. // dudv=06n
01
2w 1
23. //u\/4u2+ldudv:mn
00 6
2n w
25. /2sin¢d¢de=(4+2\f2)n

=)

aQ
~

=

} 7 17V/17 -1
27. //xdcz//u\/4u2+1dudv:+
S 00

2

4
29, //xzdcr://sin3¢cos29d¢d9:?n
S 00

3L //zdo //4 U—v)V3dvdu=3V3

amennylben X=uy=v)

33, //x2 5_4zdo —

N

[

T

u? cos>vv/4u2 + 1un/4u2 + 1dv du =

S O— _
D O~

T

11
= /143(4142—0—1)cos2 vdvdu= 1—2”

0
35 -32 37. 2 39, 13
41. 27/3 43. —731/6 45. (2/2, /2, a/2)
47. 88ma*/3

2z

49. PN

(ﬁ,ﬁ,z)/E x+y=2z=0

51.

P4 (y-37=9

| Vx+y=9
L
) /EF\
(37\/3 972, O)Q ’

2n

55. (b)A= / / [a®b* sin® ¢ cos? ¢ + b*c* cos* ¢ cos? 6 +
+a*c? cos (;5s1n2 9] 172 dg de

57. xox+ygy =25

1. 4z 3. —5/6 5 0
7. —6n 9. 27a® 13. 127
15. —m/4 17. —15% 25. 161, + 161,

16.8. Gauss—-Osztrogradszkij-tétel

1. 0 3. 0 5. -—16
7. 8w 9. 3m 11. —40/3

13. 121 15. 127 (4\@— 1))

21. Az integral értéke soha nem haladja meg a feliilet felszinét.
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Gyakorlé feladatok

15.

19.

21.

23.

25.

29.
33.
37.

41.

43.

Utl: 2v/3; Ut2: 1432
4a? 5 0 7. 8msin(1)

0 1. 73 13. 2;:(1—%)

aTbC Lz"'#—’_i 17. 50

r(r,0) = (rcos0)i+ (rsin0)j+ (1 +r)k,
0<r<20<6<2n

r(u,v) = (ucosv)i+2u?j+ (usinv)k,
0<u<l1,0<v<rm

V6 2. ﬁ+1n(1+ﬁ)]
Konzervativ 31. Nem konzervativ
Fe,yz) =y +yz+2x42z 35. Ut1:2;46t2: 8/3
(@1l-e?"()l—e2" 39. 0

@ 4v2-2 (b) V2+In(1++2)

16 2.
715?3 k

_B2 6456
4577 157 97
S22 42 2T

Ro= Y R = R, =
R Y VAT M|

wra) =1

I

45.

47.
49.

53.
57.

3 73 \ﬁ
e

(%,7,2) = (0,0,49/12), I, = 6407, R, = 2V/2
fluxus: 3/2; cirk.: —1/2

3 s5. 2?” (7 - S\fz)
0 59. &

Az anyag alaposabb elsajatitasat
segito tovabbi feladatok

1.
5.

11.

13.
19.

6m 3. 23

(@) F(x,y,z) = zi +xj +yk
(b) F(x,y,z) = zi+yk
(©) F(x,y,z) =zi

167R3
3

a=2,b=1.A flux minimuma —4.

(b) 8¢

16
(c) Munka = (/gxyds) y:g/xy2 ds = ?g
c c

(c) 37w

Akkor, ha F = yi+xj.
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