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FUGGELEK

Varga Tamas komplex matematikajatol a NAT-ig

1963-ban Budapesten egy daltaldnos iskola két els6 osztidlydban megkezdddott a
komplex matematikatanitasi kisérlet Varga Tamads iranyitasaval. Ezzel kezdetét vette egy
olyan két évtizedig tartd kisérleti folyamat, amely a magyar matematikatanitdsban gyoke-
res fordulatot eredményezett, és az azdta bekovetkezett valtozasok ellenére a matematika
tanitdsaban ma is meghatarozo.

A komplex kisérlet el6zménye az otvenes években vildgszerte megindult matemati-
katanitasi reformmozgalom. A matematikatanitds javitasdra, korszer{isitésére Uj irdnyza-
tok, elméletek jelentek meg. Az djitani akardk egy része a Bourbaki-csoport egységesitd
matematikai szemléletét kivanta bevinni az oktatdsba, masok pszicholégiai elvekbdl — el-
s6sorban Piaget nézeteibdl — indultak ki, de sokan hirdették Pdlya Gyorgy heurisztikdjat
vagy Dienes Zoltan ,,jatékos” matematik4jat.

Varga Tamas igy ir err6l ,,A matematika tanitdsdnak varhaté fejlédése” cimd ta-
nulmédnyédban. (,,A matematikatanitds médszertandnak néhany kérdése” Tankonyvkiado,
Budapest 1977)

Bourbaki nem egy ember neve, hanem matematikusok egy csoportjanak gy{jténeve,
akik kozvetleniil a masodik vildghdbord elétt kezdték ezen a néven publikdlni kozdsen
megbeszélt munkaikat. A Bourbaki-csoport idénként kooptal egy-egy matematikust (tag-
jai nagyrészt francidk), a 40 éven feliiliek viszont kivalnak a csoportbdl. Ezzel elérik, hogy
a csoport az id8 mil4sdval nem oregszik meg. Biznak abban, hogy ki sem mdlik. Céljuk
a mai matematika olyanféle szintézisének létrehozasa, amilyen szintézist az Skorban Eukli-
desz mtivei jelentettek.

Fiiggetleniil attdl, hogy mennyire sikeriil megvaldsitaniuk elképzeléseiket, torekvésiik
jellemz8 a mai matematika egyik fontos tendencidjara, az egységesitésre, a szintézis kere-
sésére. Ez indokolja, hogy neviikkel jellemezziik a matematikatanitis reformmozgalmanak
egyik fontos mozgatdjat, azt; amely a matematika tudomanyanak fejlédésén keresztiil hat
a matematika tanitdsira.

A Bourbaki névvel jellemezhetd (de masokon keresztiil is érvényesiils) egységesits
tendencia a matematikai kutatasok szempontjabdl is nagy jelent8ségi: segiti a kiilénbozd
teriileteken dolgozé matematikusokat a kdzds nyelv megtaléldsiban, a matematika jobb
attekintésében. De legalabb ugyanilyen fontos az iskola szempontjabdl, hogy a matema-
tika tananyaga ne kiilonallé részdiszciplindk (szdmtan, algebra, geometria, trigonometria,
analizis) laza egybeftizése legyen, hanem egységes szempontok szerint épiiljon fel.

TEXTS DON'T GROW ON TREES!

AUTHORS" REGHTS RWARENESS CAMPAIGH © Palfalvi Jozsefné



© Typotex Kiado

168 FUGGELEK

Természetes, hogy ezt az elgondoldst nagyon sokféle médon, sikeresen vagy kevésbé
sikeresen lehet megvaldsitani. Magat az elgondolast, a matematikdnak a halmaz fogalmabdl
kiindulo, egységes egészként valé felépitését, ma mar kevesen vitatjak. A Szovjetunidban,
Lengyelorszdgban vagy Jugoszlavidban épptgy folyamatban van az iskolai matematikédnak
ilyen alapokra valé felépitése, mint Franciaorszagban, Anglidban, Svédorszdgban vagy az
Egyesiilt Allamokban. Mas koncepciét senki sem dolgozott ki, csak ennek véltozatait, a
hagyoményos elemek tdbb-kevesebb fenntartasaval.

Piaget francia-svéjci pszicholégus neve is egy irdnyzat szimbéluma a matematika tani-
tasanak reformja szdméra. Azé az irdnyzaté, amit népszertien igy szokas jellemezni: amikor
matematikat tanftunk Jancsinak, akkor ne csak azzal térédjiink, hogy a matematikat ta-
nitjuk, hanem azzal is, hogy Jancsit tanitjuk.

A fejlédéslélektan, amelyre Piaget nevével utalunk, olyan fontos 4j megéllapitasokat
tett az utébbi hdrom-négy évtizedben a gyermeki gondolkodés fejlédésérél, amelyek a ma-
tematika tanuldsara és tanitdsara, vonatkozé elképzeléseinket is lényegesen médositottak.
Kiiléndsen a kisgyermekek tanuldsit érintik a pszicholégia Gj eredményei. A targyakkal
végzett miiveleteknek, a konkrét tapasztalatszerzésnek, a cselekvésnek a gondolkodas fej-
16désére val6é hatdsat sokkal fontosabbnak latjuk, mint azel6tt. De a pszicholégia szdmos
mas j vagy Gjabban elétérbe keriil6 megallapitisa is (példaul ami a motivaci6 szerepével
kapcsolatos) hozzajarult a matematikatanitds egészének 4atgondoldsihoz, 4j médszertana-
nak kialakitasahoz.

Végiil Pélya Gyorgy neve egy olyan pedagdgiai felfogis szimbdluma a matematika ta-
nitdsaban, amely a heurisztikus gondolkodést, a matematika felfedeztetését allitja a ko-
zéppontba. Pélya Gydrgy a matematika szdmos dgdban végzett kiemelkedd kutatést, leg-
nagyobb hatdst miivei mégis azok, amelyekben a matematika tanitdsdval és tanuldsival
kapcsolatos nézeteit foglalja ¢ssze. Magyarul ezek koziil kettd jelent meg: A gondolkodds
iskoldja és A problémamegoldds iskoldja.

A mondott okok — a matematikatanitds gyenge hatdsfokanak felismerése, a tarsa-
dalom részérdl felléps novekeds igények, a matematika fejlédése, a pszicholdgia j ered-
ményei, a pedagdgiai gondolkodas Gj elemei — az dtvenes években, sét mar elébb is —
meginditottak egy lasst erjedési folyamatot a matematika tanitdsdban. Hogy hazai példat
mondjunk, Gallai Tibor és Péter Rézsa gimnaziumi tankdnyve (50-es évek) a heurisztikus
gondolkodasra nevelés, a problémakon keresztiil val6 matematikatanuls terén Gttord je-
lentéséglick.

Egy vilagraszol6 esemény, amely pedig a matematikaval csak kozvetett, a pedagdgi-
aval pedig még tavolabbi kapcsolatban 4llt, adott egyszerre, kiilonds médon, nagy lendii-
letet a matematikatanitasi reformtdrekvéseknek. Ez pedig a Fold elsé mesterséges hold-
janak, az elsd szputnyiknak a felbocsdtdsa volt. 1957. oktdber 4-ét a matematikatanitas
nemzetkozi reformmozgalmaban fordulépontnak tekinthetjiik. Az a megddbbenés ugyanis
(a nszputnyik-sokk”), amit kiiléndsen az amerikai kdzvéleménybdl az amerikai rkutatas-
lemaradésa, a szovjet tirkutatés 4ltal valé megelézése kivaltott, tudatositotta az amerikaiak-
ban — mikor az okokat vizsgalni kezdték — természettudoményi s az ebben kulcsfontossagi
matematikai képzésiik, oktatasuk hidnyossagait. Ezek a hidnyossdgok régéta fennilltak, és
sokan dolgoztak is a megsziintetésiikén. A ,nemzeti szégyen” pillanatanak kellett azonban
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bekdvetkeznie, hogy rdirdnyuljon a figyelem ennek a probléminak a hatalmas jelentdsé-
gére, nem is csupan az Urkutatds szempontjabdl. Az ennek nyomén bekdvetkezd fejlédés
azutan lancreakciot valtott ki a nyugat-eurdpai orszdgokban, majd atterjedt az egész vilagra

Ma mar altaldnos az a felismerés, hogy a matematika tanitdsanak korszertsitésében
nem csupin a matematikat kell egységes egésznek tekinteni, egységes elvek szerint felépi-
teni (ami megvaldsithaté lenne egy bizonyos életkori szintre szoritkozva is), hanem a mate-
matika tanitdsdt is egységében kell 1atni. Olyan korszerisitési koncepcidkat kell kidolgozni,
amelyek matematikai, pszicholdgiai és pedagdgiai szempontbdl dtgondolva 4tfogjak a tanu-
16k matematikai fejlédésének egészét az iskolaskor kezdetétsl (s6t mar az 6vodaskortdl) a
végéig, sbt a fels6oktatisig. A minden életkorra kiterjeszkedd reform azonban sziikségsze-
rtien a legfiatalabb korosztalyokkal kezd8dd reformot jelent, vagyis a korszertisités legalul
valé kezdését.

Az UNESCO 1962-ben nemzetkdzi matematikatanitasi szimpoziont tartott Budapes-
ten, amelyen sok elismert matematikapedagégus vett részt. Ezek a nagy jelent&ségii ta-
ndcskozdsok, amelyek a szimpozionon folytak, hazdnkban is lendiiletet adtak a korszerfsi-
tés elokészitése érdekében folyd munkdnak. Ezt kovetéen indult meg az OPI irdnyitdsaval
a komplex matematikatanitasi kisérlet.

A ,komplex” jelz8 arra utal, hogy mind a tanit4si anyag, mind a médszerek tekinte-
tében 4j elgondol4sokra épiil§ tanitisrdl van sz6. A valtozé igények kielégitéséhez sziikség
van a tanterv és a tanitdsi médszerek egymassal parhuzamos, egybehangolt médositasara.
Ha akér a tantervet, akér a tanitisi mdédszereket Ggy akarnank valtoztatni, hogy kézben
a masik lényegében viltozatlan marad, akkor nemcsak idSt veszitenénk, hanem az elért
eredmények sikerét is kockaztatnank.

A tanulmany bemutatja a komplex matematikatanitasi kisérlet tantervét.

A komplex matematikatanitas anyaga

A tananyag Ot tantervi témakorbdl all, amelyek valamennyi osztalyban — els6t6] nyol-
cadikig — megjelennek, az adott szintnek megfeleléen. A részletes ismertetést gazdag fel-
adatanyag teszi érthetSbbé.

Az ot témakor a kovetkezd: Halmazok, logika
Szamtan, algebra
Fiiggvények, sorozatok
Geometria, mérések
Kombinatorika, valészintiségszamitas, statisztika

A tanterv masodik része a mddszertani alapelveket ismerteti. Ezek egy része a kisér-
leti jelleghez kapcsolédik, masok azonban vildgosan tiikrozik azokat a nézeteket, amelyek
a komplex kisérlethez k6t6d6 reformtorekvéseket jellemezték. Ilyenek pl.: a tanuldk 6nal-
16sdga, munkakedve, a pedagdgusok ondllésdga, munkakedve, tekintélyelv helyett mun-
kabol eredd tekintély, a , kell” szerepének csokkentése, az aktivitds kiakndzdsa, nem pedig
lefojtasa stb.
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A komplex kisérlet a 60-as, 70-es évek legjelent6sebb pedagdgiai — oktatasi kisérle-
tévé valt, egyre tobb osztdlyra terjedt ki, vitdk kereszttiizébe keriilt, matematikapedago-
gusok véleménye, megjegyzései hatasara valtozott, csiszolddott, és kozben sok munkéat és
sok Oromet szerzett az abban résztvevd tanaroknak és a didkoknak.

A komplex matematikatanitisrél sz6l a mellékelt cikk: Mi a komplex moddszer?
(Kapcsolat, 1969. aug.) (Részlet), ebben Varga Tamds mutatja be a kisérlet 1ényeges alap-
elveit.

MI A KOMPLEX MODSZER!?
(Kapcsolat, 1969. augusztus)
(Részlet)
Optimalis fejlédési lehetoség mindenki, szamara

Egy fontos vonasit emelném még ki kisérletiinknek (mddszeriinknek, irdnyzatunk-

nak), hogy eloszlassak ezaltal egy gyakori félreértést.

A fontos vonas az, hogy minden tanul6 optimalis fejl6dési lehetSségét akarjuk biztosi-
tani. A félreértés pedig az, hogy mi matematikai osztilyokat szerveziink, hogy az a célunk:
a matematikiban tehetséges tanuldk fejlédését segitsiik.

Ez is célunk, de nem ez a célunk. Arra toreksziink, hogy minden tanulé a neki valé
szellemi taplalékot kaphassa, azt, ami 4z 6 matematikai fejlédését a legjobban elémozditja.
Hogy onnan juttassuk tovabb, ahol éppen van, legyen az akdrmilyen alacsony vagy akar-
milyen magas szintje a matematikai gondolkod4snak, fogalmaknak, feladatmegold6 képes-
ségének.

A matematika tanitisa (nevezziik akar szimtantanitasnak) enélkiil csédbe megy. For-
mélis készségek betanitisaba torkollik. Csomort valt ki azokbdl is, akik még nem tartanak
ott, azokbdl is, akik méar tdl vannak azon, amit t8litk az uniformizilds jegyében kivanni
kényszeriiliink. A matematika minden mas tudomanynél vagy tantargynal inkabb [épcsé-
zetes felépitést. Hidba akarjuk, hidba irjuk el6, hogy ki melyik 1épcsén tartozik lenni —
mondjuk: életkoranal fogva —, attdl, hogy ezt akarjuk, attdl, hogy ezt irjuk els, még nem
lesz ott. Akkor pedig a kdvetkezére sem tud fellépni. Ha pedig mér szdmos 1épcsével £61-
jebb van, akkor csak tétovazik, munkamoralja romlik: kedvét veszti.

Ez az ellentmondés mar ma is éles, és egyre inkébb élezédik, mégpedig annak aranya-
ban, ahogy a matematikatanulas tengelyében egyre kevésbé az egyes technikdk elsajdtitdsa
all, egyre inkabb a transzfer, a széles kort alkalmazasra valé képességet egyediil lehetévé
tevd fejlesztés. (Ennek egyik alkotdeleme az adott fejlédési szint altal lehetévé tett és a ko-
vetkezd szintek eléréséhez sziikséges technikai készségek elsajatitdsa. Masik fontos eleme a
fogalomrendszer tovabbépitése.) Marpedig ami megtette a tudomanyos-technikai forrada-
lom kezdete elétt, az tarthatatlann4, abszurdda valik a tudoményos-technikai forradalom
kibontakoz4sa idején. Fékezi a kibontakozasat. Pedig azért dragan kell fizetniink.

Fejlesztéskdzéppontd tanitdsra komolyan csak akkor gondolhatunk, ha nemcsak 4l-
taldnossagban fogadjuk el, hogy a tanuldk kiilonbdzéek, hanem szdmot vetiink azzal is,
milyen mértékig kiillonbozdek.

A fejlesztéskdzpontt oktatdasnak szdmolnia kell azzal, hogy a tanuléknak csak kisebb
része van abban a fejlettségi sadvban, ahol életkora szerint lennie kellene, tébbségiik ennél
illetleniil fejlettebb vagy fejletlenebb.
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Ez mér az elsé osztdlyban is igy van, s ahogy a magasabb osztalyok felé haladunk,
egyre inkdbb igy van. A sz6rédas sziikségszertien egyre nagyobb.

Azaz hogy van méd a csokkentésére, egy drasztikus méd: ha a pedagdgus nem a ta-
nulék optimélis fejlédésének elémozditdsara tdrekszik, hanem tekintélyes energidt fordit
olyan koriilmények megteremtésére, amelyek akaddlyozzdk a tanulok jelentékeny részé-
nek fejlédését. Szomort dolog volna ilyesmit pedagdgiai célként tdizni ki.

Mindenki szdmdra biztositani az optimélis fejlédési lehetdséget, a kezdeti hatranyok
lekiizdésének lehetdségét is, s az erre raszoruldknak kiilon segitséget adni: ez az, amit te-
hetiink és tenniink kell.

De ha a nivelldldasbol célt csindlunk, akkor egyébre, mint lefelé nivelldldsra, nem
szamithatnak.

Hogyan lehetiink tekintettel a kiilonbozdségekre!? Hogyan valdsithatjuk meg a kii-
16nbdz8 tanuldk szdmara egyszerre az optimalis fejlédés lehetdségét, kozelebbrdl éppen a
matematik4iban?

Komplex kisérletiink ezt a problémét tobb oldalrdl kozeliti meg:

a tananyag,

a feladatanyag,

az osztalymunka megszervezése és

a felszerelés oldalarol.

a) Tananyagunk olyan felépitésti, hogy a leggyengébb és a legfejlettebb tanuldk is év-
18l évre megtaldljak benne a szdmukra sajét szintjitkon leglényegesebb tanulnivalét. Igazi
matematikat adunk a gyerekeknek, s ezzel lehet8séget a jobbaknak, hogy ne toporogjanak,
hamar eljussanak mély gondolatok megértéséig és alkalmazasiig, szamara hozziférhetd és
fejleszthetd legyen.

b) Feladatanyagunkban nagy szerepiik van az olyan feladatoknak, amelyek egyarant
felkeltik a magasabb és alacsonyabb szinten levé tanuldk érdeklédését, amelyeket minden-
ki meg tud oldani a maga médjan. Példaul irniuk kell a 20-r6l: van, aki egyszerti dsszeadést
vagy kivonast ir, van, aki szorzast, osztést, tobb mtveletet is, z4rdjelekkel, negativ szdmokat
is beleszbve, véllalva és élvezve a nehézségeket, mindig a tuddsa hatdrain beliil, akarmilyen
tégak vagy akdrmilyen sztikek ezek a hatérok. Igy énmagéval is elégedett, és a tanitdja is
elégedett vele.

c) A tanulékat gyakran osztjuk csoportokra. Van, aki egyénileg dolgozik (példaul
munkalappal) vagy parban (a mellette {il6vel, példdul geometriai modellt készitenek), eset-
leg négyesével foglalkoznak, a kisebbik rész pedig a tanitd, tanar koriil van, aki most sze-
mélyesen foglalkozik veliik. Korrepetalja a gyengébbeket; atsegiti ket valami mostandban
felmeriilt nehézségen, vagy éppen néhany olyan tanuldt gy(jt maga koré, akiknek tdbb-
re van sziikségiik, és most dtad nekik egy Gjonnan elkésziilt feladatsorozatot, ahhoz fiiz
megjegyzéseket. Ez csak néhany példa. A pedagdgus dolga, hogy mérlegelje, mire van a
legnagyobb sziikség, és kivalassza mindig az alkalomnak legmegfeleldbb szervezési format.
(Ez a legfébb dolga. Nem az, hogy roppant aktivitdssal tanitsa a tanulni kevéssé vagyd
csemetéket, akaratuk ellenére is. Ha nem akarnak tanulni, akkor eleve baj van valahol, és
ezen a bajon kell mindenekeldtt segiteni.)
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d) A felszerelés — a szines rudak, Dienes-készlet, logikai készlet, szoges tabla és még
néhany eszkdz — ésszerti hasznalata kisérletiinknek olyan eleme, amely minden tanuld, de
elsGsorban éppen a hdtrdnyos helyzetd tanulok szempontjabol fontos. Az ésszer(i hasz-
nalathoz hozzi tartozik, hogy minden gyerek csak addig hasznilja ezeket az eszkdzoket,
ameddig sziiksége van rajuk, amig el nem jut oda, hogy mar a fejében is el tudja végezni
azt, amit addig részben a kezével végzett. Ez a kiilonboz8 tanuléknal kiilonbozd iddben
kovetkezik be. Rendszerint maga a gyerek héritja el az eszkdz hasznalatat, ha Ggy érzi, mar
nincs sziiksége ra. ,Mar tudom anélkiil is” — mondja. A pedagégus akkor 1ép kozbe, ha
Ggy latja, hogy ez tdl hamar tértént vagy tidl sokdig varat magara, ha a gyerek tiirelmetlen
vagy batortalan.

A hétranyos helyzeti tanuldk segitésében kiiléndsen nagy feladatok 4llnak el&ttiink.
Komplex kisérletiink villalja, hogy ebben a tekintetben is tobbet teljesit, mint amit hagyo-
manyos mddszerekkel a legjobb akarattal is teljesiteni lehet.

1973-ban az MTA Elnokségi Kozoktatdsi Bizottsdgdnak Matematikai Albizottsaga
javasolta, hogy az uj tantervet az OPI (Varga Tamads) irdnyitdsdval folyé komplex kisér-
letre kell alapozni.

Az 1j tanterv bevezetése tobb 1é€pésben, felmend rendszerben tortént, 1978-ban ve-
zették be kotelezéen minden magyar dltalanos iskola elsé osztalydban. Az Uj tanterv alap-
jan tankonyvcsaldd késziilt 1-t6l 8. osztdlyig, a szerzOk valamennyien a komplex kisér-
let résztvevdi, tamogatdi koziil keriiltek ki. Kozben a kozépiskoldban is megindultak a
komplex kisérlet szellemét tiikr6z6 oktatasi kisérletek, melyek hatdsa megmutatkozott az
1979-ben bevezetett j kozépiskolai tantervben. Ezzel egyidejiileg a kisérletre tdmasz-
kodva djszerli tankdnyvsorozat jelent meg a gimnaziumok szdmdra, mely parhuzamos
tankonyvként hosszu évtizedek 6ta eldszor szabad valasztast jelentett a gimndziumok ma-
tematika tandrai szamara.

Az 1978-as tanterv néhany jellegzetessége

Az j tanterv lényeges elemei megegyeznek a komplex anyagdval. A tananyag a
komplexben kialakitott 6t t€émakorben jelenik meg, spirdlis felépités jellemzi, ez az egé-
szet athatd fejlesztéskozpontisaggal fiigg Ossze. A moddszertani alapelvekben is felismer-
hetjik a komplex elvi és gyakorlati hatdsat. Az tdj tanterv néhany fontos médszertani
elve: A manudlis tapasztalatszerzés fontos szerepet jitszik a kisgyerek absztrakt gondol-
kodasanak fejlodésében. A fogalmak kialakitdsdhoz hosszi érlelési idére van sziikség. A

7.z

matematika szeretete, az érdekl6dés minden mas tényez&nél jobban 6sztonoz a tanuldsra.

A tanitdsi folyamatban fontos a differencidlds, az egyéni kiilonbségek figyelembevé-
tele, a tévedés szabadsdga, a jatékok otthon és az érdkon pedagdgiai célbol.

Az 1978-as tanterv hosszu id6n 4t meghatdrozta a magyar matematikatanitast. A va-
16sdg természetesen sokban kiilonbozott a tanterv készitdinek elképzeléseitdl, objektiv és
szubjektiv koriilmények hatdsdra a tanterv és a kapcsol6dé tankonyvek sok vitat véltottak
ki, sokak szdmara idegen volt a szemlélet, sokan tartottdk tdlméretezettnek az anyagot,
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a gyengébb eredményekért a tantervet €s a tankdnyveket hibaztattdk. Mindez vezetett a
nyolcvanas években bekovetkezett korrekcidhoz.

A vitdk, tiltakozasok és valtoztatasok ellenére a 60-as években megindult reform-
mozgalom, a 78-as tanterv és mindezeken beliill Varga Tamds munkdssdga maradandé
hat4st gyakorolt a magyar matematikatanitdsra. Ma mar szinte mindenki szdmdra termé-
szetes, hogy az iskoldba 1épés kezdetétdl lehet a gyerekeknek ,,igazi” matematikat tanitani,
nemcsak a régi szdmolast és mérést. A gyerekek aktiv részvétele, felfedezd tevékenysége
minden életkorban, minden témakorben az oktatds fontos tényezdje. A gyerekek képes-
ségeinek fejlesztése, az egyéni kiilonbségek figyelembevétele, a matematika megszerette-
tése, a gondolkodds, a kreativitas fejlesztése ma mar didaktikai kozhelynek szamit, pedig
ezek az elvek és ezek kovetkezményeiként kialakult médszerek kordbban késhegyig mend
vitdkat véltottak ki és sok tovabbképz8 programra, tapintatos tandcsaddsra volt sziikség
ezek elterjesztéséhez.

A komplex matematikai kisérlet és
az 1978-as tanterv hatasa a NAT-ra

Tobb éves munka utdn 1997-ben megsziiletett a magyar Nemzeti Alaptanterv, rovi-
den a NAT. Az el6z6 években tobb valtozatdt ismerte és vitatta meg a pedagdgus tarsada-
lom és mindenki, akit a t¢éma érdekelt. A szerzSk szerint az elnevezés nem pontos, hiszen

ez nem alaptanterv, hanem tantervi alap, erre épitve kell 1étrehozni a helyi tanterveket.

A NAT Matematika tartalmaban, szellemében konnyen fellelhetd a komplex kisérlet
és az 1978-as matematika tanterv hatésa.

Az ,igazi” matematika a tanterv anyaga az iskoldbalépést6l kezdve és a kordbbi 6t
témakor tovabbélését ismerhetjiik fel a részletes kovetelmények tartalmi rendszerezésé-
ben.

7z

Kittin6 lelemény a Gondolkodasi mddszerek témakor bevezetése. Ez olyan matemati-
kai ismeretanyagot tartalmaz, amelyet dltaldban nem dolgozunk fel tételesen az iskoldban,
hanem t6bb témakorhoz kapcsolddva egy-egy feladat, feladatsor megoldasdval sajatitanak
el a tanuldk. Idetartoznak halmazokra vonatkoz6 ismeretek, a logika, a kombinatorika
alapelemei és modszerei.

A tovabbi témakorok: Szamtan, algebra.
Osszefiiggések, fiiggvények, sorozatok.
Geometria, mérés.
Valoszintiség, statisztika.

Fontos jellegzetesség a fejlesztés-kozpontisdg és a spirdlis felépités. A felsorolt 6t
témakor (kisebb cimbeli valtozdsokkal) mind a négy szinten megjelenik — a 4. 6. 8. és a
10. év végi kovetelményekben.

A tananyag felépitésében felismerhetd a fogalmak kialakitdsdnak a komplexben ja-
vasolt médja: kiindulds a kozvetlen tapasztalatbdl, az életkornak megfeleld szinti mate-
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matikai jatékos, manipulativ tevékenységbdl, a hosszi érlelési id6 biztositdsa, a tanulok
aktiv részvétele az ismeretszerzésben, fogalomalkotdsban.

A 60-as, 70-es évek matematikatanitsi reformmozgalmak célkitlizései, Varga Ta-
mds elképzelései a kovetkezd évtizedekben nem valdsultak meg maradéktalanul. Péld4ul
Varga Tamds nagyon fontosnak tartotta a matematika alkalmazhatésdganak iskolai meg-
mutatdsat, szerette volna, ha a tanulék matematika tudasa a valésag problémdinak megol-
dasahoz hatékony segitséget jelentene. A matematika eredményes alkalmazasahoz elen-
gedhetetlen eszkoznek vélte a valdszinliségszamitds €s a statisztika tuddsat és a megfeleld
szemlélet kialakitdsdt. Ez ut6bbi teriileteken a 78-as tanterv és a korrekcids tanterv id6-
szaka nem hozta meg a kivant eredményt. A matematika iskolai oktatdsdban a matemati-
ka alkalmazasai hattérbe szorultak a ,tiszta matematika” tanitdsi szempontjai mogott. A
valészinliségszamitds és a statisztika tanitdsa is a periféridra szorult, a tandrok tobbsége
igyekezett elkeriilni vagy minimdlisra szoritani ezeket a részeket a tanitasban.

A NAT Matematika kovetelményrendszerében a korabbi évekhez képest 1ényegesen
nagyobb hangsiillyal szerepelnek a matematika alkalmazasai valamint a valdszinliségsz4-
mitds és a statisztika. Ugyancsak dsszhangban van a NAT Varga Tamds elképzeléseivel a
szamolégépek és szamitégépek hasznalatdban. Varga Tamds mar a nyolcvanas évek ele-
jén fontosnak tartotta a szimolégépeknek és a rohamos fejlédést mutaté szamitogépeknek
az oktatdsban torténd felhaszndldsat, maga is kereste ennek megfelel6 médjait és nem ér-
tett egyet azokkal a szélsGséges nézetekkel, melyek szerint meg kell tiltani szamol6gépek,
személyi szamitégépek iskolai hasznalatat. A NAT-ban tobb helyen is taldlunk konkrét
utaldsokat a zsebszamolégépek megfeleld hasznélatara.

A NAT, mint minden korabbi tanterv, sok vitat valtott ki. A birdlatok ellenvetések
hatdsdra 1999-ben megindult az tn. kerettantervek kidolgozasa Ezek jelentik a kozbiilsd
1épést a kozvetitd eszkozt a NAT és a helyi tantervek kozott, tehat segitséget, eligazitast
nyUjtanak a tandrok szdmdra.

Irodalom

Varga Tamds: A matematika tanitdsdnak varhat6 fejlédése. A matematikatanitds médszer-
tandnak néhany kérdése. (292-338. old.) Tankonyvkiadd, Budapest, 1977

Varga Tamds: Mi a komplex mddszer? (Kapcsolat, 1969 augusztus) (Részlet). Szemel-
vénygyljtemény a matematika tanitdsdhoz. Szerkesztette: Voros Gyorgy Tankonyv-
kiad6, Budapest, 1976 (32-36. old.)

Varga Tamas: A matematika tanitdsa. Szemelvénygyijtemény. Tankonyvkiad6, Budapest,
1967
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A szamfogalom fejlesztéséhez kapcsolhaté fiiggvények
értelmezése

A matematika tanuldsa kezdetén az alsétagozatos kisgyerek a pozitiv egész szamok-
kal ismerkedik el6szor 1épésenként 10-ig, 100-ig, 1000-ig, és aztidn természetesen jonnek a
»hagy szdmok” is. Ek6zben a gyakorlati élet problémaihoz kapcsolva megjelennek a nega-
tiv szamok is, el6szor konkrét, szemléletes példakkal: hideg—meleg, mélység—magassag,
jovedelem—addssag stb. Hasonléképpen hamar taldlkoznak a gyerekek a tortszdmokkal is,
megoldanak feladatokat a fele, harmada, negyede stb. fogalmak felhasznaldsaval. Minde-
zek a 1épések sziikségesek ahhoz, hogy a szdmhalmazok bovitésével eljussanak el6szor a
raciondlis szdmokhoz, majd a koézépiskoldban a valés szamok fogalméanak megértéséhez.

A szamhalmazok bd&viilésével egyidejileg boviil az értelmezési kore a folyamat-
ban felbukkané olyan fogalmaknak mint a szdmok ellentettje, abszolut értéke, reciproka,
egészrésze, tortrésze. Emellett sziikségképpen djra és djra kell definidlni az alapmiivele-
teket igy, hogy a sztikebb halmazban adott értelmezés a bévebb halmazban is specidlis
esetként érvényes maradjon.

Természetes gondolat, hogy ezeket a 1épéseket vizsgéljuk egyes fiiggvények mega-
dasaval és értelmezési tartomanyuk bodvitésével, dbrazoljuk derékszogli koordindta rend-
szerben (E.T. az értelmezési tartomanyt, E.K. az értékkészletet jeloli).

Az ellentett fliggvény
Jel6lése: x — —x

ET. pozitiv egészek egészek raciondlisak
EK. negativ egészek egészek raciondlisak
y y
X 3 x. 3
X 2 X 2
X1 X1
3210 1 2 3 4% “3=2-101 2 3 4%
Tl 17 X
2 x 2 x.
—4 x — 41 x

Py

Mair az elsd bdvitéssel megjelenik a 0 mint az egyetlen olyan szdm, amelynek ellen-
tettje is onmaga. Igen fontos felismerés az, hogy a negativ szdm ellentettje pozitiv szdm,
pl. —(—2)=+2, és az x és a —x is lehet pozitiv és negativ szam is, attdl fiiggden, hogy
az értelmezési tartomany melyik elemét helyettesitjiik be. Eszrevehetjiik azt is, hogy a
grafikonon a pontok egy egyenes mentén sorakoznak, hiszen a pontoknak a két tengelytdl
mért tdvolsaga egyenld, ez az ellentett fogalmabdl kovetkezik.

2

A raciondlis szdmokon értelmezve siirisodnek a pontok a grafikonon, és felmertil-
het az Osszekothetdség problémaja. Ennek végleges lezardsat csak a valds szamok ér-

TEXTS DON'T GROW ON TREES!
AUTHORS" RIGHTS AWAREESS CANPALGH

© Palfalvi Jozsefné



© Typotex Kiado

176 FUGGELEK

telmezése teszi lehet6vé. Igaz ugyan, hogy a gyakorlatban mindig véges tizedestortekkel,
kozelitd pontossagig mériink, amikor a grafikont rajzoljuk a kréta vagy a ceruza vastagsa-
ga meghatirozza abrazolasunk pontossigét és a rajzban hamar 6sszekotédnek a berajzolt
pontok, de fontos, hogy ne tévesszilk meg a gyerekeket: a raciondlis szamokon értelme-
zett fiiggvények grafikonja mindig diszkrét pontsorozatbdl dll, bairmennyire is siritjiik az
abrazoldsunkat.

Az altalanos iskolai tanulmdnyok végefelé mar biztosan van a gyerekeknek tapasz-
talata irraciondlis szdmok létezésérdl is, ezért lehet példdkat taldlni arra, hogy bizonyos
helyeken biztosan ,lyukas” az egyenesiink (\/5, 7).

Az azonossag fiiggvénye (identikus fiiggvény).

Jelolése: x — +x

ET. pozitiv egészek egészek raciondlis
EK. pozitiv egészek egészek raciondlis
y y )
41 X 41 X
3 x 31 x
2 X i X
1T X 1t X
372 /{7 i 1 2 3 4 x 372 .‘4{;,10 1 2 3 4 «x
X ot & ot
X —31 & —31

Az ellentett fiiggvény utdn értelmes kérdés lehet az is, hogy ,,mit csindl a + jel a
szamokkal?” Megdllapodds szerint, ha nem irjuk ki a konkrét szdm el&jelét, akkor O-t
vagy pozitiv szdmot adtunk meg, tehdt a + jel értelme az, hogy ,,nem valtoztat”, igy
példaul +2=2, +10=10 és +(—2)=—2, +(—10)=—10, +x =x, ez azonban lehet pozitiv, 0
€s negativ szam is, a behelyettesitéstol fiiggben.

A grafikon ismét egyenesen sorakozé pontok halmaza, az 6sszekothetdségre az eld-
z6ekben mondottak érvényesek.

Az abszolutérték fiiggvény

Jelolése: x — |x|

ET. pozitiv egészek egészek raciondlis
EK. pozitiv egészek nem negativ egészek nem negativ raciondlis
y y ‘
4 X 4 X
X 3 X EY 3 X
x 2 X k2 X
X1t x x1f X
ST e T

A szamok abszolitértéke kezdetben a szdmegyenesen a 0-t6l valé tavolsaghoz ko-
tédik. Az ellentett és az identikus fogalmak segitségével a tdvolsagtdl elvonatkoztatva
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definidlhatjuk az abszolitértéket:

x’
[ =40,

—X,

hax >0
hax=0
hax <0

Eszerint az abszolutérték fiiggvény azonos az ellentett fiiggvénnyel a negativ szamokon,
az identikus fiiggvénnyel a nemnegativ szdmokon.

A grafikon szimmetridja szemlélteti, hogy az abszolitértékben egy szdm és az ellen-

tettje megegyeznek.

Miveletek

A fiiggvények jol modellezhetSk az un. jatékgépekkel, a bedobhat6é dolgok halmaza
az értelmezési tartomdny, a kijové dolgok halmaza az értékkészlet eloképe, az egyértelmi
hozzarendelést a gép miikodési szabdlya adja meg. Ezek segitségével érdemes végigki-
sérni a boviilé halmazokon az alapmiiveletek értelmezésének 1€pcséfokait.

Hozzadé6 gép

Be: x

+3

Ki: x+3

(3-mal novel)

y X
47 X
3%
X 2
X 1+ x—=x+3
N EEERE
— 1t
ot
-3

Amig az értelmezési tartomany a természetes szdmok halmaza, addig az értékkész-
let elemei a 3-ndl nem kisebb szdmok, ha bdvitlink az egészekre, minden egész szdmot
megkaphatunk. A pontok egyenesen sorakoznak az identikus fiiggvény képével parhuza-

mosan.

Kivoné gép

Be: x

-2

Ki: x —2
(2-vel csokkent)
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Amig csak a természetes szdmokat ismerik a gyerekek, nyilvdnvald, hogy 2-nél ki-
sebb szamokat nem dobhatunk a gépbe, ennek megfeleld pontok az x tengely kettes pont-
jatol induld félegyenes folott helyezkednek el, ha tovabb 1épegetiink balra-lefelé a pont-
sorozat egyenese mentén egyesével, adédik, hogy 1 —2=—1,0—-2=-2,s6t -1 —-2=-3

stb.
Fontos észrevétel lehet, hogy mig az 6sszeg nem val- y
tozik, ha az Osszeadds tagjait felcseréljiik, egészen mast ka- |
. 3
punk, ha az x —2 helyett (2 —x)-et vesziink. N
1t x
X
—4—§‘2‘1_? [ R
T2 x—2-—x
-5l
-
Elsé 1épés: értelmezési tartomany: 0, 1, 2; értékkészlet: NI
0,1,2 ‘s
Jobbra-balra tovabb 1épegetve eljuthatunk az egészeken N
értelmezett fliggvényhez. .
X X . X ‘.X'
47372 1_(1)7 12 )3( 4
-l .
-5l
!

Erdemes az eddigiekre timaszkodva vizsgalni az x — 2+(—x) fiiggvényt. Ezt értel-
mezhetjiik két gép Osszekapcsoldsaval, az els6é gép a szamok ellentettjét képzi, a masodik
a 2-t hozzdado6 gép.

Be: x Be: —x
ellentett +2 4737271
Ki: —x

Ki: —x+2

Tapasztalhatjuk, hogy ez a fliggvény azonos az x — 2—x fiiggvénnyel. Ez természete-
sen nem véletlen, hiszen az egész szamok korében az 6sszeadds és kivonds értelmezésébdl
kovetkezik hogy egy szdm kivondsa azonos ellentettjének hozzdaddsaval.
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Szorzas

A szorzas tanuldsa kezdetén még nem magatol értet6dd a kommutativitas, kiilonboz6
szerepe van a szorzanddnak és a szorzonak, ezért fontos szempont a jelolés is. Itt kovetjiik
a sok tankonyvben szokdsos sorrendet: szorzandé - szorzd. Tehdt pl. 5-3 azt jelenti, hogy
az 5-0t szorozzuk 3-mal, a definici6 szerint 5-3=5+5+5. Kés6bbi felismerés az, hogy a
3+3+3+3+3=3-5 is ugyanennyi.

y
91 X
8,
7,
6T X
Szorzé gép 5t
Be: x 47
3t X
3 2t
l,
——— e+
Ki: x-3 of 1 2 3 4x

X=X 3=x+x+x

Ertelmezési tartomdny: természetes szamok
Ertékkészlet: a 3 nemnegativ tobbszorosei
Kiilon érdemes kitérni specidlis szorzégépekre:

x —x-1, ez éppen az identikus fliggvény. x —x -0, itt minden kijovo érték 0.

— N W AT
X

o 1 5 3 4x

Bévitsiik az értelmezési tartomanyt a negativ szamokkal: I

Nem sziikséges 4j definicid, x -3=x +x +x, akkor is, ha x negativ, [ F
a grafikonon a pontsorozat az egyenes mentén folytatddik a harmadik
siknegyedben.

Forditsuk meg a tényez8k sorrendjét, legyen a szorzandé édllando,
legyen ez a 3, és a szorz6 a valtozd, vizsgaljuk a x — 3-x fliggvényt.

A természetes szamokon értelmezve ez nyilvan azonos az x —x -3
fliggvénnyel.

Ha kiterjesztjiik az értelmezési tartomanyt az egészekre, a negativ
szammal val6 szorzast definidlni kell, hiszen itt mar nem hasznalhatd

az Osszeaddssal torténd értelmezés. A grafikon egyenesének meghosszabbitdsaval, annak

Py s

mentén val6 1épegetéssel adjuk meg a bdvitett fiiggvényt. Ez is megerdsitheti az egyéb

X
i ol mow s
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modellek segitségével kialakitott értelmezést, itt is azt kapjuk, 3-(—1)=—3, 3-(=2)=—6,
3.(=3)=-9 stb.
Igy a b6vebb halmazban is tejesiil, hogy x -3=3-x

Viltoztassuk a szorzandét, legyen negativ szam, pl. —3, a fiiggvény
most x — —3-x.

Az el6z6h6z hasonlé médszerrel vizsgalhatjuk.

Eljuthatunk ehhez a fiiggvényhez Osszetétellel is: x — —(3-x) Mo-
dellezhetjiik gépek egymdsutdnjaval: az els6 szorz6gép, a masodik az el-
lentett gép, megfigyelhetS az is, hogy jelen esetben a gépek sorrendje fel-
cserélhetd.

Tehat —3-x=—(3-x)=3-(—x)

Szorzas torttel

1
XX 7 Jelentése: vegyiik az x felét.

Ha az értelmezési tartomdny az egész szdmok halmaza,
az értékkészlettel mar kilépiink az egészek halmazabdl.

- W e

Osztas

Ertelmezési tartomany: a 3 nemnegativ tobbszorosei
Ertékkészlet: nem negativ egészek
Osztds

Be: x

3

Ki: x:3
Kezdetben az osztast kétféleképpen értelmezziik:

bennfoglalds 15:3=5, 15-ben a 3 megvan 5-szor,
mert 3+3+3+3+3=3-5=15

TEXTS DON'T GROW ON TREES!
AUTHORS" RIGHTS AWAREESS CANPALGH © Palfalvi Jézsefné



© Typotex Kiado

A maradékos osztas 181

részekre osztds 15/3=35, 15-6t 3 egyenls részre osztjuk, egy részbe v v e
5 keriil, mert 5+5+5=5-3=15
Lathat6, hogy a kétféle osztas forditott miivelete (,,probdja”) a

kétféle szorzas.

Viltoztassuk az osztét!

x > x :2. Ertelmezési tartomany: paros szamok. Ertékkészlet: természetes szamok.
x > x :4. Ertelmezési tartomény: 4 tobbszordsei. Ertékkészlet természetes szamok.
Az értelmezési tartomdny ilyen vizsgédlata oszthatdsdgi kérdésekhez vezet.

Specialis esetek
Az oszté 1: x:1=x, mert x - 1=x, barmely x €N

y
Ha az osztandé 0-tdl kiilonbozd szam, az oszté 0 nem le- ;‘ N x
het, mert 0-val barmely szdmot megszorozva tdjra 0-t kapunk, Sl
tehat nem kapjuk ,,vissza” az osztandét. e X
XX
KR
Mi a helyzet, ha a 0-t osztjuk egy szdmmal? x —0:x =0, y
X pozitiv egész szam 4
34,
24,
10
e ——
of 1 K] x
Bovitsiink!

Mi torténne, ha x helyére O-t irnank? ,,y =0:0; lehetne
y=17 1-0=0: igen; lehetne y =2? 2-0=0: igen; lehetne y=3?
3.0=0: igen stb, az y barmely szdm lehetne, hiszen y -0=0,
barmely y szam esetén.

Az x-hez a y-t rendel6 hozzarendelés az x = 0-ra nem N N
egyértelm(i, nem fiiggvény. opr2s *

Az y nem egyértelmiien meghatdrozhatd, ezért a 0 : 0
miivelet nem értelmezhet6.

~

— N W
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A maradékos osztas

Yy
4 X
Be: x 3 X X
2 X X
2 1 o x & . .
———t————t+—e—+—¢ o>
of I 23 4567 x
i: szampar
(hanyados, maradék) ¢ maradék
X hanyados

X pozitiv egész szam
A paros szamokndl a maradék 0, paratlanokndl 1, a hdnyados a szdm felének az
egészrésze. Ez a hozzarendelés természetesen nem fiiggvény, de ennek alapjan tobb fiigg-
vényt is értelmezhetnénk, pl. Lehetne a fliggvényérték

csak a hanyados, csak a maradék,

y y
4 X 41
3t X X 3+
2t X X 2t
1 X X It o . . .
+ S S e e ] |
0] 1 23 4567 X 0] 1 23 4567 X

de lehetne a képhalmaz a szdmparok halmaza is, x — (b, ¢), x =2b+c, ahol x és b pozitiv
egészek és ¢ 0 vagy 1 (lasd a fenti dbra).

Erdemes tovéabb vizsgélodni, ha az oszt6 3, 4 stb.

A maradékos osztds értelmezését kiterjeszthetjiik az egész szamok halmazara is, bar
ezzel tételesen az altaldnos iskoldban nem foglalkozunk.
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Osztas torttel

11 3
Peldaulxr—>x:—=b,b5=x
X
X
b | X
4 ————— = 41
3 U 3+ x
2 ——— 2l
T [
o | | 1
ol 1 2 3 4 «x ol 1234
[ w3 | b—b-3

, 2
Eszrevehet6, hogy ez ugyanaz a fiiggvény, mint az x —x - 3

Inverz fiiggvényekhez tudunk tapasztalatokat gydjteni: y
Abrizoljuk mindkettst kozos koordindta-rendszerben: :
I
4t T2 x
X
3.
21 X
oo T
KIEEER! e

Osztas alland6 osztand6 esetén a pozitiv egész szamok halmazéin

x—3:x {3,1}, {1,3}
x—12:x {12,6,4,3,2,1}, {1,2,3,4,6,12}

Altaldban:

X —a :x, az értelmezési tartomdny és az értékkészlet az a osztéinak halmaza, az
Osszetartoz6 értékparok pedig az a osztdparjai, ha az a pozitiv egész szam.
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Speciilis esetek
a=1, mindkét halmaz egyelemd, (1:1=1) y
44
34
24
11 X
R
a=0, x+— 0:x =0, az értelmezési tartomany a pozitiv y
egész szamok halmaza, értékkészlete egyelemt: {0} 4
34,
20
10
o] T SR I I

Erdemes 1épésenként vizsgdlni a kiterjesztést, itt csak az dbrakat mutatjuk:

O

y
127
117
101

— N WA O

X

X
X

X

| |
[N e R N

|
=)

T 10
r 11
12

IEEREE R

X —a:x, a rogzitett pozitiv egész szdm (az dbrdkon 12). x negativ egészek, x egé-
szek, kivéve O . x racionalisak, kivéve 0. x valdsak, kivéve 0. Ertékkészlet: racionalisak,

kivéve 0, valdsak, kivéve 0.

A rajzon nem tudunk kiilonbséget tenni, bar a raciondlisokon értelmezett fiiggvény
képe diszkrét pontok halmaza, a valésokon értelmezett fiiggvény képe folytonos vonal, a
ceruza vastagsaga, illetve a nyomtatott vonal vastagsiga elegend6 ahhoz, hogy a pontok
az abran 0sszemosé6djank egy folytonos vonalla.
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s
101
84
61 X
a4 x
1 X
21 X
T1078 76 T4 T2 ] x
X _ olt 3 5 7 9 X
s T2
£
x, 4
X 176
~8
10
)( 4

Erdekes fiiggvények
Az egészrész fiiggvény

x — [x], minden x valés szdmhoz a nédla nem nagyobb egé-
szek koziil a legnagyobbat rendeli, tehat [x] < x < [x]+
+1.

~=

A fiiggvény a val6s szdmok halmazit az egész szdmokra
képezi le.

Képlettel szakaszonként adhatjuk meg:

[x] =n, han < x < n+1, ahol n tetszbleges egész
szam. 1

A fliggvény segitségével viszonylag egyszerli példajat
mutathatjuk a nem mindeniitt folytonos, monoton fiiggvényeknek. A fiiggvénynek min-
den egész helyen ugrashelye van, az 4brdn minden egyes egységnyi szakasz bal oldali
végpontja hozz4 tartozik a grafikonhoz, a jobb oldali nem, tehét ott ,,lyukas”.

Erdemes felfigyelni arra is, hogy a definiciéb6l kénnyen
kiolvashato, hogy [x+k]=[x]+k, ha k tetsz6leges egész szam.
Ez szemléletesen azt jelenti, hogy ugyanazt a grafikont kap-
juk akar ha az x tengely mentén —k-val vagy az y tengely
mentén k-val toljuk el.

Bér a fiiggvényt a valés szdmok halmazan adtuk meg,
a raciondlis szdmok halmazan is érdemes foglalkozni ezzel
a fliggvénnyel, a kés6bbi analizis tanulmanyokhoz fontos ta-
pasztalati anyag nyerhet$ belSle mar ezen a szinten is.

TR L

*3*2*i_0( 1 ﬁ é 21 gx
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A szakaszonkénti képletbsl kovetkezik az is, hogy a y
fliggvény grafikonja szarmaztathaté ugy is, hogy az y = n,
(n € Z) egyenleti x tengellyel parhuzamos egyenesseregbdl
az x=n, (n €Z) egyenletii y tengellyel parhuzamos egyenes-
sereggel kivagjuk a megfeleld balrél zart, jobbrdl nyilt sza-
kaszokat.

- W A

Ha a fliggvényt lesziikitjiik az egész szdmok halmaza- y
ra, az ehhez a halmazhoz tartoz6 identikus fiiggvényt kapjuk,
hiszen minden egész szdmnak az egészrésze 6nmaga. Szem-
Iéletesen: az egészekhez tartozé pontok az y = x egyenletii
egyenesen sorakoznak.

x ~ot
A tortrész fliggvény ¥ I

x +—{x}=x —[x], szakaszonkénti képlettel: y
{x}=x—n,han<x <n+1, ahol n tetszSleges egész Al
szam. 3l
A fiiggvény a valds szdmok halmazat a [0; 1) balrél zart, 2t

jobbrol nyilt intervallumra képezi le. 1

Ezzel a fiiggvénnyel a gyerekek egyszer(i példan megis-
merhetik a fliggvények periodicitdsit — tehat nemcsak a tri-
gonometrikus fiiggvények alkalmasak e tulajdonsdg bemuta-
taséra!

—3=2-10{ 1 2 3 4 x

A fiiggvény definicigjabdl (alapvetSen az egészrész definicidjabdl) kovetkezik, hogy
{x+k}={x} minden k egész szdmra, hiszen a definicé szerint

{x+k}=0+k) —x+kl = +k) = (x]+k) =x — [x] = {x}

Szemléletesen ez azt jelenti, hogy a grafikon az x tengely mentén barmely egész
szammal eltolhaté (6nmagaba megy at).

A fiiggvény nem vesz fel 0-nél kisebb értékeket, hiszen a szdm, amibdl az egészrészét
kivonjuk, nagyobb vagy egyenld az egészrészénél, éppen az egész szdmokndl kapjuk a
0-t. A fiiggvény korlatos feliilr6l is, hiszen minden értéke kisebb mint 1. De barmilyen
kicsivel is kisebb egy pozitiv szdim az egynél, a tortrész fiiggvény értékkészletében benne
van. Masként fogalmazva ez azt jelenti, hogy a fiiggvénynek nincs maximuma, de van
legkisebb fels6 korlatja, ez az 1. Az egészrészhez hasonléan ennek a fiiggvénynek is
ugrashelyei vannak az egész szamoknal.
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A szakaszonkénti képletbdl kovetkezik, hogy a fliggvény
grafikonja szarmaztathaté ugy is, hogy az y=x —n, (n € Z)
egyenletli egyenesseregbdl kivagjuk az x tengely és az y =1
egyenletli egyenes kozé es6 szakasz-sorozatot, és elhagyjuk a
y=1 egyenesére esd pontokat.

Ha a fiiggvényt leszikitjiik az egész szamok halmazara,
ezen a halmazon az azonosan 0 fiiggvényt kapjuk.

Kerekités
Kerekités egészekre

A kovetkezd fiiggvény minden valés szamhoz hozzéren-
deli a szdm egészekre kerekitett értékét. Ez is ugrdsos fiigg-
vény, minden félnél ugrik. Példaul,
ha 1,5<x <?2,5, a fiiggvény értéke 2,
ha 2,5<x <3,5, a fiiggvény értéke 3,
ha —0,5<x<0,5, a fliggvény értéke 0,
ha —1,5<x < —0,5, a fiiggvény értéke —1, stb.

Y

o
4+
3+
2+ O
1+ =0
ST A
N
MO

A kerekitéssel mar az alsé tagozatban a ,kis” pozitiv egészek vildgdban is tall-
koznak a gyerekek, megtanuljdk ezeknek az egészekre, tizesekre, szdzasokra, ezresekre
kerekitését. Erdemes ezeken a halmazokon is vizsgédlni a megfeleld fliggvényeket. Az

alabbiakban a tizesekre, ill. szazasokra kerekitéses fiiggvény grafikonjat mutatjuk.

y y
b
401 »—o 4001 —_—
30t MmO 3001 B —
207 — 2001 ——o
101 »—o 1001 o
15 7515 15 25 150 750 | 50 150 250
=30 720 "10 O 10 20 30 40 x =300~200-100 O| 100 200 300 400
— 110 — 17100
D 0 M)
D 0

R—-Y
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Az eldjel vagy szignum fliggvény

y
1, hax >0 1«%—
x —sgx =<0, hax =0 ‘é‘ﬁ‘io_li 53 iy

—1, hax <0

A fiiggvényérték mintegy ,.kddolja” a szam elGjelét, azaltal, hogy a pozitiv szdmhoz
1-t, a negativ szdimhoz —1-et, a 0-hoz a 0-t rendeli, tehdt a val6s szdmokat a {—1,0,1}
halmazra képezi le.

A negativ szdmokon és a pozitiv szamokon egy-egy konstans fiiggvénnyel azonos,
0-ban ugrashelye van.

Pératlan fiiggvény, mert sg(—x)=—sgx, ezért a grafikonja az origéra szimmetrikus.

Erdemes mdr a raciondlis szdmok halmazan is értelmezni. J6 példanak hasznalhatjuk
a fiiggvénytranszformaciok és a fliggvényosszetételek tanitdsakor, konny( rajzolni, ezzel
egyszertien szemléltethet$ a kiilonbozd fliggvénytranszformaciok és Osszetételek geomet-
riai megjelenési forméja.

Példak:

X—sgx+3 x—sg(x —3) X —Sgx )c»—>(sg)c)2

y

y y
14 PR jal
+—t ——t—t — + ‘ ——t—t
—10Jr11234x —10[ 123 4x —10J( 123 4x
B L
eltolds y tengely eltolds x tengely tilkrozés az x ten-
mentén mentén gelyre

Tobb 1épéses transzformacio:

x»—>2-(sg(x—1))2 x»—>(1—(sg(x—1))2>~2
y y
2 2t x
l,

_g_i_io %1/ 2 3 th _3—2—10+ 1 2 3 4 «x
1 Tl

A fiiggvények tanitdsaban gyakran felmeriil§ probléma, hogy nem tisztdzédik, hogy
véges szamud helyen megadott értékekhez végtelen sok szabély adhat6 meg tgy, hogy
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az adott helyeken a megadott értékeket szolgéltatja. Ezt egy Péter R6zsatdl* szarmazd
példan mutatjuk meg. Vegylink hidrom adott értéket: a;, as, az, ezeken a helyeken a

hozzarendelt értékek legyenek: by, by, b3, Az el6z6ekben megismert signum fiiggvény és
transzformacidi segitségével megadjuk a kovetkez6 szabalyt:

(1 sec —a?) b1+ (1= (s —a2)?) - by + (1 = (setx = a3)?) - by

Ez a fiiggvény az ay, ay, a3, helyeken by, by, b3, értékeket veszi fel, minden mas helyen
pedig O-t.
Ebbdl mar konnyen kovetkezik allitdsunk igazsiga.

Legyen f tetszbleges fiiggvény. Ennek segitségével a kovetkez6képpen adhatunk
meg végtelen sok olyan fliggvényt, amely az aj, a,, a3, helyeken by, by, b3, értékeket
veszi fel.

(1= e —a?) b1+ (1= (sgr —an)?) - by + (1= (sx — az)?) - b+
+(sg(x — a)))” - (sglx — a2))* - (sg(x — a3))” - f(x)
Ez a fiiggvény az ay, a», a3, helyeken a by, by, b3, értékeket veszi fel, minden mas helyen
pedig értéke az f(x)-szel egyenld.

A fiiggvényekkel kapcsolatos ismeretek j6l hasznalhat6k az egyenletek, egyenl6tlen-
ségek megolddshalmazanak dbrazolasaban.

Példak
Abrizoljuk a derékszogii koordinata-sikon a kovetkezd egyenletek, egyenlStlenségek
megolddshalmazat!
(x+y)(x —y)=0 (x=Dx+y)=0

A

SRR

A két egyenes minden A két egyenes hozza tarto- Az x = 1 egyenes nem
pontja zik tartozik hozza

* Péter Rézsa (1905-1977)
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Ebben a témaban érdemes tobb egyszerii feladat utdn néhany nehezebbet is feladni.
A kovetkezd példdkban jol hasznosithatjuk az el6z6ekben vizsgdlt fiiggvényekrdl tanul-
takat. A megoldasok taldn meglep&ek, a kapott kiilonleges, tetszetds abrak az érdekl6dés

felkeltésére is alkalmasak lehetnek.
Példak
e[ <yl x| +[y[<5

y

Az egyenesek hozza tartoznak A szakaszok hozz4 tartoznak

[x1=[y] {x}={v} [x1={y}

Feladatmegoldas szamkartyakkal

Az altalanos iskolai matematika tanitdsdban gyakran haszndljuk a szdmkartyakat pl.
kombinatorikai vagy szdmelméleti feladatok megolddsdhoz a problémak szemléltetésére, a
lehetséges esetek 0sszeszdmoldsdnak megkonnyitésére, dltalaban a feladatokban szerepld
szamok megjelenitésére.
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Az aldbbiakban a szdmkartydk alkalmazdsdra mutatok taldn nem mindenki 4ltal is-
mert példat.

Rakjuk szamkartydinkat 1-t61 100-ig novekv6 sorrendben egy csomagba. Tegyiik
magunk elé az els6 csomagot, amely az 1-t6] a 20-ig tartalmazza a lapokat, majd az
osztadlyban 3—4-5 f6s csoportoknak osszuk ki a kovetkez6 csomagokat: 21-t61 36-ig, 37-
t6l 50-ig, 51-t61 72-ig, 73-t6l 80-ig és végiil 81-t61 100-ig. Célszerd a tablan is rogziteni
ezt a leosztast.

1-20
21-36
37-50
51-62
63-80

81-100

A

Az elsé 20-as csomaggal szemléltetjiilk a tennivaldkat!

Keverjiik 6ssze a kézhez kapott kartyacsomagot, vegyiik szét két egyenld részre,
és a két félcsomag lapjait rakjuk le egymds ald két sorban magunk elé, ugy, hogy az
egyik sorban névekvd, a masik sorban csokkend sorrendben kdvessék egymast a szamok.
Példaul egy keverés utan a kovetkezé két sort kaptuk a 20 -asban:

18 16 15 11 10 7 5 4 2 1
3 6 8 9 12 13 14 17 19 20

Ezutdn pdronként az egymads alatt levé szdmok koziil a nagyobbikbdl vonjuk ki a
kisebbiket, és a kapott kiilonbségeket adjuk 0ssze.

Példankban ezt kapjuk:
15410+ 74+ 2+ 2+ 6+ 9+ 13+ 17+ 19 =100

Ezt az eljarast tobbszor is ismételjiik meg, és gyljtsiik Ossze, hogy az egyes csoportok
milyen eredményekre jutottak.

Biztosan meglepdnek taldljdk a gyerekek azt, hogy barhogy is keverik a kézhez ka-

pott kdrtyacsomagot, azzal mindig ugyanazt az eredményt kapjak. A kovetkez$ tablazat
mutatja az osszegeket.

Az Osszegek

Az Osszegek

1. 1-20 100
2. 21-36 64
3. 3750 49
4. 51-62 36
5. 63-80 81
6. 81-100 100

Talan azt is hamar észreveszik, hogy a kapott 6sszeg minden esetben négyzetszam,
és éppen annak a szdmnak a négyzete, ahdny szampart képeztiink a csomagban. Erdemes
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még tobb kiilonbozd leosztdssal is kisérletezni, a tapasztalatok alapjan megsziilethet a
kovetkezd sejtés.

Péros sok egymast kovetd pozitiv egész szaimot osszunk szét tetszélegesen két egyen-
16 csoportba. A két csoportbdl alkossunk egy novekedd €s egy csokkend szdmsorozatot,
paronként az azonos sorszdmu elemek koziil a nagyobbikbdl vonjuk ki a kisebbiket, az
igy kapott kiilonbségeket adjuk 6ssze. Sejtésiink szerint a kapott 6sszeg a szdmparok da-
rabszdmanak a négyzete lesz.

A sejtésiink tulajdonképpen két meglepd allitast tartalmaz:
1. Akérhogy kevertiik a kartya csomagot a kiilonbségek 6sszege allandé.
2. Ez az alland6 éppen az egy sorban all6 szimok szdmanak a négyzete.

A néhdny eset kiprobdldsa természetesen még nem jelenti azt, hogy ez a szabdly-
szerliség altaldnosan igaz. Szeretnénk &llitdsunkat bizonyitani, szeretnénk magyarazatot
taldlni a torvényszertiségre.

A bizonyitdshoz nézziik meg Ujra részletesen a példankat!

(A szamok 1-t6l 20-ig.)

18 16 15 11 10 7 5 4 2 1
36 8 9 12 13 14 17 19 20
I5+410+ 7+ 2+ 2+ 64+ 9+13+17+19=100

Felmeriilhet az az otlet, hogy cseréljiik meg a parokat dgy, hogy mindig a felsd
sorban legyen a nagyobbik szdm, amelybdl vonjuk ki az alatta levdt, a kiilonbségeket ez
nem véltoztatja meg. A példankban ez a kovetkezSképpen latszik:

(A szamok 1-t61 20-ig.)

18 16 15 11 12 13 14 17 19 20
36 8 9 10 7 5 4 2 1
I5+410+ 7+ 2+ 2+ 64+ 9+13+17+19=100

Ezutan altaldban hamar feltinik, hogy a felsé sorban taldljuk az 6sszes 10-nél na-
gyobb szdmot, az alsé sorban pedig — nem feltétleniil novekeds sorrendben — a szdmokat
1-t61 10-ig.

Vajon szabad-e a sorokon beliil cserélni a kartyakat?

Ennek eldontésére irjuk ki részletesen miket is adtunk Ossze:

(18 = 3)+ (16 — 6) + (15 — 8) + (11 — 9) + (12 — 10)+
+(13 =T+ (14 =5+ (17— 4) +(19 —2) + (20 — 1)

Eszrevehetjiik, hogy a zar6jeleket elhagyhatjuk, és Gsszegiinkben a tagokat masképpen is
atrendezhetjiik. Példaul igy:

20419+ 18+17+16+15+14+13+12+11 —(1+2+3+4+54+6+7+8+9+10),

vagy igy:
20—-10+19—-9+18 —-8+17—-7+16—-6+15—5+14—-4+13—-3+12—-2+11—-1
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A kartyakkal:
(A szamok 1-t61 20-ig.)
20 19 18 17 16 15 14 13 12 11
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
19+17+15+13+11+ 9+ 7+ 5+ 3+ 1=100

vagy:
20 19 18 17 16 15 14 13 12 11
o 9 8 7 6 5 4 3 2 1
10+10+10+10+ 10+ 10+ 10+ 10 + 10 + 10 = 100

Tehat a kérdéses Osszeget megkaphatjuk gy is, hogy a pozitiv egészek korében 11-
tél 20-ig 6sszeadjuk az egymadst kovetd szamokat, és ebbdl levonjuk a szdmok Osszegét
1-t61 10-ig.

Ezt a miiveletet sokféleképpen végezhetjiik el, talan a legkevesebb szdmoldssal jar a
kovetkezd modszer:

20-10+19-9+18—-8+17—-7+16—-6+15-5+14-4+13-3+12-2+11 -1

Mindegyik kiilonbség éppen 10, tehat 10 darab 10-et kell dsszeadnunk, igy az Osszeg
valéban 100.

Hasonl6 atrendezésekkel a tobbi kartya-, illetve szimcsomagbdl is megkaphatjuk sor-
ra a kordbban nyert négyzetszdmokat:

1. 1-20 100
2. 21-36 64
3. 3750 49
4. 51-62 36
5. 63-80 81
6. 81-100 100

Részletezve az egyes csoportok szdmitdsait:
. 36—28+35—-27+34—-26+33—-25432—-24+31—-23+30—-22+29—-21=8-8=64
. 50-43+49—-42+48 —41+47—-40+46—39+45—-38+44—-37=7-7=49
. 62—-56+61—-55+60—54+59—53+58—-52+57—-51=6-6=36
. 80—71+79—70+78—69+77—68+76—67+75—66+74—65+73—64+72—63=9-9=81

. 100—-90+99 —89+98 —88+97—87+96 —86+95—85+94 —84+93 —83+92 - 82+
+91-81=10-10=100

AN L B W

A 6. esetben észrevehetjiik, hogy eredményiink megegyezik az elséével.

Konnyen réjohetiink ennek az okara is. A 6. dsszeaddsban minden kiilonbség mind-
két tagjabol vonjunk ki 80-at, igy az Osszeg értéke természetesen nem valtozik és éppen
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az 1. esetben szerepld szdmokat kapjuk. Tehat a 20 egymadst kovetd pozitiv szdm eseté-
ben mindegy, hogy a kezd6szdm 1 vagy 80-nal — esetleg mdssal — tobb, az eljardsban
szerepld Osszeg mindig annyi, amennyit akkor kapunk, ha 1-gyel kezdjiik a szdmsoro-
zatot. Hasonlé meggondolassal beldthatjuk, hogy a 2. esetben 1-t6l 16-ig, a 3. esetben
1-t61 14-ig, a 4-ben 1-t8l 12-ig, az 5-ben 1-t8] 18-ig is valaszthattuk volna a kartydinkat,
ugyanarra az eredményre jutottunk volna. Ugy is képzelhetjiik ezt el, hogy a vilasztott
szamsorozatot a szdmegyenesen szabadon eltolhatjuk, természetesen tgy, hogy a sorozat
tagjai valamennyien pozitiv egészek legyenek. A bizonyitdsban ezért elegendd a szdm-
sorozatunkat az 1-gyel kezdeni, és valamelyik paros szdmmal befejezni. A feladat, tehat
dltalanos esetben a kovetkez6képpen fogalmazhaté: Tekintsiik az 1, 2, 3, ..., 2n egymast
kovetd pozitiv egész szamok sorozatit. Véletlenszerlien alkossunk a 2n darab szambdl
két n tagu sorozatot, az egyiket rendezziik novekvs, a masikat csokkend sorrendbe, az
azonos sorszamu tagokat frjuk egymads ala:

ay, 4a, 4az, ..., dp

by, by, b3, ..., by

Adjuk 0ssze az azonos sorszdmu szdmpdrok kiilonbségének abszoltt értékét 1-tSl
n-ig, és bizonyitsuk, be hogy ez az 0sszeg nem fiigg attdl, hogyan valasztottuk ki a két
n-tagl sorozatot, az dsszeg mindig n’.

Azaz |a) —by|+|ay —bo|+...+|an —by|=n’.

Ahol mindegyik a; és bj az 1,2, ...,n,n+1, ..., 2n szdmok valamelyike.

A példak alapjan a sejtésiink az, hogy ez az dsszeg mindig atrendezhet$ gy, hogy

2n+ 2n—1)+...+(n+1)—(n+(n—D+(m—2)+...+1) =

(%)
=(2n—n)+(2n—1-(n—-1)+(2n—2-n-2))+...+ (n+1—1) =n-n=n?
Ez azonban nem magétdl értet6dd, hiszen mindegyik félcsomagba véletlenszeriien keriil-
tek a lapok. Vajon nem fordulhat-e el6 olyan eset, hogy pl. a 20-as csomagban egymads
folé kertil a 6 és a 8, vagy a 11 és a 17?

A sejtésiink az, hogy barmelyik szdmpérban a kisebb szdm nem lehet n-nél nagyobb,
illetve a nagyobb szdm nem lehet (n + 1)-nél kisebb, ekkor az n darab 6sszeadandé kii-
Ionbség valdban atrendezhetd a (x) forméban.

Nézziik at ebbdl a szempontbdl djra a példankat:

18 16 15 11 10 7 5 4 2 1
3 6 8 9 12 13 14 17 19 20

A 10-nél nagyobb szamok mind kisebbitend6k lesznek, a 11-nél kisebbek parja pedig
mindig nagyobb a szdmnal akér alul, akar feliil van.

Gondoljuk meg, hogy ez nem is lehet masként!

Vizsgéljuk az i-edik helyen all6 szampart.
x k% k@ * k k k k % n darab szam
* ok ok Db ok ok ok ok ok % n darab szdm
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Tegyiik fel, hogy a; > b;. A fels6 szdmsorozat szigordan monoton csokkend, tehat
az a;-t kovetd n —i darab szdm biztosan kisebb az a;-nél, a masodik sorban a szdmok
szigordan monoton novok, ezért a b;-vel egyiitt az els6 i darab szdm kisebb mint az a;.
Az (n —i)+i =n, tehat, ha egy szdm a szampar nagyobbik tagja, akkor anndl legalabb
n darab kisebb van. Vagyis a legkisebb olyan szdm, amely egy szdmpér nagyobbik tagja
csakis az n+1 lehet. Ehhez hasonléan belathatjuk, hogy ha egy szdmpar kisebbik elemét
valasztjuk ki (akdrmelyik sorban lehet!), akkor anndl legaldbb n darab nagyobb szdm
van, tehdt a legnagyobb olyan szdm, amelyik valamelyik szdmpar kisebbik tagja csak
az n lehet. Mivel mindkét csoportban pontosan n darab szdm van ezért a kiilonbségek
kisebbitenddi a szamok (n+1)-t6l 2n-ig és a kivonanddk pedig a szdmok 1-t6] n-ig. Tehat
a kiilonbségek mindig atrendezhetSk a () szerint, azaz a sejtésiinket bebizonyitottuk.

Megjegyzések:
1. A feladat kapcsan széba johet a els6 n pozitiv egész szam Osszegének meghata-
rozésa, tobb mas probléma mellett ez a feladat is lehet ennek a témanak az elindit6ja.

2. Természetesen az is lehetséges, hogy ezt a feladatot akkor adjuk fol, amikor mar
tudjék a gyerekek az els6 n pozitiv egész szam Osszegének a képletét, és ezt fel akarjdk
haszndlni a megoldasban. A kovetkezd szamitassal is eljuthatunk az eredményhez:

2n+Q2n—D+...+(n+D)—(n+(r =D+ —2)+...+1) =
2n+2n—D+...++D+n+(n—D+...+1-2-(n+(n—D+(n —2)+...+1) =

=2”(2’;+1)_2."("2“)=n(2n+1—(n+1))=n2

Ezt a szamitast is ki kell egésziteni a fenti bizonyitdssal.

3. Megfigyeltem, hogy mindig van valaki, aki gy osztja két egyenld részre a 2n
darab szdmot (véletleniil vagy szandékosan), hogy az egyik csoport a szdimokat 1-t61 n-ig,
a masik csoport az (n+1)-t6l 2n-ig tartalmazza, ekkor a két monoton sorozat a kovetkezs:

2n 2n—1) 2n—=2) ... 2n—(—-2)) 2n—(n—1) = n+l
1 2 3 .. n—1 n
A kiilonbségek: 2n—1 2n—3 2n-5 ... 3 1

Ez éppen az elsd n paratlan szam. Ha tudjak mar, hogy ezek Osszege n’-tel egyenld,
akkor mar csak azt kell bizonyitani, hogy a kiilonbségek 0sszege allandé.

4. Lehetséges a forditott eset is. Belatjuk, hogy a kiilonbségek 0sszege dllandd, meg-
allapitjuk, hogy ez az 6sszeg mindig n’. Ekkor ,melléktermékként” azt is megkapjuk,
hogy az els6 n paratlan szdm Osszege n?, hiszen a 3-ban leirt szabdlyos kivdlasztdssal a
szampdarok kiilonbségei éppen a pdratlan szdmok 1-t61 (2n — 1)-ig.
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Régi feladat — 4j gondolatok

Differencialt feladatsorok tervezése konkrét feladathoz kapcsolva

Féiskolai hallgatokkal foglalkoztunk a differencidldssal mint az eredményes mate-
matikatanitds egyik fontos mddszertani alapelvével.

A hallgaték feladatul kaptak, hogy készitsenek 3 kiilonboz6 szintre tervezett szamel-
méleti feladatsort. A feladatsornak kapcsolddnia kell az tn. ,,szultdnos” feladathoz — 14sd
Szendrei Julianna—Varga Tamads: Tantervi Gtmutaté 7. oszt. 35. oldal — konyviinkben a
23. oldal.

Lehet példaul a szultdnos feladat el6készitését megtervezni, lehet abbdl kiindulni,
vagy akdrhogyan felhaszndlni.

Egy ilyen feladatsort mutatunk be, amelyet egy IV. éves matematika—szamitastech-
nika szakos hallgaté készitett 1998-ban.*

Alapfeladat: A szultan felébred egyik reggel, és mivel nagyon jé napja van, am-
nesztiat hirdet. De azért nem akarja az Osszes foglyot elengedni, mert akkor iires lenne a
borton, ezért a kovetkezd furfangos megoldast taldlja ki: Az 6r az elsé nap minden cellat
kinyit, a masodikon minden madsodikat, a harmadikon minden harmadikat, és igy tovabb.
De ha a zar nyitva van, § bezdrja, ha csukva van, akkor kinyitja. A bortonben 100 cella
van, melyiknek az ajtaja lesz nyitva a szdzadik nap utan?

A feladat megolddsa alapvetSen két részbdl 4ll:

a) Le kell forditani a matematika nyelvére,

b) A kapott problémat meg kell oldani.

Az alapfeladatndl ez a két rész:

a) Azoknak a celldknak az ajtaja lesz nyitva a szdzadik nap utdn, amelyeknek paratlan
sok osztéjuk van, mert igy pératlanszor forditotta el az &r a zarat és végiil nyitva maradt.

b) Ezek a szdmok a négyzetszdmok. Tehat az 1., 4., 9., 16., 25., 36., 49., 64., 81.,
100. celldk lakéi szabadulnak ki.

1. csoport (az a) rész is gondot okozhat)

7 2

1. feladat: Az els6 6r minden cellan végigmegy, a mdsodik a masodik cellatdl kezdve
mindegyiken, a harmadik a harmadik cellat6]l kezdve mindegyiken. A 100 cellab6l 100
nap utdn kik szabadulnak ki?

Megoldas:
a) A celldkban annyiszor forditjak el a kulcsot, ahdnyadik cella. Ahhoz, hogy kisza-

baduljon a rab, az kell, hogy paratlanszor forditsdk el a zarat. Tehat a paratlan cellakbol
szabadulnak ki a rabok.

* Somogyi Timea
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b) Ezzel meg is oldottuk a feladatot. Az 1., 3., 5., 7., ... celldk lak6i mehetnek haza.

2. feladat: A celldkon annyi zar van, ahdnyadik cella, tehat a 100. celldn 100 zar
van. Az els6 6r kinyitja az elsé napon a legelsd zarat az Osszes cellin. A masodik 6r a
mdsodik napon minden mésodik celldn kinyitja a masodik zdrat, és igy tovabb. A szdzadik
nap utdn kik szabadulnak ki?

Megoldas:

a) Segiti a megoldast minden esetben, ha rajzot készitiink. Egy cella akkor lesz nyit-
va, ha rajta az sszes zdr nyitva lesz. A mdsodik zdr melyik celldkon lesz nyitva? Amelyek
oszthat6ak 2-vel. A harmadik zar azokon lesz nyitva, amelyek oszthatéak 3-mal. Tehat

payt

akkor lesz egy cellan az Gsszes zar nyitva, ha az Osszes ,,el6z8” szdm osztoja.

b) Kettd ilyen szdm van: az 1 és a 2, vagyis az els6 két cella marad nyitva a szdzadik
nap utan.

3. feladat: Ugyanaz, mint az alapfeladat, csak 10 cella van.

Megoldas:

A 10 cellat le is tudjuk rajzolni, igy a megoldast mar csak indokolni kell. Ezt igazadbdl
nem tekintem 6ndll6 feladatnak, inkdbb csak segitség, hogyha nem megy az alapfeladat,
prébdljanak néhdny cellét lerajzolni — mondjuk tizet — és ezen gondolkozzanak.

4. feladat: az alapfeladat.

2. csoport (jok)
1. feladat: az alapfeladat.

2. feladat: Az 6rnek az lenne a feladata, mint az el6z6 példaban, csakhogy ez az 6r
nagyon nem szereti a paros szdmokat, igy csak paratlan napokon hajlandé el&jonni. Igy
elsd nap az 0sszes celldban elforditja a zarat, a harmadik napon minden harmadik celldban,
és igy tovabb. 100 cella van, minden celldn egy zar. A szdzadik nap utdn melyik cella
lesz nyitva?

Megoldas:

a) Mivel az els6 nap minden cellat kinyit és utdna mar csak azokat a celldkat nyitja
vagy zarja, amelyeknek van még pératlan osztdja, azok a cellak biztosan nyitva maradnak,
amelyeknek az 1-en kiviil nincs més pdratlan osztdjuk.

Masrészt a tobbi maradék cellak koziil azok lesznek nyitva, amelyeknek pératlan sok
osztdja van, ugyanugy, ahogy az alapfeladatban is.

b) Az olyan szdmok, amelyeknek nincsen az 1-en kiviil pdratlan osztéjuk, a ketts-
hatvanyok: 1, 2, 4, 8, ... A masik féle megoldas a négyzetszamok. Tehat egy cella ajtaja
akkor lesz nyitva, ha a sorszdma kett6hatvany vagy négyzetszam.

3. feladat: Ez az 6r az el6z6 Grnek a testvére, csak pont ellentétei egymdsnak: a
batyja a paros napokat nem szerette, & viszont ki nem dllhatja a paratlanokat. Ezért csak
paros napokon teljesiti a kotelességét. Masodik nap minden masodik celldban forditja el
a zarat, negyedik nap minden negyedik celldban, és igy tovabb. Kik fognak kiszabadulni
100 nap mdlva?
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Megoldas:

a) A paratlan sorszamdu celldkat az 6r nem is érinti, mivel paratlan szimnak nincsen
paros osztdja. Azok fognak kiszabadulni, amelyek olyan celldban vannak, aminek paratlan
sok pdros osztdja van.

b) Ilyenek példdul a 2, 8, 18, 32, ... Kis odafigyeléssel le lehet gyartani Oket, itt
most nem irom le az Gsszeset.

4. feladat: Most minden celldn 2 db zar van, és két 6r van, az egyiknek az egyik
zarhoz, a masiknak a mdsik zdrhoz van kulcsa. Csakhogy ezek az 6rok nagyon lustdk,
igy egyik nap csak az egyikiik megy ki, a masik nap a masikuk. Tehét az elsé nap az
els6 or kinyitja az egyik zarat minden ajt6n, méasodik nap a masik 6r elforditja a masodik
zarat minden mdsodik ajton, és igy tovabb. A szdzadik nap végén melyik celldk lesznek
nyitva?

Megoldas:

a) Ahhoz, hogy egy cella nyitva legyen, az kell, hogy az ajtajan 1év6 mindkét zar
nyitva legyen. Az elsd 6r pedig pontosan azt csindlja, amit az az &r, aki nem szerette a
paros szdmokat, igy az els6 zar pontosan akkor lesz nyitva, amikor a paros szdmokat nem
szeret$ Gr celldi; a masik 6r pedig megfelel a paratlan szamokat nem szeretd 6rnek. fgy
ennek a két megolddshalmaznak a metszetét kell venni, hiszen mindkét zdrnak nyitva kell
lennie.

b) Azok a celldk lesznek nyitva, amelyeknek sorszdma (kett6hatvany VAGY négy-
zetszdm) ES (pdratlan sok pdros osztéja van). Ha mar megvannak az el6z6 feladatok
megolddsai, mint szimhalmazok, akkor csak a metszetiiket kell venniink.

3. csoport (szakkor)

Ezekhez a feladatokhoz kell plusz ismeret is: az, hogy hogyan lehet meghatarozni
egy pozitiv egész szam osztéinak szamat. (Ha x =p‘f‘ ~p§2 -..pin | ahol p; primszdm, akkor
x osztéinak szdma (a;+1)-(ar+1)-...-(an +1), p;-k kiilonbozbek.)

1. feladat: az alapfeladat bevezetésképpen.

2. feladat: A celldk ajtajan nem szokvanyos zdrak vannak, hanem haromallasu zarak.
Alldsai: zarva, zarva, nyitva. Most az 6sszes zar az els6 zarva allasban van. Az 6r az els6
nap minden zdron fordit egyet, a mdsodik nap minden mdésodik celldn 1év8 zéaron fordit
egyet, és igy tovabb. Kik szabadulnak ki 100 nap utdn a 100 cellabdl?

Megoldas:

a) Azok a celldk maradnak nyitva, amelyek sorszdma osztéinak szdma 3-mal osztva
2 maradékot ad, igy példdul ha 2, 5, 8, ... osztdja van.

a) Azok a szamok, amelyeknek 2 osztéjuk van, a primszdmok. Ahhoz, hogy meg-
allapitsuk, mely szdmoknak van 5 db osztéja, sziikséges az osztdk szdmdra vonatkozd
képlet. Az 5 szorzat alakba csak 1-5-ként irhat6, igy az jon ki, hogy a szdm p4 alakban

irhatd, ahol p prim. Ilyen szam példaul a 16 (2%). Ezeket a szdmokat is el6 lehet allitani
100-ig.

TEXTS DON'T GROW ON TREES!

AUTHORS" REGHTS RWARENESS CAMPAIGH © Palfalvi Jozsefné



© Typotex Kiado

Régi feladat — 1j gondolatok: Differencidlt feladatsorok 199

Olyan szdm, amelynek 8 db osztdja van lehet p7 alakd — ilyen nincs 100 alatt —, és
lehet p} -pg alakd, ilyen példaul a 24 (31.2%). Ezzel a médszerrel meg lehet taldlni azokat
a celldkat, amelyek nyitva maradnak a szdzadik nap utén.

3. feladat: Az ajtékon most mar négyallasu zarak vannak, amelyeknek alldsai: zarva,
zarva, zarva, nyitva; mindegyik zar az elsé zarva alldsban van. Az 6r ugyanigy dolgozik,
mint az el6z6 feladatban.

Megoldas:

a) Most azok lesznek a szerencsések, akik celldjanak sorszdmdnak annyi darab osz-
téja van, hogy 4-gyel osztva 3 maradékot ad. Tehdt az osztok szdma 3, 7, 11, 15, ...
lehet.

b) Az el6z6 feladathoz teljesen hasonléan tudjuk meghatirozni ezeket a celldkat.
Most kénnyebb dolgunk van, mert a 3, 7, 11 szdmok primek, csak egyféleképp éllithatok
el6 szorzat alakban. Igy pz, p6, plO alakd megolddsok lehetnek. A plo-r(il latszik, hogy
a 100-ba nem fér bele — a legkisebb ilyen szam a 210=1024. Olyan szdm sincs 100 alatt,
aminek 15 osztdja van, mert az vagy p14 vagy p% ~p§' alakd.

4. feladat: Minden cellan 2 db zdr van, mindegyik a ,,normalis”, kétallasd zar. Most
mindegyik cella zarva van. Az 6r az elsé nap minden celldn elforditja az egyik zarat, a
masodik napon minden mdasodik cellin megy végig, de ugy forditja el a zarakat, hogy
pont a masikon fordit egyet, mint legutébb. Ha tehdt tobbszér megy egy celldhoz, akkor
el6szor az egyik, utdna a mdsik, aztdn megint az egyik, aztdn megint a mdsik zdrat forditja,
és igy tovabb. A szdzadik nap utdn melyik celldk lesznek nyitva?

Megoldas:

a) Mindkét zarnak nyitva kell lennie. Ez akkor teljesiil, ha a cella sorszimanak annyi
osztdja van, hogy 4-gyel osztva 2 maradékot ad. Hiszen a két zar egyiittes alldsai: nyitva—
zarva, nyitva—nyitva, zarva—nyitva, zarva—zarva, és ez megint ismétlédik. Tehat egy cella
nyitva lesz, ha 2, 6, 10, 14, ... osztdja van.

b) Ezeket a szdmokat az el6bbiekhez hasonléan hatdrozhatjuk meg. 2 db osztdja van
a primszamoknak, 6 db osztdja van a p5, illetve a pll -p% alakd szdmoknak, és igy tovabb.
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