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A. fuggelek
Feynman-féle palyaintegral

A palyaintegralok Feynmantél er@dnddszere egy eredeti és fontos megko-
zelitése annak a problémanak, hogy az &llapotveki@n) = e~ #Ht|y(0))
unitér idéfejlodését szamitassal kdvethessik.

A feladat nehézségét az adja, hogy mivel a Hamilton-operéator két tagbal,
egy kinetikus és egy potencialis energiabdl all, amelyek nem felcsdbkihet

H=T+V; [T,V]#0, (A.1)
az 0sszeg exponencidlis fliggvényét nehéz kiszamitani, hiszen
e rht £ g iTtg RVt (A.2)

Feynman eredeti meglatasa az, hogy eléggé révitbre az exponencialis
operator kozeltileg mégiscsak szorzatra esik szét:
Ny [P N
e nTHVIEn 1 —Te— Vet o(?
F1E—gVe+o(e)

~(1_ 1% g 2 (A.3)
(1 h_Ts> <1 h_V8> +o0(g9)
~ e hee Ve o (e2).

Ebbdl ered az az dtlet, hogy szamitsuk kb&tor ilyen rovid idkre az id-
fejlédés unitér operatoranak pontos kifejezését, majd ilyen kis |ép@isekb
rakjuk 6ssze a végesadilatt lejatszodo teljes fé&tiést.

Maradjunk egy dimenzidban, és szamoljuk ki a két faktor matrixelemeit
koordinata-reprezentacioban. A potencialis energia trivialis:

(Xl hVEly) = e R0 5(x—y). (A4)

A kinetikus energiaval kell még egy kicsit dolgozni. Ez a téyyeapulzus-
reprezentacidban trivialis:

N

p

(ple hT¢|p) = e ién £ 5(p— p). (A.5)
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258 A. Feynman-féle palyaintegral

Ebksl, felnasznalva, hody egy dimenzidbanx|p) = exp((i/h)pxX /2,
védil a szokasos mdédon kiszamitva a kapott Gauss-integralt,

(e #7ely) = [dp [ dp (xp)(pleHTEIR) (Py)

1 pxy)— B
— Fﬁ/dpé?[p(x y) 2m 8] (A6)

Tegylik hozzéa a potencialis energiabdl éréaktort:

) ) ; x—y\2
— e b e iey — [ M (3 () Vol
KS(X7y) " <X‘e € |y> | 2T[ﬁ8 € ) (A7)
ahol aK jel6lés a ,kernel” szé roviditése; ez a fliggvény a magfiiggvénye
annak az (unitér) integréltranszforméacionak, amely(at) = (x|@(t)) hul-
lamfuggvény rovick id6 alatti fejlbdését irja I3

P(x,t+e) = / dy Ke(x,y) W(y;t). (A.8)

Amiért ez az egész kulondsen érdekes, az a kovétkeae — 0, akkor
az (A.7) egyenlet jobboldalanak kit@ében(x—y)/e — x, ami a klasszi-
kus sebesség. Ekkor pedig a kifeen éppen am(x)?/2—-V (x) = £(X,X)
kombinacié jelenik meg, vagyis a Hamilton-operatorbél kiindulva, a klasszi-
kus Lagrange-figgvényhez érkeztink!

Ennek ériasi heurisztikus ereje van: a Lagrange-fuggwayar a klasz-
szikus mechanikatol az elektrodinamikan at barmilyen térelméletig, inva-
rians minden szimmetriatranszformacioval szemben, beleértve a Lorentz-
transzformaciot is, igy idealis kiinduldpontja minden szellemi expedicionak
a fizika ismeretlen tartomanyainak felderitésére.

121 aqd a (6.47) egyenletet.

13Ez ehsen emlékeztet arra, ahogy optikai diffrakciéban a hullamfrontot Huyghens—Fresnel
elve szerint a front minden pontjabdl kiinduld, a medfigyelés helyén egymassal interferald
gombhullamok eretje viszi tovabb. A szereposztasban természetseny) azy pontbdl
kiindulo, x helyen megfigyelt gombhullam.

14 A palyaintegralt ébszor a valészinliségszamitasban, sztochasztikus folyamatok lefrasara
vezette be Norbert Wiener; azt, hogy kvantummechanikara is alkalmazhat6, Feynmantdl 1é-
nyegében flggetlenil egy mésik matematikus, Mark Kac is felismerte, a kvantumelmélet al-
kalmazasainak és kiterjesztéseinek univerzalis hattérfilozéfidjava azonban Feynman munkaja
tette.
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A. Feynman-féle palyaintegral 259

Térjunk vissza eredeti célunkhoz: rakjuk 6ssze a végdsg tartd unitér
fejlédésnek megfelél

Wixt) = (Xe H ) = [Kxyuyody  (A9)
integraltranszformacié
Kixy) = (e y) (A.10)

magfuggvényéN egymas utani, egyenkémrt=t /N hosszusagu szakaszbol,
hasznaljuk az (A.7) formuléat, és a végén vegylkNiz- co hataratmenetet:

m \ N2
““WZNQ(ﬁﬁJ x
N
t
v

CN-1 B 2
/de_l dxy_o---dxg exp<lh_ ZO [g (X”J;}TX”> —V (%)
: (A.11)

Tulajdonképpen elérkeztiink a végeredményhez, de igy még egy kissé bo-
nyolultnak latszik, ezért beszéljik meg, mit is latunk a ¥éfgmulaban.
A 0-t6l t-ig egymast kovet t’ = ne idékhoz tartozdy, xg, Xz, -+ Xn_1, X
pontok egy X (t') palyéatrajzolnak ki, és mi az 6sszes lehetséges palyakra
integralunk. Az integrandus kitéjeben, ahogy mar mondtuk, a palya menti
klasszikus mozgas Lagrange-fliggvénye jelenik meg, mégpedigzerint
integralva. Arrol pedig tudjuk, hogy a klasszikus mechanikabol ismert

t,X
X ()] = / £(¥,X)dt (A.12)
Oy
hatasfuggvényéllitia eld, amely egy adotk'(t') palyan val6 végighaladéas
funkciondlja. Mindezek felhasznalasaval a (A.11) eredmény szokasos, to-
mor irasmadja:
X | t,X . X i X (1
Ke(X,y) = / DX exp[—h_ L(X’,X’)dt/} = / pxX enSX¥®] - (A.13)
y 0y

y

ahol apX jeldlés fejezi ki az i@ felszabdalasat kis intervallumokra, majd
mindegyik osztasponton a koordinatara val6é végigintegralast, végul a fel-
szabdalas finomitasat minden hataron tual: mindazokat a Iépéseket, amelyek-
kel az (A.11) egyenlet a palyakra valo integralast végrehajtja.
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260 A. Feynman-féle palyaintegral

A félklasszikus hataresetben 8hatis ,klasszikus” méretiS>> h, amit
formalisan ah — 0 hataratmenet fejez ki. llyenkor a palyaintegral vadul
oszcillal, kivéve ott, ahol agX (t')] hatasfiggvény széiértékei vannak:
alegkisebb hatasiamilton-elvének megfelé| klasszikus palyakon, ahol a
hatas variacidja eltlinikdS= 0. Ebben a hataresetben tehat csak a klasszikus
palyak adnak jarulékot a kvantummechanikdifajlédésbe.

A kapott hatareset azonb#&#lklasszikus, nem teljesen klasszikus: ameny-
nyiben tobb extremalis palya létezik, pl. egy kétrés-interferenciakisérletben
a két résen athalad6 egy—egy palya, ezek mind kivalasztédnak, megmarad-
nak, és amplitudoik 6sszeadodasaval interferalnak is.

Maga az extremalis palydk kivalasztasa is a hullamok nyelvén igazan
szemléletes:S/h az adott palyan halad6 hulldam fazisa. Az extremalis pa-
lya k6zelében ez nem valtozik: a szomszédos palyak sokasagan ugyanazzal
a fazissal fut be a hullam, egymasbsitve, massziv hullamfrontot alkotva.
Ugyanez a mechanizmusa annak is, ahogy a fénysugar kialakul a fényhulla-
mokbdl, a Fermat-elvnek megfefebxtremalis palyak mentén.

A félklasszikus hataresetben, az attél kicsit étghvantumkorrekciok”
megtalalasaban, és a félklasszikustél nagyondltéélyen kvantumos je-
lenségek vilagaban is Feynman pélyaintegrélja nemcsak az elvek megfogal-
mazasanak szép kerete, hanem hatékony technikai eszkoz is nehéz feladatok
megoldasaban.
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B. fliggelek
lon- és atomcsapdak,
lézerhdtés

A 20. szazad utols6 harmadanak kiemetkédsérleti teljesitménye volt az
egyes ionok és atomok csapdazasa, lehiitése és egyedi megfigyelése,
amely a koherens kvantumrendszerekkel val6 kisérletezés Uj dimenziojat te-
remtette meg. Az efscsapdak kés#it, Hans Dehmelt és Wolfgang Paul
1989-ben, az alapéllapot kdzelébe todddzeres hiités kidolgozai, Steven
Chu, William D. Phillips és Claude Cohen-Tannoudji 1997-ben kaptak
Nobel-dijat.

lonokat a legkénnyebb csapdaba fogni, mert rajuk hatnak a kénnyen ki-
alakithaté ebs elektromos terek. Egy pozitiv toltésl iopér) elektromos
potencial minimumaban csapdazva marad, ha energija eléggé kicsi.

A gond ott kezdédik, hogy a potencialnak nincs minimuma, mivel sztati-
kus vagy kisfrekvenciaju mébenAd® ~ 0, igy a potencialnak legfeljebb
nyeregpontja lehet, ami pl. egy kvadrupél-szimmetriaju elrendezésnél egyik
iranyban minimum, a ra méleges két iranyban maximum. Bitkezdve két
megoldas lehetséges:

1. Penning-csapdaegy forgastengely mentén hozunk Iétre minimumot; a
ra mebleges iranyban kifutni készlionokat pedig d¥s (1 Tesla nagy-
sagrend(i) tengelyiranyl magneses évet korpalyara kényszeritjii.

2. Paul-csapdaa befut6 és kifutd iranyokat periodikusan valtogatjuk. Egy
adott frekvencianal meghatarozott témegt ionok éppen nem tudnak ki-
szabadulni, mert mire ratérnek a kifut6 iranyra, addigra ék eissza-
fordulnak, igy mindig fallal talaljak szemben magukat.

A csapdazott ionok egyedi megfigyelése a rezonancia-fluoreszcencia fo-
lyamataval térténhet: rezonans fénnyel megvilagitva, az elnyelt fényt folya-
matosan visszasugarozzak; ezt egy CCD kamerara leképezve, a kamera mér-

15 peming, a tudomanyos célt vakuumtechnika egyik megalapozdja a harmincas években
konstrualt ilyen csapdakat, a vakuumot ronté gazatomok ionizalas utani befogasara; modern
felhasznalasat Dehmelt kezdeményezte.
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262 B. lon- és atomcsapdak, Iézerhiités

B.1. abra. Az ioncsapdaban a gy(r(i és a kupakok kozott Iétrehozott fesziiltség
kvadrupdl elektromos tere fogja meg az ionokat. A csapdazashoz sziikség van még
vagy a tengellyel parhuzamos magneses térre (ezt jelzik a nyilak: ez a Penning-
csapda), vagy az U fesziltségelének periodikus valtogatasara (Paul-csapda).
Az ionokat a fel§ kupakon vagott kis lyukon at figyelik meg; fényiiket a lencse egy
CCD-kamerara képezi le.

het jelet ad. Kevésbé északos beavatkozas az ion életébe a nem rezonans,
csak rezonanciahoz kozeli fény szérédasanak detektalasa.

A kezdeti szenzacio az egyes ionok csapdazasa volt; a betdltés ugy tortént,
hogy nagy vakuumba kis mennyiségben beengedett gazatomokat sugarzassal
ionizéltak; némelyikik a csapdaban rekedt. Adtdts kisérleteknél fontosséa
valt sok ion egyidejl csapdazasa is.

A csapdézas csak a befogott ionok egyidejli hiitésével egyiitt valt a kvan-
tumfizika jél hasznalhato kisérleti technikajava.

Az alapmodszer ®oppler-hités egy atomi rezonanciala hangolt frek-
venciaju lézer fényét a szembefuté atom a Doppler-effektus miatt nagyobb
frekvencigjunak latja, igy a rezonanciahoz kozelitve, nagyobb valdszinliség-
gel nyeli el. Az elnyelt foton impulzusa fékezi a mozgast. Hat iranybdl su-
géarzo lézerek kdzul mindig annak a fénye gk el leginkabb, amelyikkel
az atom szembe halad: az atom mindenképpsmagysagrend( @ alatt,
10° g koriili gyorsulassal lefékérlik, mintha nagyon nagy viszkozitasu ko-
zegben mozogn¥.

16 Ezét nevezik ezt az elrendezést tigy, hamptikai melasz
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B. lon- és atomcsapdak, lézerh(ités 263

O<w
lézer IANAS> <:
hK 174

B.2. abra.Doppler-h(itésnél a rezonancia ala hangolt, szembevilagito lézer fényét
az atom a Doppler-effektus miatt nagyobb frekvenciajlinak, rezonanciahoz kéze-
libbnek latja, elnyeli, és impulzusatol lefékiatik.

Az elért dmérsékletet ugy lehet megmeérni, hogy a hiitést kikapcsolva,
rezonancia-fluoreszcencidval nézzik a hideg Maxwell-sebességeloszlasu
atomok szétszaladasat. A megfigyelések szerint a Doppler-h{ipd& -
mérsékleteket lehet elérni, ami jobb a vartnal: a hlités folyamatarol utébb
kidertilt, hogy bonyolultabb az itt eimondottaknal.

A csapdékba befogott ionok a csapdakban rezeghetnek, és a rezgések
kvantaltsaga a Doppler-hiitéssel eldnriersékleten mar jol megmutatkozik.
Ekkor tovabbi hiitési lenéségeket jelent a rezgési alnivékra hangolt Iézer-
parokkal létrehozott Raman-atmenetek felhasznalasa az alacsonyabb szin-
tek felé val6 eltolédas kikényszeritésére. llyen modon ioncsapdaban a rez-
gési alapallapothoz kozeli szintre lehet ionokat leh(iteni, ami a kvantum-—
informaciokezelés egyik kisérleti megvaldsitasi I6ségét kinalja fel; lasd
az F. fuggelékben.

Semleges atomok csapdazasa sokkal nehezebb feladatnak latszott, mert
naluk nem csak a hitést, hanem a helybentartast is a Coulodmet-gbval
gyengébb fényéikkel kell megoldani. Viszonylag egyszeriinek és hatékony-
nak bizonyult azonban Jean Dalibard talalmanyemagnetooptikai csapda
(MOT: Magneto-Optical Trap). Ez két szembekefrigorarammal létreho-
zott kvadrupél magneses ntezéruspontja koril allitia meg az atomokat,
az optikai kivalasztasi szabalyok triikkos felhasznalasaval: a bladiddes
cirkularisan polarizalt Iézerfény valahol — a csapdazott térfogat hataran — re-
zonanciaba keril a Zeeman-felhasadé magneses alnivokkal, éHelgel
visszakergeti az atomot.

A hités ebrehaladtaval at lehet térni kisebb frekvenciaju |ézerekre és en-
nek megfelgben valasztott, egymashoz kozelebb atomi energiaszintekre.

Adott magneses alnivokon lé\atomokra — mar a Stern—Gerlach-effek-
tusbél megtanultuk — ét gyakorol az inhomogén magneses fheezt is
lehet csapdazasra haszndlni. Ezt hasznositja az utébbi néhany év igéretes
taldlmanya: a chipek felilletén, parologtatott vezetékekben folyd aramokkal
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264 B. lon- és atomcsapdak, Iézerhiités
+ ;
o — -
,::> pl. J=1, M=-1,0,+1 \
| CSAPDA +1
| 1 0
A A

J=M=0

B.3. abra. A magnetooptikai csapdaban két koraram altal létrehozott inhomogén
magneses mében a fotonok ott kényszeritik visszatérésre az atomokat, ahol rezo-
nanciaba kerlilnek a magneses alnivokkal.

létrehozottmagneses mikrocsapdeEz a fejlesztés kiszabaditani latszik a
csapdazas technikgjat a szoba nagysagu vakuumtechnikai laboratériumok-
bél, és gyakorlati felhasznalasok lebstgét kinalja, a nem tul tavoli j6v

ben.

H
|

B.4. dbra.A chip-csapdaban egy parologtatott vézsralon folyé &ram magneses
terének és egy kilshomogén magneses térnek az éje@gy adott vonalon éppen
kioltja egymast; ott csapdazodnak a megfelébeman-alnivén lévatomok.
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C. fuggelek
Mduveletek koherens
allapotokkal

A koherens allapotokkal valé szamitasok leggyakrabban hasznalt eszkéze a
Baker—Hausdorff formuta’

B — AePe2AB _ Phet2ABl ha [|A BJ,A =[[AB],B]=0. (C.1)

Erdemes ezt még néhany atrendezett alakban is megjegyezni: valtozatlan
feltételek mellett

AP — rBerilAB _ BAAB (C2)

A Baker-Hausdorff formula esalkalmazasa a koherens allapotokra az,

hogy igy irhatok:

la) = exp(ad’ —a*a)|0). (C.3)
Ennek igazolasara szorzatta kell felbontani az exponencialis opeési;
re kell venni, hogy exp-a*8)|0) = |0), és hasznalni a harmonikus oszcil-
lator normalt sajatvektoraira vonatkozo (8.13) formulat.

Miel6tt tovabbmennénk az igazi alkalmazasok felé, ki kell egészitenlink
eszkoztarunkat. Bar hasznalatuk nem korlatozadik a koherens allapotokra,
ugyanennek a csavarhulzoékészletnek részei az alabbi dsszefliggések: az
[4,8"] = 1 felcserélési relaciobol kozvetlenil adodik @ésd’ operatorok
barmilyen, hatvanysorral &llithatd f (4,4") fliggvényére:

af@aan =28

aeg f (C4)
stog0a sty o Of
[a ) f(a7 )] - aé

17Baker, 1902, Hausdprf[, 1906, &mény: Campbell, 1897. Utmutaté a levezetéshez:
szamitsuk ki azf(x) = eM*eBX operéatorfiiggvény szerinti derivaltjat; az eredményt fejtsik
sorbax szerint. A (C.1) egyenletben jelzett feltételek mellett a sorfefibstak a linearis tag
marad meg; ez egyszeri diﬁerenciélegyenletef@d-re, amelyll — ugyanazon feltételek
mellett — a (C.1) eredmény leolvashaté.

18 Keressiik ki hozza a (C.1) gy(ijtemériyta megfeled formulat!

19 Az bsszefliggést minden hatvanyra kdzvetlentiil igazolhatjuk.
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266 C. Miiveletek koherens allapotokkal

Hasonl6an adddik a Heisenberg- ill. kdlcsénhatasi képbeid kel eltiintei
operatorok (8.38) kifejezésének altalanositasa egydletyzs, hatvanysorral
elallithato f (4, a") fliggvényre:

ei wéfétf(é,éT)e—i wa'at — f (ée—icot’ éTeiwt) ] (05)

Aki idaig eljutott, az méar haladénak szamit, és hozzafoghat igazolni, hogy
egy idbflgdd, de térben allando kidsed hatdsara a koherens allapot kisza-
mithaté mozgasba jon, de nem esik szét. Az ilyéinek megfeld poten-
cidlis energia ax koordinata linearis figgvénye, ezért — felhasznalva a (8.4)
formulat — a Hamilton-operatort ilyen alakban vesszik fel:

ﬁ(t):ﬁw<a*a+ %) +RF(t)(4+4&") = Ho+W().  (C.6)

Térjunk at a jelzett szereposztas szerinti kdlcsonhatasi k€¥pbe:

i (1)) =% y(t) = 01w (0)) = Gi(1)w(0)

Wi (1) = AF(t)(ae ™ @1 4 aTd 1), €7)

ahol felhasznaltuk a frissen tanult (C.5) formulat. Az unitéféjlédés ope-
ratora a kolcsbnhatasi képben kielégiti az

%U.(t) — —iF(t)(ae '@t +a"e Y U(t) (C.8)
operatoregyenletet, &% (0) = 1 hatéarfeltétellel.

A Baker-Hausdorff apparatus birtokaban batran kereshetjilk a megoldast
ilyen alakban:

G (t) = Vgm0 dgait @ (C.9)

ahol ranézésre adodik
ar(t) = —i /Ot F(t)e ©tdt,
af(t) = i/ot F(t)e ' ©ldt’.
Az egyetlen, ami nem adddik rdnézésre, azAdy) kitevd. Ennek ki-

szamitaséara a (C.9) feltevést a benne szér@pl10) fiiggvényekkel be kell
helyettesiteni a (C.8) egyenletbe:

(C.10)

AU, +aa'0, — he @ arae i & = (aa’ — a*a)U;. (C.11)

20| 4 a kovetked fliggeléket!
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C. Miiveletek koherens allapotokkal 267

Kiejtve, ami kiejthed, ez marad:

AU, + o [a,e(" ﬂ e a_Aj, +a*a U, = O, (C.12)
ahol a kommutator kiszamitasara felhasznaltuk a (C.4) azonossagot. Végl
ezt kapjuk:
t t/ H / "
Alt) = — / dt [ dt’ Ft)F(t")e o), (C.13)
0 0

Még két feladatunk van: 6sszehozni a (C.9) operator két exponencialis fak-
torat egyetlen exponencialisba (természetesen a Baker-Hausdorff @gyenl
séggel), végul visszatérni a Schrodinger-képbe. A végeredmény, melynek
ellendrzését az olvaséra hagyom:

d) = exp(A(t) - M) exp[a(t)a’ —a*(t)a] (C.14)
= 5 , ,
ahol A(t)-t a (C.13) egyenlet adja meg, és

. t ) )
G(t) =q (t)efloot — —i/ F(t/)e—l  (t—t )dt/,
0
- t . (C.15)
a*(t) = of (t)e°t = i/ F(t')d @ gy
0

Amint méar a (C.3) egyenletd megtanultuk, a (C.14) unitér operéator a
harmonikus oszcillatort alapallapotabdl atviszia#)) koherens allapotba.
Ezt akartuk belatri!

A koherens allapotok fontos tulajdonsaga, hogy bar normaltak, de nem or-
togonalisak, és ennek megféleh nem is teljes, hanem ,tdlteljes” rendszert
alkotnak. Erdemes megjegyezni a skalarszorzatukat, amely a fenti szamita-
sok mintgjara trividlisan adodik:

Bla) —exp(~SlaP - B +ap )i [P —e 5 (C16)

Ez csak izelit volt a koherens allapotok kezeléd&bTovabbiakat az el-
méleti kvantumoptikaval foglalkozé irodalomban talal az Olvaso.

21 Az olvaséra hagyom annak elléreését, hogy a (C.14) kifejezés elején all6 szamfaktor
egységnyi nagysagu komplex szam, amely az allapotvektornak csak a fazisat valtoztatja meg
—igaz, hogy ez a fazis egy cseppet sem trivialis modon fliggézlébeli valtozasatol, amit
egy megfeldden megtervezett interferenciakisérlettel akar igazolni is lehet.
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D. fluggelék
A ko lcsOnhatasi kep

Az idofiggd perturbaciészamitas Dirac altal bevezetett, az allandok varia-
lasan alapul6 moédszerét (13.2.1. alpont) tomdr operatoros irasmaéddal is el
lehet mondani; igy jutunk ellblcsdnhatasi képheamely a Schrodinger- és
Heisenberg-kép kdzotti kozbehkelyet tolt be. Ez az operatoros irasmaod ki-
indul6 pontjava valt egy roppant hatékony modszernek a perturbacios sorfej-
tés magasabb foku tagjainak kezelésére. Ezt a mddszert, amely utébb mind a
relativisztikus kvantum-térelméletben, mind a soktest-rendszerek kvantum-
elméletében nélkuldzhetetlennek bizonyult, Tomonaga kezdeményedte, els
részletes kidolgozasaban Feynman, Schwinger és Dyson vett részt.

Itt csak a kiindulé formulakat foglaljuk 6ssze. A kdlcsdnhatési képbe ez
az unitér transzformacio visz at a Schrodinger-kipb

Wi () = enotjy(t)), (D.1)

ami a Dirac—féle (13.22) definici6 operatoros megfgkel Az | index
(winteraction " = kdlcsdnhatéas) a kdlcsdnhatasi kép szokasos jele; amit nem
jeléliink, az a Schrodinger-kép.

Ugyanez az unitér transzformacio az operatorokat igy médositja:

Al(t) = effot At) e rot; (D.2)

természetesen ez vonatkozik a perturb&tid) operatorara is. A fenti for-
mula idd szerinti derivalasaval megkapjuk a transzformalt operatorok moz-
gasegyenletét:

d . i inr OA() ip oy

— At) = =[Ho, A Aot =~ g R0 D.

dt |(t) A [ 0, |(t)] + € ot e 5 ( 3)
ahol a masodik tag a&(t) Schrodinger-operator explicit dfiggését veszi

figyelembe.
A Schrddinger—egyenlefth kapjuk meg a kolcsdnhatasi képbeli allapot-
vektor mozgasegyenletét:

W) = — W) i 1), (04
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270 D. A kolcsdnhatési kép

ami a Dirac-féle (13.23) egyenlet megféiel Ebben az egyenletbédty nem
jelenik meg explicit médon, csak\&(t) = W (t) transzforméacion keresz-

tll, ami — akarcsak Dirac eredeti médszerében — a perturbalatlan mozgasnak
megfeleb oszcillacidkkal ,gyengiti” a perturbacio dben felhalmozodé ha-
tasat.

A (D.4) egyenlet az, amelynek perturbacios megoldasara megszuilettek
a bevezdiben emlitett hatékony médszerek, amelyek kezelni tudjélg a
ésW(t) fel nem cserélhét voltabél ered bonyodalmakat. Ennek részletei
tilmennek a jelen kényv keretein.

Itt érdemes megemliteni, hogy a harmonikus oszcillatorok dinamikéja
igen nehéz feladatok targyalasanal is elegansan meg tudja kertlni ezeket a
bonyodalmakat az un. Baker—Haussdorff eg§ieéf felhasznalasaval. Ezt
a modszert, amelyet kiterjedten hasznal a kvantumoptika elmélete, a C. fiig-
gelékben irtuk le.
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E. fliggelek
Dekoherencia: a
master-egyenlet

A kornyezettel valé 6sszefonddashol dsatbkoherencia legelterjedtebb el-
méleti targyalasmadja master-egyenletEz egy részrendszer (S = system)
és egy (lb-)tartaly = kdrnyezet (R =réservoir; Feynman szerint: R = the Rest
of the world) egyuttes slrliségmatrixanak mozgasegyenlete, visszavetitve a
részrendszerre = "trészelve” a kdrnyezetre.

Részrendszer és kérnyezete egylttes Hamilton-operéatorat ilyen alakba ir-
hatjuk:

H = Hs+ Hgr+ Hsr (E.1)

Legyen S+R slrliségoperatorg(t), S slrliségoperatora pedig
p(t) = Trr[X(t)]. Ateljes slrliségoperator kielégiti a Neumann-egyenletet:

oX = —Q[H,X]. (E.2)

Térjunk at a kélcsénhatéasi képre (lasd a D. fliggeléket):

Xt) = eli?(ﬁS+HR)tX(t)e_H(HS+HR)t; (E.3)

itt a Neumann-egyenlet igy alakul:
- I~ -
atX = _ﬁ[HSR(t)>X(t)]> (E4)

ahol - S
Hsr(t) = en(FstARt g (t) e n(FstHRIL (E.5)

Az egyenlet megoldas#isy(t) hatvanyai szerinti sorfejtés alakjaban ke-
ressik, és a masodik rendnél meg akarunk allni (Born-kdzelitég)ydime
dekoherencianafelel meg, ami magatol a természetben nem fordiyl edak
a gondosan végrehajtott (nagyvakuum, mébyniérséklet, tiszta anyagok)
kisérletekben, amelyeknek célja koherens kvantumrendszerek kozel unitér
fejlédésének megfigyelése, és esetleges kvantuminformatikai alkalmazasa.
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272 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

A Born-kozelités elegans modja az, hogy egy kétlépéses ibmaanagéat
az (E.4) egyenletet hozzuk olyan alakra, hogy a Born-kodzelités mar trivialis
legyen (ez némiképpen emlékeztet a széraselméleti Lippmann—Schwinger
maodszerre):

1. idd szerint integralva O-tdl t-ig, alakitsuk a differencidlegyenletet
integralegyenletté:

v v it T A1ty
X0 =%(0)~ & | dtFset). X(V)] (E6)
2. ezt helyettesitsik be az eredeti egyenlet jobboldalara:
y I 2 1/ m3 T NI
X = —Fiset).X(0)] - 5 | dFset). Fiss®) KO- E7)

Most jon a Born-kozelités: a jobboldalggit’)-t kdzelitsiik a kodlcsdnhatés
nélkili idofejlédésével! Ez lényegesen fligg a kezdeti sliriségmatrixtol (mint
minden irreverzibilis folyamatnal): ha

%(0) =%(0) = p(O)Ry (E.8)

és Ry a kornyezetnek olyan (termikus egyensulyi) allapota, amely a rész-
rendszeHrs perturbalé hatasa nélkildben nem valtozna, akkor a Born-
kozelitésnek az felel meg, hodgy idéfejlddését elhanyagoljuk:

X(t) ~ P(t)Ro. (E.9)

Helyettesitsiik ezt be az (E.7) egyenletbe, és trészeljink a kérnyezetre, hogy
zart egyenletet kapjunf(t)-re:
1 t
b= — £ (TralFisr(1),Rol) B(0)— = [ At TralFisa(t), [Fss(t),5(¢)Ro]l
(E.10)
A jobboldal el$ tagjaban szerepltrészelt kommutéator altaldban eltlinik (a
részrendszer a kornyezetet megperturbalja, de norméjat nem boritja fel), igy
a kovetked kézbeng eredményt kapjuk:

X 11 ! 7 J AN o
== /0 AU TrR[Ag(t), [Fsr(t)), B(t))Ro]). (E.11)

Ez mar egy master-egyenlet, vagyis a folyamatot vézgrhaster”)p(t)
komponens fefildését leird egyenlet. Ezt azonban még tovabb szokas kdze-
liteni, ami valéjaban nem csak szokas dolga, hanem hozza is tartozik a Born-
kozelitéshez: ez a lépésrmrkovi kozelitésEz azt a felismerést jelenti, hogy
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E.1. Kétallapoti rendszera oszcillator-fiirdében 273

p fejlédését ayyengeH2hez tartoz6 lassu @iskala hatarozza meg, viszont

a kiilonbod idékben vettHsy(t) faktorok azerésHs, Hg-eknek megfeld

(E.5) idbfejlodés szerint gyorsan porognek, és faziskeveredéssel gyorsan el-
halnak, ahogy ést’ eltavolodik egymastoél. Ezért azGihtegralokbolp(t)
kiemelhed, és at’ szerinti integralast 0 helyettco-t6l indithatjuk, ugyis

csak a t-hez kozeli vége ad jarulékot:

)=~ [ dtTrelFisn(0), Fiselt) pOR] (E42)

Ennek a markovi master-egyenletnek a megoldasait fogjuk keresni konk-
rét modellrendszereken. Ez az iranyzat, amely Felix Bloch magrezonanci-
ara kidolgozott egyenletedb indult ki és eljutott a kvantumoptikai és egyéb
koherens kvantumrendszerek szinte minden teriiletére, annyiban megy tdl
a hagyomanyos statisztikus fizika témavalasztasain, hogy nemcsak a valo-
szinliségek idbeli fejlddését kdveti, hanem a slirliségmatrix nemdiagonalis
elemeiben kifejezett kvantummechanikai koherencia valtozasait is leirja.

E.1. Kétallapotu rendszer oszcillator-fird  6ben:
a spin—bozon modell

Ez a fontos modell jelenthet kétallapotl atomot az altala kisugarzott vagy
elnyelt fotonokhoz csatolva (igazabdél az atomnak sok allapota van, de nagy-
josagu uregrezonatorba helyezve ki lehet valasztani két meghatarozott alla-
potot), de lehet egy kilsmagneses térbe helyezett feles magspin is, kol-
csOnhatasban a korny@kristaly racsrezgéseivel (fononjaival).

A kétallapotu rendszer 6nmagaban mindig ,kvazispinnek” tekidtiéest
spinoperéatorokkal irhato le:

Hs = h—6,. (E13)

Az oszcillatorokbdl allo kdrnyezet, amelynek gerjesztései bozonok (fotonok
vagy fononok): A
Hr=RY w; & §;. (E.14)
]

A kettd csatolasa nem trivialis. A csatolas abban mutatkozik meg, hogy at-
menetek keletkeznek a két atomi allapot k6zott, ekt @perator irjale, és az
atmenetek drssége fligg az oszcillatorok kitéré&sdétEz a fliggés egyszeri
modellben linearis:

Adr= ﬁaxz(xjfa}+x,-é,-), (E.15)
J
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274 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

ahol a ,0” fel® index azt jelenti, hogy a csatolasi operatornak nem ezt az
alakjat fogjuk hasznalni, hanem még leegyszerUsitjuk az un. ,forgohullam-
kozelitéssel”. Ehhez azonbardkb térjiink at a kdlcsénhatasi képbe:

iotalai A iotdla A i
&(t) = dwitdja ae iwjtald _ ae m)Jt’

~ ioitalar AT iwitda At jo
aT(t) — doitdjg; a}re iwjtdd) _ a}rewojt’

_(é“?o ><o 1><ei“?o )

- _ i wot i “ot

0 eé_'wzt 1o/j\o & (E.17)
(o0 et (0 1Y) e[ O O
~(¢we 5 )= (5 0)e (1 5)

Helyettesitsiik be ezeket a kifejezéseket a (E.15) egyenletbe:

(E.16)

H8K(t) = R(e™'G, +e'¥6.) Y (x}fé}éwﬂ 1K e—iwﬂ) . (E.18)
J

Vegyuk észre, hogy a szorzat tagjai kozott vannak, amelyekben az dssze-
szorz6dd exponencidlisok egyiranyba porégnek - ezek a master-egyenletbeli
idGintegralasban kozel 0 jarulékokat adnak, és vannak, amelyeto; rezo-
nanciak kdzelében lassan valtoz6 szorzatot adnak. Az integralban varhatéan
az utébbiak dominalnak. Tartsuk meg mindjart ke#ilefibgva csak eze-
ket a kombinaciokat, és vessik el a gyorsan pkeg?? ez aforgéhullam-
kozelités

QSRZH<6—ZKTé}r+6+ZKjéj)> , (E.19)
I I

ahol az elé tag a kétallapotl rendszer foton (fonon) kisugarzasaval jaré
legerjesztésének felel meg, a masodik pedig foton (fonon) elnyelésével jaro
gerjesztésnek. A fenti csatolasi Hamilton-operator kolcsénhatasi képbeli
megfelebje:

Hsrt) = A(6_FT(t) + 6.1 (1)), (E.20)

ahol ) _
F(t) = ZK,-a,-éWO*wﬂ‘. (E.21)
J

22 o7 elhagyott tagok csak a Born—koézelitésnél magasabb rendekben adnak jarulékot.
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Amint azt hamarosan meglatjuk, a forgéhullam-kézelités drddgjdon-
saga, hogy vele a Born-kozelitésli markovi master-egyenletben minden zart
alakban végigszamolhat6, hatranya viszont az, hogy a Born-kézelitésen tul
mar egyaltalan nem igaz.

Helyettesitsiik vissza a kapott (E.20) kifejezést a (E.12) egyenletbe:

t

b= [ dtTrel(6-F1()+ 8.7 (1) [(6-F'(t) + 8.F(1) AR

(E.22)
A tovabbiakban ezt az egyenletet fogjuk tovabb alakitarﬁ,(ta operator
(E.21) spektralis felbontasanak segitségével. Kifejtjik a dupla kommutétort,
és tagonként szétvalogatjuk az atomra és a kdrnyezetre vonatkoz6&ényez
ket. Eszrevessziik, hogy az utébbi@K (t) (t')) és ehhez hasonlé tényez
ket adnak, ahol az atlagolas a koérnyeRgtkezdeti sirliségmatrixa szerint
torténik. Feltéve, hogy a kérnyezet termikus egyensulyban van, a spektralis
felbontasbdl ilyen atlagokat kell kiszamitanunk:

(&jay) = &jjn(oy) = &jj (€™ — 1),
(@a) = 8 (o)) +1); (E.23)
NI

Az utébbi miatt3 csak az egy -t és egyf -t tartalmazo atlagok maradnak.
Tovabbi egyszerisités kedvéért szoritkozzlink 0 hémérsékletre; ak-
kor

(@ay) =0, (&a)) =38 (E.24)

csak olyan folyamatok lehetségesek, amikor az at@szélr emittal valamit

a kornyezetbe, azutan visszaabszorbeadlja (diszék” itt nem idargumen-
tumot, hanem operator-sorrendet jelent!!). Az (E.22) egyenlet integrandusa-
ban tehat (figyelembe véve a -6@let is) ezek a tagok maradnak:

~6,6 pTrR(F(OT(1)Ro) = 6,6 p (T (1)) (E.253)
+6_p6, Trr(T (ORI () = +6_pd, (T ()T (1)) (E.25b)
+6_po,. Trr(F TR (1) = +6_p6, (FO)FT () (E.25c)
— 6,6 Tra(Rof ()T (1)) = —p6,6_ (F () (1)) (E.25d)

23 Az utolsé egyenlet pl. &ramlé szuperfolyékony kérnyezetben vagy ,préselt” (squeezed)
sugarzasi térben nem is igaz, csak kdzénséges termikus egyensulyban.
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276 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

Most vegyik észre, hogy a nyolc egyenlet jobboldalan csaklké&itéag
szerepel, ezeket kell a master-egyenletezerint integralni:

t L t _ )
[ atFoFt ) = [ dty g pderere
—00 oo] J

:/ dTZ|K,-|2e‘(‘”°*‘*’i)T,
t ~ ~
/ dt (F () (1) :/ dtZ|K (21 (00-0)(

= [ dty |ki[%e (@it
fy @3

Most kertl eb az a tipikus triikksorozat, ami tobb, mint trikk, mert a
lényeget hordozza. Mindenekd feltessziik, hogy aR kdrnyezet mak-
roszkopikus,ezértfrekvenciaspektruma olyan sir(i, hogy a megfigyées
id6skalajan folytonosnak tekintliet* ezértaz sszeget integralla alakithat-
juk, bevezetve am; frekvenciak spektrumanak kisimita@jtw;) stirliségét,
és feltéve (ez aztan mar tényleg csak matematikai kényelem, de konkrét ese-
tekben teljesiiini szokott), hogy a csatolasi egyutthatok is sima figgvényei a
frekvencianakik|? ~ |k (wj)|?,

/t dt’<F(t)FT t')) :/ dt /dwg )|2 (@0 w)’
[ atF)r) = o [ o) e o

Az integrandus feltételezeadi-beli simasagabdl kdvetkezik, hogy— o ese-

tén a belé integral elég gyorsan tart 0-hoz, igy nem valtozik, ha megszoroz-
zuk egy lim._ o+ e #' faktorral. Akkor viszont mar a két integralas fecserél-
he, és felhasznalhatjuk, hogy

(E.26)

(E.27)

*© ; 1
; (£iQ—¢)t — _ : -
a“_(ToL ; dte Nm e mo(Q) +ie Q (E.28)
amivel
LR y
[ aeEofte) =3 -ia.
o (E.29)
[ )t =3 +ia,
24\/agyis: Awlt < 1: az idskala révidebb az évmilliardos ,Poincaré-ciklusnal”.
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ahol
y=21mg(ao)|K (00)\2
)|2 (E.30)
A= zp/d

)

és? az integral bértékét jelenti. Ezeket behelyettesitve az (E.26) egyenletek
megfeleb soraiba, végiilis ezt kapjuk:

b= (~6,6_p+6_p6.) (% —id)+(6_p6. —p6.6_) (L +in), (E31)

2 2
vagyis rendezve:
& AL Y o A 5 s =~ P
p=—i5 [62p]~5(640-p+p0.0- —26-p0.) (E32)

ahol felhasznaltuk, hog§,.6_ = 1(1 +G,).
Mér csak egy lépés van hatra: visszatérni kdlcsdnhatasibol Schradinger-
képbe; az eredmény

V(6,6 p+p6.6. —26_p5,), (E33)

(0
[027 p] 2

op= 2
ahol

W= wp+A. (E.34)
A kapott egyenletbl két dologra figyeljink:

m kiderllt A jelentése: ez a kétallapotl rendszesgatfrekvenciajat re-
normaléLamb-shift,

m a masodik tagnak jellegzetes, Un. Lindblad-féle szerkezeatearai a
master-egyenlet kéts kommutatoraibdl ered.

Ha megtartottuk volna a csak végesérsékleten fellép (b!b;)-t tartal-
mazo jarulékokat, akkor tovabbi hasonl6 tagokat kaptunk volna méas operato-
rokkal, amelyekbe beolvaszthatok lennének a hozzajuk tartozé egyiitthatok.
igy a markovi master-egyenletek altalanos Lindblad-féle alakjat kapjuk:

8p = — [Fs, p] - Z (LlLkar pLILk — 2Lkal) : (E.35)

aholLy a Lindblad-operatorokgeldli. Lindblad azért érdemelte ki, hogy ezt
az egyenlet-tipust az nevéhez kapcsoljak, mert a Born-kdzelitésnél altala-
nosabb feltételek mellett (markovi evolucio, félcsoport-tulajdonsaggal) bi-
zonyitotta be koteléz érvényességét. A Lindblad-alak fontos tesztje a mik-
roszkopikus indoklas nélkul felirt, un. félfenomenologikus master-egyenle-
teknek, amelyeket sok tertileten hasznalnak.
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278 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

Térjunk vissza az (E.33) egyenletre, és irjuk ki 2-es matrix-egyenlet
alakjaban. A matrixszorzasokat elvégezve ezt kapjuk:

g( P11 P12 > _ < YPu (—iw—3)p12 ) (E.36)
dt \ par P22 (iw—=3)p21 Y P11
aminek a megoldasa:
p1a(t) = 1— paa(t) = p12(0)e 7, (E.37)
pra(t) = (pza(t))” = pro(0)e@- 21, (E38)
amibdl megfigyelhed atlagok idfejlodését lehet kiszamitani.
Gyakorlat:hogyan fligg az iét6l aP(t) = (G,) = p11(t) — p22(t) polariza-
ci6? (Ezt az idfliggést hivjak a magrezonanciamasigneses relaxacionak
Hogyan fliggnek az @6l a rezonans transzverzalis térrel letapogatkagd,
(Gy) atlagok?
E.2. Oszcillator oszcillatorok furd  6jében

Ez a masik alapmodell, amely pl. egy optikai rezonator-médust irhat le a
kilvilag terjedd fotonmddusaihoz, vagy egy nanomechanikai oszcillatort a
befog6 szerkezet fononjaihoz csatolva.

A csatolt rendszeH = Hs+ Hg + HsrHamilton-operatoranak részei:

Hs=hwod'a Hr=RY wjbjbj; (E.39)
J
Her=h(a+a") ¥ (kjb; + kb)), (E.40)
I

amibdl a forg6hullam-kozelitésben a

Hsr= R (&b +4&"k;by) (E.41)

tagokat tartjuk meg. Ez kdlcsonhatasi képben igy alakul:
Hsrt) = (& (t) +4a'T (), (E.42)
ahol

F(t) = ZKjE)jei(wO_wj)t. (E.43)
J

Minden teljesen olyan szerkezet(i, mint a méar részletesen targyalt spin-
bozon modellben, ezért most kapasbdl felirhatjuk a master-egyenletet. Most
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azonban megtartjuk emésékletfiigd tagokat is gyakorlat:végezzik el a
levezetést végemérseékletl esetre!). Az eredmény:
ap=—iw[a'ap]—«@ap+paa—2apa’
WP [@'a,p] (_ ATpMp 2 ap)T . (E.44)
—2nk(d'ap+paad’ —apa’ —a'pa)
ami komponensekbe kiirva végtelen csatolt egyenletrendszert jedgpt(8)
flggvényekre. Az egyenletben

K = Tg(w)|K (W) [? (E.45)
(9(w) a ,kornyezet” sajatfrekvenciainak strlisége), tovabba
W=wp+A (E.46)
a részrendszer” renormalt frekvenciaja, és

, g(a) k()2
=7 [ du e (E47)
Az egyenlet megismerését most is jellegzetes atlagok kiszamitasaval
kezdjiik. [4,a"] = 1 felhasznalasaval kénny elénieni (gyakorlat), hogy
%(@ =Tr(dp) =—(iw+kK) (&), (E.48)
ami lényegében egkoherens allapatsillapitott rezgését irja le, mivel(t)
amplitudéju tiszta koherens allapoda(t)) = a(t)|a(t)), igy (&) = aft).

Vegyik észre, hogy a kdrnyezet atlagogerjesztési szintjét tartalmazé
tagok kiestek: a rezgést csillapiké&urlodas fliggetlen admérsékletil, ami
megfelel annak a varakozasunknak, hogy a surlédas lényegében klasszikus
mechanikai jelenség.

Térjunk at a dekoherencia vizsgalataral Az egyenletrendszer részletes
megoldasa helyett, amelynek technikait elméleti kvantumoptikai kényvek-
bdl lehet megtanulni, most tekintsiik a magasan gerjesztett komponenseket:
n, "> 1, és tegyik fel, hogy ilyen magas gerjesztéseppél(t) sima fligg-
vénye azn, ' indexeknek. Ekkor aa,"a" operatorokat matrixelemiikkel
valo szorzassal kozelithetjik, elhanyagolva, hogy eltoljdk az indexeket. Eb-
ben a kozelitésben (mégt- 1 ~ n-et is megengedve) a master-egyerdétb
ezt kapjuk:

pnm’ ~ —iw(n— n/)pn,n’ - K(npn,n’ + Pnw n — 2\/ﬁpn,n’\/ﬁ)
— 2KN(NPnry + Pr n— \/ﬁpn,n’ Vi — \/ﬁpn,n’ \/ﬁ) (E49)
- (—iw(n— ) — (2A+ 1)K (v/A— W)Z) Por-

TEXTS DON’T GROW ON TREES! © Geszti Tamas
AUTHORS’ RIGHTS AWARENESS CAMPAIGN



© Typotex Kiadé

280 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

A kozvetlen kdvetkezmények:

= a nemdiagondlis elemek dekoherenciaja az indexek eltavdlealas
gyorsul;

» a dekoherencia ésen hdmérsékletfiig§: 2n + 1-szer gyorsabb a
surlédasnal!

A magas IBmérsékletli hataresetben az ekviparticié tétele szerint
(N+ 3)hw ~ kgT, igy 20+ 1~ 2kgT /Aw > 1; pl. egy kHz-es nanome-
chanikai oszcillatorra mK&meérsékleten ez a faktor 1@agysagrendi: egy
mechanikailag igen nagy j0sagi téngr oszcillator is a periddusidtore-
déke alatt elveszitheti kvantummechanikai koherenciaképességét.

E.3. Nagy molekula atomos gazban

Kdnny( atomokbdl allé gazban lek@gehéz molekula a gazatomok I6ké-
sei alatt szabalytalan mozgast végez: ez a legegyszeriibb eBebavia-
mozgasnakamely a statisztikus fizika sziletésének egyik kiindulépontja
volt.

Ez a példa a dekoherencia-téma toérténete szempontjabdl is fontos: az
otlet el felvebje, H. D. Zeh (ké8bbiekben G. Joos nevii munkatarsaval
egyltt) ezen keresztlil §gte meg Wigner Jén, hogy ez az egész kdrnyezet-
okozta dekoherencia nem csak a felheviilt fantazia terméke, hanem, létez
erds mechanizmus, amely megkerilhetetlen része a természet leirasanak és
a kvantum-klasszikus hatar feltarasahoz vé@zehak. Az elméletet Gjabban
nagy molekulakkal végzett interferenciakisérletek leirasara hasznaljak.

Mivel itt durva kozelitéseket fogunk haszndlni, fontos, hogy megértsiik az
eddigi szamitasok mogott mikddzerkezetet.

A részrendszer — koérnyezet kdlcsbénhatas Hamilton-operatoraban a rész-
rendszert az a ,koordinataja” képviseli, amélya kérnyezethez csatolja. A
spin-bozon modellben (lasd az (E.15) egyenletet) ez a kétallapotl kvantum-
rendszer (kvazispindy operatora, a harmonikus oszcillator esetében (lasd
az (E.40) egyenletet) ackitérés. Ezekbl a csatold operator-koordinatakbol
lesznek a végsmaster-egyenletekben a részrendszer sirliségmatrixara hato
Lindblad-operéatorok?®

25 portosabban, amint az (E.33) és (E.44) egyenleieldijuk, alacsony Bmérsékletli kor-
nyezetben a csatolé koordinatak felbomlanak a kdrnyezetet gérjesz kornyezéit ger-
jesztést elvond részredy = 6, +6_, ill. XOAa+4'; ezek atagok elkilonilve jelennek
meg a master-egyenletben. Most azonban a kérnyezet mégaérsekletli gaz, és ilyen
komplikaciéra nem szamitunk.
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A csatolasban a kornyezetet a részrendszerre a fenti csatotdikéta
mentén hato ,d” képviseli; eb és koordinata szorzatabdl lesz a Hamilton-
operatorban egy potencidlis energia jellegli tag. AZ0edtlag kordl fluktual;
négyzetét a kdrnyezet termikus allapotara atlagolva kapjuk meg a dekoheren-
ciat jellem Lindblad-egyltthatét, lasd az (E.30) ill. (E.45) egyenleteket.

Amikor egy nagy molekula(F,’;t) slrliségmatrixa koherenciajanak el-
vesztését akarjuk leirni a kicsiny gazatomokkal valé kélcstnhatas kévetkez-
tében, ezt a kdlcsonhatéast igy kozelithetjuk:

~

HSR ~ —%- IE, (E50)

aholT a nagy molekula helyének operatofapedig a gaz Hilbert-terében
haté operator, amely — az@ejelentésének megfefidn — a gazatomoktol a
molekula felé tortéd impulzusatadas sebességét méri. Ez a kifejezés nyil-
vanvaldan egy bonyolult helyfliggé&szerinti sorfejtésének linearis tagja. A
sorfejtés konstans tagjat nem irtuk ki, mert minden operatorral felcsérglhet
ezért a master-egyenléibkiesik; a linearisnal magasabbrendi tagokrél fel-
tételezziik, hogy a slrliségmatrix véges r'| koherenciahosszan belil ha-
tasuk elhanyagolhato.

Ha ezt a kozeld kolcsonhatasi Hamilton—operatort atfuttatjuk a master-
egyenlet gépezetén, akkor nyilvanvaléanrahely—operatorbdl lesz a Lind-
blad-operator, és ilyen alaki master—egyenletet kapunk:

LT A2
ap = —lﬁ[;—M +

V(). ﬁ] ARSI (E51)

Az el$h tag a molekula szabad mozgasat irja le &idkadalyok, pl. egy
interferométerben hasznélt optikai rAtg’) potenciéljanak hatasa alatt. En-
nek a kvantummechanikai koherenciara nincs kdzvetlen hatasa, ezért a to-
vabbiakban elhanyagoljuk.

A masodik tag irja le a gazatomok hatasara bekévétkikoherenciat.
Ha a strGségmatrixatreprezentacioban irjuk le, akkor konnyi kiszamitani
a keths kommutatort. Valéban,

[Pl r = (F—T)p(F,7;t); (E.52)
ezt megismételve,
& p(F,7;t) ~ —A[R[FPllrr = —A[F—F]?p(r,F;t).  (E.53)

Ez az egyenlet az anyaghullam kulénbdzelyek kdzoétti koherenciajanak
idében exponencidlis elvesztését irja le, annal gyorsabban, minél tavolabbi
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helyeket nézink:
p(T,7;t) ~ p(r,F;0)e A IFTPt, (E.54)

Ez a slrliségmatrix térbeli koherencidjanak fokozatos beszlikilését jelenti,
ami viszont a hatarozatlansagi relaciok miatt egyltt jamaaulzustérben
valo fokozatos, diffazié—szerl kiterjedéssel.

Ennek részletesebb megértésére becsiiljik nfeggyitthatoét az (E.12)
egyenlet felhasznalasaval. A kornyezet Uitkdzések sorozatdban ad &t impul-
zust a Brown-részecskének. Az egy (tkdzésben atadott atlagos impulzus
Ap nagysagu, és véletlenszerlien véltakozo irdnyld. Az ennek mégésiel
nagysaga\p/t, aholt az utkdzések kozotti atlagosdd Ez egyben az az
id6tartam, amelybl a (E.12) egyenletbeli fiintegralasban jarulékot kapunk.

Az integralban a Born—k&zelités miatt ab erégyzete jelenik meg, az ered-
ményt tehat igy becsulhetjik:

1 /Ap\?> D
A~ <Tp> =22, (E55)
ahol ,
D, — &P (E.56)

T
az impulzustérbeli diffaziés egyitthato.

Ez még nem a végeredmény. ki@ gazatomok tdmege eg = /kgT /m
az dlagos termikus sebességiik, akkhp)? = (mvT)? = mksT. Megbecsiil-
hetjik az ltkdzések gyakorisagat is: \haérfogatban atlagosan N gazatom
van jelen, akkort~! ~ (N/V) vt o, ahol 0 a gazatomok és a Brown—
részecske kozotti Utk6zés hataskeresztmetszete. A \derslés (Zeh és
Joos formulaja) tehat a kovetldz

1 _ ,N_
/\zﬁ(m\n) \—/VT o. (E.57)

Vegyilk észre mindenekit a nevedben lew R? tényest, és azt, hogy
az Osszes tobbi mennyiségeket a klasszikus statisztikus fizika definidlja: a
h — 0 szemiklasszikus hataresetben a dekoherencia végtelen gyorssé valik;
egy klasszikus targy nem mutat koherens kvantumjelenségeket.

Az izgalmas tartomany a kicsi és nagy kozotti mezoszkopikus méreteké.
Ott a koherencia valamennyi ideig fenntarthat6. Hogy meddig, azt az (E.54)
és (E.56) egyenletek hatarozzak meg:rasr’ pontok kozotti koherencia
élettartama
ﬁ2

b =N -T|?=———,
DplF =72

(E 58)
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vagyis .

a|r—’| tavolsagra kiterjed koherens hullam leirasahoz szilkséges impul-
zus—intervallum.

Eredménylink szemléletes: akkor vész el a Brown—-mozgast gz
molekula koherencigja, amikor a gazatomok l6kései okozta véletlen impul-
zusvaltozasok eldiffundalnak a koherencia fenntartasahoz megkivant impul-
zustartomany hataraig.

Hogy a kornyezet hatdsa éppen ilyen lassu impulzusdiffiziés folyamaton
keresztiil falja fel a kvantummechanikai koherenciat, az mar a draga labora-
toriumokban fenntarthato, Born—kdzelitéssel leirhato, lassu dekoherencigju
rendszerek sajatja.
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F. figgeléek
A kv antuminformacio elemei

Ha a feles spin csak felfelé vagy lefelé tudna allni, tokéletes fizikai megje-
lenitése lenne egy bit informacionak: spin-fel=igen, spin-le=nem. De ,fel”
és ,le” komplex szuperpoziciéi a tér minden iranyaba mutathatnak; ezek a
lehetségek alkotjak &vantum-bitetréviden: qubit-et?®

A fizikai hordozdok néha kefnél tobb allapot koherens kezelését teszik
elénydssé, ilyenkor haromallapotu rendszernél qélrit-allapotu rendszer-
nél quditl beszéllink.

A qubitekben tarolt informaciot kiolvasni csadévantummeéréssdéhet,
ami nyomot hagy a megfigyelt rendszeren, ezért a kvantuminformaciot nem
lehet észrevétlenill megcsapolni. Az 1980-as években sziletett az étlet, hogy
ez kivaléan alkalmatitkositasra Azoéta ebifl titkosirasra, pénz atutalasara
€s még ki tudja mire hasznalhat6 eszkdzok sziilettek, a gyartasukra szakoso-
dott iparral, amelyben fizikusok egyre gyarapodé kozossége taldl megélhe-
tést és szellemi élményt.

A kvantumos informéciokezelésnek van még egy fontos, de égy&k-
véssé kiaknazott forrasa: az 6sszefonddas. Osszefonodott qubitek rendsze-
rén megfeld logikai kapukkal olyan parhuzamos-dsszefonddott miveletso-
rokat lehet elvégezni, amelyek klasszikus szamitégéppel elvégezhetetlenek
lennének. Ezen alapulnak a kvantumszamitogép megteremtésére irdnyuld
tervek; egydbre helyesebb almoknak neve#fiket. Hogy az ,egyéire”
meddig tart, senki se tudja.

Az almok Feynman 1982—es megjegyzésével &diaek: kvantumrend-
szerek dinamikdjat nem lehet hatékonyan szimulélni klasszikus szamitége-
pen, ehhez kvantumszamitogép kellene. A folytatds Deutsch 1985-&8 Uttor
munkaja volt, amely példakat mutatott olyan feladatokra, amelyek megolda-
saban egy kvantumszamitégép hatékony lehet. Az igazi fellendilésre azon-
ban 1994-ig kellett varni, amikor Shor egy igazi, hiusbavagé példat mutatott:
egy szellemes kvantum-algoritmust nagy szadmok faktorizaldsara. Erre iga-

26 Magyarul kubitnek, angolul kjubitnek ejtik; az utébbi ugyantigy hangzik, mint a ,cubit”:
a ,konyoknek”, ,16fnek” vagy ,singnek” nevezett bibliai hosszmérték.
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zan nagy szamok esetén a klasszikus szamitdgép nem képesnézlén

nagy kvantumszamitégép, amelyen a Shor-algoritmust nemtrivialis méretek-
ben is le lehetne futtatni, az megrazna a titkositas gyakorlatat. Még egy neve-
zetes kvantum-algoritmus merult fel 1997-ben: Grover adatbazisbarbkeres
algoritmusa. Ezek és hasonlé kvantum-algoritmusok elméleti fejlesztése az-
oOta is lankadatlanul folyik.

A harmadik évezred elején azonban a kvantumszamitégép egy mesebeli
eszkoz, létez néhany qubites modellekkel. A mese az elméleti kvantum-
szamitastudomany; a létekisérleti valésag annyiféle, ahanyféle médon
kétéllapotu koherens rendszereket definialni és néhany szamolasi lépésen ke-
resztiil koherensnek tartani képesek vagyunk. A tovabblépés azért hihetet-
lendl nehéz, mert az dsszefonddasba kéretlen partnerként belép a kdrnyezet,
ami a koherencia elvesztését okozza, egyszoOval: dekoherenciat, anndl ha-
marabb, minél tébb qubites rendszer koherenciajat prébaljulonzeg A
dekoherencia kiszivja a rendszérla betaplalt informaciot és kionti a kor-
nyezetbe. A megalmodott kiblvok sokfélék; listdjuk a specialis kvantumos
hibajavité algoritmusoktél a dekoherencia folyamatainak sokféle kontroll-
jaig terjed. A csatakialtas mindigfalskalazasami kicsiben mar megy, azt
készitsuk el nagyban is! A sikerek egined korlatozottak.

A kvantum-titkosiras sikere azonban életben és viragzasban tartja a
teruletet.

F.1. A qubitek hordozéi

A qubitek széba johétfizikai hordozoi tébbnyire mezoszkopikus kvantum-
rendszerek, valahol a makro- és mikroszkopikus méretek kzott: ami makro-
szkopikus, az nem mutat igazi kvantumkoherenciat, igazi kvantum-dsszefo-
nédast meg biztosan nem; ami mikroszkopikus, az térékeny, és tul rovid
ideig 6rzi a rabizott informaciot.

A kivétel a ,repub qubit”: a foton. Toébbféleképpen kddolhatd bele egy
gubitnyi koherens informacio: kétféle linearis polarizaciézalagy @ hely-
zetben, kétfelé pof cirkularis polarizacioval, a médusfuggvény kereszt-
metszeti szerkezetével, vagy — ami kilondsen sikere8beiul szétvalasztott
impulzusparral, amelyet tivegszalakon, nyalabosztoval és az egyik agba he-
lyezett késleltdivel és fazistoldval lehet létrehozni, és hasonlo eszkdzokkel
analizalni?’ Kiloén szinfoltot jelent a foton-qubitek kezelésében a foton-
hullamcsomagok lelassitasa rendkivil nagy diszperzioju kézegen valo aten-

27 Ezta lézerek kifejlesztéséért Nobel-dijat kapott Townsend talalta ki, és Gisin csapata fej-
lesztette tokélyre.
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gedéssel. Ezek a kbzegek a fotonnal majdnem rezonanciabé &eriénet-
parokat tartalmaznak, amelyek a foton energidjabol egyeiderjeszidve
lassitjak le és ejtik csapdaba a fotont.

Ett6l az intenziven fejlesztett de még kevéssé kiaknazottdekgbl el-
tekintve, a fotonokkal gyorsan lehet szamolasi miveleteket végezni, de az
informaciot tarolashoz rendszerint at kell irni témeges anyagbol készilt qu-
bitekbe. A jatszma mindig az, hogy a rendszer sokféle gerjesztégab
lahogy ki kell valasztani két allapotot ugy, hogy a tébbi ne kertljon be a
jatékba.

A tdmeges fizikai hordozok tobbfélék lehetnek:

m Csapdazott és lézerrel leh(itétt ionok és atomok: a medfsiltek ki-
valasztasat rendkivil élesen hangolt és nagy stabilitasu lézerekkel vég-
zik. A kvantuminformacio kezelésre alkalmas szintparok a hiperfinom-
szerkezetbl erednek: elektronszerkezetben azonos, a magspin beéllasa-
ban kilonboé allapotok, amelyek kozott a direkt elektronikus atmenet
tiltott, ezért hosszu élettartamuak. Még nagyobb optikai felbontassal k-
16n kezelhebk a csapdaban reégonok kvantélt rezgési szintjei is. A hi-
perfinom és a rezgési szintek 6sszecsatolasaval kvantum—logikai kapuk
hozhatdk létre. Az atmeneteket a szintek lassi magneses-elektromos
tologatasaval és kétlépéses Raman-atmenetet kivalté 1ézerparokkal hoz-
zak létre.

= Mig a csapdak eredetileg nagyméretli vakuumrendszerek,aiijabba-
mosan fejpdnek a chipekre (ltetett csapdak, amelyek mikroaramkoroé-
kon folyé aram magneses terével fogjak meg a leh(itétt atomok spinjét.

= Replb atomok, amelyek kezdeti allapotuk bonyolult preparalasa utan
kilonleges josagu mikrohullamu vagy optikai rezonatorban kertlnek
kolcsbnhatasba helyhezkoétott fotonokkal. Logikai kapuk egymas utan
érkez atomoknak a rezonator fotonjain keresztil val6 6sszecsatolasaval
jonnek létre.

» Folyadékban oldott molekuldk magspinjei, amelyek akékktronpa-
lydkon keresztill 6sszecsatolédva kvantumlogikai kapuk létrehozasara
képesek. A magspinek a kérnyeftkulondsen jol elszigetelt kvantum-
alrendszert alkotnak. Manipulalasukra a magrezonancia egész fegyver-
tarat felhasznaljak; lasd a 12.6. pontot. Korlatjukat az jelenti, hogy ha
tll sok — mondjuk tiznél jéval tébb — magrezonancias qubit kapcsolédik
0ssze, a spektrumok annyira bes(riisddnek, hogy mar a vilag legdra-
gabb magrezonancia-spektrométere sem bontjakiet. Masik korlat-
juk, hogy a folyékony olddszer csak szoBatersékleten létezik, emiatt
a jelet nagy termikus hattér aldl kell kitermelni.
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n Félvezed ,kvantumpdttydkben” dis hiitéssel, a térbeli kiterjedés le-
csokkentésével és az elektronok kozotti Coulomb-taszitas kihasznala-
saval (,Coulomb-blokad") hoznak létre egyes elektronokat tartalmazé
szigeteket; a folyamatok kontrollja és leolvasasa elektronikusan, feszlt-
ségek és aramok altal térténik. A nyomonkévebhatennyiségek: az
elektron toltése és spinje. Az utobbi azért igéretes, mert sokkal hosszabb
ideig ellenall a dekoherencianak; hatranya, hogy elektronokat a spinek
ellerdrzésével be- és kivezetni egyet nehéz miveletnek szamit. Fél-
vezebkben egyes szenny&@zatomok magspinjét is prébaljak felhasz-
nalni qubitként.

m Talan a legigéretesebb szilardtest-rendszert az alagunéteteartal-
mazé szupravezétnanoaramkorok jelentik: a Josephson-effektus fel-
hasznalasaval akar egy kiskapacitasu szigeten rekedt toltés, akar egy
aramvezdi hurokkal kdrbefogott magneses fluxus kvantumallapotaibol
lehet qubiteket kivalasztani, ezeket 6sszecsatolni, elektromos és magne-
ses eszkozokkel kontrollalni.

m Keresztezett |ézersugarak és tlikrok kombinaciéibdl |étrethdzny—
alléhullam-racsokba, mint a tojastartoba, egyenként betdkraetbmok,
amelyek szomszédaikkal gyengén csatolédnak. Ez is igéretes modell-
jéveé valhat a kvantumlogikai aramkoroknek.

F.2. Az alapvet 6 stratégiak

Az alapitdé atyak (Feynman, Deutsch, Shor, Grover) altal a majdani
kvantumszamitogép mikodésére megalmodott alapstratégia ez:

m preparalj joldefinialt kezdeti kvantumallapotot;

m Orizve a koherenciat, amig lehet, végezz el minél tébb miiveletet
kvantumos logikai kapukra bontott unitéiGigjlodéssel;

m kvantummeéréssel olvasd le az eredmeényt;

m ismételd sokszor, amig az egyre jobb statisztika kirajzoljaéangtas
eredményeét.

Az unitér fejlbdésben hasznalt logikai kapuk kivétel nélkil nemlineéris
optikai eszkdzoket haszalnak. Ez nem azt jelenti, mintha benniik a Schro-
dinger-egyenlet linearitasa sériilne; ami itt nemlineéris, az nem az allapot-
vektor, hanem megfigyelh@imennyiségek idbeli fejlddése. A nemlineari-
tasok — az optikai médusok kozott l1étrehozott csatolasoldsseége kritikus
kdvetelmény: ha gyenge a csatolas, a mivelet olyan sokaig tart, hogy azalatt
felllkerekedik a dekoherencia. A kristalyos anyagok optikai nemlinearitasa
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nem elég dfs; ezért is kellenek az egyes csapdazott atomok és ionok, ame-
lyeknek optikai viselkedése nagysagrendekkésebb nemlinearitast mutat.

Az utobbi évek attorésszerlien Ujabb, alternativ stratégiakat hoztak napvi-
lagra. Ezek ,Lineéris optikai kvantumszamitas” és ,Klaszter-allapot kvan-
tumszamitas” néven futnak. Kézés gondolatuk, hogy mar a szamolasi sza-
kaszt is j0l megtervezett kvantummeérésekkel kell megszakitani; ezek termé-
szetiikbl fogva eBs nemlineéris I6kést jelentenek a folyamatban, félosle-
gessé téve az @s optikai nemlinearitadsok hajszolasat.

F.3. Kvantum-titkosiras

Titkosnak szant informacidinkhoz ugyanugy hozzaférhetnek illetéktelenek,
mint értéktargyainkhoz, de az informéciot védeni tudjuk, ha érthetetlenné
kddoljuk, olyan titkos kédsorozat felhasznalasaval, amely ugyanolyan hosszd,
mint maga az tizenet, és rajtunk kivil csak az informacioé cimzettje van birto-
kaban. llyenkor is le lehet hallgatni, de az illetéktelen lehallgaté nem érti. Ha
azonban elkovetjik azt az elemi hibat, hogy mint a kétszéekit teaszacs-

kot, ugyanazt a titkos kodot kétszer is felhasznaljuk, azon rajtavesztink: a
két Uzenet birtokdban a lehallgaté szamitégépe hatékony algoritmusokkal
kdonnyen feltori a kodot. A védelem tehat arra kotelez, hogy egy kodot szi-
goruan csak egyszer hasznaljunk.

A kvantum-titkosiras arra vald, hogy kédokat — tipikusan 0010101101...
alaku binaris sorozatokat — nagy mennyiségben osszunk meg l@vetéz
nertinkkel gy, hogy ezt ne tudja a kivilallé harmadik észrevétlendl lehall-
gatni. Itt a hangsuly azon van, hoggzrevétleniiés ebben segit a kvantum-
titkosiras: ha a kod bitjeit egy-egy fotonra bizzuk, azokon a lehallgatas mint
kvantummérés éreztienyomot hagy, amit statisztikai elemzéssel észlelni
lehet. Feladatunk: addig ismételni, amig azt nem mondja a statisztika, hogy
most nem tortént lehalgatas: akkor azt a kddot nyugodtan hasznalhatjuk tit-
kositasra.

Az alapmodellt Charles Bennett és Giles Brassard talalta ki 1984-ben:
ez aBB’'84-es protokoll A klasszikus titkosiras elméletébatvették — az
unalmas ,A és B” helyett — az az6ta hallatlanul népszeriivé valt Alice és
Bob figurajat is: 0k az a paros, akik titkos informaciot akarnak cserélni, a
gonosz lehallgaté Eve (,eavesdropper” angolul lehallgatét jelent) ellenében.

BB’84 szerint a kédot polarizalt fotonok sorozataba kddolva, kétféle po-
larizacios rendszer véletlen valtogatasaval kell elkiildeni partnertinknek:

0 = [ vagy /,

1 = « vagy \_. 1)
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Legyen az elkilderitlsaozat:

001010110 1 (F.2)

Ezt tehat Alice valahogy igy kuldi el:

1/N e/ eoND e (F.3)

Bob nem tudja, a keftkdzil mikor melyik kédolast hasznalta Alice, ezért
maga is véletlenszer(ien valtogatja analizatorat a kétféle kodolas kozott. Uto-
lag nyilvanos telefonvonalon megbeszélik mindégitk polarizator-analiza-

tor bedllitasait — persze a kildott bit értékét nem —, és amelyik bitnél azonos
volt a beallitasuk, azt elfogadjak a kéd részének.

Eddig nem volt sz6 a lehallgatasrol. Ennek észlelésére Alice és Bob felal-
dozzéak a kdd egy részét: megmondjak a kildott ill. fogadott bit értékét is, és
ha a ketb kilonbozik, azt vagy véletlen zaj, vagy lehallgatds okozta. Ha az
ismert zajszinthez képest tul sok az eltérés, ezt gy tekintik, hogy valoszini-
leg lehallgatas tortént; a kddot elvetik, és Ujra kezdik az egész eljarast.

Az egyszerl BB’84 protokollnak szamos buktatoja van. A legkomolyabb
fizikai korlat a j6 mirdségli egyfoton-forrasok nehézkessége, ami néhany
éven belll jelerisen javulhat; egyéte altalaban révid Iézerimpulzusokat
kiildenek egyes fotonok helyett; ezekben el nem hanyagolhat6 valoszinliség-
gel lesz a kivant egy foton helyett tébb vagy egy se. Hasonl6 problémaékkal
kiizd az 6sszefonddott fotonparok szétkilldésével operal6 alternativ modszer
is. Mindez a lehallgatas és az ellene valo védekezés valtozatos stratégiait te-
szi lehebvé, amelyek parhuzamosan &gjhek az ié elbrehaladtaval. Ugy
tlnik, a védekezési stratégiak me@gdek, és a kvantum-titkosiras kezd si-
keres iparagga valni, amelynek termékeit tébb telephellyel rendelkagy-
vallalatok és hadseregek egyarant szivesen vasaroljak, 6sztonzéssel és pénz-
zel segitve a kvantum-informéacié egész tudomanyagat.

A fotonok tovabbitasanak kétféle moédja van: Uvegkabelen vagy szabad
levegdn. Az livegkabelnek két hatranya van: a polarizacié elmosédasa, ami
miatt az iddbeli kddolast kell hasznalni, és a kabelek legjobban térfesk-
venciasavjan mikdidetektorok gyenge hatasfoka; ennek fejében viszont
nagy ebnyt jelent a megldy tavkdzlési haldézatok hasznédlata. A lefibgn
hasznéalhat6 a polarizacios kddolas, hiszen tdbbezer fényévnyireddia-
gokbdl is ideér a stabilan polarizalt fény, a detektorok is jok, de a felhasznal6
ki van téve az idjaras szeszélyének. Mindkét modszert nadklez! fejlesz-
tik.

TEXTS DON’T GROW ON TREES! © Geszti Tamas
AUTHORS’ RIGHTS AWARENESS CAMPAIGN



© Typotex Kiadé

F.4. Kl6nozés és teleportacio 291

F.4. Klbnozas és teleportacio

Egy kvantumallapot klénozasa, vagyis lemasolasa ugy, hogy az eredeti is
valtozatlanul maradjon, nemléteaniivelet: ezt hivjak ,no-cloning tétel-
nek”. A bizonyitas legtomoérebb megfogalmazasa az, hogy ha lenne kl6-
nozas, az az eredeti és a klon kdzos Hilbert-terében ravetitene egy olyan
altérre, ahol az eredeti és a klébn megegyezik, tehat projektor, ami nem lehet
unitér transzformacié. Ez még nem lenne végzetes, mert dekoherencia be-
tervezésével projektorok is megval6sithatok; a Gégmapas az, hogy ha egy
adott kvantumallapotra megkonstrudljuk ezt a projektort, az mar egy masik
allapotra nem makodik.

Ezzel szemben a teleportacio, vagyis egy rendszelletgzs kvantumal-
lapotanak atmasolasa egy masik rendszerre, mikézben az eredeti megvalto-
zik, megvaldsithato, és a kvantuminformacié egyik alapmiveletének szamit.
Potencialis hasznossaga abbdl ered, hogy fotonokrél atomos hordozokra és
vissza masolni kvantuminformaciot, ez egy kvantumszamitdégépben a me-
moériaba valo tarolas és@iivas mivelete lehet.

A teleportacié egy Osszefonddott részecskepart, pl. egy polarizacio—
szinglett fotonpart (,kvantum-informaciés csatornat”) hasznal fel informa-
cidatvitelre. A fotonpart szétkildjik az informaciot leadé ill. felbenend-
szer felé. Ezutan a teleportacié harom léiesti:

1. hatarozzuk meg kvantummeéréssel a teleportadlandé allapotu rendszernek
és a par hozza kuldoétt tagjanak kdzos kvantumallapotat;

2. az eredmeényt klasszikus informéciés csatornan (telefonvonalon) kild-
juk el a ved oldalra;

3. a megkapott eredmény és a fotonpardasali tagja egylittesen meg-
hatarozza, hogy milyen unitér transzformacié viszi at advmndszert
az eredetivel megegyézteleportalt allapotba.

A kvantum-teleportéacié a prototipusa az ,LOCC” betliszéval (Lokalis
Operacié és Klasszikus Kommunikacié) megjeldlt kvantum-informatikai
miveletsorok sokasaganak. Ugyanakkor annak a bélaetemlitett t6-
rekvésnek is a legegyszerlbb példaja, hogy egy miveletsor kézben elvégzett
kvantummeérésekkel iktassunk be hatékony nemlineéris Iépéseket az infor-
maécio feldolgozaséaba.

A kisérletileg megvalositott példak a legegyszeriibb kvantumrendszerek
(kvéazispin, oszcillator) allapotainak teleportalasat demonstraltak. Bonyolul-
tabb rendszerek teleportalasa természetesen az utdpia vilagaba tartozik. Ne
felejtsuk: nem anyagot teleportalunk, hanem kvantumallapotokra vonatkozo
inform&ciot.
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A kvantum-teleportacié fogalmat beveé@etsapat egyik tagjatél, a nem-
rég elhunyt Asher Perddtegy Ujsagir6 megkérdezte: Ha embert sikertine
teleportalni, a lelkét is teleportalnak, vagy csak a testét? Peres valasza: Csak
a lelkét.

Befejezéslil az olvaso figyelmébe ajanlok a témardl egy hosszi kdnyvet
[25], meg egy rovidet [26].
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G. flggelék
A Dirac-egyenlet

Ebben a fliggelékben révid, jelzésszerii leirast adunk a Dirac-egynletr
Iényegében levezetések nélkdl.

A kvantummechanika relativisztikus kiterjesztésének igénye a kvantum-
mechanika megsziletésének pillanatatol jelen volt. A sikert Dirac 1928-ban
sziiletett egyenlete hozta el, amely minden dnkényes feltevés nélkil szamot
adott a feles spini részecskék — koztik az elektron — tulajdonséagairdl, tobbek
kozott arrél, hogy a spinhez tartozé magneses momentum és impulzus ko-
z6tti giromégneses arany kétszerese a palyamozgésra vonatkozonak. Ugyan-
akkor megjésolta az elektron antirészecskéjének, a pozitronnak a létezését,
valamint az elektron-pozitron par keltésének és megsemmisilésének folya-
matat, amelyet hamarosan igazolt a kisérlet. Ezek a@ atkerek megg§-
z6en bizonyitjak, hogy Dirac a helyes relativisztikus hullamegyenletet talalta
meg.

A Dirac-egyenlethez abbdl az igérgitkiindulva juthatunk el, hogy egy
részecske hullamfiggvényénekditiggését tovabbra is @tben eldrendi
parcialis differencidlegyenlet irja le, de mivel adids a helykoordinatak
a specidlis relativitas elmélete szerint négyesvektort alkotnak, a hely szerint
is el derivaltakat tartalmazzon.

Szabad részecskével kezdve, és megtartva a koordinatareprezentacioban
érvényesy’= (h/i)0j (i = x,y,2) 6sszefiiggést, @&y = —(i/A)HY Schro-
dinger-egyenlet akkor felelne meg ennek az igénynekid Hmearis lenne
p-ben, vagyis ilyen alaku lenne:

ﬂ:?ciaif)ﬁﬁmcz, (G.1)

ahola; ésB dimenziétlan konstansok, és a Hamilton-operatorhoz hozzaadtuk
azmc nyugalmi energiat.

Tudjuk azonban, hogy linearis relacié nem az energia és impulzus kdzott,
hanem a négyzeteik kdzott all fenn:

E? = ¢?p? + méc, (G.2)

293
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Ranézésre a fenti két kifejezés nem lehet egyszerre igaz, mar{@.1)
kifejezést négyzetre emelem, akkor vegyesszorzatokat is kapok, ami pedig a
(G.2) egyenletben nincs. Dirac azonban megoldotta a gordiuszi csomét: ha a
spin kvantumelmélete mintgjarajadllapotvektort tobbkomponensi spinor
hullamfliggvénnyel lehet reprezentalni, és ennek medfeted; és3 nem
szadmok, hanem métrixok, akkor azoknak az algebraja mar lehet olyan, hogy
a vegyes szorzatok kiessenek:

{aj,0i} =28;j; {a;,p}=0; P*=1, (G.3)

ahol a kapcsos zaréjel antikommutatort jelefh,B} = AB+ BA), éppen
biztositja a kivant célt. Ekkor az elektron tébbkomponensi hullamfuggvé-
nyének dinamikai egyenlete a (G.1) Hamilton-operatorral irhato fel:

0P 2 hoy

Ez a hires Dirac-egyenlet, de hogy konkrétabb alakjat lassuk, meg kell
hogy mondjuk, hany komponense van a hullamfliggvénynek (a Dirac-spi-
nornak), és milyen matrixok a megoldasai a (G.3) antikommutétoros relaci-
oknak. A valasZ® négykomponensi hullamfiiggvényt és4tes matrixo-
kat kell valasztanunk. Az utobbiakat a (G.3) relaciok nem hatarozzak meg
egyértelmiien; egy célszerii valasztas:

23 (Y e

aholg; azi-edik 2x 2-es Pauli-matrix] pedig a Z 2-es egységmatrix. Ezek-
kel valik teljessé a Dirac-egyenlet konkrét alakja.

Afizikai kbvetkezmények kiaknazasahoz feltétlenil szikség van az elekt-
romagneses méxel valé kblcsbnhatas beirdsahoz. A 11. fejezet mintajara,
a (G.4) egyenlet kiterjesztett alakja:

3
iﬁaa—lf: [CZO“ (Tﬁi—eA—>+Bm8+e¢ W, (G.6)

0Xi

28 Az a; ésP matrixok négyzete 1, igy sajatértékeikl vagy —1. Az antikommutalashol
kénnyen belathatd, hogy spurjuk (trésziik, nyomuk) 0, tehat ugyanaringajatértékiik van,

mint —1. Emiatt a matrixok paros rendiiek. A«2-es matrixok tul kevesen vannak a (G.3)
relaciok kielégitésére; a minimum a<4-es matrixok, és ennek megfdéeh a négykom-
ponensi spinorok valasztasa. Ezt végigszamolva adédnak az elektron tulajdonsagait nagy
pontossaggal leird kovetkeztetések, tehat nem keresiink tovabb a még nagyobb matrixok felé.
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ahol A, a (haromdimenzios) vektorpotenciél,pedig a skalarpotenci&f
Ebhdl az egyenletbl mérsékelten hosszu levezetéseRkédntos eredmé-
nyek kaphatok:

= A palya-impulzusmomentum nem megmaradé mennyiség, ddgyy
nagysagu spinnel valé 6sszege igen.

= A spinhez magneses momentum is tartozik; a giromagneses agény k
szerese a palya-impulzusmomentumra vonatkozoénak.

m Fellép a 11. fejezetben jelzett spinpalya kdlcsdonhatas, alddiskkel
egyed nagysagu egyiitthatéval.

Ezek kozll kilénésen az édigyelemreméltd, mivel a relativitas elméle-
tének is Ujabb bizonyitékat szolgaltatja, amely a klasszikus fizika szamara
még lathatatlan volt: ha az ember a kvantummechanikaban helyesen ke-
zeli a Lorentz-transzformaciokat, jutalom-raadasul megkapja a forgasok he-
lyes kezelését, benne a spinnel. Ez ékesszoOléan mutatja, hogy a Lorentz-
transzformacio és a forgas ugyanannak a nagyobb szimmetrianak — a Poin-
caré-csoportnak — killébnbézanegjelenései.

Van még egy olyan kdvetkezmény, amely nem a levezétéatodik au-
tomatikusan, hanem Dirac jott ra két évvel &Bb, 1930-ban: ez az anti-
részecskék létezése. A hires Dirac-féle matrixos négyzetgydkvonas negativ
energiaju allapotokat is szolgéltat, €s magyarazatra szorul, miért nem esnek
bele ezekbe spontan emisszidval a pozitiv energiaju részecskék. A Dirac al-
tal megtalalt megoldas: azért, mert a negativ energiaju allapotok be vannak
toltve, akkor pedig a Pauli-elv mar tiltja a tovabbi elektronok bezuhanasat.

A negativ energidju ,Dirac-tenger” azonban gerjeszih@me.c? vagy an-
llyenkor visszamarad egy pozitiv téltésl ,lyuk”, amely minden mas tekin-
tetben az elektronnal azonos médon viselkedik. Dirac akkor még nem tudta,
de hamar kideriilt: ez a pozitron, a gerjesztés tehat ilyenkor egy elektron-
pozitron part hoz létre.

Az elektron bele is eshet a lyukba: az elektron-pozitron par megsemmisil-
het, mik6zben &ltalaban két, nagyjabdl ellertkeanyba kirepi nagyener-
giaju foton keletkezik (Miért kettd?) A fotonok sok informaciét hordoznak
a kornyezetl; ezen alapul tdbbek koz6tt a pozitronemissziés tomografiat
hasznal6 orvosi diagnosztikai moédszer.

29 Egy kicsit kilonbod matrixok bevezetésével a Dirac-egyenlet olyan alakba is irhatd,
amelyben szemmel lathat6 négydimenzios kovariancigja.

30 Mondhatnam, hoggyakorlat de csak nagy 6nbizalommal rendel&edvaséimnak mon-
dom.
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