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A. függelék
Feynman-féle pályaintegrál

A pályaintegrálok Feynmantól eredő módszere egy eredeti és fontos megkö-
zelítése annak a problémának, hogy az állapotvektor|ψ(t)〉 = e−

i
h̄ Ĥt |ψ(0)〉

unitér időfejlődését számítással követhessük.
A feladat nehézségét az adja, hogy mivel a Hamilton-operátor két tagból,

egy kinetikus és egy potenciális energiából áll, amelyek nem felcserélhetők:

Ĥ = T̂ +V̂; [T̂,V̂] 6= 0, (A.1)

az összeg exponenciális függvényét nehéz kiszámítani, hiszen

e−
i
h̄Ĥt 6= e−

i
h̄ T̂ te−

i
h̄V̂ t. (A.2)

Feynman eredeti meglátása az, hogy eléggé rövidε időre az exponenciális
operátor közelít̋oleg mégiscsak szorzatra esik szét:

e−
i
h̄(T̂+V̂)ε ≈ 1− i

h̄
T̂ε− i

h̄
V̂ε+O (ε2)

≈
(

1− i
h̄

T̂ε
)(

1− i
h̄

V̂ε
)

+O (ε2)

≈ e−
i
h̄ T̂εe−

i
h̄V̂ε +O (ε2).

(A.3)

Ebb̋ol ered az az ötlet, hogy számítsuk ki először ilyen rövid id̋okre az id̋o-
fejlődés unitér operátorának pontos kifejezését, majd ilyen kis lépésekből
rakjuk össze a véges idő alatt lejátszódó teljes fejlődést.

Maradjunk egy dimenzióban, és számoljuk ki a két faktor mátrixelemeit
koordináta-reprezentációban. A potenciális energia triviális:

〈x|e− i
h̄V̂ε|y〉 = e−

i
h̄V(x) ε δ(x−y). (A.4)

A kinetikus energiával kell még egy kicsit dolgozni. Ez a tényező impulzus-
reprezentációban triviális:

〈p|e− i
h̄ T̂ε|p′〉 = e−

i
h̄

p2

2m ε δ(p− p′). (A.5)
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258 A. Feynman-féle pályaintegrál

Ebb̋ol, felhasználva, hogy12 egy dimenzióban〈x|p〉 = exp[(i/h̄)px]/
√

2πh̄,
végül a szokásos módon kiszámítva a kapott Gauss-integrált,

〈x|e− i
h̄ T̂ε|y〉 =

Z

dp
Z

dp′ 〈x|p〉〈p|e− i
h̄ T̂ε|p′〉〈p′|y〉

=
1

2πh̄

Z

dpe
i
h̄

[

p(x−y)− p2

2m ε
]

=

√
m

i 2πh̄ ε
e

i
h̄

m
2 ( x−y

ε )
2ε.

(A.6)

Tegyük hozzá a potenciális energiából eredő faktort:

Kε(x,y) := 〈x|e− i
h̄ T̂ ε e−

i
h̄V̂ ε|y〉 =

√
m

i 2πh̄ ε
e

i
h̄

[
m
2 ( x−y

ε )
2−V(y)

]

ε
, (A.7)

ahol aK jelölés a „kernel” szó rövidítése; ez a függvény a magfüggvénye
annak az (unitér) integráltranszformációnak, amely aψ(x, t) = 〈x|ψ(t)〉 hul-
lámfüggvény rövidε idő alatti fejlődését írja le:13

ψ(x, t + ε) =
Z

dy Kε(x,y) ψ(y, t). (A.8)

Amiért ez az egész különösen érdekes, az a következő: haε → 0, akkor
az (A.7) egyenlet jobboldalának kitevőjében(x− y)/ε → ẋ, ami a klasszi-
kus sebesség. Ekkor pedig a kitevőben éppen azm(ẋ)2/2−V(x) = L (ẋ,x)
kombináció jelenik meg, vagyis a Hamilton-operátorból kiindulva, a klasszi-
kus Lagrange-függvényhez érkeztünk!

Ennek óriási heurisztikus ereje van: a Lagrange-függvényskalára klasz-
szikus mechanikától az elektrodinamikán át bármilyen térelméletig, inva-
riáns minden szimmetriatranszformációval szemben, beleértve a Lorentz-
transzformációt is, így ideális kiindulópontja minden szellemi expedíciónak
a fizika ismeretlen tartományainak felderítésére.14

12 Lásd a (6.47) egyenletet.
13 Ez er̋osen emlékeztet arra, ahogy optikai diffrakcióban a hullámfrontot Huyghens–Fresnel

elve szerint a front minden pontjából kiinduló, a megfigyelés helyén egymással interferáló
gömbhullámok ered̋oje viszi tovább. A szereposztásban természetesenKε(x,y) azy pontból
kiinduló, x helyen megfigyelt gömbhullám.
14 A pályaintegrált el̋oször a valószínűségszámításban, sztochasztikus folyamatok leírására

vezette be Norbert Wiener; azt, hogy kvantummechanikára is alkalmazható, Feynmantól lé-
nyegében függetlenül egy másik matematikus, Mark Kac is felismerte, a kvantumelmélet al-
kalmazásainak és kiterjesztéseinek univerzális háttérfilozófiájává azonban Feynman munkája
tette.
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A. Feynman-féle pályaintegrál 259

Térjünk vissza eredeti célunkhoz: rakjuk össze a végest ideig tartó unitér
fejlődésnek megfelelő

ψ(x, t) = 〈x|e− i
h̄Ĥt |ψ(0)〉 =

Z

Kt(x,y)ψ(y,0)dy (A.9)

integráltranszformáció

Kt(x,y) = 〈x|e− i
h̄ Ĥt |y〉 (A.10)

magfüggvényétN egymás utáni, egyenkéntε = t/N hosszúságú szakaszból,
használjuk az (A.7) formulát, és a végén vegyük azN → ∞ határátmenetet:

Kt(x,y) = lim
N→∞

(
m

2πih̄ t
N

)N/2

×
Z

dxN−1 dxN−2 · · ·dx1 exp

(

i
h̄

N−1

∑
n=0

[

m
2

(
xn+1−xn

t/N

)2

−V(xn)

]

t
N

)

.

(A.11)

Tulajdonképpen elérkeztünk a végeredményhez, de így még egy kissé bo-
nyolultnak látszik, ezért beszéljük meg, mit is látunk a végső formulában.
A 0-tól t-ig egymást követ̋o t ′ = nε időkhöz tartozóy, x1, x2, · · ·xn−1, x
pontok egy x′(t ′) pályát rajzolnak ki, és mi az összes lehetséges pályákra
integrálunk. Az integrandus kitevőjében, ahogy már mondtuk, a pálya menti
klasszikus mozgás Lagrange-függvénye jelenik meg, mégpedig idő szerint
integrálva. Arról pedig tudjuk, hogy a klasszikus mechanikából ismert

S[x′(t ′)] =
Z t,x

0,y
L (ẋ′,x′)dt′ (A.12)

hatásfüggvénytállítja elő, amely egy adottx′(t ′) pályán való végighaladás
funkcionálja. Mindezek felhasználásával a (A.11) eredmény szokásos, tö-
mör írásmódja:

Kt(x,y) =

Z x

y
D x′ exp

[
i
h̄

Z t,x

0,y
L (ẋ′,x′)dt′

]

=

Z x

y
D x′ e

i
h̄S[x′(t ′)], (A.13)

ahol aD x′ jelölés fejezi ki az id̋o felszabdalását kis intervallumokra, majd
mindegyik osztásponton a koordinátára való végigintegrálást, végül a fel-
szabdalás finomítását minden határon túl: mindazokat a lépéseket, amelyek-
kel az (A.11) egyenlet a pályákra való integrálást végrehajtja.
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260 A. Feynman-féle pályaintegrál

A félklasszikus határesetben azShatás „klasszikus” méretű:S≫ h̄, amit
formálisan a ¯h → 0 határátmenet fejez ki. Ilyenkor a pályaintegrál vadul
oszcillál, kivéve ott, ahol azS[x′(t ′)] hatásfüggvény szélsőértékei vannak:
a legkisebb hatásHamilton-elvének megfelelő, klasszikus pályákon, ahol a
hatás variációja eltűnik:δS= 0. Ebben a határesetben tehát csak a klasszikus
pályák adnak járulékot a kvantummechanikai időfejlődésbe.

A kapott határeset azonbanfélklasszikus, nem teljesen klasszikus: ameny-
nyiben több extremális pálya létezik, pl. egy kétrés-interferenciakísérletben
a két résen áthaladó egy–egy pálya, ezek mind kiválasztódnak, megmarad-
nak, és amplitúdóik összeadódásával interferálnak is.

Maga az extremális pályák kiválasztása is a hullámok nyelvén igazán
szemléletes:S/h̄ az adott pályán haladó hullám fázisa. Az extremális pá-
lya közelében ez nem változik: a szomszédos pályák sokaságán ugyanazzal
a fázissal fut be a hullám, egymást erősítve, masszív hullámfrontot alkotva.
Ugyanez a mechanizmusa annak is, ahogy a fénysugár kialakul a fényhullá-
mokból, a Fermat-elvnek megfelelő extremális pályák mentén.

A félklasszikus határesetben, az attól kicsit eltérő „kvantumkorrekciók”
megtalálásában, és a félklasszikustól nagyon eltérő, mélyen kvantumos je-
lenségek világában is Feynman pályaintegrálja nemcsak az elvek megfogal-
mazásának szép kerete, hanem hatékony technikai eszköz is nehéz feladatok
megoldásában.
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B. függelék
Ion- és atomcsapdák,
lézerhűtés

A 20. század utolsó harmadának kiemelkedő kísérleti teljesítménye volt az
egyes ionok és atomok csapdázása, lehűtése és egyedi megfigyelése,
amely a koherens kvantumrendszerekkel való kísérletezés új dimenzióját te-
remtette meg. Az els̋o csapdák készítői, Hans Dehmelt és Wolfgang Paul
1989-ben, az alapállapot közelébe történő lézeres hűtés kidolgozói, Steven
Chu, William D. Phillips és Claude Cohen-Tannoudji 1997-ben kaptak
Nobel-díjat.

Ionokat a legkönnyebb csapdába fogni, mert rájuk hatnak a könnyen ki-
alakítható er̋os elektromos terek. Egy pozitív töltésű ion aΦ(~r) elektromos
potenciál minimumában csapdázva marad, ha energiája eléggé kicsi.

A gond ott kezd̋odik, hogy a potenciálnak nincs minimuma, mivel sztati-
kus vagy kisfrekvenciájú mezőben∆Φ ≈ 0, így a potenciálnak legfeljebb
nyeregpontja lehet, ami pl. egy kvadrupól-szimmetriájú elrendezésnél egyik
irányban minimum, a rá merőleges két irányban maximum. Ettől kezdve két
megoldás lehetséges:

1. Penning-csapda: egy forgástengely mentén hozunk létre minimumot; a
rá mer̋oleges irányban kifutni készülő ionokat pedig er̋os (1 Tesla nagy-
ságrendű) tengelyirányú mágneses mezővel körpályára kényszerítjük.15

2. Paul-csapda: a befutó és kifutó irányokat periodikusan váltogatjuk. Egy
adott frekvenciánál meghatározott tömegű ionok éppen nem tudnak ki-
szabadulni, mert mire rátérnek a kifutó irányra, addigra az erők vissza-
fordulnak, így mindig fallal találják szemben magukat.

A csapdázott ionok egyedi megfigyelése a rezonancia-fluoreszcencia fo-
lyamatával történhet: rezonáns fénnyel megvilágítva, az elnyelt fényt folya-
matosan visszasugározzák; ezt egy CCD kamerára leképezve, a kamera mér-

15 Penning, a tudományos célú vákuumtechnika egyik megalapozója a harmincas években
konstruált ilyen csapdákat, a vákuumot rontó gázatomok ionizálás utáni befogására; modern
felhasználását Dehmelt kezdeményezte.
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262 B. Ion- és atomcsapdák, lézerhűtés
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B.1. ábra. Az ioncsapdában a gyűrű és a kupakok között létrehozott feszültség
kvadrupól elektromos tere fogja meg az ionokat. A csapdázáshoz szükség van még
vagy a tengellyel párhuzamos mágneses térre (ezt jelzik a nyilak: ez a Penning-
csapda), vagy az U feszültség előjelének periodikus váltogatására (Paul-csapda).
Az ionokat a fels̋o kupakon vágott kis lyukon át figyelik meg; fényüket a lencse egy
CCD-kamerára képezi le.

het̋o jelet ad. Kevésbé erőszakos beavatkozás az ion életébe a nem rezonáns,
csak rezonanciához közeli fény szóródásának detektálása.

A kezdeti szenzáció az egyes ionok csapdázása volt; a betöltés úgy történt,
hogy nagy vákuumba kis mennyiségben beengedett gázatomokat sugárzással
ionizáltak; némelyikük a csapdában rekedt. A későbbi kísérleteknél fontossá
vált sok ion egyidejű csapdázása is.

A csapdázás csak a befogott ionok egyidejű hűtésével együtt vált a kvan-
tumfizika jól használható kísérleti technikájává.

Az alapmódszer aDoppler-hűtés: egy atomi rezonanciaalá hangolt frek-
venciájú lézer fényét a szembefutó atom a Doppler-effektus miatt nagyobb
frekvenciájúnak látja, így a rezonanciához közelítve, nagyobb valószínűség-
gel nyeli el. Az elnyelt foton impulzusa fékezi a mozgást. Hat irányból su-
gárzó lézerek közül mindig annak a fénye nyelődik el leginkább, amelyikkel
az atom szembe halad: az atom mindenképpenmsnagyságrendű id̋o alatt,
105 g körüli gyorsulással lefékeződik, mintha nagyon nagy viszkozitású kö-
zegben mozogna.16

16 Ezért nevezik ezt az elrendezést úgy, hogyoptikai melasz.
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B. Ion- és atomcsapdák, lézerhűtés 263

B.2. ábra.Doppler-hűtésnél a rezonancia alá hangolt, szembevilágító lézer fényét
az atom a Doppler-effektus miatt nagyobb frekvenciájúnak, rezonanciához köze-
libbnek látja, elnyeli, és impulzusától lefékeződik.

Az elért h̋omérsékletet úgy lehet megmérni, hogy a hűtést kikapcsolva,
rezonancia-fluoreszcenciával nézzük a hideg Maxwell-sebességeloszlású
atomok szétszaladását. A megfigyelések szerint a Doppler-hűtésselµK hő-
mérsékleteket lehet elérni, ami jobb a vártnál: a hűtés folyamatáról utóbb
kiderült, hogy bonyolultabb az itt elmondottaknál.

A csapdákba befogott ionok a csapdákban rezeghetnek, és a rezgések
kvantáltsága a Doppler-hűtéssel elért hőmérsékleten már jól megmutatkozik.
Ekkor további hűtési lehetőségeket jelent a rezgési alnívókra hangolt lézer-
párokkal létrehozott Raman-átmenetek felhasználása az alacsonyabb szin-
tek felé való eltolódás kikényszerítésére. Ilyen módon ioncsapdában a rez-
gési alapállapothoz közeli szintre lehet ionokat lehűteni, ami a kvantum–
információkezelés egyik kísérleti megvalósítási lehetőségét kínálja fel; lásd
az F. függelékben.

Semleges atomok csapdázása sokkal nehezebb feladatnak látszott, mert
náluk nem csak a hűtést, hanem a helybentartást is a Coulomb–erőnél jóval
gyengébb fényerőkkel kell megoldani. Viszonylag egyszerűnek és hatékony-
nak bizonyult azonban Jean Dalibard találmánya, amagnetooptikai csapda
(MOT: Magneto-Optical Trap). Ez két szembekeringő körárammal létreho-
zott kvadrupól mágneses mező zéruspontja körül állítja meg az atomokat,
az optikai kiválasztási szabályok trükkös felhasználásával: a hatfelől érkez̋o
cirkulárisan polarizált lézerfény valahol – a csapdázott térfogat határán – re-
zonanciába kerül a Zeeman-felhasadó mágneses alnívókkal, és elnyelődve,
visszakergeti az atomot.

A hűtés el̋orehaladtával át lehet térni kisebb frekvenciájú lézerekre és en-
nek megfelel̋oen választott, egymáshoz közelebb eső atomi energiaszintekre.

Adott mágneses alnívókon levő atomokra – már a Stern–Gerlach-effek-
tusból megtanultuk – erőt gyakorol az inhomogén mágneses mező; ezt is
lehet csapdázásra használni. Ezt hasznosítja az utóbbi néhány év ígéretes
találmánya: a chipek felületén, párologtatott vezetékekben folyó áramokkal
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264 B. Ion- és atomcsapdák, lézerhűtés

B.3. ábra.A magnetooptikai csapdában két köráram által létrehozott inhomogén
mágneses mezőben a fotonok ott kényszerítik visszatérésre az atomokat, ahol rezo-
nanciába kerülnek a mágneses alnívókkal.

létrehozottmágneses mikrocsapda. Ez a fejlesztés kiszabadítani látszik a
csapdázás technikáját a szoba nagyságú vákuumtechnikai laboratóriumok-
ból, és gyakorlati felhasználások lehetőségét kínálja, a nem túl távoli jövő-
ben.

B.4. ábra.A chip-csapdában egy párologtatott vezető szálon folyó áram mágneses
terének és egy külső homogén mágneses térnek az eredője egy adott vonalon éppen
kioltja egymást; ott csapdázódnak a megfelelő Zeeman-alnívón lev̋o atomok.
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C. függelék
Műveletek koherens
állapotokkal

A koherens állapotokkal való számítások leggyakrabban használt eszköze a
Baker–Hausdorff formula:17

eÂ+B̂ = eÂeB̂e−
1
2 [Â,B̂] = eB̂eÂe+ 1

2 [Â,B̂], ha [[Â, B̂], Â] = [[Â, B̂], B̂] = 0. (C.1)

Érdemes ezt még néhány átrendezett alakban is megjegyezni: változatlan
feltételek mellett

eÂeB̂ = eÂ+B̂e+ 1
2 [Â,B̂] = eB̂eÂe[Â,B̂]. (C.2)

A Baker-Hausdorff formula els̋o alkalmazása a koherens állapotokra az,
hogy így írhatók:

|α〉 = exp(αâ†−α∗â)|0〉. (C.3)

Ennek igazolására szorzattá kell felbontani az exponenciális operátort,18 ész-
re kell venni, hogy exp(−α∗â)|0〉 = |0〉, és használni a harmonikus oszcil-
látor normált sajátvektoraira vonatkozó (8.13) formulát.

Mielőtt továbbmennénk az igazi alkalmazások felé, ki kell egészítenünk
eszköztárunkat. Bár használatuk nem korlátozódik a koherens állapotokra,
ugyanennek a csavarhúzókészletnek részei az alábbi összefüggések: az
[â, â†] = 1 felcserélési relációból közvetlenül adódik az ˆa és â† operátorok
bármilyen, hatványsorral előállítható f (â, â†) függvényére:19

[â, f (â, â†)] =
∂ f
∂â†

[â†, f (â, â†)] = −∂ f
∂â

.

(C.4)

17 Baker, 1902, Hausdorff, 1906, előzmény: Campbell, 1897. Útmutató a levezetéshez:
számítsuk ki azf̂ (x) = eÂxeB̂x operátorfüggvényx szerinti deriváltját; az eredményt fejtsük
sorbax szerint. A (C.1) egyenletben jelzett feltételek mellett a sorfejtésből csak a lineáris tag
marad meg; ez egyszerű differenciálegyenletet adf̂ (x)-re, amelyb̋ol – ugyanazon feltételek
mellett – a (C.1) eredmény leolvasható.
18 Keressük ki hozzá a (C.1) gyűjteményből a megfelel̋o formulát!
19 Az összefüggést minden hatványra közvetlenül igazolhatjuk.
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266 C. Műveletek koherens állapotokkal

Hasonlóan adódik a Heisenberg- ill. kölcsönhatási képbeli keltő és eltüntet̋o
operátorok (8.38) kifejezésének általánosítása egy tetszőleges, hatványsorral
előállítható f (â, â†) függvényre:

ei ω â†â t f (â, â†)e−i ω â†â t = f
(
âe−iω t , â†eiω t) . (C.5)

Aki idáig eljutott, az már haladónak számít, és hozzáfoghat igazolni, hogy
egy id̋ofügg̋o, de térben állandó külső er̋o hatására a koherens állapot kiszá-
mítható mozgásba jön, de nem esik szét. Az ilyen erőnek megfelel̋o poten-
ciális energia azx koordináta lineáris függvénye, ezért – felhasználva a (8.4)
formulát – a Hamilton-operátort ilyen alakban vesszük fel:

Ĥ(t) = h̄ω
(

â†â+
1
2

)

+ h̄F(t)(â+ â†) ≡ Ĥ0+Ŵ(t). (C.6)

Térjünk át a jelzett szereposztás szerinti kölcsönhatási képbe:20

|ψI (t)〉 = ei ω â†â t|ψ(t) = ÛI(t)|ψI (0)〉 = ÛI (t)|ψ(0)〉
ŴI (t) = h̄F(t)(âe−i ω t + â†ei ω t),

(C.7)

ahol felhasználtuk a frissen tanult (C.5) formulát. Az unitér időfejlődés ope-
rátora a kölcsönhatási képben kielégíti az

d
dt

ÛI(t) = −i F (t)(âe−i ω t + â†ei ω t) ÛI(t) (C.8)

operátoregyenletet, aẑUI (0) = 1 határfeltétellel.
A Baker-Hausdorff apparátus birtokában bátran kereshetjük a megoldást

ilyen alakban:
ÛI (t) = eA(t)eαI (t) â†

e−α∗
I (t) â, (C.9)

ahol ránézésre adódik

αI (t) = −i
Z t

0
F(t ′)ei ω t ′dt′,

α∗
I (t) = i

Z t

0
F(t ′)e−i ω t ′dt′.

(C.10)

Az egyetlen, ami nem adódik ránézésre, az azA(t) kitevő. Ennek ki-
számítására a (C.9) feltevést a benne szereplő (C.10) függvényekkel be kell
helyettesíteni a (C.8) egyenletbe:

ȦÛI + α̇â†ÛI −eAeαI â†
α̇∗âe−α∗

I â = (α̇â†− α̇∗â)ÛI . (C.11)

20 Lásd a következ̋o függeléket!
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Kiejtve, ami kiejthet̋o, ez marad:

ȦÛI + α̇∗eA
[

â,eαI â†
]

e−α∗
I â = ȦÛI + α̇∗α ÛI = 0, (C.12)

ahol a kommutátor kiszámítására felhasználtuk a (C.4) azonosságot. Végül
ezt kapjuk:

A(t) = −
Z t

0
dt′

Z t ′

0
dt′′ F(t ′)F(t ′′)e−iω(t ′−t ′′). (C.13)

Még két feladatunk van: összehozni a (C.9) operátor két exponenciális fak-
torát egyetlen exponenciálisba (természetesen a Baker-Hausdorff egyenlő-
séggel), végül visszatérni a Schrödinger-képbe. A végeredmény, melynek
ellen̋orzését az olvasóra hagyom:

Û(t) = exp

(

A(t)+
|α(t)|2

2

)

exp
[
α(t)â†−α∗(t)â

]
, (C.14)

aholA(t)-t a (C.13) egyenlet adja meg, és

α(t) = αI (t)e
−iω t = −i

Z t

0
F(t ′)e−i ω (t−t ′)dt′,

α∗(t) = α∗
I (t)e

iω t = i
Z t

0
F(t ′)ei ω (t−t ′)dt′.

(C.15)

Amint már a (C.3) egyenletb̋ol megtanultuk, a (C.14) unitér operátor a
harmonikus oszcillátort alapállapotából átviszi az|α(t)〉 koherens állapotba.
Ezt akartuk belátni.21

A koherens állapotok fontos tulajdonsága, hogy bár normáltak, de nem or-
togonálisak, és ennek megfelelően nem is teljes, hanem „túlteljes” rendszert
alkotnak. Érdemes megjegyezni a skalárszorzatukat, amely a fenti számítá-
sok mintájára triviálisan adódik:

〈β|α〉 = exp

(

−1
2
|α|2− 1

2
|β|2 + αβ∗

)

; |〈β|α〉|2 = e−|α−β|2 (C.16)

Ez csak ízelít̋o volt a koherens állapotok kezeléséből. Továbbiakat az el-
méleti kvantumoptikával foglalkozó irodalomban talál az Olvasó.

21 Az olvasóra hagyom annak ellenőrzését, hogy a (C.14) kifejezés elején álló számfaktor
egységnyi nagyságú komplex szám, amely az állapotvektornak csak a fázisát változtatja meg
– igaz, hogy ez a fázis egy cseppet sem triviális módon függ az erő időbeli változásától, amit
egy megfelel̋oen megtervezett interferenciakísérlettel akár igazolni is lehet.
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D. függelék
A kö lcsönhatási kép

Az időfügg̋o perturbációszámítás Dirac által bevezetett, az állandók variá-
lásán alapuló módszerét (13.2.1. alpont) tömör operátoros írásmóddal is el
lehet mondani; így jutunk el akölcsönhatási képhez, amely a Schrödinger- és
Heisenberg-kép közötti közbenső helyet tölt be. Ez az operátoros írásmód ki-
induló pontjává vált egy roppant hatékony módszernek a perturbációs sorfej-
tés magasabb fokú tagjainak kezelésére. Ezt a módszert, amely utóbb mind a
relativisztikus kvantum-térelméletben, mind a soktest-rendszerek kvantum-
elméletében nélkülözhetetlennek bizonyult, Tomonaga kezdeményezte, első
részletes kidolgozásában Feynman, Schwinger és Dyson vett részt.

Itt csak a kiinduló formulákat foglaljuk össze. A kölcsönhatási képbe ez
az unitér transzformáció visz át a Schrödinger-képből:

|ψI (t)〉 = e
i
h̄ Ĥ0 t |ψ(t)〉, (D.1)

ami a Dirac–féle (13.22) definició operátoros megfelelője. Az I index
(„interaction ” = kölcsönhatás) a kölcsönhatási kép szokásos jele; amit nem
jelölünk, az a Schrödinger-kép.

Ugyanez az unitér transzformáció az operátorokat így módosítja:

ÂI(t) = e
i
h̄Ĥ0 t Â(t) e−

i
h̄Ĥ0 t ; (D.2)

természetesen ez vonatkozik a perturbációŴ(t) operátorára is. A fenti for-
mula id̋o szerinti deriválásával megkapjuk a transzformált operátorok moz-
gásegyenletét:

d
dt

ÂI (t) =
i
h̄

[Ĥ0 , AI (t)] + e
i
h̄ Ĥ0 t ∂Â(t)

∂t
e−

i
h̄ Ĥ0 t , (D.3)

ahol a második tag aẑA(t) Schrödinger-operátor explicit időfüggését veszi
figyelembe.

A Schrödinger–egyenletből kapjuk meg a kölcsönhatási képbeli állapot-
vektor mozgásegyenletét:

|ψ̇I (t)〉 = − i
h̄

ŴI (t) |ψI (t)〉, (D.4)
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270 D. A kölcsönhatási kép

ami a Dirac-féle (13.23) egyenlet megfelelője. Ebben az egyenletben̂H0 nem
jelenik meg explicit módon, csak âW(t) ⇒ ŴI (t) transzformáción keresz-
tül, ami – akárcsak Dirac eredeti módszerében – a perturbálatlan mozgásnak
megfelel̋o oszcillációkkal „gyengíti” a perturbáció időben felhalmozódó ha-
tását.

A (D.4) egyenlet az, amelynek perturbációs megoldására megszülettek
a bevezet̋oben említett hatékony módszerek, amelyek kezelni tudják aĤ0

ésŴ(t) fel nem cserélhető voltából ered̋o bonyodalmakat. Ennek részletei
túlmennek a jelen könyv keretein.

Itt érdemes megemlíteni, hogy a harmonikus oszcillátorok dinamikája
igen nehéz feladatok tárgyalásánál is elegánsan meg tudja kerülni ezeket a
bonyodalmakat az un. Baker–Haussdorff egyenlőség felhasználásával. Ezt
a módszert, amelyet kiterjedten használ a kvantumoptika elmélete, a C. füg-
gelékben írtuk le.
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E. függelék
Dekoherencia: a
master-egyenlet

A környezettel való összefonódásból eredő dekoherencia legelterjedtebb el-
méleti tárgyalásmódja amaster-egyenlet. Ez egy részrendszer (S = system)
és egy (h̋o-)tartály = környezet (R =réservoir; Feynman szerint: R = the Rest
of the world) együttes sűrűségmátrixának mozgásegyenlete, visszavetítve a
részrendszerre = ”trészelve” a környezetre.

Részrendszer és környezete együttes Hamilton-operátorát ilyen alakba ír-
hatjuk:

Ĥ = ĤS+ ĤR+ ĤSR. (E.1)

Legyen S+R sűrűségoperátorâχ(t), S sűrűségoperátora pedig
ρ̂(t) = TrR[χ̂(t)]. A teljes sűrűségoperátor kielégíti a Neumann-egyenletet:

∂t χ̂ = − i
h̄
[Ĥ, χ̂]. (E.2)

Térjünk át a kölcsönhatási képre (lásd a D. függeléket):

χ̃(t) = e
i
h̄(ĤS+ĤR)t χ̂(t)e−

i
h̄(ĤS+ĤR)t ; (E.3)

itt a Neumann-egyenlet így alakul:

∂t χ̃ = − i
h̄
[H̃SR(t), χ̃(t)], (E.4)

ahol
H̃SR(t) = e

i
h̄(ĤS+ĤR)tH̃SR(t)e

− i
h̄(ĤS+ĤR)t . (E.5)

Az egyenlet megoldását̃HSR(t) hatványai szerinti sorfejtés alakjában ke-
ressük, és a második rendnél meg akarunk állni (Born-közelítés). Ezgyenge
dekoherenciánakfelel meg, ami magától a természetben nem fordul elő, csak
a gondosan végrehajtott (nagyvákuum, mély hőmérséklet, tiszta anyagok)
kísérletekben, amelyeknek célja koherens kvantumrendszerek közel unitér
fejlődésének megfigyelése, és esetleges kvantuminformatikai alkalmazása.
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272 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

A Born-közelítés elegáns módja az, hogy egy kétlépéses iterációval magát
az (E.4) egyenletet hozzuk olyan alakra, hogy a Born-közelítés már triviális
legyen (ez némiképpen emlékeztet a szóráselméleti Lippmann–Schwinger
módszerre):

1. idő szerint integrálva 0-tól t-ig, alakítsuk a differenciálegyenletet
integrálegyenletté:

χ̃(t) = χ̃(0)− i
h̄

Z t

0
dt′[H̃SR(t

′), χ̃(t ′)], (E.6)

2. ezt helyettesítsük be az eredeti egyenlet jobboldalára:

˙̃χ = − i
h̄
[H̃SR(t), χ̃(0)]− 1

h̄2

Z t

0
dt′[H̃SR(t), [H̃SR(t ′), χ̃(t ′)]]. (E.7)

Most jön a Born-közelítés: a jobboldaloñχ(t ′)-t közelítsük a kölcsönhatás
nélküli időfejlődésével! Ez lényegesen függ a kezdeti sűrűségmátrixtól (mint
minden irreverzibilis folyamatnál): ha

χ̃(0) = χ̂(0) = ρ̂(0)R̂0 (E.8)

és R̂0 a környezetnek olyan (termikus egyensúlyi) állapota, amely a rész-
rendszerĤRS perturbáló hatása nélkül időben nem változna, akkor a Born-
közelítésnek az felel meg, hogŷR0 időfejlődését elhanyagoljuk:

χ̃(t) ≈ ρ̃(t)R̂0. (E.9)

Helyettesítsük ezt be az (E.7) egyenletbe, és trészeljünk a környezetre, hogy
zárt egyenletet kapjunk̃ρ(t)-re:

˙̃ρ = − i
h̄

(
TrR[H̃SR(t),R̂0]

)
ρ̃(0)− 1

h̄2

Z t

0
dt′TrR[H̃SR(t), [H̃SR(t

′), ρ̃(t ′)R̂0]].

(E.10)
A jobboldal els̋o tagjában szereplő trészelt kommutátor általában eltűnik (a
részrendszer a környezetet megperturbálja, de normáját nem borítja fel), így
a következ̋o közbens̋o eredményt kapjuk:

˙̃ρ = − 1

h̄2

Z t

0
dt′TrR[H̃SR(t), [H̃SR(t

′), ρ̃(t ′)R̂0]]. (E.11)

Ez már egy master-egyenlet, vagyis a folyamatot vezérlő („master”)ρ̂(t)
komponens fejl̋odését leíró egyenlet. Ezt azonban még tovább szokás köze-
líteni, ami valójában nem csak szokás dolga, hanem hozzá is tartozik a Born-
közelítéshez: ez a lépés amarkovi közelítés. Ez azt a felismerést jelenti, hogy
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E.1. Kétállapotú rendszera oszcillátor-fürdőben 273

ρ̃ fejlődését agyengeĤ2
SR-hez tartozó lassú id̋oskála határozza meg, viszont

a különböz̋o időkben vettH̃SR(t) faktorok azerősĤS, ĤR-eknek megfelel̋o
(E.5) időfejlődés szerint gyorsan pörögnek, és fáziskeveredéssel gyorsan el-
halnak, ahogyt ést ′ eltávolodik egymástól. Ezért az időintegrálokbólρ̃(t)
kiemelhet̋o, és at ′ szerinti integrálást 0 helyett−∞-től indíthatjuk, úgyis
csak a t-hez közeli vége ad járulékot:

˙̃ρ(t) = − 1

h̄2

Z t

−∞
dt′TrR[H̃SR(t), [H̃SR(t

′), ρ̃(t)R̂0]] (E.12)

Ennek a markovi master-egyenletnek a megoldásait fogjuk keresni konk-
rét modellrendszereken. Ez az irányzat, amely Felix Bloch magrezonanci-
ára kidolgozott egyenleteiből indult ki és eljutott a kvantumoptikai és egyéb
koherens kvantumrendszerek szinte minden területére, annyiban megy túl
a hagyományos statisztikus fizika témaválasztásain, hogy nemcsak a való-
színűségek id̋obeli fejlődését követi, hanem a sűrűségmátrix nemdiagonális
elemeiben kifejezett kvantummechanikai koherencia változásait is leírja.

E.1. Kétállapotú rendszer oszcillátor-fürd őben:
a spin–bozon modell

Ez a fontos modell jelenthet kétállapotú atomot az általa kisugárzott vagy
elnyelt fotonokhoz csatolva (igazából az atomnak sok állapota van, de nagy-
jóságú üregrezonátorba helyezve ki lehet választani két meghatározott álla-
potot), de lehet egy külső mágneses térbe helyezett feles magspin is, köl-
csönhatásban a környező kristály rácsrezgéseivel (fononjaival).

A kétállapotú rendszer önmagában mindig „kvázispinnek” tekinthető és
spinoperátorokkal írható le:

ĤS = h̄
ω0

2
σ̂z. (E.13)

Az oszcillátorokból álló környezet, amelynek gerjesztései bozonok (fotonok
vagy fononok):

ĤR = h̄∑
j

ω j â†
j â j . (E.14)

A kettő csatolása nem triviális. A csatolás abban mutatkozik meg, hogy át-
menetek keletkeznek a két atomi állapot között, ezt aσ̂x operátor írja le, és az
átmenetek er̋ossége függ az oszcillátorok kitérésétől. Ez a függés egyszerű
modellben lineáris:

Ĥ0
SR= h̄σ̂x∑

j
(κ∗

j â
†
j + κ j â j), (E.15)

© Typotex Kiadó

© Geszti Tamás



274 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

ahol a „0” fels̋o index azt jelenti, hogy a csatolási operátornak nem ezt az
alakját fogjuk használni, hanem még leegyszerűsítjük az un. „forgóhullám-
közelítéssel”. Ehhez azonban előbb térjünk át a kölcsönhatási képbe:

ã j(t) = eiω j tâ
†
j âj â je

−iω j tâ
†
j âj = â je

−iω j t ,

ã†
j (t) = eiω j tâ

†
j âj â†

j e
−iω j tâ

†
j âj = â†

j e
iω j t ,

(E.16)

σ̃x(t) = ei
ω0t

2 σ̂zσ̂xe
−i

ω0t
2 σ̂z

=

(

ei
ω0t

2 0

0 e−i
ω0t
2

)(
0 1
1 0

)(

e−i
ω0t

2 0

0 ei
ω0t

2

)

=

(
0 eiω0t

e−iω0t 0

)

= eiω0t
(

0 1
0 0

)

+e−iω0t
(

0 0
1 0

)

= eiω0t σ̂+ +e−iω0t σ̂−.

(E.17)

Helyettesítsük be ezeket a kifejezéseket a (E.15) egyenletbe:

H̃0
SR(t) = h̄(eiω0t σ̂+ +e−iω0t σ̂−)∑

j

(

κ∗
j â

†
j e

iω j t + κ j â je
−iω j t

)

. (E.18)

Vegyük észre, hogy a szorzat tagjai között vannak, amelyekben az össze-
szorzódó exponenciálisok egyirányba pörögnek - ezek a master-egyenletbeli
időintegrálásban közel 0 járulékokat adnak, és vannak, amelyekω≈ω j rezo-
nanciák közelében lassan változó szorzatot adnak. Az integrálban várhatóan
az utóbbiak dominálnak. Tartsuk meg mindjárt kezdettől fogva csak eze-
ket a kombinációkat, és vessük el a gyorsan pörgőket:22 ez aforgóhullám-
közelítés:

ĤSR= h̄

(

σ̂−∑
j

κ∗
j â

†
j + σ̂+∑

j
κ j â j)

)

, (E.19)

ahol az els̋o tag a kétállapotú rendszer foton (fonon) kisugárzásával járó
legerjesztésének felel meg, a második pedig foton (fonon) elnyelésével járó
gerjesztésnek. A fenti csatolási Hamilton-operátor kölcsönhatási képbeli
megfelel̋oje:

H̃SR(t) = h̄
(
σ̂−Γ̃†(t)+ σ̂+Γ̃(t)

)
, (E.20)

ahol
Γ̃(t) = ∑

j
κ j â je

i(ω0−ω j )t . (E.21)

22 Az elhagyott tagok csak a Born–közelítésnél magasabb rendekben adnak járulékot.
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Amint azt hamarosan meglátjuk, a forgóhullám-közelítés ördögi tulajdon-
sága, hogy vele a Born-közelítésű markovi master-egyenletben minden zárt
alakban végigszámolható, hátránya viszont az, hogy a Born-közelítésen túl
már egyáltalán nem igaz.

Helyettesítsük vissza a kapott (E.20) kifejezést a (E.12) egyenletbe:

˙̃ρ(t) = −
Z t

−∞
dt′TrR[

(
σ̂−Γ̃†(t)+ σ̂+Γ̃(t)

)
, [
(
σ̂−Γ̃†(t ′)+ σ̂+Γ̃(t ′)

)
, ρ̃(t)R̂0]].

(E.22)
A továbbiakban ezt az egyenletet fogjuk tovább alakítani, aΓ̃(t) operátor
(E.21) spektrális felbontásának segítségével. Kifejtjük a dupla kommutátort,
és tagonként szétválogatjuk az atomra és a környezetre vonatkozó tényező-
ket. Észrevesszük, hogy az utóbbiak〈Γ̃†(t)Γ̃(t ′)〉 és ehhez hasonló tényező-
ket adnak, ahol az átlagolás a környezetR̂0 kezdeti sűrűségmátrixa szerint
történik. Feltéve, hogy a környezet termikus egyensúlyban van, a spektrális
felbontásból ilyen átlagokat kell kiszámítanunk:

〈â†
j â j ′〉 = δ j j ′ n̄(ω j) = δ j j ′(e

βh̄ω j −1)−1,

〈â j â
†
j ′〉 = δ j j ′(n̄(ω j)+1);

〈â j â j ′〉 = 〈â†
j â

†
j ′〉 = 0.

(E.23)

Az utóbbi miatt23 csak az egỹΓ†-t és egyΓ̃-t tartalmazó átlagok maradnak.
További egyszerűsítés kedvéért szorítkozzunkT = 0 hőmérsékletre; ak-

kor

〈â†
j â j ′〉 = 0, 〈â j â

†
j ′〉 = δ j j ′ : (E.24)

csak olyan folyamatok lehetségesek, amikor az atom először emittál valamit
a környezetbe, azután visszaabszorbeálja (az „először” itt nem id̋oargumen-
tumot, hanem operátor-sorrendet jelent!!). Az (E.22) egyenlet integrandusá-
ban tehát (figyelembe véve a – előjelet is) ezek a tagok maradnak:

− σ̂+σ̂−ρ̃ TrR(Γ̃(t)Γ̃†(t ′)R̂0) = −σ̂+σ̂−ρ̃ 〈Γ̃(t)Γ̃†(t ′)〉 (E.25a)

+ σ̂−ρ̃σ̂+ TrR(Γ̃†(t)R̂0Γ̃(t ′)) = +σ̂−ρ̃σ̂+ 〈Γ̃(t ′)Γ̃†(t)〉 (E.25b)

+ σ̂−ρ̃σ̂+ TrR(Γ̃†(t ′)R̂0Γ̃(t)) = +σ̂−ρ̃σ̂+ 〈Γ̃(t)Γ̃†(t ′)〉 (E.25c)

− ρ̃σ̂+σ̂− TrR(R̂0Γ̃(t ′)Γ̃†(t)) = −ρ̃σ̂+σ̂− 〈Γ̃(t ′)Γ̃†(t)〉 (E.25d)

23 Az utolsó egyenlet pl. áramló szuperfolyékony környezetben vagy „préselt” (squeezed)
sugárzási térben nem is igaz, csak közönséges termikus egyensúlyban.
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276 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

Most vegyük észre, hogy a nyolc egyenlet jobboldalán csak kétféle átlag
szerepel, ezeket kell a master-egyenletbent ′ szerint integrálni:

Z t

−∞
dt′〈Γ̃(t)Γ̃†(t ′)〉 =

Z t

−∞
dt′∑

j

|κ j |2ei(ω0−ω j )(t−t ′)

=
Z ∞

0
dτ∑

j

|κ j |2ei(ω0−ω j )τ,

Z t

−∞
dt′〈Γ̃(t ′)Γ̃†(t)〉 =

Z t

−∞
dt′∑

j

|κ j |2e−i(ω0−ω j )(t−t ′)

=

Z ∞

0
dτ∑

j

|κ j |2e−i(ω0−ω j )τ

(E.26)

Most kerül el̋o az a tipikus trükksorozat, ami több, mint trükk, mert a
lényeget hordozza. Mindenekelőtt feltesszük, hogy azR környezet mak-
roszkopikus,ezértfrekvenciaspektruma olyan sűrű, hogy a megfigyelés∆t
időskáláján folytonosnak tekinthető,24 ezértaz összeget integrállá alakíthat-
juk, bevezetve azω j frekvenciák spektrumának kisímítottg(ω j ) sűrűségét,
és feltéve (ez aztán már tényleg csak matematikai kényelem, de konkrét ese-
tekben teljesülni szokott), hogy a csatolási együtthatók is sima függvényei a
frekvenciának:|κ j |2 ≈ |κ(ω j)|2,

Z t

−∞
dt′〈Γ̃(t)Γ̃†(t ′)〉 =

Z ∞

0
dτ

Z

dω′ g(ω′) |κ(ω′)|2 ei(ω0−ω′)τ,

Z t

−∞
dt′〈Γ̃(t ′)Γ̃†(t)〉 =

Z ∞

0
dτ

Z

dω′ g(ω′) |κ(ω′)|2 e−i(ω0−ω′)τ.

(E.27)

Az integrandus feltételezettω-beli simaságából következik, hogyτ→ ∞ ese-
tén a bels̋o integrál elég gyorsan tart 0-hoz, így nem változik, ha megszoroz-
zuk egy limε→0+ e−ετ faktorral. Akkor viszont már a két integrálás fecserél-
het̋o, és felhasználhatjuk, hogy

lim
ε→0+

Z ∞

0
dτe(±iΩ−ε)τ = lim

ε→0+

−1
±iΩ− ε

= π δ(Ω) ± i P
1
Ω

, (E.28)

amivel
Z t

−∞
dt′〈Γ̃(t)Γ̃†(t ′)〉 =

γ
2
− i∆,

Z t

−∞
dt′〈Γ̃(t ′)Γ̃†(t)〉 =

γ
2

+ i∆,

(E.29)

24 Vagyis: ∆ω∆t < 1: az id̋oskála rövidebb az évmilliárdos „Poincaré-ciklusnál”.
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ahol

γ = 2π g(ω0)|κ(ω)|2,

∆ = P

Z

dω′ g(ω′)|κ(ω′)|2
ω0−ω′ ,

(E.30)

ésP az integrál f̋oértékét jelenti. Ezeket behelyettesítve az (E.26) egyenletek
megfelel̋o soraiba, végülis ezt kapjuk:

˙̃ρ = (−σ̂+σ̂−ρ̃+ σ̂−ρ̃σ̂+) (
γ
2
− i∆)+ (σ̂−ρ̃σ̂+− ρ̃σ̂+σ̂−)(

γ
2

+ i∆), (E.31)

vagyis rendezve:

˙̃ρ = −i
∆
2

[σ̂z, ρ̃]− γ
2

(σ̂+σ̂−ρ̃+ ρ̃σ̂+σ̂−−2σ̂−ρ̃σ̂+) (E.32)

ahol felhasználtuk, hogŷσ+σ̂− = 1
2(1+ σ̂z).

Már csak egy lépés van hátra: visszatérni kölcsönhatásiból Schrödinger-
képbe; az eredmény

∂t ρ̂ = −i
ω
2

[σ̂z, ρ̂]− γ
2

(σ̂+σ̂−ρ̂+ ρ̂σ̂+σ̂−−2σ̂−ρσ̂+) , (E.33)

ahol
ω = ω0 + ∆. (E.34)

A kapott egyenletb̋ol két dologra figyeljünk:

kiderült ∆ jelentése: ez a kétállapotú rendszerω sajátfrekvenciáját re-
normálóLamb-shift,

a második tagnak jellegzetes, ún. Lindblad-féle szerkezete van, ami a
master-egyenlet kettős kommutátoraiból ered.

Ha megtartottuk volna a csak véges hőmérsékleten fellép̋o, 〈b̂†
j b̂ j〉-t tartal-

mazó járulékokat, akkor további hasonló tagokat kaptunk volna más operáto-
rokkal, amelyekbe beolvaszthatók lennének a hozzájuk tartozó együtthatók.
Így a markovi master-egyenletek általános Lindblad-féle alakját kapjuk:

∂t ρ̂ = − i
h̄

[ĤS, ρ̂]−∑
k

(

L̂†
kL̂kρ̂+ ρ̂L̂†

kL̂k−2L̂kρ̂L̂†
k

)

, (E.35)

aholL̂k aLindblad-operátorokatjelöli. Lindblad azért érdemelte ki, hogy ezt
az egyenlet-típust az̋o nevéhez kapcsolják, mert a Born-közelítésnél általá-
nosabb feltételek mellett (markovi evolució, félcsoport-tulajdonsággal) bi-
zonyította be kötelez̋o érvényességét. A Lindblad-alak fontos tesztje a mik-
roszkopikus indoklás nélkül felírt, ún. félfenomenologikus master-egyenle-
teknek, amelyeket sok területen használnak.
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278 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

Térjünk vissza az (E.33) egyenletre, és írjuk ki 2×2-es mátrix-egyenlet
alakjában. A mátrixszorzásokat elvégezve ezt kapjuk:

d
dt

(
ρ11 ρ12

ρ21 ρ22

)

=

(
−γ ρ11 (−iω− γ

2)ρ12

(iω− γ
2)ρ21 γ ρ11

)

(E.36)

aminek a megoldása:

ρ11(t) = 1−ρ22(t) = ρ11(0)e−γt , (E.37)

ρ12(t) = (ρ21(t))∗ = ρ12(0)e(−iω− γ
2)t , (E.38)

amib̋ol megfigyelhet̋o átlagok id̋ofejlődését lehet kiszámítani.

Gyakorlat:hogyan függ az id̋otől aP(t) = 〈σ̂z〉= ρ11(t)−ρ22(t) polarizá-
ció? (Ezt az id̋ofüggést hívják a magrezonanciánálmágneses relaxációnak.)
Hogyan függnek az id̋otől a rezonáns transzverzális térrel letapogatható〈σ̂x〉,
〈σ̂y〉 átlagok?

E.2. Oszcillátor oszcillátorok fürd őjében

Ez a másik alapmodell, amely pl. egy optikai rezonátor-módust írhat le a
külvilág terjed̋o fotonmódusaihoz, vagy egy nanomechanikai oszcillátort a
befogó szerkezet fononjaihoz csatolva.

A csatolt rendszer̂H = ĤS+ ĤR+ ĤSRHamilton-operátorának részei:

ĤS = h̄ω0â†â; ĤR = h̄∑
j

ω j b̂
†
j b̂ j ; (E.39)

Ĥ0
SR= h̄(â+ â†)∑

j

(κ j b̂ j + κ∗
j b̂

†
j ), (E.40)

amib̋ol a forgóhullám-közelítésben a

ĤSR= h̄∑
j

(âκ∗
j b̂

†
j + â†κ j b̂ j) (E.41)

tagokat tartjuk meg. Ez kölcsönhatási képben így alakul:

H̃SR(t) = h̄
(
âΓ̃†(t)+ â†Γ̃(t)

)
, (E.42)

ahol
Γ̃(t) = ∑

j

κ j b̂ je
i(ω0−ω j )t . (E.43)

Minden teljesen olyan szerkezetű, mint a már részletesen tárgyalt spin-
bozon modellben, ezért most kapásból felírhatjuk a master-egyenletet. Most
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azonban megtartjuk a hőmérsékletfügg̋o tagokat is (gyakorlat:végezzük el a
levezetést véges hőmérsékletű esetre!). Az eredmény:

∂t ρ̂ = −iω [â†â, ρ̂]−κ(â†â ρ̂+ ρ̂ â†â−2âρ̂â†)

−2n̄κ(â†â ρ̂+ ρ̂ ââ†− âρ̂â†− â†ρ̂â)
(E.44)

ami komponensekbe kiírva végtelen csatolt egyenletrendszert jelent aρn,n′(t)
függvényekre. Az egyenletben

κ = πg(ω)|κ(ω)|2 (E.45)

(g(ω) a „környezet” sajátfrekvenciáinak sűrűsége), továbbá

ω = ω0 + ∆ (E.46)

a „részrendszer” renormált frekvenciája, és

∆ = P

Z

dω′ g(ω′)|κ(ω′)|2
ω0−ω′ . (E.47)

Az egyenlet megismerését most is jellegzetes átlagok kiszámításával
kezdjük. [â, â†] = 1 felhasználásával könnyű ellenőrizni (gyakorlat!), hogy

d
dt
〈â〉 = Tr(â ρ̇) = −(iω+ κ) 〈â〉, (E.48)

ami lényegében egykoherens állapotcsillapított rezgését írja le, mivelα(t)
amplitúdójú tiszta koherens állapotra ˆa |α(t)〉 = α(t)|α(t)〉, így 〈â〉 = α(t).

Vegyük észre, hogy a környezet átlagos ¯n gerjesztési szintjét tartalmazó
tagok kiestek: a rezgést csillapítóκ súrlódás független a hőmérséklett̋ol, ami
megfelel annak a várakozásunknak, hogy a súrlódás lényegében klasszikus
mechanikai jelenség.

Térjünk át a dekoherencia vizsgálatára! Az egyenletrendszer részletes
megoldása helyett, amelynek technikáit elméleti kvantumoptikai könyvek-
ből lehet megtanulni, most tekintsük a magasan gerjesztett komponenseket:
n, n′ ≫ 1, és tegyük fel, hogy ilyen magas gerjesztéseknélρn,n′(t) síma függ-
vénye azn, n′ indexeknek. Ekkor az ˆa, â† operátorokat mátrixelemükkel
való szorzással közelíthetjük, elhanyagolva, hogy eltolják az indexeket. Eb-
ben a közelítésben (mégn+ 1 ≈ n-et is megengedve) a master-egyenletből
ezt kapjuk:

ρ̇n,n′ ≈−iω(n−n′)ρn,n′ −κ(nρn,n′ + ρn,n′n
′−2

√
nρn,n′

√
n′)

−2κn̄(nρn,n′ + ρn,n′n
′−√

nρn,n′
√

n′−√
nρn,n′

√
n′)

=
(

−iω(n−n′)− (2n̄+1)κ(
√

n−
√

n′)2
)

ρn,n′ .

(E.49)
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280 E. Dekoherencia: a master-egyenlet

A közvetlen következmények:

a nemdiagonális elemek dekoherenciája az indexek eltávolodásával
gyorsul;

a dekoherencia erősen hőmérsékletfügg̋o: 2n̄ + 1-szer gyorsabb a
súrlódásnál!

A magas h̋omérsékletű határesetben az ekvipartició tétele szerint
(n̄+ 1

2)h̄ω ≈ kBT, így 2n̄+ 1 ≈ 2kBT/h̄ω ≫ 1; pl. egy kHz-es nanome-
chanikai oszcillátorra mK h̋omérsékleten ez a faktor 105 nagyságrendű: egy
mechanikailag igen nagy jósági tényezőjű oszcillátor is a periódusidő töre-
déke alatt elveszítheti kvantummechanikai koherenciaképességét.

E.3. Nagy molekula atomos gázban

Könnyű atomokból álló gázban lebegő nehéz molekula a gázatomok löké-
sei alatt szabálytalan mozgást végez: ez a legegyszerűbb esete aBrown-
mozgásnak, amely a statisztikus fizika születésének egyik kiindulópontja
volt.

Ez a példa a dekoherencia-téma története szempontjából is fontos: az
ötlet els̋o felvet̋oje, H. D. Zeh (kés̋obbiekben G. Joos nevű munkatársával
együtt) ezen keresztül győzte meg Wigner Jenőt, hogy ez az egész környezet-
okozta dekoherencia nem csak a felhevült fantázia terméke, hanem létező,
erős mechanizmus, amely megkerülhetetlen része a természet leírásának és
a kvantum-klasszikus határ feltárásához vezető útnak. Az elméletet újabban
nagy molekulákkal végzett interferenciakísérletek leírására használják.

Mivel itt durva közelítéseket fogunk használni, fontos, hogy megértsük az
eddigi számítások mögött működő szerkezetet.

A részrendszer – környezet kölcsönhatás Hamilton-operátorában a rész-
rendszert az a „koordinátája” képviseli, amelyőt a környezethez csatolja. A
spin-bozon modellben (lásd az (E.15) egyenletet) ez a kétállapotú kvantum-
rendszer (kvázispin)̂σx operátora, a harmonikus oszcillátor esetében (lásd
az (E.40) egyenletet) az ˆx kitérés. Ezekb̋ol a csatoló operátor-koordinátákból
lesznek a végs̋o master-egyenletekben a részrendszer sűrűségmátrixára ható
Lindblad-operátorok.25

25 Pontosabban, amint az (E.33) és (E.44) egyenletekből látjuk, alacsony h̋omérsékletű kör-
nyezetben a csatoló koordináták felbomlanak a környezetet gerjesztő és a környezettől ger-
jesztést elvonó részre:̂σx = σ̂+ + σ̂−, ill. x̂ ∝ â+ â†; ezek a tagok elkülönülve jelennek
meg a master-egyenletben. Most azonban a környezet magas hőmérsékletű gáz, és ilyen
komplikációra nem számítunk.
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A csatolásban a környezetet a részrendszerre a fenti csatoló koordináta
mentén ható „er̋o” képviseli; er̋o és koordináta szorzatából lesz a Hamilton-
operátorban egy potenciális energia jellegű tag. Az erő 0 átlag körül fluktuál;
négyzetét a környezet termikus állapotára átlagolva kapjuk meg a dekoheren-
ciát jellemz̋o Lindblad-együtthatót, lásd az (E.30) ill. (E.45) egyenleteket.

Amikor egy nagy molekulaρ(~r,~r ′; t) sűrűségmátrixa koherenciájának el-
vesztését akarjuk leírni a kicsiny gázatomokkal való kölcsönhatás következ-
tében, ezt a kölcsönhatást így közelíthetjük:

ĤSR ≈ −~̂r · ~̂F, (E.50)

ahol~̂r a nagy molekula helyének operátora,~̂F pedig a gáz Hilbert-terében
ható operátor, amely – az erő jelentésének megfelelően – a gázatomoktól a
molekula felé történ̋o impulzusátadás sebességét méri. Ez a kifejezés nyil-
vánvalóan egy bonyolult helyfüggés~r szerinti sorfejtésének lineáris tagja. A
sorfejtés konstans tagját nem írtuk ki, mert minden operátorral felcserélhető,
ezért a master-egyenletből kiesik; a lineárisnál magasabbrendű tagokról fel-
tételezzük, hogy a sűrűségmátrix véges|~r −~r ′| koherenciahosszán belül ha-
tásuk elhanyagolható.

Ha ezt a közelít̋o kölcsönhatási Hamilton–operátort átfuttatjuk a master-
egyenlet gépezetén, akkor nyilvánvalóan az~̂r hely–operátorból lesz a Lind-
blad-operátor, és ilyen alakú master–egyenletet kapunk:

∂t ρ̂ = − i
h̄

[
p̂2

2M
+V(~̂r) , ρ̂

]

−Λ[ ~̂r, [ ~̂r, ρ̂]]. (E.51)

Az els̋o tag a molekula szabad mozgását írja le külső akadályok, pl. egy
interferométerben használt optikai rácsV(~r) potenciáljának hatása alatt. En-
nek a kvantummechanikai koherenciára nincs közvetlen hatása, ezért a to-
vábbiakban elhanyagoljuk.

A második tag írja le a gázatomok hatására bekövetkező dekoherenciát.
Ha a sűrűségmátrixot~r-reprezentációban írjuk le, akkor könnyű kiszámítani
a kett̋os kommutátort. Valóban,

[~̂r, ρ̂]~r , ~r ′ = (~r −~r ′)ρ(~r ,~r ′; t); (E.52)

ezt megismételve,

∂t ρ(~r ,~r ′; t) ≈ −Λ [ ~̂r, [ ~̂r, ρ̂]]~r , ~r ′ = −Λ |~r −~r ′|2 ρ(~r ,~r ′; t). (E.53)

Ez az egyenlet az anyaghullám különböző helyek közötti koherenciájának
időben exponenciális elvesztését írja le, annál gyorsabban, minél távolabbi
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helyeket nézünk:

ρ(~r ,~r ′; t) ≈ ρ(~r ,~r ′;0)e−Λ |~r−~r ′|2 t . (E.54)

Ez a sűrűségmátrix térbeli koherenciájának fokozatos beszűkülését jelenti,
ami viszont a határozatlansági relációk miatt együtt jár azimpulzustérben
való fokozatos, diffúzió–szerű kiterjedéssel.

Ennek részletesebb megértésére becsüljük meg aΛ együtthatót az (E.12)
egyenlet felhasználásával. A környezet ütközések sorozatában ad át impul-
zust a Brown–részecskének. Az egy ütközésben átadott átlagos impulzus
∆p nagyságú, és véletlenszerűen váltakozó irányú. Az ennek megfelelő er̋o
nagysága∆p/τ, ahol τ az ütközések közötti átlagos idő. Ez egyben az az
időtartam, amelyb̋ol a (E.12) egyenletbeli id̋ointegrálásban járulékot kapunk.
Az integrálban a Born–közelítés miatt az erő négyzete jelenik meg, az ered-
ményt tehát így becsülhetjük:

Λ ≈ 1

h̄2

(
∆p
τ

)2

τ =
Dp

h̄2 , (E.55)

ahol

Dp =
(∆p)2

τ
(E.56)

az impulzustérbeli diffúziós együttható.
Ez még nem a végeredmény. Hama gázatomok tömege és ¯vT =

√

kBT/m
az átlagos termikus sebességük, akkor(∆p)2 = (mv̄T)2 = mkBT. Megbecsül-
hetjük az ütközések gyakoriságát is: haV térfogatban átlagosan N gázatom
van jelen, akkorτ−1 ≈ (N/V) v̄T σ, ahol σ a gázatomok és a Brown–
részecske közötti ütközés hatáskeresztmetszete. A végső becslés (Zeh és
Joos formulája) tehát a következő:

Λ ≈ 1

h̄2 (mv̄T)2 N
V

v̄T σ. (E.57)

Vegyük észre mindenekelőtt a nevez̋oben lev̋o h̄2 tényez̋ot, és azt, hogy
az összes többi mennyiségeket a klasszikus statisztikus fizika definiálja: a
h̄→ 0 szemiklasszikus határesetben a dekoherencia végtelen gyorssá válik;
egy klasszikus tárgy nem mutat koherens kvantumjelenségeket.

Az izgalmas tartomány a kicsi és nagy közötti mezoszkopikus méreteké.
Ott a koherencia valamennyi ideig fenntartható. Hogy meddig, azt az (E.54)
és (E.56) egyenletek határozzák meg: az~r és~r ′ pontok közötti koherencia
élettartama

t~r−~r ′ = Λ−1 |~r −~r ′|−2 =
h̄2

Dp|~r −~r ′|2 , (E.58)
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vagyis
√

Dp t~r−~r ′ =
h̄

|~r −~r ′| = δp (E.59)

a |~r −~r ′| távolságra kiterjed̋o koherens hullám leírásához szükséges impul-
zus–intervallum.

Eredményünk szemléletes: akkor vész el a Brown–mozgást végző nehéz
molekula koherenciája, amikor a gázatomok lökései okozta véletlen impul-
zusváltozások eldiffundálnak a koherencia fenntartásához megkívánt impul-
zustartomány határáig.

Hogy a környezet hatása éppen ilyen lassú impulzusdiffúziós folyamaton
keresztül falja fel a kvantummechanikai koherenciát, az már a drága labora-
tóriumokban fenntartható, Born–közelítéssel leírható, lassú dekoherenciájú
rendszerek sajátja.
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F. függelék
A kv antuminformáció elemei

Ha a feles spin csak felfelé vagy lefelé tudna állni, tökéletes fizikai megje-
lenítése lenne egy bit információnak: spin-fel=igen, spin-le=nem. De „fel”
és „le” komplex szuperpoziciói a tér minden irányába mutathatnak; ezek a
lehet̋oségek alkotják akvantum-bitet, röviden:qubit-et.26

A fizikai hordozók néha kettőnél több állapot koherens kezelését teszik
előnyössé, ilyenkor háromállapotú rendszernél qutritről, d-állapotú rendszer-
nél quditr̋ol beszélünk.

A qubitekben tárolt információt kiolvasni csakkvantumméréssellehet,
ami nyomot hagy a megfigyelt rendszeren, ezért a kvantuminformációt nem
lehet észrevétlenül megcsapolni. Az 1980-as években született az ötlet, hogy
ez kiválóan alkalmastitkosításra. Azóta ebb̋ol titkosírásra, pénz átutalására
és még ki tudja mire használható eszközök születtek, a gyártásukra szakoso-
dott iparral, amelyben fizikusok egyre gyarapodó közössége talál megélhe-
tést és szellemi élményt.

A kvantumos információkezelésnek van még egy fontos, de egyelőre ke-
véssé kiaknázott forrása: az összefonódás. Összefonódott qubitek rendsze-
rén megfelel̋o logikai kapukkal olyan párhuzamos-összefonódott műveletso-
rokat lehet elvégezni, amelyek klasszikus számítógéppel elvégezhetetlenek
lennének. Ezen alapulnak a kvantumszámítógép megteremtésére irányuló
tervek; egyel̋ore helyesebb álmoknak nevezniőket. Hogy az „egyel̋ore”
meddig tart, senki se tudja.

Az álmok Feynman 1982–es megjegyzésével kezdődtek: kvantumrend-
szerek dinamikáját nem lehet hatékonyan szimulálni klasszikus számítógé-
pen, ehhez kvantumszámítógép kellene. A folytatás Deutsch 1985-ös úttörő
munkája volt, amely példákat mutatott olyan feladatokra, amelyek megoldá-
sában egy kvantumszámítógép hatékony lehet. Az igazi fellendülésre azon-
ban 1994-ig kellett várni, amikor Shor egy igazi, húsbavágó példát mutatott:
egy szellemes kvantum-algoritmust nagy számok faktorizálására. Erre iga-

26 Magyarul kúbitnek, angolul kjúbitnek ejtik; az utóbbi ugyanúgy hangzik, mint a „cubit”:
a „könyöknek”, „r̋ofnek” vagy „singnek” nevezett bibliai hosszmérték.
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zán nagy számok esetén a klasszikus számítógép nem képes; ha lenne elég
nagy kvantumszámítógép, amelyen a Shor-algoritmust nemtriviális méretek-
ben is le lehetne futtatni, az megrázná a titkosítás gyakorlatát. Még egy neve-
zetes kvantum-algoritmus merült fel 1997-ben: Grover adatbázisban kereső
algoritmusa. Ezek és hasonló kvantum-algoritmusok elméleti fejlesztése az-
óta is lankadatlanul folyik.

A harmadik évezred elején azonban a kvantumszámítógép egy mesebeli
eszköz, létez̋o néhány qubites modellekkel. A mese az elméleti kvantum-
számítástudomány; a létező kísérleti valóság annyiféle, ahányféle módon
kétállapotú koherens rendszereket definiálni és néhány számolási lépésen ke-
resztül koherensnek tartani képesek vagyunk. A továbblépés azért hihetet-
lenül nehéz, mert az összefonódásba kéretlen partnerként belép a környezet,
ami a koherencia elvesztését okozza, egyszóval: dekoherenciát, annál ha-
marabb, minél több qubites rendszer koherenciáját próbáljuk megőrizni. A
dekoherencia kiszívja a rendszerből a betáplált információt és kiönti a kör-
nyezetbe. A megálmodott kibúvók sokfélék; listájuk a speciális kvantumos
hibajavító algoritmusoktól a dekoherencia folyamatainak sokféle kontroll-
jáig terjed. A csatakiáltás mindig afelskálázás: ami kicsiben már megy, azt
készítsük el nagyban is! A sikerek egyelőre korlátozottak.

A kvantum-titkosírás sikere azonban életben és virágzásban tartja a
területet.

F.1. A qubitek hordozói

A qubitek szóba jöhető fizikai hordozói többnyire mezoszkopikus kvantum-
rendszerek, valahol a makro- és mikroszkopikus méretek között: ami makro-
szkopikus, az nem mutat igazi kvantumkoherenciát, igazi kvantum-összefo-
nódást meg biztosan nem; ami mikroszkopikus, az törékeny, és túl rövid
ideig őrzi a rábízott információt.

A kivétel a „repül̋o qubit”: a foton. Többféleképpen kódolható bele egy
qubitnyi koherens információ: kétféle lineáris polarizációval⊗ vagy⊕ hely-
zetben, kétfelé pörg̋o cirkuláris polarizációval, a módusfüggvény kereszt-
metszeti szerkezetével, vagy – ami különösen sikeres – időben szétválasztott
impulzuspárral, amelyet üvegszálakon, nyalábosztóval és az egyik ágba he-
lyezett késleltet̋ovel és fázistolóval lehet létrehozni, és hasonló eszközökkel
analizálni.27 Külön színfoltot jelent a foton-qubitek kezelésében a foton-
hullámcsomagok lelassítása rendkívül nagy diszperziójú közegen való áten-

27 Ezta lézerek kifejlesztéséért Nobel-díjat kapott Townsend találta ki, és Gisin csapata fej-
lesztette tökélyre.

© Typotex Kiadó

© Geszti Tamás



F.1. A qubitek hordozói 287

gedéssel. Ezek a közegek a fotonnal majdnem rezonanciába kerülő átmenet-
párokat tartalmaznak, amelyek a foton energiájából egy időre gerjeszt̋odve
lassítják le és ejtik csapdába a fotont.

Ettől az intenzíven fejlesztett de még kevéssé kiaknázott lehetőségt̋ol el-
tekintve, a fotonokkal gyorsan lehet számolási műveleteket végezni, de az
információt tároláshoz rendszerint át kell írni tömeges anyagból készült qu-
bitekbe. A játszma mindig az, hogy a rendszer sokféle gerjesztéséből va-
lahogy ki kell választani két állapotot úgy, hogy a többi ne kerüljön be a
játékba.

A tömeges fizikai hordozók többfélék lehetnek:

Csapdázott és lézerrel lehűtött ionok és atomok: a megfelelő szintek ki-
választását rendkívül élesen hangolt és nagy stabilitású lézerekkel vég-
zik. A kvantuminformáció kezelésre alkalmas szintpárok a hiperfinom-
szerkezetb̋ol erednek: elektronszerkezetben azonos, a magspin beállásá-
ban különböz̋o állapotok, amelyek között a direkt elektronikus átmenet
tiltott, ezért hosszú élettartamúak. Még nagyobb optikai felbontással kü-
lön kezelhet̋ok a csapdában rezgő ionok kvantált rezgési szintjei is. A hi-
perfinom és a rezgési szintek összecsatolásával kvantum–logikai kapuk
hozhatók létre. Az átmeneteket a szintek lassú mágneses-elektromos
tologatásával és kétlépéses Raman-átmenetet kiváltó lézerpárokkal hoz-
zák létre.

Míg a csapdák eredetileg nagyméretű vákuumrendszerek, újabban roha-
mosan fejl̋odnek a chipekre ültetett csapdák, amelyek mikroáramkörö-
kön folyó áram mágneses terével fogják meg a lehűtött atomok spinjét.

Repül̋o atomok, amelyek kezdeti állapotuk bonyolult preparálása után
különleges jóságú mikrohullámú vagy optikai rezonátorban kerülnek
kölcsönhatásba helyhezkötött fotonokkal. Logikai kapuk egymás után
érkez̋o atomoknak a rezonátor fotonjain keresztül való összecsatolásával
jönnek létre.

Folyadékban oldott molekulák magspinjei, amelyek a kötő elektronpá-
lyákon keresztül összecsatolódva kvantumlogikai kapuk létrehozására
képesek. A magspinek a környezettől különösen jól elszigetelt kvantum-
alrendszert alkotnak. Manipulálásukra a magrezonancia egész fegyver-
tárát felhasználják; lásd a 12.6. pontot. Korlátjukat az jelenti, hogy ha
túl sok – mondjuk tíznél jóval több – magrezonanciás qubit kapcsolódik
össze, a spektrumok annyira besűrűsödnek, hogy már a világ legdrá-
gább magrezonancia-spektrométere sem bontja felőket. Másik korlát-
juk, hogy a folyékony oldószer csak szobahőmérsékleten létezik, emiatt
a jelet nagy termikus háttér alól kell kitermelni.
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Félvezet̋o „kvantumpöttyökben” er̋os hűtéssel, a térbeli kiterjedés le-
csökkentésével és az elektronok közötti Coulomb-taszítás kihasználá-
sával („Coulomb-blokád”) hoznak létre egyes elektronokat tartalmazó
szigeteket; a folyamatok kontrollja és leolvasása elektronikusan, feszült-
ségek és áramok által történik. A nyomonkövethető mennyiségek: az
elektron töltése és spinje. Az utóbbi azért ígéretes, mert sokkal hosszabb
ideig ellenáll a dekoherenciának; hátránya, hogy elektronokat a spinek
ellen̋orzésével be- és kivezetni egyelőre nehéz műveletnek számít. Fél-
vezet̋okben egyes szennyező atomok magspinjét is próbálják felhasz-
nálni qubitként.

Talán a legígéretesebb szilárdtest-rendszert az alagút-átmenetet tartal-
mazó szupravezető nanoáramkörök jelentik: a Josephson-effektus fel-
használásával akár egy kiskapacitású szigeten rekedt töltés, akár egy
áramvezet̋o hurokkal körbefogott mágneses fluxus kvantumállapotaiból
lehet qubiteket kiválasztani, ezeket összecsatolni, elektromos és mágne-
ses eszközökkel kontrollálni.

Keresztezett lézersugarak és tükrök kombinációiból létrehozott fény–
állóhullám-rácsokba, mint a tojástartóba, egyenként betölthetők atomok,
amelyek szomszédaikkal gyengén csatolódnak. Ez is ígéretes modell-
jévé válhat a kvantumlogikai áramköröknek.

F.2. Az alapvet ő stratégiák

Az alapító atyák (Feynman, Deutsch, Shor, Grover) által a majdani
kvantumszámítógép működésére megálmodott alapstratégia ez:

preparálj jóldefiniált kezdeti kvantumállapotot;

őrizve a koherenciát, amíg lehet, végezz el minél több műveletet
kvantumos logikai kapukra bontott unitér időfejlődéssel;

kvantumméréssel olvasd le az eredményt;

ismételd sokszor, amíg az egyre jobb statisztika kirajzolja a számítás
eredményét.

Az unitér fejlődésben használt logikai kapuk kivétel nélkül nemlineáris
optikai eszközöket haszálnak. Ez nem azt jelenti, mintha bennük a Schrö-
dinger-egyenlet linearitása sérülne; ami itt nemlineáris, az nem az állapot-
vektor, hanem megfigyelhető mennyiségek id̋obeli fejlődése. A nemlineari-
tások – az optikai módusok között létrehozott csatolások – erőssége kritikus
követelmény: ha gyenge a csatolás, a művelet olyan sokáig tart, hogy azalatt
felülkerekedik a dekoherencia. A kristályos anyagok optikai nemlinearitása
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nem elég er̋os;ezért is kellenek az egyes csapdázott atomok és ionok, ame-
lyeknek optikai viselkedése nagyságrendekkel erősebb nemlinearitást mutat.

Az utóbbi évek áttörésszerűen újabb, alternatív stratégiákat hoztak napvi-
lágra. Ezek „Lineáris optikai kvantumszámítás” és „Klaszter-állapot kvan-
tumszámítás” néven futnak. Közös gondolatuk, hogy már a számolási sza-
kaszt is jól megtervezett kvantummérésekkel kell megszakítani; ezek termé-
szetükt̋ol fogva er̋os nemlineáris lökést jelentenek a folyamatban, fölösle-
gessé téve az erős optikai nemlinearitások hajszolását.

F.3. Kvantum-titkosírás

Titkosnak szánt információinkhoz ugyanúgy hozzáférhetnek illetéktelenek,
mint értéktárgyainkhoz, de az információt védeni tudjuk, ha érthetetlenné
kódoljuk, olyan titkos kódsorozat felhasználásával, amely ugyanolyan hosszú,
mint maga az üzenet, és rajtunk kívül csak az információ címzettje van birto-
kában. Ilyenkor is le lehet hallgatni, de az illetéktelen lehallgató nem érti. Ha
azonban elkövetjük azt az elemi hibát, hogy mint a kétszer kifőzött teászacs-
kót, ugyanazt a titkos kódot kétszer is felhasználjuk, azon rajtavesztünk: a
két üzenet birtokában a lehallgató számítógépe hatékony algoritmusokkal
könnyen feltöri a kódot. A védelem tehát arra kötelez, hogy egy kódot szi-
gorúan csak egyszer használjunk.

A kvantum-titkosírás arra való, hogy kódokat – tipikusan 0010101101...
alakú bináris sorozatokat – nagy mennyiségben osszunk meg levelezőpart-
nerünkkel úgy, hogy ezt ne tudja a kívülálló harmadik észrevétlenül lehall-
gatni. Itt a hangsúly azon van, hogyészrevétlenül, és ebben segít a kvantum-
titkosírás: ha a kód bitjeit egy-egy fotonra bízzuk, azokon a lehallgatás mint
kvantummérés érezhető nyomot hagy, amit statisztikai elemzéssel észlelni
lehet. Feladatunk: addig ismételni, amíg azt nem mondja a statisztika, hogy
most nem történt lehalgatás: akkor azt a kódot nyugodtan használhatjuk tit-
kosításra.

Az alapmodellt Charles Bennett és Giles Brassard találta ki 1984-ben:
ez aBB’84-es protokoll. A klasszikus titkosírás elméletéből átvették – az
unalmas „A és B” helyett – az azóta hallatlanul népszerűvé vált Alice és
Bob figuráját is:ők az a páros, akik titkos információt akarnak cserélni, a
gonosz lehallgató Eve („eavesdropper” angolul lehallgatót jelent) ellenében.

BB’84 szerint a kódot polarizált fotonok sorozatába kódolva, kétféle po-
larizációs rendszer véletlen váltogatásával kell elküldeni partnerünknek:

0 = l vagy ր,

1 = ↔ vagy տ .
(F.1)
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Legyen az elküldend̋o sorozat:

0 0 1 0 1 0 1 1 0 1· · · (F.2)

Ezt tehát Alice valahogy így küldi el:

l ր տ ր ↔ր ↔ տ l ↔ ·· · (F.3)

Bob nem tudja, a kettő közül mikor melyik kódolást használta Alice, ezért
maga is véletlenszerűen váltogatja analizátorát a kétféle kódolás között. Utó-
lag nyilvános telefonvonalon megbeszélik mindkettőjük polarizátor-analizá-
tor beállításait – persze a küldött bit értékét nem –, és amelyik bitnél azonos
volt a beállításuk, azt elfogadják a kód részének.

Eddig nem volt szó a lehallgatásról. Ennek észlelésére Alice és Bob felál-
dozzák a kód egy részét: megmondják a küldött ill. fogadott bit értékét is, és
ha a kett̋o különbözik, azt vagy véletlen zaj, vagy lehallgatás okozta. Ha az
ismert zajszinthez képest túl sok az eltérés, ezt úgy tekintik, hogy valószínű-
leg lehallgatás történt; a kódot elvetik, és újra kezdik az egész eljárást.

Az egyszerű BB’84 protokollnak számos buktatója van. A legkomolyabb
fizikai korlát a jó min̋oségű egyfoton-források nehézkessége, ami néhány
éven belül jelent̋osen javulhat; egyelőre általában rövid lézerimpulzusokat
küldenek egyes fotonok helyett; ezekben el nem hanyagolható valószínűség-
gel lesz a kívánt egy foton helyett több vagy egy se. Hasonló problémákkal
küzd az összefonódott fotonpárok szétküldésével operáló alternatív módszer
is. Mindez a lehallgatás és az ellene való védekezés változatos stratégiáit te-
szi lehet̋ové, amelyek párhuzamosan fejlődnek az id̋o előrehaladtával. Úgy
tűnik, a védekezési stratégiák meggyőzőek, és a kvantum-titkosírás kezd si-
keres iparággá válni, amelynek termékeit több telephellyel rendelkező nagy-
vállalatok és hadseregek egyaránt szívesen vásárolják, ösztönzéssel és pénz-
zel segítve a kvantum-információ egész tudományágát.

A fotonok továbbításának kétféle módja van: üvegkábelen vagy szabad
leveg̋on. Az üvegkábelnek két hátránya van: a polarizáció elmosódása, ami
miatt az id̋obeli kódolást kell használni, és a kábelek legjobban terjedő frek-
venciasávján működ̋o detektorok gyenge hatásfoka; ennek fejében viszont
nagy el̋onyt jelent a meglev̋o távközlési hálózatok használata. A levegőben
használható a polarizációs kódolás, hiszen többezer fényévnyire levő csilla-
gokból is ideér a stabilan polarizált fény, a detektorok is jók, de a felhasználó
ki van téve az id̋ojárás szeszélyének. Mindkét módszert nagy erőkkel fejlesz-
tik.
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F.4. Klónozás és teleportáció

Egy kvantumállapot klónozása, vagyis lemásolása úgy, hogy az eredeti is
változatlanul maradjon, nemlétező művelet: ezt hívják „no-cloning tétel-
nek”. A bizonyítás legtömörebb megfogalmazása az, hogy ha lenne kló-
nozás, az az eredeti és a klón közös Hilbert-terében rávetítene egy olyan
altérre, ahol az eredeti és a klón megegyezik, tehát projektor, ami nem lehet
unitér transzformáció. Ez még nem lenne végzetes, mert dekoherencia be-
tervezésével projektorok is megvalósíthatók; a végső csapás az, hogy ha egy
adott kvantumállapotra megkonstruáljuk ezt a projektort, az már egy másik
állapotra nem működik.

Ezzel szemben a teleportáció, vagyis egy rendszer tetszőleges kvantumál-
lapotának átmásolása egy másik rendszerre, miközben az eredeti megválto-
zik, megvalósítható, és a kvantuminformáció egyik alapműveletének számít.
Potenciális hasznossága abból ered, hogy fotonokról atomos hordozókra és
vissza másolni kvantuminformációt, ez egy kvantumszámítógépben a me-
móriába való tárolás és előhívás művelete lehet.

A teleportáció egy összefonódott részecskepárt, pl. egy polarizáció–
szinglett fotonpárt („kvantum-információs csatornát”) használ fel informá-
cióátvitelre. A fotonpárt szétküldjük az információt leadó ill. felvevő rend-
szer felé. Ezután a teleportáció három lépésből áll:

1. határozzuk meg kvantumméréssel a teleportálandó állapotú rendszernek
és a pár hozzá küldött tagjának közös kvantumállapotát;

2. az eredményt klasszikus információs csatornán (telefonvonalon) küld-
jük el a vev̋o oldalra;

3. a megkapott eredmény és a fotonpár vevőoldali tagja együttesen meg-
határozza, hogy milyen unitér transzformáció viszi át a vevő rendszert
az eredetivel megegyező, teleportált állapotba.

A kvantum-teleportáció a prototípusa az „LOCC” betűszóval (Lokális
Operáció és Klasszikus Kommunikáció) megjelölt kvantum-informatikai
műveletsorok sokaságának. Ugyanakkor annak a bevezetőben említett tö-
rekvésnek is a legegyszerűbb példája, hogy egy műveletsor közben elvégzett
kvantummérésekkel iktassunk be hatékony nemlineáris lépéseket az infor-
máció feldolgozásába.

A kísérletileg megvalósított példák a legegyszerűbb kvantumrendszerek
(kvázispin, oszcillátor) állapotainak teleportálását demonstrálták. Bonyolul-
tabb rendszerek teleportálása természetesen az utópia világába tartozik. Ne
felejtsük: nem anyagot teleportálunk, hanem kvantumállapotokra vonatkozó
információt.
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292 F. A kvantuminformáció elemei

A kvantum-teleportáció fogalmát bevezető csapat egyik tagjától, a nem-
rég elhúnyt Asher Perestől egy újságíró megkérdezte: Ha embert sikerülne
teleportálni, a lelkét is teleportálnák, vagy csak a testét? Peres válasza: Csak
a lelkét.

Befejezésül az olvasó figyelmébe ajánlok a témáról egy hosszú könyvet
[25], meg egy rövidet [26].

© Typotex Kiadó

© Geszti Tamás



G. függelék
A Dirac-egyenlet

Ebben a függelékben rövid, jelzésszerű leírást adunk a Dirac-egyenletről,
lényegében levezetések nélkül.

A kvantummechanika relativisztikus kiterjesztésének igénye a kvantum-
mechanika megszületésének pillanatától jelen volt. A sikert Dirac 1928-ban
született egyenlete hozta el, amely minden önkényes feltevés nélkül számot
adott a feles spinű részecskék – köztük az elektron – tulajdonságairól, többek
között arról, hogy a spinhez tartozó mágneses momentum és impulzus kö-
zötti giromágneses arány kétszerese a pályamozgásra vonatkozónak. Ugyan-
akkor megjósolta az elektron antirészecskéjének, a pozitronnak a létezését,
valamint az elektron-pozitron pár keltésének és megsemmisülésének folya-
matát, amelyet hamarosan igazolt a kísérlet. Ezek az átütő sikerek meggy̋o-
zően bizonyítják, hogy Dirac a helyes relativisztikus hullámegyenletet találta
meg.

A Dirac-egyenlethez abból az igényből kiindulva juthatunk el, hogy egy
részecske hullámfüggvényének időfüggését továbbra is időben els̋orendű
parciális differenciálegyenlet írja le, de mivel az idő és a helykoordináták
a speciális relativitás elmélete szerint négyesvektort alkotnak, a hely szerint
is els̋o deriváltakat tartalmazzon.

Szabad részecskével kezdve, és megtartva a koordinátareprezentációban
érvényes ˆpi = (h̄/i)∇i (i = x,y,z) összefüggést, a∂tψ = −(i/h̄)Ĥψ Schrö-
dinger-egyenlet akkor felelne meg ennek az igénynek, haĤ lineáris lenne
~̂p-ben, vagyis ilyen alakú lenne:

Ĥ
?
= c

3

∑
1

αi p̂i + βmc2, (G.1)

aholαi ésβ dimenziótlan konstansok, és a Hamilton-operátorhoz hozzáadtuk
azmc2 nyugalmi energiát.

Tudjuk azonban, hogy lineáris reláció nem az energia és impulzus között,
hanem a négyzeteik között áll fenn:

E2 = c2p2 +m2c4. (G.2)
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294 G. A Dirac-egyenlet

Ránézésre a fenti két kifejezés nem lehet egyszerre igaz, mert ha a (G.1)
kifejezést négyzetre emelem, akkor vegyesszorzatokat is kapok, ami pedig a
(G.2) egyenletben nincs. Dirac azonban megoldotta a gordiuszi csomót: ha a
spin kvantumelmélete mintájára aψ állapotvektort többkomponensű spinor
hullámfüggvénnyel lehet reprezentálni, és ennek megfelelően αi ésβ nem
számok, hanem mátrixok, akkor azoknak az algebrája már lehet olyan, hogy
a vegyes szorzatok kiessenek:

{αi ,α j} = 2δi j ; {αi ,β} = 0; β2 = 1, (G.3)

ahol a kapcsos zárójel antikommutátort jelent ({A,B} = AB+ BA), éppen
biztosítja a kívánt célt. Ekkor az elektron többkomponensű hullámfüggvé-
nyének dinamikai egyenlete a (G.1) Hamilton-operátorral írható fel:

ih̄
∂ψ
∂t

= c
3

∑
1

αi
h̄
i

∂ψ
∂xi

+ βmc2ψ. (G.4)

Ez a híres Dirac-egyenlet, de hogy konkrétabb alakját lássuk, meg kell
hogy mondjuk, hány komponense van a hullámfüggvénynek (a Dirac-spi-
nornak), és milyen mátrixok a megoldásai a (G.3) antikommutátoros reláci-
óknak. A válasz:28 négykomponensű hullámfüggvényt és 4×4-es mátrixo-
kat kell választanunk. Az utóbbiakat a (G.3) relációk nem határozzák meg
egyértelműen; egy célszerű választás:

αi =

(
0 σi

σi 0

)

, β =

(1 01 0

)

(G.5)

aholσi azi-edik 2×2-es Pauli-mátrix,1 pedig a 2×2-es egységmátrix. Ezek-
kel válik teljessé a Dirac-egyenlet konkrét alakja.

A fizikai következmények kiaknázásához feltétlenül szükség van az elekt-
romágneses mezővel való kölcsönhatás beírásához. A 11. fejezet mintájára,
a (G.4) egyenlet kiterjesztett alakja:

ih̄
∂ψ
∂t

=

[

c
3

∑
1

αi

(
h̄
i

∂
∂xi

−e Ai

)

+ βmc2+eΦ

]

ψ, (G.6)

28 Az αi ésβ mátrixok négyzete 1, így sajátértékeik+1 vagy−1. Az antikommutálásból
könnyen belátható, hogy spúrjuk (trészük, nyomuk) 0, tehát ugyanannyi+1 sajátértékük van,
mint −1. Emiatt a mátrixok páros rendűek. A 2×2-es mátrixok túl kevesen vannak a (G.3)
relációk kielégítésére; a minimum a 4×4-es mátrixok, és ennek megfelelően a négykom-
ponensű spinorok választása. Ezt végigszámolva adódnak az elektron tulajdonságait nagy
pontossággal leíró következtetések, tehát nem keresünk tovább a még nagyobb mátrixok felé.
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G. A Dirac-egyenlet 295

aholAi a (háromdimenziós) vektorpotenciál,Φ pedig a skalárpotenciál.29

Ebb̋ol az egyenletb̋ol mérsékelten hosszú levezetésekkel30 fontos eredmé-
nyek kaphatók:

A pálya-impulzusmomentum nem megmaradó mennyiség, de egy ¯h/2
nagyságú spinnel való összege igen.

A spinhez mágneses momentum is tartozik; a giromágneses arány két-
szerese a pálya-impulzusmomentumra vonatkozónak.

Fellép a 11. fejezetben jelzett spinpálya kölcsönhatás, a kísérletekkel
egyez̋o nagyságú együtthatóval.

Ezek közül különösen az első figyelemreméltó, mivel a relativitás elméle-
tének is újabb bizonyítékát szolgáltatja, amely a klasszikus fizika számára
még láthatatlan volt: ha az ember a kvantummechanikában helyesen ke-
zeli a Lorentz-transzformációkat, jutalom–ráadásul megkapja a forgások he-
lyes kezelését, benne a spinnel. Ez ékesszólóan mutatja, hogy a Lorentz-
transzformáció és a forgás ugyanannak a nagyobb szimmetriának – a Poin-
caré-csoportnak – különböző megjelenései.

Van még egy olyan következmény, amely nem a levezetésből adódik au-
tomatikusan, hanem Dirac jött rá két évvel később, 1930-ban: ez az anti-
részecskék létezése. A híres Dirac-féle mátrixos négyzetgyökvonás negatív
energiájú állapotokat is szolgáltat, és magyarázatra szorul, miért nem esnek
bele ezekbe spontán emisszióval a pozitív energiájú részecskék. A Dirac ál-
tal megtalált megoldás: azért, mert a negatív energiájú állapotok be vannak
töltve, akkor pedig a Pauli-elv már tiltja a további elektronok bezuhanását.

A negatív energiájú „Dirac-tenger” azonban gerjeszthető: 2mec2 vagy an-
nál több energiával egy elektron felemelhető egy pozitív energiájú állapotba.
Ilyenkor visszamarad egy pozitív töltésű „lyuk”, amely minden más tekin-
tetben az elektronnal azonos módon viselkedik. Dirac akkor még nem tudta,
de hamar kiderült: ez a pozitron, a gerjesztés tehát ilyenkor egy elektron-
pozitron párt hoz létre.

Az elektron bele is eshet a lyukba: az elektron-pozitron pár megsemmisül-
het, miközben általában két, nagyjából ellenkező irányba kirepül̋o nagyener-
giájú foton keletkezik.(Miért kettő?)A fotonok sok információt hordoznak
a környezetr̋ol; ezen alapul többek között a pozitronemissziós tomográfiát
használó orvosi diagnosztikai módszer.

29 Egy kicsit különböz̋o mátrixok bevezetésével a Dirac-egyenlet olyan alakba is írható,
amelyben szemmel látható négydimenziós kovarianciája.
30 Mondhatnám, hogygyakorlat, de csak nagy önbizalommal rendelkező olvasóimnak mon-

dom.
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