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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Az egészértékid programozas targya

Az egészértékii programozas célja bizonyos optimalizalasi feladatok megol-
désa, azaz az egészértékid programozas a feladatok egy csoportjat jelenti.
A vizsgalat targyat képezi egyben az Osszes olyan modszer is, amely ezen
feladatok valamelyikének a megoldasara alkalmas.

Az egészértékii programozas a

max f(z)
x €S

alaku feladatokkal foglalkozik, ahol S megszamlalhaté halmaz. Ebbe a na-
gyon altalanos formaba beletartozik a kombinatorika szdmos probléméja is.
Ezekkel a kombinatorikus vagy diszkrét optimalizalas foglalkozik kiilon. Az
egészértékii programozas targyat a kevésbé strukturalt, azaz altalanosabb fel-
adatok képezik. Az els§ nagyobb csoportot azok a feladatok alkotjak, ame-
lyek formailag nagyon hasonlitanak a lineéris programozas feladatahoz, de az
algebrai feltételeken, azaz az egyenleteken és egyenlGtlenségeken tul a nem-
negativitas mellett bizonyos egészértékiiségi feltételeket is kirovunk, melyek
harom leggyakoribb alakja egy x valtozo esetén:

z = 0 vagy 1, (1.1)
0 <z <d, =z egész, (1.2)
0 < =z, egész, (1.3)

ahol d rogzitett pozitiv egész. A vizsgalt feladatok zome olyan, hogy vala-
mennyi valtozéra azonos elSirast tesziink. Az alkalmazasok tobbsége szem-
pontjabol ez nem jelent megszoritast. Ha egy feladaton beliil a tipusok keve-
rednek, a legnehezebben kezelhetd tipusnak megfelelGen kell eljarni.
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14 1. BEVEZETES

Az (1.1) tipusba tartozokat dontési valtozoknak fogjuk nevezni, mert azt
fejezik ki, hogy két lehetdség koziil melyiket vélasszuk, példaul megvalosit-
sunk-e egy beruhazast vagy sem.

Azonnal latszik, hogy az (1.1) tipus a (1.2) specialis esete. Azonban (1.2)
is visszavezethets (1.3)-ra. Vezessiink be ugyanis x mellé egy y valtozot,
valamint az

z+y=4d (1.4)

feltételt. Nyilvanvalo, hogy ha mind z-re, mind y-ra az (1.3) tipusu feltételt
rojuk ki, akkor egyikiik értéke sem haladhatja meg d-t. Igy érthets, hogy
azok a modszerek, amelyeket az (1.3) tipusra dolgoztak ki, az el6z6 kettonél
is alkalmazhatok, mig forditva nem, és a sokat vizsgalt (1.1) tipushoz sajatos
modszereket kerestek és talaltak.

Az eddigiek az un. tiszta egészértékd feladatok, vagyis az olyanok, ame-
lyekben valamennyi valtozora van egészértékiiségi kovetelmény. A feladatok
maésik nagy korét a vegyes feladatok képezik, amelyekben a valtozok egy része
bizonyos hatarok kozott folytonosan valtozhat.

1.2. Feladatok és modellek

Az alabbiakban a legfontosabb feladatokat soroljuk fel. A sorrend némileg
jelzi a feladatok bonyolultsagat és szamitastechnikai nehézségét. Az utobbit
gyakorlati szempontbdl azzal mérjiik, hogy mi a még numerikusan megold-
hato feladatokban a valtozok szama. Természetesen ez fligg az alkalmazhato
szamitogép kapacitasatol. Masfel6l azonban a méret jelent&sen befolyasolja a
megoldhat6 gyakorlati problémék korét. A feladatok alabbi felosztésa azért
keletkezett, mert valojaban mind bizonyos mértékig eltéré modszereket igé-
nyelnek. Az &altaldnos modszerek természetesen valamennyi feladatot meg
tudjék oldani, de a specialisakra sok olyant dolgoztak ki, amelyek iigyesen
hasznaljak fel az adott feladat struktarajat, és igy jelentésen kitoljak a meg-
oldhatosag hatarat.

1.2.1. A hatizsak feladat és variansai

Operaciokutatasban tobb feladatot is egy-egy torténeten keresztiil szokés be-
vezetni. Tme a hatizsak feladaté: Egy turista kiilonboz6 targyakat vihet ma-
géval az ttra. A targyak szdma n. Adott minden j targy suilya, amit a;-vel,
és értéke, amit c;-vel jeloliink. Erték alatt itt nem a targy arat, hanem azt
a hasznot avagy 6romot értjiik, amit a targy a tara alkalméval hajt, illetve
okoz. A turista egy bizonyos, elére adott és b-vel jelolt sulykorlatnal tobbet
nem akar magaval vinni. Ugy akarja az elviend6 targyakat kivalogatni, hogy
azok egyiittes értéke maximalis legyen, mikozben egyiittes silyuk a korlatot
nem haladja meg. Feltételezziik, hogy (i) a tdrgyak értéke fiiggetlenek egy-
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mdstdl, (i) az dsszsulyt, illetve dsszértéket ugy kapjuk, hogy a tdrgyak sulyait,
illetve értékeit dsszegezziik.

Minden téargy esetében két vélasztasi lehetségiink van: elvissziik vagy
nem vissziik el. Ezért minden j targyhoz bevezetiink egy x; dontési valtozot,
amelynek 1 értéke azt jelenti, hogy a targyat elvissziik, 0 értéke pedig azt,
hogy nem.

Vegyiik szemiigyre az a;x; szorzatot:

(1.5)

a; hazx; =1 a; ha elvissziik a targyat,
a;r; = = o
73 0 haz;=0 0 ha nem vissziik el a targyat.

Tehat mindkét esetben a szorzat akkora, amekkora sullyal a tara alatt a targy
a hatizsakban hizza a turista vallat. a c;jx; szorzat azt a hasznot fejezi ki,
amit a targy a tura alkalmaval hajt. Ezért a turistanak a kévetkezd feladatot
kell megoldania:

max Y., ¢
Z?:l a;T < b (16)
z;e{0,1} j=1,..n.

Az eddigi megfogalmazasbol nyilvanvalo, hogy hallgatolagosan feltettiik, a
targyak silya és értéke pozitiv. Azonban formélisan nem koétottiik ki, ugyanis
konnyen belathato, hogy ez a feltételezés nem jelenti az altalanossag megszo-
ritasat. Hatésat. Ha a; = c¢; = 0, akkor teljesen mindegy, hogy a valtozo
értéke 0 vagy 1. Ha a; < 0 és ¢; > 0, akkor van olyan x* optimaélis megoldas,
amelyben zj = 1, és ha pedig ¢; < 0, akkor olyan x* optimalis megoldas
van, hogy z7 = 0. Egyetlen eset maradt, amikor a;,c; < 0. Vezessiik be z;
helyett a komplementer valtozojat:

Ty = 1—.:8]'.

Ezt behelyettesitve a feladatba, Z; mindkét egyiitthatoja pozitiv lesz.

A hatizsak feladattal tobb gyakorlati probléma is modellezhets. Tegyiik
fel, hogy egy pénzintézet n befektetési lehetdség koziil valaszthat. Ismert
mindegyik esetben az igényelt pénzosszeg (a;) és a befektetés altal igért
haszon (c;), valamint a felhasznalhat6 t6ke nagysaga (b). Feltéve, hogy a
beruhazasok fliggetlenek egyméstol, a maximélis hasznot hozo befektetések
kivalasztasat éppen a fenti (1.6) feladat irja le. Ha a javasolt projektek bi-
zonytalanok, de becslésiink van arrél, hogy milyen valdszintiséggel mekkora
hasznot hoznak, akkor a célfiiggvényben a haszon varhato értékét kell szere-
peltetni. Példaul a legegyszertibb esetben egy projekt p; valoszintiséggel va-
lé6sul meg, de akkor a teljes beigért hasznot hozza, mig 1 — p; valészintiséggel
a teljes befektetett téke elvész, akkor a célfiiggvényben x; egyiitthatojanak
¢; helyett p;c;-nek kell lennie.
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Teljesen hasonlo a helyzet akkor is, ha palyazati pénzek szétosztésardl van
sz6. Ekkor is a szétoszthato keret lesz b, az egyes palyazatok altal igényelt
Osszeg aj, mig a célfiiggvény-egyiitthato a palyazat eszmei értéke, példaul a
biralok altal adott pontszamok Gsszege.

A hatizsak feladatnak két f6 jellemzéje van: egyetlen algebrai feltétel sze-
repel benne, és minden egyiitthaté nemnegativ. Ezért altalaban valamilyen
jelzével ellatott hatizsédk feladatrol beszélnek akkor is, ha e két tulajdonsag
egyike teljestil.

Ilyen feladat a pénzvaltasi probléma, amelyrdl a 9. fejezetben lesz részle-
tesen sz6. Ekkor egy meghatarozott pénzosszeget akarunk pontosan kifizetni
egy adott pénzrendszer cimleteivel ugy, hogy minimalis szamu pénzdarabot
hasznalunk fel. Ez a probléma meril fel példaul akkor, ha a dolgozok jaran-
dosagat készpénzben fizetjiik ki, boritékolva kinek-kinek a magaét, vagy ha
a pénztargépnek automatikusan kell visszaadni az apropénzt. Feltételezziik,
hogy barmelyik cimletbdl tetszoleges szamu példanyt felhasznalhatunk. Le-
gyen n a cimletek szama, melyek értékei a1, as, ..., a,, a kifizetends Gsszeg
pedig b. Ekkor a

Z;‘L:I a.ja:j = b (17)

specialis hatizsak feladatot kell megoldani.

A hatizsak feladat egy fontos valtozata az, amikor un. altaldnositott fels6
korlatok vannak. A gyakorlatnak erre a valtozatra akkor van sziiksége, ami-
kor példaul egy sziik keresztmetszetet jelentd gépen n munkat kell elvégezni,
és mindegyik munka esetében tobb technolbgia koziil valaszthatunk, melyek
a koltségben és a végrehajtasukhoz sziikséges idében kiilonbdznek egymastol.
Legyen a j munka technoldgidinak szdma m;, a j munka ¢ technologidjanak
miiveleti ideje, illetve koltsége pedig a;j, illetve c;;. Legyen tovabba a gép
teljes felhasznalhato kapacitasa b. Ekkor tehat az 6sszkoltséget kell minima-
liz&lni azon feltételek mellett, hogy (a) a gép kapacitdsdt nem léphetjiik til,
és (b) minden munkdhoz ki kell vdlasztani pontosan egy technoldgiai varidnst.
Ezért x,; valtozokat vezetiink be, ahol

1 ha a j munkét az i technolégia szerint gyartjuk le,
xij = ceqes
0 kiilonben.

Ekkor a megoldando feladat:

n m;

minZZCijxij (18)

j=11i=1
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n  m;
j=11i=1
dayg =1 j=1,..n (1.10)
i=1
Ti; € {0,1} j=1,..,n. (1.11)

A (1.10) feltételek (1.11) segitségével biztositjak, hogy minden munkéara pon-
tosan egy technolégiat valasszunk ki.

1.2.2. A halmazfedési feladat és tarsai

A feladat eredetileg az amerikai légitarsasagoknal, a személyzet szolgalatra
vezénylése kapcsan meriilt fel, de hasznalhaté mozdonyvezetSk esetében, vagy
korhézi iigyeleti rend meghatarozasara, és még sok mas helyen. Mi a feladatot
a légitarsasag példajan mutatjuk be.

Adott a menetrend, ami nem mas, mint sok jarat osszessége. Egy jaratot
jellemz6 adatok a kovetkezsk: az indulas és a megérkezés helye és id6pontja.
A tarsasag célja, hogy a bérkoltségek minimalizalasa érdekében a jaratokat
minél kevesebb személyzettel lassa el. Egy személyzet egy nap altalaban
tobb jaratot is kiszolgalhat. Azt, hogy melyek lehetnek ezek, néhany egy-
szerd praktikus és szakmai (jogi) szabaly mondja meg. Az el6bbire példa,
hogy a személyzetnek azon a repiil6téren kell lenni, ahonnan a kiszolgalando
jarat indul, az utobbira pedig az, hogy a leszallas utan egy bizonyos id6t
mindenképpen a f6ldon kell télteniiik, nem repiilhetnek azonnal tovabb. Az
utobbira, a kdtelezd pihenésre, masutt is van példa. A mozdonyvezetSk sem
indulnak azonnal tovabb, a kérhazban is két 24 oras szolgéalat kozott egy
napnak el kell telnie.

Nevezziik tervnek a jaratok egy olyan részhalmazat, amit egy személyzet ki
tud szolgalni. Szamos ilyen terv létezik. Egyes gyakorlati problémék esetében
még a tervek szamanak nagysagrendjét is nehéz megbecsiilni. Ha ismernénk
az Osszes tervet, akkor a vallalat problémajat teljes egzaktsaggal meg tudnank
oldani. Altalaban azonban csak arra van lehet6ség, hogy néhany ezer vagy
tizezer tervet allitsunk els. Legyen S a jaratok halmaza, n az Gsszes ismert
tervek szama, az egyes tervek pedig 7; (j = 1,...,n). Tudjuk tehat, hogy

7, CS, j=1,.,n
A vallalat feladata ekkor igy fogalmazhatd meg:

min | Z |
T c{1,2 ...,n} (1.12)
Ujez s = S
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Ez az alak azonban nem kényelmes optimalizal6 eljarasok szamara, ezért a
feladatot atirjuk egy ekvivalens alakba. Mivel a 7; terv az S halmaz rész-
halmaza, ezért egyértelmten jellemezhets az S-re vonatkozo karakterisztikus
vektoraval. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy S = {1, ..., m }. Ekkor
7T; karakterisztikus vektora a;, ahol

A 1 hai € 7y,
=10 haid T

Legyen tovabba z; az a dontési valtozo, amelyik azt mondja meg, hogy a 7;
tervet kivalasztjuk-e, vagy sem, azaz

S 1 haa 7jtervet kivalasztjuk,
77 1 0 haa 7;tervet nem valasztjuk ki.

A kivalasztott tervek szamat az x; valtozok Osszege adja meg. Az (1.12)
feladat ekvivalens alakja ekkor

min 37 x;
Z?:l Q5T 5 > 1 = ].7 e’ (113)
xj € {0,1} j=1,..,n.

Az (1.13) problémat nevezziik halmazfedési feldatnak, hiszen ez épp (1.12)-vel
ekvivalens, amely azt jelenti, hogy lefediink egy véges alaphalmazt a részhal-
mazaival. Id6vel ugyanezzel a névvel illették mindazon feladatokat, amelyek-
ben mind a célfiiggvényben, mind a jobb oldalon egynél nagyobb egészek is
el6fordulhatnak, de a balodalon minden egyiitthaté vagy 0, vagy 1.

Az (1.13) és vele egylitt az (1.12) feladat az eredeti szolgalatra vald vezény-
lés problémaja fel6l egy ponton kritizalhato. Mindkett megengedi ugyanis,
hogy az alaphalmaz egy elemét tobbszorosen is lefedjiik. Egy jaratot azonban
csak egy személyzet szolgalhat ki. Erre a felvetésre kétféle valasz adhatod. Az
egyik, hogy meghagyjuk a feltételek ilyen lazasidgat, hogy az egyenlétlenségek
engedte nagyobb szabadsagot kihasznalva minél jobb optimumértéket érjiink
el, és az esetleges tObbszoros fedés kérdését esetileg kezeljiik. Példaul lehet,
hogy elegendd az egyik tervbsl egyszertien kihagyni a kérdéses jaratot. A
maésik, hogy matematikai feltételként irjuk el a pontos egyenlGséget, ami az
(1.12) feladat nyelvén azt jelenti, hogy még megkoveteljiik:

7} N 7}2 = ®7 jlan S I7 jl 7& j2-

Ez csak annyi valtozast okoz az (1.13) feladatban, hogy az egyenlStlenséget
egyenlGségre kell cserélni, azaz a feladat alakja

min 7, x;
Z;’L:l ATy = 1 1= 1, e, (114)
xj € {0,1} j=1,..,n

TEXTS DON’T GROW ON TREES! © Vizvari Béla
AUTHORS’ RIGHTS AWARENESS CAMPAIGN



© Typotex Kiado

1.2. FELADATOK ES MODELLEK 19

Itt valojaban nem lefedjiik az alaphalmazt, hanem részekre bontjuk, ezért
(1.14)-et halmazfelbontdsi feladatnak hivjuk.

A feladatcsalad harmadik tagja a halmazkitoltési feladat, amelynek eseté-
ben egy véges alaphalmazba egy elére adott készletb6l minél tébb részhal-
mazat akarjuk beletenni. Ha mind a halmazfedési, mind a halmazkitoltési
feladat esetében az altalanosabb esetet tekintjiik, amikor az egyes elemek
t0bbszords felhasznalasa is megengedett, akkor a két feladat ekvivalens egy-
méssal, ami egyszertien ugy lathaté be, hogy barmelyik feladatbél indulunk
is ki, véve az Osszes valtozo komplementerét, ami a feladat egy ekvivalens
atalakitasa, a masik feladathoz jutunk.

1.2.3. Altalanos linearis egészértékii programozasi feladatok

Egyes esetekben eléfordulhat, hogy a vizsgalt probléma természetébsl adodo-
an az egylitthatok kozott negativak is vannak, vagy nem indokolt valamennyi
valtozo esetében az egészértékiiség feltételezése. Az els6 esetben altalanos
tiszta egészértéki feladatrol beszéliink. Alakja a kovetkezs:

max Cil; 1.15
j L
j=1

> air; < b i=1,...m (1.16)
j=1

z; (1.1) vagy (1.2) vagy (1.3) tipusa j =1,...,n.

Itt mar az egyiitthatok elGjelére és értékére semmiféle megszoritast nem te-
szlink. Ilyen feladathoz jutunk az (1.1) tipust valtozok mellett, ha egymassal
Gsszefliggs beruhazasok sorsarol kell donteni. Ekkor az x; valtozo 1 értéke a
j beruhazas megvalositasat, 0 értéke elejtését irja el6. A beruhazasok egyiitt
is csak korlatos mennyiséget hasznalhatnak az eréforrasokbol. Az utébbiak-
bol rendelkezésre 4ll6 mennyiségeket a b; szdmok adjik meg. A j beruhazas
igénye az i erdforrasbol a;;. Ha a;; < 0, akkor a j beruhazas termeli az ¢
eréforrast.

Egy masik probléma, ami ilyen feladatra vezet, egy rovid sorozatokat
gyart6 iizem optimalis termékosszetételének meghatarozasa. Itt egy valtozo
egy termékre mondja meg, hogy hany darabot kell belsle gyartani, igy (1.2)
tipusi lesz. A feltételek ismét az erdforrasokra vonatkoznak. (Itt ercforras
a fontosabb berendezések kapacitasa, a beszerezhet§ alapanyag mennyisége
stb.)
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Ha bizonyos valtozok tetszileges nemnegativ értéket vehetnek fel, akkor a
feladat alakja:

max Z?:l le’j + Zi:l dkyk
Z?:l ai;T;  + Zizzl hivyr < b; t=1,....m
z; (1.1) vagy (1.2) vagy (1.3) tipusa j =1,...,n,

ahol tehéat az x;-kkel ellentétben az yi-k folytonosan valtoznak. Az ilyen
problémakat nevezik vegyes egészértékd feladatoknak.

Példaul az energiarendszer iranyitdsakor a meghatarozand6é mennyiségek
kozé tartozik egy-egy erémiivi berendezés altal elGallitott energia. Egy gép
vagy egyaltalan nem termel &dramot, vagy az altala elGallitott energia egy
pozitiv also és felsg korlat kozé esik, vagyis a termelt energia

{0} U{l u}

halmazba esik, ahol 0 < I < u. Ennek a viszonynak a leirdsara két valtozora
van sziikségiink. Az els6, x, egy 0 — 1 véltozd, amely azt mondja meg, hogy
egyaltalan mikddik-e a berendezés, a masodik, y pedig azt, hogy mennyi az
altala termelt energia. Ezt a kovetkezs feltételekkel érhetjiik el:

y >z, y < ux, ze{0,1}

Mind a tiszta, mind a vegyes egészértékii programozasi feladat el6fordul
egyenlGség tipusu feltételek mellett is.

1.2.4. Az utazé ligynok feladat és alkalmazasai

Adott n varos. Jeloljon ezek koziil tetszGleges két kiilonb6z6t ¢ és j. Ismert
ezek c;; tévolsaga. Egy kereskedelmi tigynoknek kell egy adott varosbol ki-
indulva valamennyit bejarni agy, hogy mindegyiket pontosan egyszer keresse
fel, és utjat az indulé pontban fejezze be, a megtett tavolsag pedig minimalis
legyen.

A feladatnak rendkiviil kiilonb6z6 teriileteken szamos alkalmazésa ismert.
Els6ként kell emliteni a kozvetlen szallitdsi probléméakat. Ha egy jarmiinek
tobb cimet is fel kell keresnie, akkor optimalis ttvonaldnak meghatarozasat
éppen az utazo6 igynok feladata irja le.

Ha egy numerikusan vezérelt megmunkal6 gép tobb lyukat is far ugyan-
abba a munkadarabba, akkor a gép lyukak kozti mozgasanak idejét, ami bi-
zonyos értelemben veszteségids, célszeri minimalizalni. Hasonl6képp a chip-
gyartasban a sziliciumdarabkat lézersugarral munkaljak meg (égetik ki). Egy
lapocskan akar tobb millié pont is lehet, amit a sugarnak fel kell keresnie.
Nem mindegy, hogy ezt mekkora tavolsdg megtételével teszi meg, mert ettsl
fligg a gyartas hatékonysaga.
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Egy még absztraktabb, de a gyakorlatban gyakran el6fordul6d alkalmazés
a kovetkezs. Egy gépen kiilonb6z6 munkadarabokat gyartunk. Az egyes
munkadarabok kozott a gépet at kell allitani az 0j tipus gyartasara. Az eh-
hez sziikséges id6t, illetve koltséget nevezik atszerszdmozési idének, illetve
koltségnek. Az atszerszamozasi id6 ugyanugy veszteség, mint a fardgép at-
haladésa egyik pontrol a méasikra. Ezért az id6k Gsszegét minimalizalni kell.

A fenti példak ravilagitanak arra, hogy az alkalmazasok soran nem mindegy,
hogy a tavolsagot miben mérjiik. Vegyiik elGszor a gépkocsi esetét. Tegyiik
fel, hogy az valamilyen terméket szallit egy nagyvarosban. Vannak olyan
dolgok, amiket hajnalban szallitanunk, amikor az utcak még iiresek. Ilyen
példaul az jsag. Ekkor két pontnak a varosi uthaldézat megszabta geometriai
tavolsaga és az ezen Ut megtételéhez sziikséges id6 igen erds korrelacidban van
egymassal, gyakorlatilag mindegy, hogy miben mériink. Mas termékek szal-
litdsa azonban sziikségképpen napkozben torténik ezért a zsifolt szakaszok
megtételéhez sziikséges id6 nem ardnyos a geometriai tavolsaggal.

Mas Gsszefiiggésre vilagit ra a chipgyartas és a furogép osszehasonlitasa. A
lézersugar esetében két pont kozott a tavolsig az a sz0g, amennyit a sugarnak
el kell fordulnia ahhoz, hogy az egyik pontbol a masikba jusson. Ez a fajta
tavolsag rendelkezik a megszokott geometriai tulajdonsagokkal, mint a szim-
metricitas és a haromszog-egyenlGtlenség. Az utdbbi nem feltétleniil igaz a
farogép esetében. Itt ugyanis az egyik pontbol a mésik pontba valé dtmenet
héarom részbdl all: elGszor a frissen elkésziilt lyukbol ki kell huzni fiiggslegesen
a farét, méghozza olyan magasra, hogy a fard a feliilet f6l6tt biztonsagosan
elmehessen, ezutdn megy a maéasik pont f6lé, majd ott leereszkedik. Mivel a
feliilet gépalkatrészek esetében nem egyetlen sik, ezért a fliggtleges mozgasok
pontparrél pontparra valtoznak, ami elrontja a haromszog-egyenlStlenséget.
Az atszerszamozési idSk esetében még a szimmetricitas sem lesz igaz. Pél-
daul, ha egy A munkadarabhoz sziikséges valamennyi szerszam kell a B mun-
kadarabhoz is, de forditva nem, akkor a BA atszerszamozasi id6 0 lesz, mig
az AB pozitiv. A feladat szamitastechnikai nehézsége fiigg attol, hogy az
ismert geometriai tulajdonsiagok fennallnak-e.

Az alapmodellt t&bb kiilonb6z6 modon is kiegészitették tovabbi feltételek-
kel.

A gyakorlatban fontos eset az, amikor egyetlen telephelyrdl szallitunk ki
nagyobb mennyiség{i arut. A nagyobb mennyiség azt jelenti, hogy az Gsszes
szallitanddé mennyiség meghaladja a hasznalt gépkocsi kapacitasat. Fel kell
tehat osztani a miiveletet kis korutakra. Legyen g a gépkocsi kapacitasa,
az érintendS pontok, vagyis a varosok {0, 1, ..., n}, ahol 0 az a telephely,
ahonnan a kiszéllitds torténik, ¢; a j varosba szallitandé mennyiség, m a
korjaratok szama, Py, ..., Py, pedig a korjaratokhoz tartozo varosok halmaza.
Végiil jelolje a P; halmazon az utazé ligynok feladat optimalis megoldasdnak
értekét ¢(P;). Feltételezve, hogy a szokésos geometriai tulajdonsagok telje-
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slilnek, és minden j esetén az oda szallitand6 aru mennyisége nem haladja
meg a gépkocsi kapacitasat, azaz

minden varost elegendd egyszer felkeresni. Ezért megkévetelhetjik a
Vi<i<k<m: P,NP, ={0} (1.17)

feltételt. Minden varost fel kell keresniink, tehat teljesiilnie kell az

67%- — {0,1,....,m} (1.18)
i=1

egyenldségnek. A megoldandé feladat tehat az (1.17) és (1.18) feltétel mellett
a

m
min » (P;) (1.19)
i=1
célfiiggvény optimalizélasa.

1.3. A feladatok osztalyozasa

A fentiekben a linearis tiszta egészértéki feladatok hat alapesetét kiilonboz-
tettiik meg részint a valtozok harom, részint a feltételek két tipusa (egyenlet
és egyenlGtlenség) szerint. Egész egyiitthatokat feltételezve leirjuk a hat fel-
adat feladat kapcsolatat.
Egy
ax=2=>

alaku egyenlet a valtozok tipusatol és a tobbi feltételtsl fliggetleniil mindig
helyettesithetd a kovetkezd két egyenlStlenséggel:

ax <
—aTx > —b.

Az (1.1) tipusi valtozok az (1.2) tipustiak speciélis esetei. Erdekes azonban
az, hogy az utobbiak is visszavezethetSk az el6bbiekre. Ha egy x valtozotol
azt koveteljiikk meg, hogy 0 és d > 0 kozé essék, akkor x helyettesithetd néhany
binaris valtozoval. Legyen ugyanis

k = |log,d].
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Ekkor irjuk fel z-et kettes szamrendszerben, és a szamjegyei legyenek az
ismeretlenek, tehat az

k
T = Z 2Py,
p=0

helyettesitést végezziik el. Meg kell kovetelni természetesen a

k
> or (1.20)
p=0

feltételeket.
Most mar konnyen belathatjuk, hogy az egyenlétlenségek visszavezethetsk
egyenletekre. Tekintsiik az

alx < b
feltételt. Egy Uj y nemnegativ egész valtozod bevezetésével nyerjik az
alx +y =0 (1.21)

egyenletet. Ezzel az (1.3) esetben a visszavezetés meg is tortént. Az (1.2)
esetben ehhez azt kell még észrevenni, hogy az a” x lehetséges értékei korlatos
halmazt alkotnak, igy az (1.21) megoldasaiban y értékei is sziikségképpen
korlatosak. Az (1.1) esetben is hasonléan jarunk el, csak az igy bevezetett y
valtozot még binaris valtozokkal ki kell valtani.

Tehat azt kaptuk, hogy barmely nemkorlatos véltozokat tartalmazo fela-
datra visszavezethet$ mind a négy korlatos valtozokat tartalmazo feladat. Az
utobbiak pedig egymas kozt tetszblegesen transzformalhatok. A visszavezetés
értelme, hogy ha van modszeriink egy olyan feladat megoldasara, amire a
visszavezetés tortént, akkor ez a modszer felhasznalhaté a visszavezetés eltti
feladat megoldasara is.

A gyakorlatban &altalaban ezeket a transzforméciokat nem érdemes elvé-
gezni. Ennek két oka van. Az egyik, hogy a feladat mérete jelentGsen meg-
néhet, ami megneheziti mind a feladat tarolasat, mind a megoldasat. Egy
extrém példa: induljunk ki (1.2) tipust valtozokat tartalmazo, egyenletekkel
korlatozott feladatbol, és vezessiik vissza binaris valtozos, egyenlStlenségek-
kel leirt feladatta. Az els6 lépésben a feltételek szama megduplazodik, mert
minden egyenletet két egyenlStlenséggel helyettesitiink. Ezutan be kell vezet-
niink a tovabbi (1.20) alaku feltételeket és az ezekben szerepld 0j valtozokat.
Ha eredetileg m feltételiink és n valtozonk volt és minden valtozo korlatja
csak 2 vagy 3, akkor is a transzformalt feladat mérete

(2m 4 n) x 2n.
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A masik ok, ami miatt a visszavezetéseket nem célszerii végrehajtani, hogy
az egyenlStlenségekkel, illetve egyenletekkel leirt, a binaris, illetve nemcsak
binaris vektorokat tartalmazé halmazoknak mas és mas matematikai tulaj-
donsagaik vannak. Ezen eltérések leirasara a kovetkezo fejezetben részletesen
visszatériink. Az egyes alapfeladatokra kifejlesztett modszerek — tobbnyire
implicit médon — felhasznéljak a stratégidjuk meghatarozasanal ezeket a tu-
lajdonségokat abban az értelemben, hogy bizonyos helyzetek hatékony ke-
zelésére felkésziilnek. A transzformalt feladatok esetében azonban éppen az
eltérd jellegzetességek miatt ez a hatékonysag nem tud érvényesiilni.

1.4. Megjegyzések és irodalom

Az egészértékd programozéasban a szohasznalat eltéréen alakult a linearis pro-

gramozashoz viszonyitva. Itt megoldds alatt azokat a vektorokat értjiik, me-

lyek a megfelels egészértékiiségi kovetelménynek eleget tesznek, fiiggetlentil

attol, hogy az algebrai feltételeket kielégitik-e vagy sem. Ennek megfelelGen
z (1.1), illetve az (1.2) tipust valtozoknal az Gsszes megoldasok szama

2", illetve  [](d; +1).
j=1

A megengedett megoldds kifejezéssel azokat a vektorokat illetjiik, amelyek
mind az egészértékiiségi, mind az algebrai kovetelményeket kielégitik.

Az egészértéki programozas irodalma belathatatlanul széles. Dantzig, a
szimplex modszer megtalaloja, mar 1957-ben irt ilyen feladatokrdl [24]. A
hazai irodalomban az els6 két Gszefoglalo mi [35] és [56]. Az iitemezésel-
méletet is targyalja [93]. Az utazo iigynok feladatanak 6nmagaban is igen
nagy irodalma van. Jo Osszefoglalas [59]. Egyetlen arunak tobb korjarattal
torténd kiszallitasa elgszor a [12] dolgozatban meriilt fel a Dagens Nyheter
svéd napilap stockholmi kiszallitasa kapcsan. Kés6bb ugyanez a feladat a bu-
dapesti sorszallitds optimalizélasa soran is el§jott. Az utazé ligynok feladat
ilyen iranyu felhasznalasa annyira elterjedt, hogy mar a nem operaciokuta-
tasi szakirodalom is ezt ajanlja (Id. pl. [47]). A berlini mozgassériiltek
szallitasanak optimalizalasaban is felhasznaltak a feladatot.
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